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Resumen

Los métodos basado en estad́ısticos de orden o order statistics, son a menudo usados en
finanzas, calidad de control, procesamiento de datos y señales, especialmente cuando las
señales de interés están inmersas en ruido impulsivo. Estos permiten incluir información
de tiempo a costa de incrementar la dimension del problema. En problemas de grandes
dimensiones, usualmente requerimos conocer solo estad́ısticos de segundo orden.

En esta tesis se diseñó un modelo de medición basado en mediciones cuadráticas de
rango uno o sketch para estimar la matriz de correlación de datos que han sido ordenados.
Se estudia la estructura de la matriz para un proceso aleatorio vectorial estacionario, y
mostramos que su estructura depende de una submatriz diagonal y una submatriz con
diagonal cero. Explotando esta estructura se diseñan dos algoritmos, el primero luego de
la estimación realiza un promedio y el segundo algoritmo tiene en cuenta la información
de la estructura para la definición de una nueva relajación convexa para recuperar la
matriz. Se demuestra que el número de mediciones es proporcional al tamaño original del
problema (sin ordenamiento), además se desarrolla un muestreo en bloques que optimiza
el muestreo de la estructura de la matriz. Para ambos algoritmos se presentan simulaciones
para mostrar el desempeño en la reconstrucción y la robustez de la estimación cuando el
ruido uniforme esta presente, superando el desempeño mostrado por el estimador referente.

Para los casos en que no es posible suponer un número infinito de realizaciones del
proceso estacionario, se desarrolla una modificación al esquema de medición que permite
una convergencia mas rápida, con lo cual se consolida un modelo de medición para la
estimación de la matriz de correlación.

Se desarrolló una extension del segundo algoritmo basado en métodos de división
proximal, en especial en los métodos forward-backward y primal-dual, que al solucionar
iterativamente una secuencia de subproblemas logra una computación eficiente para el
caso de datos de grandes dimensiones.

Por último, basados en el modelo de medición se diseñó un estimador para datos
ordenados que presentan un comportamiento no-estacionario, mostrando una importante
disminución en el consumo de recursos y una leve reducción en el número de mediciones
respecto al estimador referente.

Palabras clave: Matriz de correlación, estad́ısticos de orden, mediciones cuadráticas,

sketch, métodos de división proximal, forward-backward, primal-dual, ruido unifor-

me.
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Abstract

Methods based on ordered statistics are often used in finance, quality control, data and
signals processing, especially when the signals of interest are immersed in impulsive noise.
These allow to include information of time at the expense of increasing the dimension of
the problem. In large problems, we usually need to know only second-order statistics.

In this thesis a measurement model based on quadratic measurements of rank one
or textit sketch was designed to estimate the matrix of correlation of data that have been
ordered. We study the structure of the matrix for a stationary vector random process, and
show that its structure depends on a diagonal submatrix and a submatrix with zero dia-
gonal. Exploiting this structure two algorithms are designed, the first after the estimation
performs an average and the second algorithm takes into account the information of the
structure for the definition of a new convex relaxation to recover the matrix. It is demos-
trate that the number of measurements is proportional to the original size of the problem
(without ordering), in addition a block sampling is developed to optimize the sampling
of the structure of the matrix. For both algorithms we provide simulations to show the
performance in the reconstruction and the robustness of the estimate when uniform noise
is present, surpassing the performance shown by the referent estimator.

For cases in which it is not possible to assume an infinite number of realizations of
the stationary process, a modification to the measurement scheme is developed that allows
a faster convergence, which consolidates a measurement model for the estimation of the
correlation matrix.

We developed an extension of the second algorithm based on proximal division met-
hods, especially in the forward-backward and primal-dual methods, which when iteratively
solving a sequence of sub-problems ensures an efficient computation for the case of large
data.

Finally, based on the measurement model, an estimator was designed for ordered
data that exhibit a non-stationary behavior, showing a significant decrease in the consum-
ption of resources and a slight reduction in the number of measurements with respect to
the referent estimator.

Keywords: Correlation matrix, ordered statistics, quadratic measurements, sketch,

proximal splitting methods, forward-backward, primal-dual, uniform noise.
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5.2. Señales ECG de la base MIT-BIH en el rango 1975 a 2000 segundos . . . . 61

5.3. Comparación del NMSE entre el estimador general y el esquema propuesto
para n = 3, 5 7, caso no-estacionario. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.4. Comparación del NMSE entre el estimador general y el esquema propuesto
para n = 5 y diferentes niveles de ruido, caso no-estacionario. . . . . . . . . 62

xv



xvi LISTA DE FIGURAS

5.5. Comparación del NMSE entre el estimador general y el esquema propuesto
para n = 7 y diferentes niveles de ruido, caso no-estacionario. . . . . . . . . 62



Lista de Tablas

5.1. Uso de la Memoria de Acceso Aleatorio (RAM) por parte del estimador
estándar y el estimador propuesto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

xvii





LISTA DE TABLAS xix

Lista de Abreviaturas

ADMM Alternate Directions Method of Multipliers

CoVALSA CoVariance by Argumented Lagrangian Shrinkage Algorithm

ECG Electrocardiográficas
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teoŕıa de señales ha sido un área de constante investigación desde sus primeros usos
en la teoŕıa de la información (Shannon, 1948). Sus avances han permitido el desarrollo
de novedosos sistemas que han impactado notablemente la manera de vivir, llevando a
la sociedad a la era de las Tecnoloǵıas de la Información y las Comunicaciones (TIC). El
rápido crecimiento en la generación de datos e información por los diferentes sistemas de
comunicaciones, y las actuales limı́tantes han ocasionado que los problemas de inferencia
estad́ıstica y procesamiento de datos de altas dimensiones se hayan convertido en un reto
de alta complejidad, ya que buscan cada vez métodos más eficientes de estimación de
las estad́ısticas de segundo orden, manteniendo niveles óptimos de precisión (Chen et al.,
2015; Leus y Tian, 2011).

Además, si los datos han sido alterados por señales aleatorias indeseadas (ruido) que obe-
dezcan a distribuciones de probabilidad Gaussianas, los modelos lineales son los más ade-
cuados para su modelamiento y análisis (Unser y Tafti, 2014). Pero, cuando estas señales
indeseadas presentan picos, es decir presentan comportamientos impulsivos, los modelos
no-gaussianos son los más adecuados debido principalmente a que permiten tener una va-
rianza infinita por lo que se hace necesario buscar métodos no lineales para su reducción
(Arce, 2004; Unser y Tafti, 2014). Entre estos métodos, uno muy utilizado son los filtros
Ll (Palmieri y Boncelet, 1989) que ayudan a la eliminación de estos picos y permiten una
óptima estimación basada en el ordenamiento temporal y de rango, tambien conocidos co-
mo estad́ısticos de orden o order statistics. El ordenamiento de rango preserva transiciones
abruptas de la señal y remueve los componentes de ruido con cola pesada (impulsivos),
mientras que el orden temporal de los datos se necesita mantener para realizar proce-
samiento lineal sobre los mismos, ya que permite efectuar modificaciones predecibles del
contenido espectral de la secuencia observada (Gandhi y Kassam, 1991). En este tipo de
estimadores como en aplicaciones en campos como finanzas, control de calidad, estudios
de robustez y procesamiento de señales es esencial para su diseño la estimación de la ma-
triz de correlación de los datos ordenados la cual presenta una forma Toeplitz en bloques
dispersa (sparse) (Palmieri y Boncelet, 1989; Arce, 2004). Pero, la principal desventaja
al ordenar los datos en rango y tiempo radica en el incremento del tamaño de la matriz
correlación, ya que pasa de la dimensión original n× n a tener una dimensión de n2 × n2.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En radares aerotransportados una técnica muy utilizada para la eliminación de los ecos
terrestres no deseados o ground-clutter es el procesamiento adaptativo tiempo-espacio o
Space-Time Adaptive Processing (STAP), en donde se utilizan M antenas y N formas de
ondas para la recolección de los datos (Abramovich et al., 2008b). El problema central
al usar algoritmos 2D-STAP es la necesidad de estimar la matriz de covarianza usando
generalmente un número limitado de muestras, ya que por diseño propio de los radares se
presenta esta condición. Además, sin asumir de antemano una estructura de esta matriz
la estimación no seŕıa posible ya que el número de muestras necesario para la correcta
estimación no estaŕıan disponibles, por lo que en ciertos escenarios el clutter es estacionario
y por tanto se tiene que la matriz de covarianza presenta una estructura de matriz Toeplitz
en bloques (Guerci y Baranoski, 2006; Abramovich et al., 2008b).

Adicionalmente, la estructura de Toeplitz en bloques aparece en matemáticas, compu-
tación cient́ıfica, ingeniera, como también en problemas de restauración de imágenes, series
de tiempo, sistemas de almacenamiento magnético, procesos aleatorios estacionarios 2-D,
ecuaciones diferencias e integrales, teoŕıa de control, procesamiento de señales y radares
(Krishna et al., 2013; Omar y Slock, 2008; Hong et al., 2015; Tsiligkaridis y Hero, 2013;
Abramovich et al., 2008b; Oudin y Delmas, 2008; Gutiérrez-Gutiérrez y Crespo, 2012).

El incremento en el tamaño de la matriz de correlación cuando se hace uso de estad́ısticos
de orden y las limitantes actuales en capacidad de procesamiento y memoria disponible,
es lo que hace necesario desarrollar nuevas técnicas que puedan tratar este problema. Por
ejemplo, técnicas como censado compresivo o compressed sensing (Bryan y Leise, 2013) y
sketches (Chen et al., 2015; Bahmani y Romberg, 2015; Traganitis y Giannakis, 2017; Tang
et al., 2017; Dasarathy et al., 2017) recurren al uso de optimizaciones y matrices aleatorias
para realizar una recuperación de la matriz a partir de mediciones y procesamiento de los
datos sin requerir del almacenamiento de todos los datos.

Además, las técnicas de sketches y mediciones compresivas requieren que la matriz exhiba
alguna estructura para lograr una correcta recuperación. Cuando el vector aleatorio tiene
una matriz de covarianza simultáneamente dispersa y de bajo rango, en Bahmani y Rom-
berg (2015) se demuestra que si los sketches presentan una estructura especial, entonces
se puede utilizar un algoritmo sencillo de dos estados que explota esta estructura para
una estimación precisa. En Bioucas-Dias et al. (2014) se propone un método, denominado
CoVALSA (CoVariance by Argumented Lagrangian Shrinkage Algorithm), que estima la
matriz de covarianza mediante mediciones compresivas con información a priori sobre la
estructura de la matriz incluyendo la estructura Toeplitz, dispersa y de bajo rango. En
Dasarathy et al. (2015) se estudia la recuperación de la covarianza con una estructura
llamada raleza distribuida mediante productos de tensores. En Tsiligkaridis y Hero (2013)
se desarrolla un método de estimación de matrices de covarianza basado en representar
la matriz Toeplitz a bloque en series de productos Kronecker para luego utilizar mı́nimos
cuadrados penalizados en rango permutados. En Romero et al. (2016); Romero y Leus
(2013a) se desarrolla un esquema de estimación de matrices, denominado Muestreo de
Covarianza Compresivo, que busca recuperar la matriz de covarianza a partir de menos
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muestras, obtenidas de acuerdo a un criterio llamado reglas dispersas partiendo de que
la matriz de covarianza para estructuras dispersas, Toeplitz y de bajo rango pueda ser
expresada como una combinación lineal de matrices de un conjunto base.

En Chen et al. (2015) se propone un modelo de medición cuadrático (rango uno) que
permite una estimación precisa de la matriz de covarianza sin ruido, bajo almacenamiento
de datos y robustez frente a ruido uniforme. En el modelo alĺı desarrollado se analizaron
cuatro estructuras: bajo rango, bajo rango Toeplitz, dispersa y dispersa bajo rango. Para
la estimación de la matriz de correlación de datos ordenados el modelo cuadratico solo
explota la caracteŕıstica de sparsity de la matriz y la condición de ser semidefinida positiva.
El presente trabajo extiende los metodos desarrollado en Chen et al. (2015) para estimar
la matriz de correlación de datos ordenados y se analiza la estructura que presenta tal
matriz.

Teniendo en cuenta lo anterior, la presente tesis busca darle respuesta al siguiente
interrogante: ¿Como estimar la matriz de correlación con estructura Toeplitz en bloques
dispersa utilizando un número de mediciones menor que la dimensión de los datos origi-
nales?

Para dar respuesta a este interrogante se debe desarrollar un modelo que capture la es-
tructura particular de la matriz buscando obtener una reducción en la dimensión, y logre
resolver eficiente el problema de estimación.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo General

Diseñar un modelo de medición para la estimación de la matriz de correlación de datos
ordenados.

1.1.2. Objetivos espećıficos

Determinar las caracteŕısticas de los principales métodos de estimación de matrices
con mediciones comprimidas.

Diseñar un método para la recuperación de la matriz de correlación de datos orde-
nados.

Evaluar por simulación el desempeño del modelo planteado.

1.2. Hipótesis

Como hipótesis principal se formuló: Un modelo de medición utilizando sketches permitirá
la estimación estable de la matriz toeplitz en bloques con mediciones menores que la
dimensión original de la matriz.
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1.3. Principales Contribuciones

De forma resumida, los principales resultados alcanzados en la tesis fueron los siguientes:

Se analizó la estructura de la matriz de correlación que presenta un proceso aleatorio
estacionario cuando ha sido ordenado.

Se diseñaron tres algoritmos para la estimación de la matriz de correlación utilizando
un número de mediciones menor que la dimensión de los datos.

Se diseño un estimador para el caso de procesos no-estacionarios.

Se consolido un modelo de medición para la estimación de la matriz de correlación.

Recurriendo a métodos de división proximal, se realizó una extensión del algoritmo 2
para la estimación eficiente computacionalmente de la matriz de correlación cuando
el proceso aleatorio presenta una gran dimensión.

1.4. Organización y Materiales Publicados

A partir de los resultados de este trabajo de investigación, fueron realizadas algunas publi-
caciones, no obstante queda pendiente generar mas publicaciones donde sean presentados
los resultados finales logrados (Hoyos et al., 2018). Esta tesis esta organizada de la siguien-
te manera:

En el Caṕıtulo 2 se discuten los principales métodos de estimación de matrices, especial-
mente para las estructuras mas relevantes: bajo rango, dispersas o sparse, Toeplitz y block
Toeplitz. La sección 2.3 presenta la teoŕıa de los métodos actuales para la estimación de
matrices de bajo rango, entre los cuales se incluyen: Aproximación de bajo rango, minimi-
zacion por traza, recuperación de fase y mediciones cuadráticas. La sección 2.4 presenta
los métodos mas relevantes para la estimación de matrices dispersas o sparse, realizando
una clasificación de acuerdo al tipo de técnica utilizada por los estimadores: umbral o alea-
toria. La sección 2.5 presenta los métodos actuales para la estimación de matrices Toeplitz
haciendo énfasis a métodos que utilizan mediciones compresivas. Por último, la sección 2.6
presenta los métodos mas relevantes para la estimación de matrices block Toeplitz. Estos
resultados han sido presentados en Hoyos y Jojoa (2017a) y Hoyos y Jojoa (2017b)

El Caṕıtulo 3 presenta el problema de la estimación de la matriz de correlación de datos
que han sido ordenados en tiempo como en rango. Se estudia la matriz de correlación y se
presenta la estructura que se tiene cuando un proceso estacionario es ordenado. También
se introducen dos nuevos algoritmos para la resolución de este problema, basados en rela-
jaciones convexas y la inclusión de la estructura descubierta de la matriz de correlación. El
primer algoritmo consiste en reemplazar las submatrices por un promedio de las mismas
lo que permite obtener una mejoŕıa en la recuperación de la matriz.
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El segundo algoritmo reformula la estructura del muestro, planteando un muestreo
en bloques del mismo tamaño y número que los presentes en la matriz de correlación para
poder incluir directamente la información de la estructura de la matriz de correlación
en el programa convexo. Este nuevo problema de optimización convexo permite reducir
notablemente el número de mediciones o muestras necesarias para alcanzar una estimación
correcta de la matriz, pasando de depender de n2(n2 +1)/2 a solo depender de n(n+1)/2.
Basados en el nuevo esquema de medición y algoritmo 2 planteamos un nuevo modelo de
medición para la estimación de la matriz de correlación de datos ordenados.

Por úlltimo, para ambos algoritmos se analiza el desempeño respecto al número de
mediciones necesarias como su robustez frente al ruido uniforme. Estos resultados han sido
publicados en Hoyos et al. (2017b), Hoyos et al. (2017a) y (Hoyos y Jojoa, 2017c)

En el Caṕıtulo 4 se presenta un tercer algoritmo como extension del algoritmo 2, cuando
la dimensión de los datos es muy grande. Esto se hace necesario ya que la computación
de los anteriores algoritmos es computacionalmente costosa y por tanto la computación
de datos de grandes dimensiones se vuelve inviable. Recurriendo a métodos de división
proximales o proximal splitting methods, en especial forward-backward y primal dual, se
diseña el algoritmo, se analiza su tiempo de convergencia y su desempeño para datos con y
sin ruido uniforme. Cabe aclarar que el ruido uniforme fue seleccionado en esta tesis para
permitir una comparación con trabajos previos.

En el Caṕıtulo 5 basado en el modelo de medición desarrollado, se diseña un estimador
para la recuperación de la matriz de correlación de datos no-estacionarios que han sido or-
denados. Como caso de estudio se toman 7 señales Electrocardiográficas (ECG) a partir de
las cuales utilizando el modelo de medición se recupera la matriz de correlación con y sin la
presencia de ruido uniforme. El estimador diseñado reduce la complejidad computacional,
mientras que el número de mediciones es ligeramente menor que el estimado general.

En el Caṕıtulo 6 se discuten los resultados de esta tesis, se resaltan los aportes originales
de la misma y se presentan posibles trabajos futuros.

Finalmente, en los apéndices y anexos se brindan los aspectos matemáticos que soportan
el desarrollo de la tesis.



Caṕıtulo 2

Aspectos Teóricos: Resultados
Previos

A continuación se presentan y analizan los resultados previos fundamentales que son la
base de los modelos y algoritmos que se desarrollan en los caṕıtulos 3 y 4 de esta tesis
(Hoyos y Jojoa, 2017a,b). Para complementar este caṕıtulo, en el apéndice A se dan algu-
nas nociones de optimización.

2.1. Notación

Antes de proceder, introducimos varias notaciones usadas a lo largo de este capitulo. La
notación utilizada para representar una matriz y un vector son respectivamente X y x. De-
jamos que [n] represente el conjunto {1, 2, ..., n}. La Singular Value Decomposition (SVD)
de X = UΛV∗, con ∗ representando el operador hermitico (transpuesta conjugada). Deno-
tamos por ‖X‖, ‖X‖F y ‖X‖∗ la norma espectral (operador norma), norma de Frobenius y
la norma nuclear de X. La norma ℓ1 elemento a elemento y el tamaño de soporte de X se
denota por ‖X‖1 y ‖X‖0 respectivamente. El producto interno matricial es definido como
〈X, Y〉 = Tr(XY

∗), y el producto kronecker está denotado por ⊗. El operador adjunto viene
denotado por †.

2.2. Introducción

La estimación de matrices juega un papel preponderante en muchas aplicaciones, en espe-
cial la estimación de la matriz de covarianza es fundamental en aplicaciones como procesa-
miento de señales (Krim y Viberg, 1996), reconocimiento de patrones, geometŕıa convexa
computacional, estad́ıstica de altas dimensiones, ..., ya que captura la estructura de la
covarianza de las variables aleatorias (Vershynin, 2012). Sea x un vector aleatorio en Rn

distribuido acorde a alguna función de distribución µ. La matriz de covarianza viene defi-
nida como

Σ = E{(x− Ex)(x− Ex)T} = E{(x− Ex)⊗ (x− Ex)} (2.1)

6
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y tiene las propiedades de ser simétrica y semi-definida positiva. Los autovectores de la
matriz de covarianza son llamados los componentes principales, he aqúı la importancia en
Análisis de Componentes Principales (PCA). La estimación de la matriz de covarianza se
puede realizar a partir de muestras mediante

Σk =
1

k

k
∑

i=1

(x− Ex)(x− Ex)T , (2.2)

y de acuerdo a la ley de grandes números se garantiza que el estimador se vuelva ajustado
cuando el numero de muestras k va al infinito, es decir

Σk → Σ
k→∞

. (2.3)

La dificultad radica en cuan grande debe ser el numero de muestras para asegurar que la
muestra de covarianza converja a la covarianza verdadera?, o equivalentemente cuantas
muestras debo tener para lograr cierta precision (ǫ = 0,01) en el operador norma

‖Σk −Σ‖ ≤ ǫ‖Σ‖. (2.4)

En (Tropp, 2015) se demuestra que si el número de muestras es mayor a cǫ−2n log n el
estimador muestral provee una relativa precision en la estimación de la verdadera matriz
de covarianza Σ. Pero con la gran cantidad de datos, generalmente las matrices son extre-
madamente grandes y con las facilidades en el censado y adquisición de datos, el tamaño
tiende cada vez a aumentar. Pero por limitaciones de volumen y costos es común no poder
muestrear completamente los datos de salida para obtener la matriz completa, o en campos
como la bioloǵıa o medicina el numero de muestras disponibles es reducido y generalmente
menor que el tamaño de variables (Kwan, 2011). Por tanto se hace necesario desarrollar
técnicas de estimación de matrices de covarianza capaces de lograr un bajo error sujetos
a que el numero de muestras k sea moderado comparado a n.

El estimador bien condicionado desarrollado por (Ledoit y Wolf, 2003, 2004) conocido
como estimación shrinkage que al igual que el estimador muestral tiene la ventaja de no
necesitar conocer la estructura de la matriz de covarianza y logra un mejor desempeño
que el estimador muestral (Ledoit y Wolf, 2012).

Otros métodos basados en teoŕıa de matrices aleatorias, optimización convexa y muestreo
compresivo han demostrado obtener una mejor estimación que los anteriores métodos, in-
cluso cuando se tiene ruido (Walden y Schneider-Luftman, 2015; Bai y Shi, 2011). Además,
sus resultados son mejores cuando se tiene en cuenta en la estimación la estructura que
podŕıa presentar la matriz de covarianza.

Por lo anterior, a continuación se presenta el estado actual en la estimación de matrices
utilizando muestras comprimidas (k < n2), especificado principalmente las estructuras
mas relevantes: bajo rango, dispersa o sparse, Toeplitz y block-Toeplitz.
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2.3. Matrices de bajo rango

Las matrices de bajo rango son muy comunes debido a su aparición en diferentes cam-
pos: sistemas de identificación (Liu y Vandenberghe, 2009), restauración de peĺıculas (Yu
et al., 2016), recuperación del movimiento en 3-D (Wang et al., 2016), ensamble de señales
(Davies y Eldar, 2012), aprendizaje de maquina o machine learning (Guan et al., 2016;
Argyriou et al., 2008).

Definición:(Matriz de bajo rango) una matriz X ∈ Rm×n se le llamada de bajo rango
si su rango r << min (m, n). Entonces la matriz puede ser expresada exactamente o
aproximadamente mediante:

X ≈
r
∑

i=1

αiuiv
T
i , (2.5)

donde αi ≥ 0, i = 1, ..r y u1, ..., ur ∈ Rm y v1, ..., vr ∈ Rn son vectores ortonormales. Una
interpretación es que los escalares son los valores singulares de X y los vectores ortonor-
males son los correspondientes vectores singulares de la SVD.

Los diferentes métodos desarrollados hasta el momento se basan en variaciones en el diseño
del operador A que se encarga de la toma de mediciones o muestras, aśı encontramos
(Davenport y Romberg, 2016):

Operador aleatorio

Operador que retorna un subconjunto de las entradas

Operador de rango uno

A continuación se listan los estimadores más representativos en la recuperación de matrices
bajo rango.

2.3.1. Aproximación de bajo rango

La idea es encontrar la mejor aproximación de bajo rango de una matriz dada X ∈ Rm×n.
Cuando se habla de la mejor aproximación significa que se desea determinar la matriz más
cercana en norma de Frobenius, es decir

minimize
X

‖Xl − X‖2
F sujeto a rango(Xl) = r, (2.6)

donde ‖ · ‖2
F es el cuadrado de la norma de Frobenius, y r es el rango deseado de la

aproximación. A pesar que el problema es no convexo, una forma para solucionarlo de
manera fácil es utilizar la SVD

X = UΣV
T , (2.7)

donde U, V son matrices ortonormales y Σ es una matriz diagonal que contiene los valores
singulares ordenados. La solución se encuentra truncando la expansión, es decir aplicando
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un umbral o thresholding a los valores singulares para mantener los mas grandes y a partir
de ellos se reconstruya la matriz (Horn y Johnson, 1994)

X̂ =
r
∑

i=1

σiuiv
T
i . (2.8)

También se puede usar Lagrange en (A.1) para obtener

minimize
X

‖Xl − X‖2
F + λ · rango(X), (2.9)

donde el conjunto de soluciones obtenidas para 0 < λ < ∞ es igual al conjunto de
soluciones obtenidas en (A.1) para 1 ≤ r ≤ k con k = min(m, n). Para un λ especifico,
(2.8) se puede solucionar calculando la SVD y sometiendo los valores singulares a un
umbral duro. Cuando el umbral es igual a λ/2 el resultado es igual a la solución de

minimize
X

‖Xl − X‖2
F + λ‖X‖∗, (2.10)

donde ‖ · ‖∗ es la norma nuclear o norma traza (suma de valores singulares) que es una
relajación convexa del rango, muy utilizada en problemas de optimización (Boyd y Van-
denberghe, 2004).

2.3.2. Recuperación bajo rango y minimización por traza

Generalmente, en cambio de observar directamente la matriz X, lo que se hace es obtener
mediciones de la forma y = A(X) + n, donde n es un termino de error acotado y A :
Rm×n −→ Rk es un operador lineal de medición que actúa sobre la matriz X tomando
el producto interno estándar con matrices previamente establecidas A1, ..., Ak. Aśı, cada
componente del vector y ∈ Rk viene dada por

yi = 〈Ai, X〉+ ni. (2.11)

El objetivo es recuperar una buena aproximación de X con pocas medidas tanto como sean
posibles. Una aproximación de bajo rango puede venir dada por

minimize
T

‖y −A(T)‖2
2 sujeto a rango(T) = r (2.12)

pero el problema de minimización de rango es en general NP-dif́ıcil (Boyd y Vandenberghe,
2004). Pero si en cambio se usa el programa de optimización convexa (2.10), se tiene

minimize
T

‖y −A(T)‖2
2 + λ‖T‖∗ (2.13)

el cual puede ser solucionado sistemáticamente mediante algoritmos proximal o FISTA
(Davenport y Romberg, 2016). La soluciones a (2.13) para cualquier β > 0 obedecerán la
condición de punto fijo

T = proxβ(T− βA∗(A(T)− y)), (2.14)
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donde el operador proximal viene dado por

prox(M) = arg min
T

‖T−M|2F + βλ‖T‖∗ (2.15)

y λ define el margen tolerable de error entre la solución y las mediciones y. Si hay un
nivel alto de fidelidad entonces se podŕıa dejar λ = 0 y la solución de (2.13) coincidirá con
(Davenport y Romberg, 2016)

minimize
T

‖T‖∗ sujeto a A(T) = y, (2.16)

presentando la ventaja de ser una optimización convexa, ya que la matriz objetivo X

pertenece a dos conjuntos convexos: el primero es la bola norma nuclear de radio γX =
‖X‖∗, dada por

X ∈ C := {T : ‖T‖∗ ≤ γX}, (2.17)

y el segundo es el espacio af́ın de todas las matrices m×n que tienen las mismas mediciones

X ∈ E := {T : A(T) = y}. (2.18)

entonces por definición X será la única solución si y sólo si es la única matriz en la
intersección C ∩ E .

2.3.3. Recuperación de fase

Un problema que ha recibido gran atención ha sido la recuperación de la señal x ∈
Rn a partir de m mediciones cuadráticas (intensidad) de la forma xi = |〈x, ai〉|, i =
1, ..., m. Para recuperar la señal además de la magnitud se necesita determinar la fase, y
este problema es NP-dif́ıcil (Sahinoglou y Cabrera, 1991). En un muy interesante trabajo
concocido como PhaseLift desarrollado por Candès et al. (2013) demostraron que si los
vectores Gaussianos ai son muestreados independiente y uniformemente sobre la esfera
unitaria entonces la señal puede ser recuperada exactamente a partir de las mediciones de
magnitud. El problema original puede ser reescrito como

|〈x, ai〉|2 = xT aia
t
ix = 〈X, Ai〉, (2.19)

donde X = xxT y Ai = aia
T
i son matrices simétricas de rango 1. Entonces el problema

puede ser convertido a un problema de recuperación de matrices, donde la matriz X seŕıa
la solución del problema de optimización

minimize
T

‖T‖∗ sujeto a 〈T, Ai〉 = y2
i (2.20)

T � 0 (2.21)

y la estimación es exitosa cuando m ≥ n log n.
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2.3.4. Mediciones cuadráticas o sketch

En los anteriores estimadores los vectores de censado eran variables Gaussianas Indepen-
dientes e Idénticamente Distribuidas (i.i.d.) , en (Chen et al., 2015) se extendió el análisis
a vectores de censado sub-Gaussianos, permitiendo utilizar una clase mas amplia de me-
canismos de muestreo. Además, utilizando los vectores de medición o sketch se obtiene
mediciones cuadráticas a partir de las cuales demostraron que es posible la estimación de
una matriz de covarianza. Cada medición cuadrática viene dada por

yi = aT
i Cxai + ηi, (2.22)

y Cx es la matriz de covarianza. Cuando las mediciones han sido contaminadas por ruido
acotado ‖η‖ ≤ ǫ1, y asumiendo una estructura de bajo rango en la matriz se puede plantear
el siguiente problema de optimización

T̂ = argmin
T

rango(T) sujeto a T � 0 (2.23)

‖y −A(T)‖ ≤ ǫ1, (2.24)

donde ‖ · ‖ es a norma espectral y ǫ1 es la cota superior del ruido. Pero como hemos
visto el problema de la minimización del rango es un problema NP-dif́ıcil, y como para las
matrices semidefinidas positivas la traza es un sustituto convexo de la función rango muy
utilizada en problemas de recuperacion de fase (Candes et al., 2011; Candès et al., 2013),
entonces una relajación convexa que permite volver el problema tratable viene dada por

T̂ = argmin
T

Tr(T) sujeto a T � 0, (2.25)

‖y −A(T)‖ ≤ ǫ1, (2.26)

donde Tr(·) es la traza. Chen et al. (2015) demostró que en ausencia de ruido la recupera-
ción es exacta y el numero de mediciones necesarias es del orden de nr. Cuando hay ruido
demostraron que la estimación de la matriz es estable y el error esta acotado por

‖T− Cx‖ = O
(

ǫ

m

)

(2.27)

Sus resultados coinciden con los encontrado con PhaseLift y al recurrir al uso de los
sketch permite recuperar matrices de covarianza sin la necesidad de almacenar todas las
realizaciones del vector de variables aleatoria.

2.4. Estimación de matrices dispersas o sparse

Las matrices dispersas o sparse se caracterizan por ser matrices con muchas de sus entradas
iguales cero; es decir que contiene muy pocos elementos diferentes de cero por columna. La
relación entre el número de entradas cero y el total de entradas es conocido como el nivel
de dispersión o sparsity. La importancia de estas matrices radica en el impacto que tiene
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en la reducción en la complejidad de los algoritmos, la computación y el almacenamiento
de las matrices (Arora et al., 2006; Drineas y Zouzias, 2011), por lo cual se ha convertido
en una área muy activa de investigación que ha dado origen a nuevos métodos de muestreo,
estimación y aprendizaje (Chen et al., 2015; Dasarathy et al., 2015; Gilbert y Indyk, 2010).
De forma general podemos clasificar los esquemas de estimación como

Umbral

Aleatorios

2.4.1. Umbral o Thresholding

Uno de los métodos mas fáciles para estimar matrices de covarianza dispersas ha sido
el uso de un umbral, el cual establece elementos pequeños (menores al umbral) a cero
(Bickel y Levina, 2008). Cada componente fuera de la diagonal principal de la matriz de
covarianza Σk es sometido a un umbral especifico wT , entonces la matriz dispersa viene
dada por

Σ̂k = (σ̂ij)n×n =







σij si i = j

σij1(|σij| > wT ) sii 6= j
(2.28)

donde 1 es la función indicador que realiza el proceso de umbral

1(|x| > wT ) =







x si |x| > wT

0 si |x| ≤ wT

(2.29)

a este umbral se le conoce como umbral duro. Cuando los datos son Gaussianos o sub-
Gaussianos, el umbral puede ser escogido como

wT = c

√

log k

n
, c > 0 (2.30)

una ventaja del umbral es que evita estimar elementos pequeños y ayuda a reducir el nivel
de ruido. Por otra parte Rothman et al. (2009) combino el método de umbral y shrinkage
para crear reglas de umbral mas flexibles. Cai y Liu (2011) propusieron un umbral el cual
es adaptativo a la variabilidad de las entradas y (Cai y Yuan, 2012) considero la estima-
ción adaptativa de la matriz de covarianza utilizando un umbral en bloque. Pero, la gran
desventaja de este tipo de estimadores es que no garantiza que la matriz de covarianza
estimada vaya a ser definida positiva.

2.4.2. Métodos aleatorios

Dentro de las clasificaciones de métodos aleatorios se encuentran:
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2.4.2.1. Producto de tensores

Cuando se desea recuperar la matriz T ∈ Rn×n de la matriz de mediciones

Y = ATB
T ∈ Rm×m (2.31)

donde A y B son matrices Sketching1 de m × n con m ≪ n. Si la matriz tiene filas y
columnas con pocas entradas diferentes de cero, a esta estrucutura se le conoce como
dispersión distribuida. Dasarathy et al. (2015) mostraron que la estimación es posible
resolviendo la optimización convexa

minimize
T

‖T‖1 sujeto a ATB
T = Y, (2.32)

donde ‖T‖1 es la norma de vectorizar a T (vect(T))2. El concepto de tensores aparece
cuando reescribimos el producto matricial como

y = (B⊗ A)x, (2.33)

con x =vect(X), y =vect(Y) y ⊗ el producto tensorial o kronecker. Este tipo de aproxi-
maciones presenta dos grandes desventajas ya que al hacer uso del producto Kronecker se
incrementa la dimension y se pierde algo de la estructura del problema, en especial es dif́ıcil
hacer cumplir la propiedad de semi definida positiva en la forma vectorial. Entonces, la
aproximación generalmente ignora este requerimiento y la matriz de covarianza estimada
puede no ser una matriz de covarianza valida.

2.4.2.2. Minimización alternante

Para solucionar (2.32) Bioucas-Dias et al. (2014) propusieron explotar la información a
priori sobre la matriz de covarianza para recuperar la matriz a partir de mediciones com-
presivas. Desarrollaron un algoritmo llamado CoVariance by Argumented Lagrangian Sh-
rinkage Algorithm (CoVALSA), el cual produce formulaciones semi definidas para matrices
dispersas, Toeplitz, bajo rango y bajo rango permutadas, las cuales son solucionadas efi-
cientemente por el algoritmo SALSA (Afonso et al., 2011).
Sea x ∈ Rn un vector aleatorio de media cero con matriz de covarianza X, la idea consiste
en tomar mediciones compresivas dadas por

Y = AXA
T , (2.34)

donde A ∈ Rm×n es la matriz de muestreo con m < n. Como el numero de mediciones es
menor que la dimension del vector, entonces para poder recuperar la matriz de covarianza
se debe tener en cuenta la estructura de la matriz, lo que les permitió plantear el siguiente
problema de optimización

min
T

1

2
‖Y − ATA

T‖2
F + λφ(T) sujeto a T � 0, (2.35)

1Ensamble bipartita-δ: Consiste del conjunto de todas las matrices 0 − 1 que tienen al menos δ unos
por columna.

2La vectorizacion es una transformación lineal que toma las columnas de una matriz y las apila una
tras otra para obtener un vector columna
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donde φ es una función cerrada, propia y convexa que captura la estructura deseada de la
matriz (bajo rango, dispersa, Toeplitz). λ es un parámetro de regularización. Utilizando las
ideas de los métodos de división (Combettes y Pesquet, 2011), el problema de optimización
puede ser replanteado como

min
T

g1(T) + g2(V) sujeto a V = R(T) (2.36)

donde g1(T) = 0 , g2(V) = g21(V) + g22(V) + g23(V) y R es una matriz de regulación para
cada tipo de estructura considerada. Para las funciones

g21(V1) =
1

2
‖Y − AV1A

T‖2
f

g22(V2) = iS+(V2)

gs3(V3) = λφ(H(V3))

(2.37)

se obtienen sus operadores proximales correspondientes. Para resolver (2.36), se utiliza un
método basado en métodos de multiplicadores de Lagrange llamado Alternate Directions
Method of Multipliers (ADMM) (Boyd et al., 2011), el cual basado en los proximales
permie resolver aproximadamente el problema minimizando sobre T con V fijo, y luego
minimizando sobre V con T fija, de aqúı el nombre minimización alternante. La minimiza-
cion no es exacta, pero Bioucas-Dias et al. (2014) muestran que sobre ciertas condiciones
que si el problema (2.36) tiene solución, entonces la minimización por ADMM converge a
la solución.

La ventaja que esta aproximación presenta es que en el problema de optimización el
espacio de matrices esta limitado a semi-definidas positivas, lo cual nos asegurara que la
matriz recuperada es una matriz de covarianza valida, y aunque Y es una matriz de menor
dimension se hace necesario un almacenamiento importante, por ejemplo muestran que
para una matriz de dimension n = 100 se logra una buena recuperación si m = 50, que
en ultimas se pasa de tener una matriz de 100 × 100 a una matriz de 50 × 50, aunque
una buena relación estamos interesados en buscar algoritmos que permitan una mejor
reducción, y además de ser posible Y sea un vector y no una matriz.

2.4.2.3. Mediciones cuadráticas o sketch

El modelo de estimación desarrollado por (Chen et al., 2015) también abarca el caso
cuando la matriz de covarianza a estimar es dispersa. Si X es dispersa, es conocido que la
norma ℓ0 promueve la dispersión, entonces el problema de estimación puede ser planteado
como

X̂ = argmin
T

‖T‖0 sujeto a T � 0, (2.38)

‖y −A(T)‖1 ≤ ǫ, (2.39)

donde ǫ es una cota superior de ‖n‖1 y A(T) : T → {〈Ai, T〉}m
i=1. Pero al utilizar la

norma ℓ0 el problema de minimización es NP-dif́ıcil (Foucart y Rauhut, 2013), es decir es
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intratable. Entonces en (Chen et al., 2015) se planteo utilizar una relajación convexa dada
por

X̂ = argmin
T

‖T‖1 sujeto a T � 0, (2.40)

‖y −A(T)‖1 ≤ ǫ, (2.41)

donde la norma ℓ1 es la relajacion conveza del tamaño de soporte y que ha demostrado ser
exitosa en muchos algoritmos de compressed sensing promoviendo la dispersión (Foucart
y Rauhut, 2013; Candès, 2008). Además, demostraron que cuando la matriz es exacta-
mente p-dispersa y no hay presencia de ruido, la solución a (2.40) es exactamente igual
la verdadera siempre que el numero de mediciones k > p log(n2/p). E inclusive, para ma-
trices aproximadamente dispersas la estimación es robusta indicando que las mediciones
cuadráticas son ordenadas al menos tan buenas como las mediciones lineales.

La idea de sketch también ha sido utilizada en (Pedarsani et al., 2015) para la estimación
de matrices dispersas mediante códigos de grafos dispersos, en (Bahmani y Romberg,
2015) para la estimación de matrices de bajo rango dispersas, o en el producto de tensores
expuesto anteriormente. Otra forma de aproximarse a sketching es encontrar un pequeño
subconjunto de columnas o filas de la matriz que aproximen la matriz entera, esto es
conocido como Problema de Selección de Subconjunto Columna (Boutsidis et al., 2014,
2009; Drineas y Kannan, 2003). Un ultimo enfoque ha sido Direcciones Frecuentes, el cual
se realiza de forma deterministica (Ghashami et al., 2016).

2.5. Estimación de matrices Toeplitz

Las matrices Toeplitz aparecen en soluciones de ecuaciones diferencias e integrales, fun-
ciones splines, en f́ısica, matemáticas, estad́ıstica y procesamiento de señales. En teoŕıa
del procesamiento de señales cuando se esta realizando estimación, detección, clasificación,
regresión o en teoŕıa de la información es común asumir que la media es constante y que
la matriz de covarianza es Toeplitz, es decir T(k, j) = T(k − j) (Gray, 2005; Chen et al.,
2015). En este caso se dice que el proceso aleatorio es estacionario débilmente o estaciona-
rio sentido amplio, o también se suele utilizar los términos estacionariedad de covarianza
o estacionario de segundo orden. La matriz Toeplitz presenta la siguiente estructura

T =



















t0 t−1 t−2 · · · t−(n−1)

t1 t0 t−1

t2 t1 t0
...

...
. . .

tn−1 · · · t0



















(2.42)

Dada la importancia de esta estructura se han desarrollado estimadores que logren una
alta precision en su recuperación utilizando un numero reducido de muestras. En (Qiao
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y Pal, 2015) propusieron un muestreado anidado generalizado (Generalized Nested Sam-
pling) con el inconveniente que el intervalo de muestra debe cumplir el criterio de Nyquist
imposibilitando desarrollar muestreo inferiores (muestras comprimidas), ademas asume un
numero infinito de datos muestra y cuando el numero de muestras es finito no determina
el desempeño de la reconstrucción. En (Qiao y Pal, 2016) determinan el desempeño del
muestreador anidado generalizado para un numero finito de muestras pero cuando la ma-
triz es Toeplitz de bajo rango.

A continuación se describen algunos estimadores de la matriz de covarianza Toeplitz.

2.5.1. Muestreo de Covarianza Compresivo

Cuando la matriz de covarianza Σx puede ser expresada como una combinación lineal de
un conjunto de matrices Toeplitz Hermitianas S = {S0, S1, ..., SI−1} (Romero et al., 2015),
es decir

Σx =
I−1
∑

j=0

αjSj , (2.43)

donde I representa la dimension del modelo. Al asumir que las matrices S son linealmente
independientes y los coeficientes son reales, el conjunto S es una base. En (Romero et al.,
2016; Romero y Leus, 2013a) se desarrolla un esquema de estimación de matrices llamado
Muestro de Covarianza Compresivo, el cual busca recuperar la matriz de covarianza Σx

a partir de menos muestras, las cuales se obtienen de acuerdo a un criterio llamado reglas
dispersas. Sea x(t) la señal original de tiempo continuo, el método tradicional (uniforme)
de muestro consiste en

x[n] = x(nTs), n = 0, 1, ..., N − 1 (2.44)

donde fs = 1/Ts es la frecuencia de muestreo. Pero como se ha mencionado en muchas
aplicaciones se tiene acceso a pocas muestras, por lo cual nuevos métodos como el mues-
treo no uniforme permiten recuperar la señal original. De forma general el muestreo no
uniforme viene dado como

y[i] = x(aiTs), A = {a0, a1, ..., aA−1} (2.45)

o de forma matricial

y = Ax, (2.46)

donde A ∈ CA×N . Para el diseño de estos muestreadores se han tomado ideas de censado
compresivo, que permiten obtener matrices de muestreo aleatorias con cotas probabiĺısti-
cas sobre su admisibilidad. El primero es el muestrador disperso, el cual consiste matrices
dispersas con unos en la posición (i, ui) y ceros en las demás posiciones, se basa princi-
palmente sobre matemáticas discretas y presenta un inconveniente ya que debe solucionar
un problema combinatorial con solución de forma no cerrada. El segundo, recurre al uso
de matrices densas basadas en argumentos probabiĺısticos. De manera interesante se tiene
que cuando la covarianza tiene estructura Toeplitz se encuentra una forma cerrada de la
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frecuencia optima del muestreador denso (Romero et al., 2015). Para la estimación de la
matriz se sabe que

Σy = AΣxA
T (2.47)

y recurriendo a la ec. (2.43), la anterior matriz puede ser representada como

Σy =
I−1
∑

j=0

αjŜj, (2.48)

donde Ŝj = ASjA
H , lo cual muestra que las matrices de covarianza comparten los coeficien-

tes αj , por tanto pueden ser estimador a partir de las mediciones y. Esta relación de las
covarianzas es muy útil para lograr la estimación, para lo cual hay varias formas de lograrlo.

Máxima verosimilitud: Si se conoce la distribución de probabilidad de las mediciones,
se puede utilizar el estimador muestral

Σ̂y =
1

k

k
∑

i=1

yiy
T
i (2.49)

y la minimizacion del log de la función de verosimilitud da el siguiente problema no convexo

minimize
αi

log |Σy|+ TrΣ−1
y Σ̂y (2.50)

Mı́nimos cuadrados: Dados los altos costos computacionales de la aproximación usando
máxima verosimilitud, una alternativa es utilizar la vectorizacion de Σx, Σy para obtener
σx y σy, las cuales se pueden relacionar mediante σy = (A∗ ⊗ A)σx que se deriva de
vectorizar (2.47). Al vectorizar (2.43) se obtiene σx =

∑I−1
i=0 αiσi o si se define una matriz

T donde sus columnas son los vectores σi se obtiene la representación matricial σx = Tα.
En definitiva, se tiene que σy = (A∗ ⊗ A)Tα. En (Romero et al., 2016) se muestra que la
solución por mı́nimos cuadrados produce la estimación de forma cerrada

Σx = vec−1{T[(A∗ ⊗ A)T]†σy}, (2.51)

donde vec−1 convierte el vector en una matriz cuadrada. Este tipo de aproximación tiene
la desventaja de no asegurar que la matriz estimada sea semidefinida positiva.

2.5.2. Muestreo co-primo

En (Qin et al., 2017) se desarrolla un esquema de muestreo que permite reducir la tasa de
muestreo al representar la señal de alta dimension por una de baja dimension, y a partir
de esta nueva señal reconstruir la matriz de covarianza. El esquema co-primo utiliza 2
muestreadores uniformes con intervalos de muestreo M y N . Los valores de muestreo son
enteros y se encogen tal que sean números co-primos. Aśı, en (Qin et al., 2017) desarrollan
una matriz de muestro basada en el esquema co-primo y a partir del vector de muestras
obtenido se utiliza el estimador muestral para recuperar la matriz de covarianza.
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2.5.3. Mediciones cuadráticas o sketch

(Chen et al., 2015) propone una recuperación cuando la matriz es simultáneamente de bajo
rango y Toeplitz, la cual puede representar la matriz de covarianza de una proceso aleatoria
estacionario en sentido amplio. Para lograrlo recurre al minimizador norma nuclear , dado
origen al siguiente estimador

X̂ = argmin
T

Tr(T) sujeto a T � 0, (2.52)

‖y −A(T)‖2 ≤ ǫ, T es Toeplitz (2.53)

La relajación semidefinida exacta con alta probabilidad sobre mediciones libres de ruido,
ya que la intersección entre el cono Toeplitz PSD (Positive Semidefinite) y el hiperplano
aleatorio pasando a través de X a menudo contiene solo un punto. Cuando las mediciones
han sido contaminadas por ruido, Chen et al. (2015) establece que la estimación es estable
si el numero de mediciones satisface k > cr log n.

En (Chi, 2016) se utilizan los sketch para estimar matrices que satisfacen la expansión en
producto Kronecker (Tsiligkaridis y Hero, 2013).

2.6. Estimación de matrices Block Toeplitz

A pesar de no ser muy conocidas las matrices block Toeplitz, se presentan en áreas del
procesamiento de señales por ejemplo MIMO (Tsiligkaridis y Hero, 2013) y radares como
por ejemplo STAP (Abramovich et al., 2008a,b; Guerci y Baranoski, 2006), censado de
espectro de banda ancha (crucial en radios cognitivos (Sun et al., 2013)), datos ordena-
dos (Arce, 2004), también en matemáticas, restauración de imágenes, procesos aleatorios
estacionarios 2-D, ecuaciones diferencias(Krishna et al., 2013; Omar y Slock, 2008; Hong
et al., 2015; Oudin y Delmas, 2008). La estructura de una matriz Toeplitz en bloques viene
dada por

T =



















T0 T−1 T−2 · · · T−(n−1)

T1 T0 T−1

T2 T1 T0
...

...
. . .

Tn−1 · · · T0



















(2.54)

Dado que se encuentran muchos estimadores lo cuales explotan la estructura Toeplitz en
bloques pero no el número necesario de muestras o no establecen las cotas mı́nimas en
la estimación, entonces priorizamos los estimadores que tratan el problema de estimar la
matriz con pocas muestras y reducir la computación sin sacrificar la capacidad de recu-
peración de la información de la covarianza. A continuación se listan algunos estimadores
para este tipo de matrices.
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2.6.1. Expansiones en producto Kronecker

En (Tsiligkaridis y Hero, 2013) se desarrolla un método de estimación de matrices de
covarianza el cual se basa en representar la matriz block Toeplitz en series de productos
Kronecker para luego utilizar mı́nimos cuadrado penalizados en rango permutados,

Σ =
r
∑

i=0

Ai ⊗ Bi, (2.55)

donde las matrices Ai y Bi son matrices linealmente independientes. Las muestras {zi, i =
1, ...n} se suponen ser Gaussianas i.i.d.. Para estimar la matriz de covarianza Tsiligkaridis
y Hero (2013) propone la relajación convexa

P ∈ arg min ‖P̂− P‖2
F + λ‖P‖∗, (2.56)

donde P̂ = R(Σ̂) es la matriz de covarianza muestral permutada. Dado que la relajación
es estrictamente convexa existe una única solución la cual puede se encontrada eficiente-
mente utilizando métodos numéricos, además determinaron que la solución tiene forma
cerrada. También demuestran que ciertas matrices block Toeplitz son aproximables por
baja separación de rango y establecen la mı́nima separación de rango que asegura un nivel
dado de sesgo, y su estimador lo utilizan para realizar la predicción de la velocidad del
viento.

2.6.2. Muestreo de Covarianza Compresivo

El censado el espectro es requerido en radios cognitivos ya que es necesario monitorear la
potencia de diferentes transmisores operando sobre bandas de frecuencias anchas, para lo
cual determinar las estad́ısticas de segundo orden es más importante que la señal en śı
mismas. Por eso en (Romero y Leus, 2013b) se desarrollan tres algoritmos de estimación
explotando la redundancia en la estructura Toeplitz para el modelo de estimación de
Muestreo de Covarianza Compresivo desarrollado anteriormente. La redundancia de la
matriz permite que sea necesario calcular solo los bloques hasta un cierto valor M fuera
de la diagonal principal, es decir

T̂ =



















T0 T−1 T−2 · · · T−M

T1 T0 T−1

T2 T1 T0
...

...
. . .

TL · · · T0



















(2.57)

lo cual permite obtener una reducción en la dimensión de la matriz. Para estimar la
matriz en el dominio del tiempo utilizan el algoritmo LIKES (Likelihood-based estimation
of sparse parameters), adaptándolo para el caso de estudio y resolviendo el problema

minimize
θ�0

y∗
T

−1y +
I−1
∑

i=0

Tr(T−1
Ti)θi (2.58)
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donde la matriz de interés es T =
∑

i θiTi. . Luego diseñan el algoritmo SIIA (Simplified
inverse iteration algorithm) para resolver el problema no lineal

Tr((T−1 − T
−1AT

−1)Ti) = 0 (2.59)

y para obtener la aproximación por mı́nimos cuadrados utilizan la colección de algoritmos
SPICE. Los algoritmos SPICES formulan el problema de estimación como un programa
de la forma

minimize Tr(A
∗

T
−1

A) + zT θ (2.60)

entonces el problema es resuelto como un programa cónico de segundo orden o como punto
fijo.



Caṕıtulo 3

Estimación de la Matriz de
Correlación a Partir de Mediciones
Cuadráticas

En este caṕıtulo investigamos la recuperación de la matriz de correlación de datos que han
sido ordenados en tiempo y en rango, a partir de mediciones cuadráticas aleatorias, las
cuales brindan un método eficiente de adquisición y procesamiento de los datos, además
de requerir un almacenamiento reducido.

Presentamos la estructura de la matriz de correlación que tienen los procesos aleatorios es-
tacionarios cuando son ordenados en tiempo y rango. Introducimos dos nuevos algoritmos
que al incluir la información de la estructura de la matriz de correlación superan el desem-
peño del estimador general (Hoyos et al., 2017b,a), y concluimos presentando un nuevo
modelo de medición para la estimación de la matriz de correlación de datos ordenados.

3.1. Modelo de Medición Cuadrático

Cuando se desea explorar las caracteŕısticas de un flujo de datos, es muy importante ob-
tener la matriz de correlación1 ya que contiene información sustancial de los datos que
permitirán su reconstrucción. Cuando la matriz exhibe alguna estructura, es posible es-
timarla desde un esquema de mediciones (sketches measurements) (Chen et al., 2015;
Bahmani y Romberg, 2015). Chen et al. (2015) propone un modelo de medición cuadráti-
co (rango uno) que permite una estimación precisa de la matriz de covarianza sin ruido y
además es robusta frente a ruido Gaussiano. En el modelo que desarrollaron se tuvieron
en cuenta cuatro estructuras: bajo rango, bajo rango Toeplitz, dispersa, dispersa y rango
uno. Para lograr la estimación definieron unos vectores llamados sketches, que permiten
una estimación no sesgada al recurrir a paradigmas de relajación convexa, logrando darle
solución al problema NP de recuperar la matriz de covarianza de dimensión n×n a partir

1La matriz de correlación Ccorr y la matriz de covarianzaCcov viene relacionadas por Ccorr =
(diag(Ccov))−1/2

Ccov(diag(Ccov))−1/2.

21
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de m mediciones menores que n(n + 1)/2. La presente tesis busca retomar ideas de Chen
et al. (2015) para desarrollar un modelo de estimación de la matriz de correlación de datos
que han sido ordenados en tiempo y rango.

Consideremos un proceso vectorial aleatorio x de media cero, donde cada realización es
denotada por xt ∈ Rn con una matriz de covarianza Cx, como se aprecia en la Figura 3.1.

...

x11

x21

x(n−1)1

xn1

... ...

t = 1 t =∞

...

x1k

x2k

x(n−1)k

xnk

t = k

Figura 3.1: Flujo de datos

Para recuperar la matriz de covarianza usualmente es necesarios almacenar cada realización
xt, pero utilizando vectores de muestreo (sketching) {ai}m

i=1, solo necesitamos almacenar
una medida escalar para cada realización. Cada uno de estos vectores ai = [a1, . . . , an],
tiene componentes i.i.d sub-Gaussianos, satisfaciendo una distribución de probabilidad con
las siguientes propiedades,

E[ai] = 0 E[a2
i ] = 1 E[a4

i ] > 1 (3.1)

donde E es el valor esperado. Una vez se han definido los m vectores sketches, un sketches
ai, con i ∈ {1, . . . , m}, es escogido aleatoriamente para cada realización xt, y se realiza el
producto interno cuadrático obtiendose el sketch cuadrático (aT

i xj)
2 ∈ R, como se muestra

en la Figura 3.2.

Para cada realización los sketches cuadraticos utilizando el mismo vector sketching ai son
sumados y normalizados

yi =
1

|Ki|
∑

j∈Ki

(

aT
i xj

)2

(3.2)

donde el conjunto Ki contiene todos los instantes de tiempo en los cuales los vectores sket-
ching ai fueron usados. Cuando el número de realizaciones se incrementa, esta expresión
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...

x11

x21

x(n−1)1

xn1

t = 1

✻

aT
2 x1

...

x12

x22

x(n−1)2

xn2

t = 2

✻

aT
14x2

...

x1k

x2k

x(n−1)k

xnk

t = k

✻

aT
2 xk

... ...

Figura 3.2: Sketches

converge rápidamente a

yi = E

[

(

aT
i xt

)2
]

+ ηi

yi = E

[

(

aT
i xt

) (

aT
i xt

)T
]

+ ηi

yi = aT
i Cxai + ηi

(3.3)

donde ηi representa el error presente en la estimación. Si se define la matriz Ai = aia
T
i ,

entonces yi = 〈Ai, C〉+ηi, y se puede definir el operador A(C) : C→ {〈Ai, C〉}m
i=1 entonces

el vector de mediciones puede ser escrito como

y = A(C) + η. (3.4)

Lo que se desea es a partir del vector de mediciones y recuperar la matriz de covarianza
Cx con mediciones m < n(n + 1)/2, el cual es un problema mal planteado si no se explota
la estructura subyacente dentro de la matriz. Chen et al. (2015) hacen la estimación para
cuatro tipos de estructuras de la matriz de covarianza, pero para la presente tesis solo es
de interés la estructura dispersa o sparse.

Cuando la matriz de covarianza presenta una estructura dispersa, se podŕıa utilizar

Ĉ = arg min
T

‖T‖0 sujeto a T � 0, ‖y − ỹ‖1 ≤ ǫ1, (3.5)

donde ǫ1 es el error presente en la estimación y ỹ = A(T). Ya que la norma ℓ0 resulta en
un problema mal planteado, podemos definir una relajación convexa que usa la norma ℓ1

como una aproximación a la norma ℓ0,

Ĉ = arg min
T

‖T‖1 sujeto a T � 0, ‖y −A(T)‖1 ≤ ǫ1, (3.6)
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donde la estabilidad y la precision de la estimación son garantizadas por el siguiente
teorema

Teorema 1. (Chen et al., 2015) Considere el muestreo sub-Gaussiano (3.1) y asuma que
‖η‖ ≤ 1. Entonces con probabilidad excediendo a 1 − a0exp(−b0m), la solución a (3.26)
satisface

∥

∥

∥Ĉ− C

∥

∥

∥

F
≤ a1

‖C− CΩ‖1√
k

+ a2
ǫ1

m
, (3.7)

simultáneamente para todas las C ∈ Rn×n, tal que m > b1klog(n2/k). CΩ denota la mejor
aproximación k-dispersa, y a0, a1, a2, b0 y b1 son constantes universales positivas.

Para el establecimiento de este teorema, se planteo para los sketches un nuevo concepto
llamado propiedad de isometŕıa restrictiva de norma mezclada- RIP(ℓ2/ℓ1). Pero, dado
que el operador A no puede satisfacer RIP(ℓ2/ℓ1), porque cada matriz de mediciones no
tiene media cero, entonces se desarrolla una matriz de medición auxiliar

Bi = A2i−1 − A2i, (3.8)

aśı Bi(C) := 〈Bi, C〉, por tanto se puede definir el operador B(C) : C→ {Bi(C)}m
i=1. Dado

que el operador B exhibe la RIP-ℓ2/ℓ1, en el siguiente teorema se determina los limites
para el caso de matrices dispersas.

Teorema 2. (Chen et al., 2015) RIP(ℓ2/ℓ1): Considere el muestreo sub-Gaussiano (3.1).
Entonces con probabilidad excediendo a 1− a3exp(−c3m), B satisface la RIP (ℓ2/ℓ1) para
todas las matrices X de dispersión (sparsity) al menos k, y obedece

1− γli
K ≥

c1

2
, 1 + γls

K ≤ 2c2, (3.9)

tal que m > c4klog(n2/k), y c1, c2, c3 y c4 son constantes universales.

Esta estimación de la matriz de covarianza es optima cuando los datos han sido contami-
nados con ruido gaussiano, pero en el caso de un ruido impulsivo se hace necesario utilizar
procesamiento no lineal, uno de estos es order statistics y en especial los filtros Ll. Pero,
para su diseño se hace necesario la estimación de la matriz de correlación, la cual por el
ordenamiento de los datos presenta una estructura toeplitz en bloques.

Diferentes autores (Arce, 2004; Palmieri y Boncelet, 1989; Duffin y Schaeffer, 1952; Unser
y Tafti, 2014) han mostrado que si los datos son ordenados se puede combatir efectos
impulsivos adversos que obedezcan modelos nogaussianos, esto es llamado estad́ısticos de
orden o order statistics. Los datos para cada vector x(t) pueden ser ordenados en tiempo
o en rango. El vector ordenado temporalmente es definido como

xℓ = [x1, x2, . . . , xn]T , (3.10)

y el vector ordenado en rango como

xL =
[

x(1), x(2), . . . , x(n)

]T
, (3.11)
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donde x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n). Entonces, para el flujo de datos {xt}∞
t=1 donde cada

x(t) ∈ Rn, para cada instante de tiempo t se obtiene un nuevo vector ordenado zt ∈ Rn2
,

construido combinando el ordenamiento temporal y de rango (Arce, 2004)

z = [z1(1), . . . , z1(n)| . . . , zi(j), . . . |zn(1), . . . , zn(n)]
T , (3.12)

con

zi(j) =

{

xi si xi ↔ x(j)

0 (en otro caso)
(3.13)

donde xi ↔ x(j) indica que el componente xi tiene el rango j, entonces cada vector orde-
nado zi(1), zi(2), ..., zi(n) tiene solo una entrada diferente de cero e igual a xi. Por ejemplo,

para el vector x =
[

4 1 2/3
]T

con n = 3, los rango correspondientes son r4 = 3, r1 = 2
y r2/3 = 1, entonces el vector ordenado es

z = [ 0 0 4 0 1 0 2/3 0 0 ]T (3.14)

donde la dimensión del vector z se ha incrementado a n2 = 9.

3.2. Principales Resultados y Algoritmos

3.2.1. Estructura de la Matriz de Correlación

De acuerdo al estado actual del arte, la matriz de correlación de los datos que han sido
ordenados presenta la siguiente estructura (Arce, 2004)

Cz =













C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n
...

...
. . .

...
Cn1 Cn2 · · · Cnn













(3.15)

donde las submatrices o bloques de la matriz Cz vienen dadas por Cij = E{ziz
T
j }, y el

vector zi representa el subvector resultante de el orden de rango del i-ésimo elemento de x,
es decir zi = [zi(1), zi(2), ..., zi(n)]. Dado que el vector zi es disperso porque solo un elemento
es diferente de cero, entonces muchas combinaciones en las submatrices no pueden ocurrir,
por tanto las submatrices también son dispersas. Además, para la diagonal principal, i = j
las submatrices son diagonales.

Cuando se tienen observaciones estacionarias 2 E{zi(a)z
T
j(b)} = E{zi(c)z

T
j(d)} para cualquier

a, b, c, d ∈ Z+ la matriz de correlación es block-toeplitz.

2Un proceso estacionario es aquel que sus parámetros estad́ısticos son independientes del tiempo
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Adicionalmente, la matriz de covarianza de los datos originales Cx = E{xtx
T
t } puede ser

recuperada de la matriz ordenada, usando

Cx = [In ⊗ eT
n ]Cz {[In ⊗ en]} , (3.16)

donde In es la matriz identidad, en es un vector de unos y ⊗ es el producto de Kronecker.
Es importante resaltar que order statistics permite obtener una mejor recuperación de la
matriz original ya que contiene más información.

Para el caso de una matriz 3× 3 la estructura viene dada como























z1(1)z1(1) z1(1)z1(2) z1(1)z1(3) z1(1)z2(1) z1(1)z2(2) z1(1)z2(3) z1(1)z3(1) z1(1)z3(2) z1(1)z3(3)

z1(2)z1(1) z1(2)z1(2) z1(2)z1(3) z1(2)z2(1) z1(2)z2(2) z1(2)z2(3) z1(2)z3(1) z1(2)z3(2) z1(2)z3(3)

z1(3)z1(1) z1(3)z1(2) z1(3)z1(3) z1(3)z2(1) z1(3)z2(2) z1(3)z2(3) z1(3)z3(1) z1(3)z3(2) z1(3)z3(3)

z2(1)z1(1) z2(1)z1(2) z2(1)z1(3) z2(1)z2(1) z2(1)z2(2) z2(1)z2(3) z2(1)z3(1) z2(1)z3(2) z2(1)z3(3)

z2(2)z1(1) z2(2)z1(2) z2(2)z1(3) z2(2)z2(1) z2(2)z2(2) z2(2)z2(3) z2(2)z3(1) z2(2)z3(2) z2(2)z3(3)

z2(3)z1(1) z2(3)z1(2) z2(3)z1(3) z2(3)z2(1) z2(3)z2(2) z2(3)z2(3) z2(3)z3(1) z2(3)z3(2) z2(3)z3(3)

z3(1)z1(1) z3(1)z1(2) z3(1)z1(3) z3(1)z2(1) z3(1)z2(2) z3(1)z2(3) z3(1)z3(1) z3(1)z3(2) z3(1)z3(3)

z3(2)z1(1) z3(2)z1(2) z3(2)z1(3) z3(2)z2(1) z3(2)z2(2) z3(2)z2(3) z3(2)z3(1) z3(2)z3(2) z3(2)z3(3)

z3(3)z1(1) z3(3)z1(2) z3(3)z1(3) z3(3)z2(1) z3(3)z2(2) z3(3)z2(3) z3(3)z3(1) z3(3)z3(2) z3(3)z3(3)























Dado que el vector ordenado es disperso, muchas de sus componentes son cero, por ejemplo
E{z1(1)z1(2)} = 0, ya que la variable aleatoria de menor rango (1) solo tiene un elemento
distinto de cero, y como E{z1(2)z1(1)} = 0, se satisface la condición de simetŕıa de la matriz
de correlación. Entonces las únicas componentes distintas de cero serán las de la diagonal
principal, por tanto las submatrices de la diagonal Cii = E{zi(·)z

T
i(·)} son a su vez matrices

diagonales

Cii =















E{z2
i(1)} 0 · · · 0

0 E{z2
i(2)}

...
...

. . . 0
0 · · · 0 E{z2

i(n)}















(3.17)

donde E{z2
i(1)} representa la autocorrelación de la variable aleatoria de menor rango (1),

y dado que las variables x(n) poseen la misma distribución, se tiene

E{z2
i(1)} = E{z2

j(1)} = αi(1) (3.18)

entonces todas las variables aleatorias que comparten el mismo rango tiene la misma
varianza, por tanto

Cii = Cjj = D ∀ i, j = 1, ..., n (3.19)
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Como la matriz de correlación Cz es simétrica, las submatrices fuera de la diagonal cum-
plen que Cij = Cji. Aśı, E{zi(m)zj(p)} = E{zi(p)zj(m)} y su estructura resulta

Cij =













0 E{zi(1)zj(2)} · · · E{zi(1)zj(n)}
E{zi(1)zj(2)} 0 · · · E{zi(2)zj(n)}

...
...

. . .
...

E{zi(1)zj(n)} E{zi(2)zj(n)} · · · 0













(3.20)

donde la diagonal principal es nula ya que dos muestras xi, xj no pueden tener el mismo
rango. Adicionalmente, al tener variables i.i.d se tiene que E{zi(m)zj(p)} = E{zk(m)zl(p)}, ∀i, j, k, l,
resultando en la relación

Cij = B ∀ i 6= j (3.21)

y por tanto la matriz de correlación de los datos ordenados presenta la siguiente estructura
(Hoyos et al., 2017b)

Cz =













D B · · · B

B D · · · B

...
...

. . .
...

B B · · · D













. (3.22)

la cual solo tiene n(n + 1)/2 grados de libertad contrario a los n2×n2 que presenta la ma-
triz de correlación en la dimensión ambiente de la matriz, reduciendo considerablemente
la cantidad de muestras necesarias para su reconstrucción.

En (3.2.1), se presenta la estructura obtenida para un proceso estacionario generado por
variables aleatorias Poisson de dimensión n = 3 y λ = 15 el cual ha sido ordenado de
acuerdo a 3.13, observándose como la estructura coincide con la obtenida teóricamente.





















48,6477 0 0 0 29,8630 36,3983 0 29,8630 36,3983
0 76,0415 0 29,8630 0 46,1557 29,8630 0 46,1557
0 0 115,1812 36,3983 46,1557 0 36,3983 46,1557 0
0 29,8630 36,3983 48,6477 0 0 0 29,8630 36,3983

29,8630 0 46,1557 0 76,0415 0 29,8630 0 46,1557
36,3983 46,1557 0 0 0 115,1812 36,3983 46,1557 0

0 29,8630 36,3983 0 29,8630 36,3983 48,6477 0 0
29,8630 0 46,1557 29,8630 0 46,1557 0 76,0415 0
36,3983 46,1557 0 36,3983 46,1557 0 0 0 115,1812





















Para mirar la convergencia, se generó un proceso aleatorio Poisson x de dimensión 7 el
cual es ordenado obteniendo el proceso ordenado z, y dado el incremento al ser ordenado,
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se pasa de 7 × 7 a 49 × 49, en la Figura 3.3 para su mejor observación se presenta la
estructura desplegada como una imagen.
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(a) matriz de correlación para 100 realizaciones.
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(b) matriz de correlación para 1000 realizacio-
nes.
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(c) matriz de correlación para 10000 realizacio-
nes.

Figura 3.3: Matriz de correlación de un proceso estacionario poisson para distintos núme-
ros de realizaciones.

Se observa como a medida que se incrementa el número de iteraciones la estructura de la
matriz de correlación del proceso ordenado converge a la matriz teórica (3.22). Por último,

en la Figura 3.4 se observa como el error mı́nimo cuadrado normalizado ‖Cz − Ĉz‖/‖Cz‖
entre la matriz real Ĉz y la matriz teórica Cz disminuye a medida que el número de
realizaciones del proceso aleatorio aumenta, convergiendo en el infinito.

3.2.2. Algoritmo 1: Estimación de la matriz de correlación

Partiendo de la redundancia presente en la estructura de la matriz de correlación (3.22),

a partir de la matriz estimada Ĉ se diseñó una mejora basada en tomar el promedio de las
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Figura 3.4: Convergencia de la matriz de correlación

matrices, es decir, la matriz recuperada por (3.26) tendŕıa una estructura

Ĉ =













D11 B12 · · · B1n

B21 D22 · · · B2n
...

...
. . .

...
Bn1 Bn2 · · · Dnn













(3.23)

donde las submatrices Bij son muy similares pero no iguales. Algo similar resulta para las
submatrices Dii. Dado que se conoce de antemano la estructura que debe tener la matriz
de correlación (3.22), las submatrices Bij se pueden reemplazar por

B̂ =
1

n(n + 1)

n
∑

i=1

∑

j 6=i

Bij ←→ B̂ = P1(Ĉ) (3.24)

con P1 representando el proceso de promedio de las submatrices Bij . Las matrices Dii

pueden ser reemplazadas por

D̂ =
1

n

n
∑

i=1

Dii ←→ D̂ = P2(Ĉ). (3.25)

con P2 representando el proceso de promedio de las submatrices Dii. Aśı, el algoritmo
consiste en su primer parte de realizar la estimación mediante el programa convexo de
Chen et al.

T̂ = arg min
T

‖T‖1 dado que T � 0, ‖y − ỹ‖1 ≤ ǫ1, (3.26)

donde la estabilidad y la confianza en la estimación vienen dadas por el teorema de Chen
et al. (2015). Luego de la estimación, el Algoritmo 1 toma la matriz T̂ y obtiene las ma-
trices D y B de acuerdo a (3.24, 3.25), para conformar la nueva matriz C. Lo anterior se
resume a continuación (Hoyos et al., 2017b).
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Algorithm 1 Programa convexo con promedios

1: dado y, a, ǫ
2: minimizar
3: ‖T‖1 dado que T � 0, ‖y − ỹ‖1 ≤ ǫ1

4: end
5: B̂ = P1(T), D̂ = P2(T)

6: C = F (B̂, D̂)

donde F representa el proceso de conformación de la matriz C a partir de las matrices B̂

y D̂.

3.2.3. Experimentos numéricos - algoritmo 1

Para evaluar el desempeño del algoritmo propuesto se generaron procesos estocásticos
vectoriales con dimensiones sin ordenar n = 5, 6, 7 y distribución Poisson de parámetro
λ = 15. Se ordenaron de acuerdo a (3.13), obteniéndose una matriz de correlación Cz de
625 = 25×25, 1296 = 36×36 y 2401 = 49×49 respectivamente, las cuales se utilizan para
obtener las mediciones (3.3). Para brindar una estabilidad estadisticas, se realizaron 10
experimentos independientes y cada matriz de censado Ai es generada con entradas Gaus-
sianas i.i.d. Por último, para resolver la relajación convexa (3.26) se utilizó el software de
optimización CVX Grant y Boyd (2014).

En la Figura 3.5 se muestra el Error Cuadrático Medio Normalizado (NMSE) definido

como ‖Ĉ−C‖2
F /‖C‖2

F respecto al número de mediciones m para la estimación general (sin
tener en cuenta la estructura) y teniendo en cuenta la estructura indicada en (3.22). Se
observa que los sketches permiten la recuperación de la matriz con un reducido núme-
ro de muestras, alrededor de 300 contra 625 para n = 5, 600 contra 1296 para n = 6 y
1200 contra 2401 para n=7. Esto se traduce en que no se requiere del almacenamiento de
las realizaciones del proceso ya que sólo es necesario almacenar las mediciones cuadráticas.

Adicionalmente, se muestra la reducción en el NMSE cuando se tiene en cuenta la estruc-
tura, la cual vaŕıa proporcionalmente en función de la dimensión de la matriz, por tanto a
grandes dimensiones se obtendrá una mejor estimación al utilizar la estructura de la matriz
de correlación con un menor número de mediciones. Por ejemplo, para n = 6 se obtiene
el mismo NMSE de 10−1 con cerca de 150 mediciones menos y para n = 7 se obtiene con
cerca de 300 mediciones menos el mismo NMSE de 10−1. En resumen se observa que para
NMSE altos se tiene una gran reducción en el número de mediciones mientras que para
valores bajos de NMSE la reducción es baja.

Es de resaltar que, dada la estructura particular de la matriz, no es necesario recuperar
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Figura 3.5: NMSE respecto al número de mediciones m para las dimensiones n=5, n=6
y n=7.
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Figura 3.6: NMSE respecto al número de mediciones m para una dimensión de n = 5 y
diferentes niveles de ruido.
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Figura 3.7: NMSE respecto al número de mediciones m para una dimensión de n = 6 y
diferentes niveles de ruido.

toda la matriz sino que se podŕıa limitar a estimar las matrices A y B que son de dimen-
sión n × n, con la ventaja de reducción en la complejidad y un menor NMSE respecto a
la matriz Cz de dimensión n2 × n2.

Para las dimensiones n = 5, 6 se adicionó a las mediciones ruido uniforme en [−σ, σ] con
σ = 10−2 y 10−1. En la Figura 3.6 y Figura 3.7 se muestra para la estimación de las
matrices de correlación, el NMSE frente a m, para los diferentes niveles de ruido y con
ǫ = σm en (3.26). El NMSE se desarrolló tanto para el caso general y cuando se tiene en
cuenta la estructura de la matriz de correlación. Para un NMSE de 10−4 se observa una
reducción de 100 y 200 mediciones para n= 5, 6 respectivamente, por tanto, para valores
bajos y altos de NMSE se observa una reducción en el número de mediciones necesarias
al tener en cuenta la estructura de la matriz de correlación en la estimación cuando han
sido alteradas por ruido uniforme.

3.2.4. Algoritmo 2: Estimación de la matriz de correlación

Partiendo de la estructura de la matriz de correlación encontrada (3.22), esta puede ser
reescrita como
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Cz =













D 0 · · · 0

0 D · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · D













+













0 B · · · B

B 0 · · · B

...
...

. . .
...

B B · · · 0













. (3.27)

recordando el producto kronecker

F⊗ G =













f11G · · · f1nG

0 · · · 0

...
. . .

...
fn1G · · · fnnG













(3.28)

entonces, se tiene que













D 0 · · · 0

0 D · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · D













= In ⊗ D (3.29)

y













0 B · · · B

B 0 · · · B

...
...

. . .
...

B B · · · 0













= 1n ⊗ B− In ⊗ B (3.30)

donde 1n es la matriz n×n de unos. Aśı, la matriz de correlación puede ser reescrita como
(Hoyos et al., 2017a)

Cz = In ⊗ D + (1n ⊗ B− In ⊗ B). (3.31)

Explotando la redundancia presente en la estructura de la matriz de correlación (3.22),
los vectores sketching puede ser escritos como

ai = [aT
i1, aT

i2, ..., aT
in]T . (3.32)

Es importante notar que al tener en cuenta la estructura de la matriz se esta definiendo
un nuevo esquema de muestro o medición, el cual llamaremos medición en bloques. Para
una medición particular i, tenemos

yi = aT
i (In ⊗ D)ai + aT

i ((1n ⊗ B− In ⊗ B))ai, (3.33)

y usando (3.32) obtenemos

yi = [aT
i1D, aT

i2D, . . . , aT
inD]ai +

n
∑

k=1

aikB · enai

−[aT
i1B, aT

i2B, . . . , aT
inB]ai,
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yi =
n
∑

k=1

aT
ikDaik +

n
∑

j=1

n
∑

k=1

aikBaij −
n
∑

k=1

aikBaik, (3.34)

o

yi =
n
∑

k=1

aT
ikDaik +

n
∑

j=1

n
∑

k 6=j

aikBaij. (3.35)

Entonces, el vector de muestras puede ser expresado como

y = A(Cz) = A1(D) +A2(B), (3.36)

donde

A1(D) : D→
{

n
∑

k=1

aT
ikDaik

}m

i=1

, (3.37)

define el operador que muestrea las matrices diagonales Dn de n× n, es decir A1 : Dn →
Rm, y

A2(B) : B→






n
∑

j=1

∑

k 6=j

aT
ikBaij







m

i=1

. (3.38)

el operador que muestra las matrices con diagonal igual a 0, es decir A2 : Bn → Rm. Los
operadores adjuntos necesarios para resolver el problema de optimización son definidos
como (ver B.2)

A†
1(y) = T

(

m
∑

i=1

yi

(

n
∑

k=1

aikaT
ik

))

, (3.39)

donde T representa el operador de diagonalización, y

A†
2(y) = N





m
∑

i=1

yi





n
∑

j=1

n
∑

k 6=j

aikaT
ij







 , (3.40)

donde N representa el operador que remueve la diagonal principal de la matriz. Con estas
descomposición la matriz de correlación Cz puede ser recuperada del vector de mediciones
y usando el siguiente problema convexo (Hoyos et al., 2017a):

min
D∈Dn,B∈Sn

‖D‖1 + ‖B‖1 (3.41)

subject to ‖y −A1(D)−A2(B)‖1 ≤ ǫ

diag(D) � 0

diag(B) = 0

donde Dn denota el conjunto de n×n matrices diagonales, Sn el conjunto de n×n matrices
simétricas y diag(·) la diagonal principal. Una vez las matrices D y B son obtenidas, la
matriz de correlación Cz puede ser construida utilizando (3.31). Esta optimización resulta
en matrices D y B de n × n, contrario a la solución al resolver directamente (3.26), que
obtiene una matriz Cz de n2 × n2.



3.2. PRINCIPALES RESULTADOS Y ALGORITMOS 35

Para obtener la garant́ıas teóricas en cuanto a estabilidad y estimación, se puede observar
que

‖D + B‖1 = ‖D‖1 + ‖B‖1 (3.42)

debido a que los soportes de los conjuntos donde las matrices pertenecen son disyuntos,
Dn ∩ Bn = ∅. Por tanto, la función objetivo puede reescribirse como

min
D∈D,B∈Sn

‖D + B‖1

y se puede partir de la matriz densa C = D + B ∈ Sn. Por otra parte, se tiene que a partir
de los operador se puede definir un nuevo operador L, definido como

L = A1 +A2 ←→ L : Sn → Rm (3.43)

el cual es lineal (ver B.1). En resumen, el problema convexo puede ser rescrito como

min
C∈Sn

‖C‖1

subject to ‖y − L(C)‖1 ≤ ǫ

diag(C) � 0

(3.44)

donde al igual que Chen et al. (2015) se está minimizando la norma ℓ1, sujeto a la condición
de fidelidad de los vectores de mediciones, con la restricción que la diagonal debe ser mayor
o igual a cero, que en otras palabras es la condición de las matrices semidefinidas positivas
utilizada en (Chen et al., 2015), por lo cual las condiciones teóricas de estabilidad y
estimación desarrolladas por Chen se mantienen para nuestro problema de optimización.

3.2.5. Experimentos numéricos - algoritmo 2

Para estudiar el desempeño del algoritmo se diseñaron tres escenarios con el fin de poder
observar y comparar su desempeño.

Escenario 1

El escenario 1 compara el estimador propuesto con el estimador general de (Chen et al.,
2015). Generamos un proceso aleatorio vectorial con dimensión n=7 y distribucion Pois-
son con parametro λ = 15. A continuación, es ordenado este vector de acuerdo a (3.12)
y computamos la matriz de correlación Cz de 49×49, la cual utilizamos para obtener las
mediciones (3.3). Analizamos 10 experimentos independietes donde las entradas de la ma-
triz de censado Ai son i.i.d. generadaas desdes una distribucion Gaussiana (0, 1). En orden
para encontrar la solución al problema convexo (3.26) utilizamos el paquete software de
optimizacion CVX Grant y Boyd (2014).

La Figura 3.8 muestra el Error Cuadrático Medio Normalizado (NMSE) ‖Ĉ− C‖F /‖C‖F

como función del número de mediciones m para la estimación general (3.26) y para la rela-
jación convexa propuesta (3.41) que tiene en cuenta la estructura en la minimización. En
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Figura 3.8: NMSE como función del número de mediciones m con dimensión n= 7 para
la estimación general y la estimación propuesta mediante D y B.

ambos casos podemos notar que los sketches permiten la recuperación de la matriz, pero
cuando la estructura es considerada, se obtiene una significante reducción en el número de
mediciones requeridas. Esto es debido al hecho que la estimación es desarrollada directa-
mente sobre las matrices D y B de dimensiones n×n, por tanto el número de mediciones m
necesarias pasa de depender de n2 a n. Por ejemplo, para la matriz de correlación 49× 49
necesitaŕıamos alrededor de 1200 ∼ n2(n2 + 1)/2 mediciones, pero usando la relajación
propuesta (3.41) solo necesitamos alrededor de 30 ∼ n(n + 1)/2 mediciones. Esto impli-
ca que no necesitamos almacenar todas las realizaciones del proceso, solo las mediciones
cuadráticas para cada vector sketching (muestro), las cuales con nuestra propuesta pasa-
ron a depender de la dimensión del problema antes de ordenarse (original) n.

Escenario 2

En este escenario estudiamos el comportamiento del estimador propuesto para diferentes
dimensiones. Generamos un proceso aleatorio vectorial con dimensiones n = 6, 10, 15 y
distribución Poisson con parámetro λ= 15, los cuales son ordenados de acuerdo a (3.12),
obteniendo las matrices de correlación Cz de 49×49, 100×100 y 225×225 respectivamente,
las cuales son usadas para obtener las mediciones (3.3). Como en el escenario anterior,
analizamos 20 experimentos independientes donde las entradas de la matriz de censado Ai

son i.i.d. y generadas acorde a la distribución Gaussiana.
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Figura 3.9: NMSE como función del número de mediciones m con dimensiones n =
6,8,10,12, y n=15 para el esquema de estimación propuesto.

La Figura 3.9 muestra el número reducido de muestras necesarias para la reconstrucción
de las matrices de covarianza de grandes dimensiones. Por ejemplo, la matriz 225 × 225
con 50,625 entradas requiere almacenar solo n(n + 1)/2 = 120 mediciones cuando se usa
el esquema propuesto para recuperarlas. Adicionalmente, podemos notar que la relación
entre las mediciones requeridas y n(n + 1)/2 es constante para todas las dimensiones.

Escenario 3

El escenario 3 estudia la robustez del estimador propuesto frente al ruido. Para las di-
mensiones n = 6,10 y 15 contaminamos el vector de mediciones con ruido uniforme entre
[−σ, σ]. La Figura 3.10 y la Figura 3.11 muestra el NMSE de la estimación de la matriz
de correlación como una función del número de mediciones m, para σ = 10−2 y 10−1 y
ǫ=σm dado en (3.26). Debido a las limitaciones computacionales, solo pudimos comparar
nuestro esquema con el de Chen’s para el caso de n = 6. Puede notarse que la relajación
propuesta requiere significativamente menos mediciones y presenta un comportamiento
robusto frente al ruido.

La Figura 3.11 muestra el desempeño del esquema del estimador propuesto cuando el ruido
esta presente para las dimensiones n=10 y15. Como se esperaba, el número de mediciones
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Figura 3.10: Comparación del NMSE entre el estimador general y el esquema propuesto
para n=6 y diferentes niveles de ruido.

requeridas para una estimación precisa es más alto que para el caso sin ruido, pero todav́ıa
se encuentra en un margen razonable.

3.3. Modelo de medición para la estimación de la ma-

triz de correlación de datos ordenados

3.3.1. Mediciones cuadráticas

En el esquema de muestreo planteado por Chen et al. (2015) se supone que número de
realizaciones es infinito, pero sabemos que en la practica es dif́ıcil asegurar esta condición,
por eso para superar esta limitante hemos realizado una pequeña modificación en el mues-
treo, ahora proponemos que para cada realización del proceso estocástico se obtengan m
sketches cuadráticos y no uno, es decir para cada realización t obtenemos un vector

yt =
{

(

aT
i xt

)2
}m

i=1
(3.45)

luego sumamos todos los vectores yt resultantes y normalizamos para obtener el vector de
mediciones
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Figura 3.11: NMSE para el esquema propuesto para las dimensiones n = 10 and n = 15
con diferentes niveles de ruido.

y =
1

I

∑

j∈I

yt (3.46)

donde I representa el numero de realizaciones del proceso estacionario. De manera equi-
valente, para cada sketch se tiene que

ĺım
t→∞

1

t

t
∑

k=1

(aT
i xk)2 = ĺım

t→∞

1

t

t
∑

k=1

(aT
i xk)(aT

i xk)T

= aT
i

{

ĺım
t→∞

1

t

t
∑

k=1

(xkxT
k )

}

ai

= aT
i Cai

(3.47)

y se observa que esta forma de obtener la matriz de correlación disminuye el error en la
estimación, además que no es necesaria hacer ninguna suposición de convergencia del flujo
de datos xt. Al final tenemos que cada medición es igual a

yi = aT
i Cai i = 1, ..., m (3.48)

Experimento numérico
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Figura 3.12: NMSE para el muestreo de Chen et al. (2015) y el muestreo propuesto.

Se genero un proceso vectorial aleatorio Gaussiano (0, 1) para diferentes número de realiza-
ciones, se obtuvieron los vectores de mediciones del esquema de Chen (3.3) y del esquema
propuesto (3.46), y se tomo como referencia el vector de mediciones obtenido directamente
de la matriz de covarianza. Los resultados obtenidos se ilustran en la Figura 3.12 de la cual
se puede apreciar como el NMSE entre el vector de mediciones decrece mas rápido para
nuestro esquema propuesto a medida que el número de realizaciones del proceso aleatorio
aumenta.

3.3.2. Modelo consolidado de medición

Definido ya el esquema de muestreo, en resumen nuestro modelo de medición vendŕıa dado
por los siguientes componentes

1. Ordenamiento temporal y de rango del proceso estocástico de acuerdo a (3.13)

2. Obtención del vector de mediciones de acuerdo a (3.46), resaltando que en caso de
utilizar el algoritmo 2 se realizaŕıa un muestreo en bloques.

3. Por ultimo, para la estimación de la matriz de correlación se escoge entre el algoritmo
1 (1) o el algoritmo 2 (3.41).



Caṕıtulo 4

Estimación de la Matriz de
Correlación Escalable para Grandes
Dimensiones

En el inicio, los métodos de procesamiento de señales al estar fundamentados en análisis
funcional y álgebra lineal eran netamente lineales, pero con el desarrollo de métodos no
lineales en las matemáticas y con computadores cada vez más rápidos, lentamente las
técnicas no lineales en el procesamiento de señales han empezado prevalecer (Combettes
y Pesquet, 2011; Cevher et al., 2014; Komodakis y Pesquet, 2015). Particularmente, op-
timización es un paradigma muy popular ya que proporciona algoritmos eficientes para
computar soluciones confiables en muchas áreas de matemáticas aplicadas e ingeniera,
procesamiento de señales, finanzas, visión por computadora, aprendizaje de maquina, pro-
blemas inversos, redes,... (Boyd y Vandenberghe, 2004).

Gran parte de la importancia del uso de optimización radica en que en muchas aplicacio-
nes es dif́ıcil encontrar una solución cerrada además de la presencia de incertidumbre. La
incertidumbre puede ser generada por ruido o imperfección en los dispositivos de censado
lo cual genera que soluciones exactas sean dif́ıciles de obtener, pero por el contrario solu-
ciones inexactas pero óptimas pueden ser fácilmente computadas.

Por otra parte hoy d́ıa con las facilidades en la adquisición de datos se presentan proble-
mas de muy alta dimensionalidad, lo cual hace indispensable el uso de técnicas de opti-
mización que sean capaces de explotar la estructura del problema buscando solucionarlo
eficientemente. Entre estas técnicas encontramos los métodos de división proximal o pro-
ximal splitting methods y métodos primal-dual que permiten diseñar algoritmos escalables.

El foco principal de este caṕıtulo es proponer un algoritmo escalable para resolver tareas
de optimización convexa de datos ordenados de conjunto de datos de grandes dimensiones.

A continuación, se darán algunos aspectos teóricos necesarios para el desarrollo del caṕıtu-
lo.

41
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4.1. Aspectos teóricos

El dominio de una función f : Rn → R ∪ ∞ es el subconjunto de Rn donde la función
toma valores finitos, es decir

dom f = {x ∈ Rn|f(x) < +∞} (4.1)

Una función se dice ser propia si su dominio es no vaćıo, es decir dom f 6= ∅.

Una función f : Rn → R ∪∞ es semicontinua inferiormente si su epigrafo

epif = {(x, t) ∈ dom f ×R|f(x) ≤ t} (4.2)

es un conjunto cerrado. Lo anterior también puede verse como las funciones que satisfacen
que lim

x→x0

inf f(x) ≥ f(x0). Una función es convexa si para todo x, y ∈ Rn y α, β ∈ R

con α + β = 1, α ≥ 0, β ≥ 0 se tiene que

fi(αx + βy) ≤ αfi(x) + βfi(y). (4.3)

Para el interés de nuestra tesis, vamos a considerar las funciones que son propias, convexas,
semicontinuas inferiormente de Rn a R ∪∞, denotadas por Γ0(R

n).

La función indicador de un conjunto C ∈ Rn pertenece a Γ0(R
n) si y solo si C es un

conjunto convexo cerrado no vaćıo, y viene definida como

iC(x) =

{

0 si x ∈ C
+∞ en otro caso

(4.4)

La idea central detrás de la dualidad en análisis convexo es ver un conjunto convexo
cerrado como la intersección de todos los semiespacios conteniéndolo. Entonces, cuando
aplicamos esta idea a los epigrafos nos permite ver una función convexa cerrada como un
supremo de funciones afines 1. Estas ideas dan origen a la importante noción de función
conjugada. La conjugada de una función f : Rn → R ∪∞ viene dada por

f ∗(y) = sup
x∈Rn

xT y − f(x) (4.5)

Una visión geométrica de la función conjugada se da cuando buscamos representar f , para
este caso sólo necesitamos el mejor minorante af́ın lineal con pendiente y, entonces

f(x) ≥ xT y − α⇔ α ≥ xT y − f(x)

⇔ α ≥ sup
x∈Rn

xT y − f(x).
(4.6)

1 Una función es af́ın si es la suma de una funciones lineal y una constante, f(x) = Ax + b.
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entonces la mejor selección para la constante α es la función conjugada. Cuando f ∈
Γ0(R

n), entonces f ∗ ∈ Γ0(R
n) y también la biconjugada de f es igual a f , es decir

f(x) = sup
x∈Rn

xT y − f ∗(y)

= f ∗∗(y)
(4.7)

esta fórmula nos dice como recuperar a f de su representación dual f ∗.

Conjugada de una norma: sea f(x) = ‖x‖, donde ‖‖̇ es cualquier norma. Entonces f ∗

es la función indicador de la norma de la bola unitaria dual.

Subdiferencial Moreau: El subdiferencial de una función f : Rn → R ∪∞ en x ∈ Rn

es definido como

∂f(x) = {u ∈ Rn|f(x) + uT (y − x) ≤ f(y) ∀y ∈ Rn} (4.8)

y cualquier u en ∂f(x) es llamado un subgradiente de f en x.

Operador proximal: El operador de proximidad de una función f ∈ Γ0(Rn) es la solución
única denotada por proxf al problema de optimización

minimize
y

f(y) +
1

2
‖x− y‖2. (4.9)

El operador de proximidad es una generalización de los operadores de proyección. Cuando
f = iC , el operador de proximidad se reduce a la proyección PC sobre este conjunto, es
decir PC = minimize

y
‖y − x‖. Una propiedad interesante de proxf es que es firmemente

no-expansivo, es decir

‖proxfx− proxfy‖2 + ‖(x− proxf x)− (y − proxfy)‖2 ≤ ‖x− y‖2, (4.10)

esta propiedad nos permite ver la posibilidad de desarrollar algoritmos basados en estos
operadores.

Descomposición Moreau: Sea λ > 0, entonces

x = proxλfx + λproxλ−1f∗λ−1x (4.11)

la descomposición muestra que el operador proximal de f ∗ puede ser fácilmente obtenido
a partir de la función original f .

4.2. Métodos de división proximal

Muchos problemas de optimización incluyen funciones que no son suaves, por tanto no
son diferenciables, quedando fuera de los problemas de optimización convencionales. Para
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resolverlo, a cada función no suave se le puede asociar un operador de proximidad. Para
funciones convexas, propias y semicontinuas, los métodos de división proximal resuelven
problemas de la forma

minimize
x

f(x) + g1(x) + · · ·+ gm(x) (4.12)

donde ninguna suposición en las funciones acerca de la suavidad es requerida ya que cada
función que no es diferenciable se relaciona en la minimización a través de su operador
proximal (4.9). Haciendo uso de la función indicador es posible reescribir problemas de opti-
mización con restricciones a problemas de la forma (4.12) (Onose et al., 2016). Las técnicas
de división proximal son muy interesantes ya que permiten diseñar algoritmos con estruc-
turas escalables, algunos métodos proximales son forward-backward, Douglas-Rachford,
multiplicadores de dirección alternante o multiplicadores de dirección-simultanea (Com-
bettes y Pesquet, 2011).

Para el interés de la tesis sólo detallaremos el siguiente método.

4.2.1. División forward-backward

Se desea solucionar el problema

minimize
x

f(x) + g(x) (4.13)

donde f ∈ Γ0(R
n), y g : Rn → R es una función convexa y diferenciable con gradiente

continuo Lipschitz ∇g, es decir

‖∇g(x)−∇g(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ (4.14)

donde γ ∈ (0, +∞) (Cevher et al., 2014). Este problema admite al menos una solución, la
cual es caracterizada por la ecuación de punto fijo

x = proxλf (x− λ∇g(x)) (4.15)

que formula la posibilidad de una iteración de la forma

xn+1 = proxλnf(xn − λn∇g(xn)) (4.16)

donde λn define el tamaño el paso. Este algoritmo de división forward-backward consiste
de un paso de gradiente hacia adelante (expĺıcito) usando la función g, y un paso hacia
atrás (impĺıcito) usando la función f (Combettes y Pesquet, 2011).

4.3. Métodos Primal-Dual

Los métodos primal-dual que como su nombre lo indica buscan solucionar el problema pri-
mario (primal) como también la formulación dual del problema, son capaces de alcanzar
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una completa división (4.12), lo que significa que cada uno de los operadores relacionados
al problema son usados por separado, es decir, la solución al problema es iterativamente
computada a través de la solución de una secuencia de subproblemas sencillos.

Los esquemas de división primal-dual logran manejar términos diferenciables como no-
diferenciables, a través de operadores gradiente (paso explicito), operadores proximal (pa-
so impĺıcito) y operadores lineales. Explotando las caracteŕısticas del problema, se busca
lograr que los pasos expĺıcitos como impĺıcitos sean fáciles de implementar, para obte-
ner algoritmos eficientes. Ya que los operadores pueden ser utilizados por separado no es
necesaria la inversión de operadores, que es una tarea demandante computacionalmente
y de gran impacto en problemas de grandes dimensiones (Komodakis y Pesquet, 2015),
brindando una ventaja sobre otros esquemas de división.

Muchos problemas pueden ser expresados de la forma

minimize
x

f(x) + g(Lx) (4.17)

donde f y g son propias y semicontinuas y L un operador lineal. Este problema de mini-
mización es usualmente conocido como el problema primal al cual se le asocia el problema
dual

minimize
v

f ∗(−L
†v) + g∗(v) (4.18)

Este método alterna iterativamente entre resolver el problema primal y el dual para con-
verger hacia un punto Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (Onose et al., 2016; Parikh y Boyd,
2014). Para más de dos funciones, una generalización del problema primal-dual estaŕıa
dada por

min
x

f(x) +
k
∑

i=1

gi(Lix) ⇔ min
vi,..vm

f ∗(−
k
∑

i=1

L
†
ivi) +

k
∑

i=1

g∗
i (vi)

4.4. Resultados principales

4.4.1. Algoritmo

Partiendo del problema de optimización del algoritmo 2,

min
D∈Dn,B∈Sn

‖D‖1 + ‖B‖1 (4.19)

subject to ‖y −A1(D)−A2(B)‖1 ≤ ǫ

diag(D) � 0

diag(B) = 0
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para reescribir este problema de la forma (4.12), primero debemos observar que se están
minimizando dos variables D y B lo cual para el caso de primal dual generaŕıa más ite-
raciones, por tanto para buscar un algoritmo más eficiente computacionalmente primero
reescribamos el problema como

min
C∈Sn

‖C‖1

subject to ‖y − L(C)‖1 ≤ ǫ

diag(C) � 0

lo cual es posible dado que los soportes son disjuntos y ‖D‖1 + ‖B‖1 = ‖D + B‖1 = ‖C‖1.
Haciendo uso de la función indicador podemos definir las siguientes funciones

f = iS , S = S
n

g1 = iD, D = {X ∈ Rn×n| diag(X) � 0}
g2 = ‖ · ‖1,

g3(ŷ) = iC(ŷ) C = {ŷ ∈ C
m : ‖y − ŷ‖2 ≤ ǫ}

por tanto se puede plantear el problema equivalente

min
X

f(X) + g1(X) + g2(X) + g3(L(X)) (4.20)

al cual utilizando la generalización primal-dual

min
x

f(x) +
k
∑

i=1

gi(Lix) ⇔ min
vi,..vm

f ∗(−
k
∑

i=1

L†
i vi) +

k
∑

i=1

g∗
i (vi)

se obtiene el dual de (4.20)

min
Vi,V2,v3

f ∗(−V1 − V2 − L†(v3)) +
3
∑

i=1

g∗
i (vi)

y podemos encontrar un punto Kuhn-Tucker. Para determinar el operador adjunto L†

primero veamos que el operador se puede expresar como

L(X) = A1(D) +A2(B)

donde A1 y A2 son los operadores definidos en (3.37) y (3.38). Entonces

L†(y) = A†
1(y) +A†

2(y).

Partiendo de (Pesquet y Repetti, 2014; Komodakis y Pesquet, 2015) proponemos un algo-
ritmos basado en primal-dual usando iteraciones forward-backward como un solucionador
al problema de minimización (4.20).
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Algorithm 3 PD con iteraciones forward-backward - 4 funciones

1: dado X
(0), X̂

(0)
, V

(0)
1 , V

(0)
2 , v

(0)
3 , µ, τ, σ1, σ2, σ3

2: repetir para t = 1, ...
3: hacer en paralelo

4: V
(t)
1 = V

(t−1)
1 + X̂

(t−1) − PD

(

V
(t−1)
1 + X̂

(t−1)
)

5: V
(t)
2 = V

(t−1)
2 + X̂

(t−1) − proxg2

(

V
(t−1)
2 + X̂

(t−1)
)

6: v
(t)
3 = v

(t−1)
3 + L(X̂

(t−1)
)− PC

(

v
(t−1)
3 + L(X̂

(t−1)
)
)

7: end
8: X

(t) = PSn

(

X
(t−1) − τ

(

σ1V
(t)
1 + σ2V

(t)
2 + σ3L†(v

(t)
3 )
))

9: X̂
(t)

= 2X
(t) − X

(t−1)

10: hasta que converja

Este algoritmo es capaz de alcanzar completa división de las funciones involucradas en el
problema de minimización y además presenta una estructura paralelizable. Por ejemplo,
los pasos 4− 6 podŕıan ejecutarse en tres nodos contrario a un gran nodo central, de tal
manera que la carga por cada nodo es baja y facilitaŕıa el manejo de conjuntos de datos
de grandes dimensiones. Dado que el costo de env́ıo de información para los nodos es bajo,
una arquitectura distribuida podŕıa ser una buena opción.

A pesar que el algoritmo es completamente funcional, puede ser optimizado respecto a la
complejidad computacional si replanteamos la función f para que incluya la condición de
diagonal positiva, dando origen a solo tres funciones

f = iS, S = {X ∈ S
n| diag(X) � 0}

g1 = ‖ · ‖1,

g2(ŷ) = iC(ŷ) C = {ŷ ∈ C
m : ‖y − ŷ‖2 ≤ ǫ}

entonces el problema primal se puede replantear

min
X

f(X) + g1(X) + g2(L(X))

y se obtiene el dual

min
V1,v2

f ∗(−V1 − L†(v2)) +
2
∑

i=1

g∗
i (vi)

de los cuales podemos encontrar un punto Kuhn-Tucker. Para este problema dual sólo
estamos requiriendo de dos variables duales V1 y v2, contrario a las tras variables dua-
les del algoritmo 3, además hemos reducido el número de iteraciones necesarias para la
convergencia del algoritmo. Todos los detalles son presentados en el algoritmo 4. Para
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incrementar la velocidad en la convergencia del algoritmo incluimos un parámetro libre
κ > 0 el cual puede ser utilizado en ambos algoritmos.

Algorithm 4 PD con iteraciones forward-backward - 3 funciones

1: dado X
(0), X̂

(0)
, V

(0)
1 , v

(0)
2 , µ, τ, σ1, σ2, γ

2: repetir para t = 1, ...
3: hacer en paralelo

4: V
(t)
1 = V

(t−1)
1 + X̂

(t−1) − κTγ/σ1

(

V
(t−1)
1 + X̂

(t−1)
)

5: v
(t)
2 = v

(t−1)
2 + L(X̂

(t−1)
)− PC

(

v
(t−1)
2 + L(X̂

(t−1)
)
)

6: end
7: X

(t)
= PSn

(

X
(t−1) − τ

(

σ1V
(t)
1 + σ2L†(v

(t)
2

))

8: X
(t) = PD(X

(t)
)

9: X̂
(t)

= 2X
(t) − X

(t−1)

10: hasta que converja

La descomposición Moreau (4.11) es utilizada para expresar los pasos del algoritmo res-
pecto a los operadores proximal de las diferentes funciones y no a los conjugados.

Todas las actualizaciones son desarrolladas sobre las variables duales de manera paralela.
La actualización de la variable primal X

(t) requiere de las variables duales V
(t)
1 y v

(t)
2 . Las

iteraciones de las variables dual son desarrolladas en los pasos 4 − 5. Primero, un paso
como gradiente hacia delante es desarrollado, seguido por la inclusión de la estructura del
algoritmo mediante las funciones no-suaves gi a través de la aplicación de sus operado-
res proximales. Estos producen un paso hacia atrás, como subgradiente. El operador de
proximidad de la función g1 que es la norma ℓ1 que promueve la dispersión en la matriz,
resuelve un umbral suave

proxg1
(X)ij =















Xij − λ Xij ≥ λ

0 |Xij| ≤ λ

Xij + λ Xij ≤ λ

= (sign(Xij)max(|Xij | − λ, 0))ij

= Tλ(X).

(4.21)

La fidelidad de los datos es forzada al desarrollar la proyección sobre la bola ℓ2 de tamaño
ǫ definido de acuerdo a la distribución del ruido. El proximal es expresado como

proxg2
(x) = PC(x) =







ǫ x−y
‖x−y‖2

+ y ‖x− y‖2 > ǫ

x ‖x− y‖2 ≤ ǫ.
(4.22)

Después de la actualización de las variables duales V
(t)
1 y v

(t)
2 , éstas son utilizadas en el

paso 7 para actualizar la variable primal X
(t), la matriz de correlación de interés. Este es
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desarrollado a través de un paso similar forward-backward, y el algoritmo utiliza los pasos
de actualización τ y σ1, σ2 para iterativamente actualizar la solución.

El operador de proximidad de la función indicador de las matrices simétricas con diagonal
semi-definida positiva f es definido como la proyección

proxf (X) = PS = PD(PSn(X))

donde PSn(X) =
X

T + X

2
, y

PD(X) =







Xii si Xii ≥ 0

0 si Xii ≤ 0

(4.23)

La convergencia del algoritmo se garantiza si los parámetros de actualización satisfacen
(Onose et al., 2016)

τ(σ1 + σ2‖L‖2
s) < 1 (4.24)

además, el parámetro de configuración γ deber ser positivo.

4.4.2. Complejidad computacional

Una eficiente implementación del algoritmo toma ventajas de la división de los datos y
la paralelizacion impĺıcita del algoritmo, por tanto una arquitectura con memoria com-
partida seŕıa deseable para el proceso de muestro mediante los sketch, y una arquitectura
distribuida seŕıa eficiente para la comunicación con los nodos de datos dado el bajo costo
de comunicación.

Por otra parte, la mayoŕıa de operaciones realizadas en el algoritmo son proporcionales a
n, dado que la variable de interés es X

(t) ∈ Rn×n. Las más demandante operaciones están
relacionadas con los operadores L y L†. El operador L es la suma de los operadores A1 y
A2, y ambos presentan una complejidad O(n3) ya que la mayor cantidad de operaciones la
representa el producto de los subbloques de los vectores de muestreo y las matrices D y B

de n× n, respectivamente. Los proximal T y PD tienen complejidad O(n2), y el proximal
PC complejidad O(n).

En resumen, la complejidad computacional del algoritmo propuesto será la máxima com-
plejidad de los pasos max(n3, n2, n), por tanto el algoritmo presenta una complejidad
O(n3).

4.4.3. Experimentos numéricos

Para observar el desempeño del Algoritmo 4, se crearon dos escenarios. Los parámetros se
establecieron por ensayo cumpliendo siempre con (4.24). τ = 0,49, σ1 = 10−3, σ2 = 1/‖L‖2

s,
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γ = 10−3 y κ = 10−1. Como criterios de convergencia se utilizaron la variación relativa

δ =
‖X(t) − X

(t−1)‖2

‖X(t)‖2

(4.25)

que para la mayoŕıa de escenarios fue de 10−3, y el segundo criterio corresponde a la
fidelidad de la solución con los datos originales

‖y − L(X(t))‖ ≤ ǫ (4.26)

donde ǫ = σm.

Para lograr una comparación con los resultados de los caṕıtulos anteriores, los procesos
estacionarios que generamos obedecen a una distribución Poisson con parámetro λ = 15.
Para todos los escenarios se realizaron 20 experimentos independientes donde las entra-
das de la matriz de censado Ai son i.i.d. generadas desde una distribución Gaussiana (0, 1).

Escenario 1

Este escenario analiza el error del algoritmo propuesto frente al número de iteraciones.
Generamos un proceso aleatorio vectorial con dimensión n = 10 y 15, a continuación se
ordena este vector de acuerdo a (3.12) y se calcula la matriz de correlación Cz de 49×49, la
cual utilizamos para obtener las mediciones cuadráticas. En este escenario los criterios de
convergencia fueron eliminados para poder correr las 2000 iteraciones deseadas. El número
de mediciones utilizadas fue de 55 y 120 respectivamente, que corresponde a la relación
obtenida de n(n + 1)/2.

En la figura 4.1(a) se observa como el NMSE va disminuyendo a medida que el número
de iteraciones aumenta, también se aprecia que el número de iteraciones para obtener un
error bajo es alto, lo que se ve compensado por la leve complejidad computacional que
tienen las iteraciones. Dado que la dimensión es pequeña el tiempo necesario para alcanzar
las 2000 iteraciones es de apenas 83,87 seg. Un comportamiento similar se observa para
la dimensión n = 15 (Figura 4.1(b)), y con un tiempo requerido de 429 seg para alcanzar
las 2000 iteraciones, lo cual es comprensible dado que la dimensión es mayor por tanto los
pasos del algoritmo toman más tiempo.

Escenario 2

El escenario 2 compara el NMSE del algoritmo 4 con el algoritmo 2. Generamos un proceso
aleatorio vectorial con dimensión n=7. A continuación, se ordena este vector de acuerdo a
(3.12) y computamos la matriz de correlación Cz de 49×49, la cual utilizamos para obtener
las mediciones (3.3). En orden para encontrar la solución al problema convexo (3.26) utili-
zamos el paquete software de optimizacion CVX (Grant y Boyd, 2014) para el algoritmo 2.
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(a) NMSE para la estimacion del algoritmo 4(primal-dual) para n = 10.
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(b) NMSE para la estimacion del algoritmo 4(primal-dual) para n = 17.

Figura 4.1: NMSE vs el número de iteraciones para las dimensiones n = 10 y n = 17.

De la Figura 4.2(a) se observa que el algoritmo propuesto obtiene niveles de error similares
con un número inferior de mediciones respecto al estimador referente de Chen et al. De la
Figura 4.2(b) se aprecia que el algoritmo primal dual requiere un número de mediciones
mayor que el requerido por el algoritmo 2, esta seŕıa la compensación por la disminución de
la carga computacional obtenida al utilizar el algoritmo primal-dual basado en iteraciones
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forward-backward.

Escenario 3

En este escenario estudiamos el comportamiento del algoritmo propuesto para diferen-
tes dimensiones. Generamos un proceso aleatorio vectorial con distribución Poisson con
parámetro λ = 15 para las dimensiones n = 6, 7, 10, 15 y 50. Cada vector es ordenado de
acuerdo a (3.12), obteniendo las matrices de correlación Cz de 49×49, 100×100, 225×225
y 2500×2500 respectivamente, las cuales son usadas para obtener las mediciones (3.3).

De la Figura 4.3 se observa el desempeño del NMSE para las diferentes dimensiones para
el algoritmo 4, se nota que a pesar de lograr un bajo NMSE en comparación al algoritmo
2 (Figura 3.9), para obtener el mismo NMSE se hace necesario un ligero incremento en el
número de mediciones, el cual estaŕıa dentro del rango aceptable.

Escenario 4

El escenario 4 estudia la robustez del algoritmo propuesto frente al ruido. Para las dimen-
siones n=10 y 15 perturbamos el vector de mediciones con ruido uniforme entre [−σ, σ]. La
Figura 4.4 y la Figura 4.5 muestra el NMSE de la estimación de la matriz de correlación co-
mo una función del número de mediciones m, para σ =10−2 y 10−1 y ǫ=σm dado en (3.26).

De la Figura 4.4 se observa que el algoritmo 2 basado en CVX alcanza un valor de NMSE
más bajo que el algoritmo 4 basado en primal-dual. Como era de esperarse el mismo
comportamiento es observado para la dimensión n = 15, el cual se puede apreciar en la
Figura 4.5.

4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se presentó el diseño de un algoritmo basado en métodos primal-dual y
forward-backward que extiende el algoritmo 2 desarrollado en el caṕıtulo 3. La estructu-
ra de este nuevo algoritmo permite una alta paralelizacion y escalabilidad para manejar
un gran volumen de datos. Se mostró que el desempeño obtenido por el nuevo algoritmo
es similar al algoritmo 2 pero con una carga computacional mucho menor, superando la
gran limitante del algoritmo 2 que al utilizar un solucionador genérico requeŕıa de una
carga computacional alta, por tanto el nuevo algoritmo podŕıa ser utilizados en aplicacio-
nes que hacen uso de datos de grandes dimensiones y requieren de algoritmos eficientes
computacionalmente.
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(a) NMSE para los estimadores: Chen et al y los algortimos propuesto 2(cvx) y 4(primal-
dual), para n = 7.
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(b) NMSE para los algortimos propuesto 2(cvx) y 4(primal-dual), para n = 7.

Figura 4.2: Comparación del NMSE del algoritmo 2, el algoritmo 4(primal-dual) y el
estimador de Chen et al.
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(a) NMSE para las dimensiones n=6, 7, 10 utilizando el algoritmo 4 (primal-dual).
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Figura 4.3: NMSE del estimador primal-dual para diferentes dimensiones.
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Figura 4.4: NMSE para la dimensión n=10 con diferentes niveles de ruido.
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Figura 4.5: NMSE para la dimensión n=15 con diferentes niveles de ruido.



Caṕıtulo 5

Estimación de la Matriz de
Correlación No-estacionaria a Partir
de Mediciones Cuadráticas

En este caṕıtulo se explora la estimación de la matriz de correlación de datos ordenados
en tiempo y rango los cuales presentan un comportamiento no-estacionario. Basado en
el modelo de estimación desarrollado en el caṕıtulo 3, se muestra que es posible una
estimación con una reducción en el número de recursos necesarios y con igual precisión
que el modelo de referencia.

5.1. Estructura de la matriz de correlación

Dada la presencia en diferentes aplicaciones de señales con un comportamiento no-estacionario,
buscamos basados en el modelo consolidado de estimación (3.3.2) lograr incluir información
de la estructura de la matriz de correlación para lograr el diseño de un programa de opti-
mización que permita recuperarla pero con una complejidad menor. Primero, recordando
la estructura general de la matriz

Cz =













C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n
...

...
. . .

...
Cn1 Cn2 · · · Cnn













(5.1)

y dada la condición de simetŕıa de la matriz de correlación, esta puede ser reescrita como

Cz =













D1 B12 · · · B1n

B
T
12 D2 · · · B2n
...

...
. . .

...
B

T
1n B

T
2n · · · Dn













. (5.2)
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A su vez, esta matriz puede ser expresada en función de la submatrices que la conforman,
es decir

Cz =













D1 0 · · · 0

0 D2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Dn













+













0 B12 · · · 0

B
T
12 0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0













+ · · ·+













0 · · · 0 0

...
. . .

...
...

0 · · · 0 B(n−1)n

0 · · · B
T
(n−1)n 0













(5.3)

es decir
Cz = Dn + B12 + · · ·+ B(n−1)n (5.4)

donde Dn representa la matriz en bloques diagonal, con las submatrices Dii en la posición
ii, y Bij representa la matriz en bloques de ceros excepto en las posición ij (Bij) e ji (BT

ij).

5.2. Estimador para el caso no-estacionario

Retomando el operador lineal general

A(C) : C→ {〈Ai, C〉}m
i=1 (5.5)

e incluyendo la información de la estructura de la matriz no estacionaria (5.4), se tiene

{

aT
i Cza

}m

i=1
=
{

aT
i (Dn + B12 + · · ·+ B(n−1)n)ai

}m

i=1

=
{

aT
i (Dn)ai + aT

i (B12)ai + · · ·+ aT
i (B(n−1)n)ai

}m

i=1

(5.6)

donde el paso dos se da por la linealidad del operador. Recordando el muestreo en bloques
(3.32) desarrollado anteriormente

ai = [aT
i1, aT

i2, ..., aT
in]T . (5.7)

se puede analizar cada producto independientemente, aśı para el caso de las matrices
diagonales se tiene

aT
i (Dn)ai =

[

aT
i1, aT

i2, ..., aT
in

]













D1 0 · · · 0

0 D2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Dn

























ai1

ai2
...

ain













= aT
i1D1ai1 + · · ·+ aT

inDnain.

(5.8)
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Ahora, analizando el producto de las matrices Blp se tiene

aT
i (Blp)ai =

[

aT
i1, aT

i2, ..., aT
in

]













0 · · · Blp 0

...
. . .

...
...

B
T
lp · · · 0 0

0 · · · 0 0

























ai1

ai2
...

ain













= aT
ipB

T
lpail + aT

ilBlpaip,

(5.9)

por tanto, el operador lineal esta expresado como la suma del operador actuando sobre
las submatrices

{

aT
i Cza

}m

i=1
=







n
∑

l=1

aT
ilDilail +

n
∑

l

n
∑

p<l

aT
ipBlpail +

n
∑

l

n
∑

p>l

aT
ilBlpaip







m

i=1

= LB(Cz).

(5.10)

el problema de optimización general (Chen et al., 2015) para recuperar la matriz de co-
rrelación de datos ordenados para el caso de un proceso no-estacionario

minimize
Cz∈Sn

‖Cz‖1

sujeto a ‖y − L(Cz)‖1 ≤ ǫ

diag(Cz) � 0

(5.11)

puede ser replanteado como

minimize
Di i=1,...,n∈Dn Bij i,j=1,...,n i<j∈Bn

‖Cz‖1

sujeto a ‖y − LB(Cz)‖1 ≤ ǫ

diag(Di) � 0

diag(Bij) = 0

(5.12)

donde Cz es la matriz formada por los submatrices Di y Bij. Con este nuevo programa
de optimización se busca recuperar las submatrices de la triangular superior ya que la
triangular inferior está conformada por sus transpuestas, y como estas submatrices son
de dimensión n × n contrario a la matriz n2 × n2, este programa deberá tener un menor
consumo de recursos.

Para determinar el número de mediciones necesarias, primero se observa que se tienen
n(n− 1)/2 matrices Bij las cuales tienen n2 grados de libertad, y n matrices Di las cuales
tienen n grados de libertad. En total se tendŕıa un número de mediciones alrededor de
n3(n − 1)/2 + n2 que es muy similar a las n2(n2 + 1)/2 mediciones requeridas por el
estimador general.
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5.2.1. Resultados numéricos

Para estudiar el desempeño del estimador se tomaron 7 señales ECG de la base de datos
MIT-BIH (Goldberger et al., 1992), dada su cualidad de no-estacionariedad. La dimension
de cada señal ECG es de R1000000, por tanto todo el conjunto de datos es de 7× 1000000.
En la Figura 5.1 se observan las señales en toda su duración, mientras que en la Figura
5.2 se observan las señales en el intervalo de tiempo 1975 − 2000 segundos. Con nues-
tro estimador se demuestra que para recuperar la matriz de correlación no es necesario
el almacenamiento de todas las realizaciones, sólo se requiere del vector de mediciones
y ∈ Rm, con m ≪ 1000000. Para analizar el desempeño de los estimadores se diseñaron
dos escenarios y se utilizo CVX (Grant y Boyd, 2014) como software de optimización.

Escenario 1

El escenario 1 compara el estimador propuesto (5.12) con el estimador general (5.11), para
3, 5 y 7 señales ECG. En la Figura 5.3 se observa la recuperación de la matriz de correla-
ción para las dimensiones mencionadas, mostrando el NMSE como función del número de
mediciones. Se aprecia una reducción en las mediciones requeridas para la recuperación de
la matriz respecto al estimado de (Chen et al., 2015), aśı para la dimensión de n = 3 la
reducción es casi nula, mientras que para n = 5 es de alrededor de 50 mediciones, y para
n = 7 es de 100 mediciones.

En resumen para recuperar la matriz de correlación sólo seŕıa necesario almacenar un
vector con m = 1100 datos, contrario a tener que almacenar todas las realizaciones de las
señales, es decir 7×1000000, por tanto se tiene una reducción del 99,98 % en el número de
datos a ser almacenados. También se observa que la reducción es proporcional a la dimen-
sión, resultado que coincide con el análisis de grados de libertad realizado anteriormente.

Escenario 2

En este escenario se estudia la robustez del estimador propuesto frente a los efectos adver-
sos generados por el ruido. Para 5 y 7 señales ECG, se contaminó el vector de mediciones
con ruido uniforme entre [−σ, σ], con σ = 1e−1, 1. La Figura 5.4 muestra el desempeño del
NMSE frente al número de mediciones necesarias para n = 5, corroborándose que la reduc-
ción en las mediciones es poca para bajas dimensiones comparada con el estimador general.

En la Figura 5.5 se presenta el desempeño del estimador para la dimensión n = 7, apre-
ciándose una reducción en las mediciones necesarias de un poco más de 100 por parte
del estimador propuesto, corroborándose que el estimador propuesto para el caso no-
estacionario presenta una reducción en el número de mediciones la cual es proporcional
con la dimensión de los datos.

Por ultimo, en la Tabla 5.1 se aprecia la gran reducción obtenida en el consumo de la RAM,
ya que para el estimador propuesto el incremento al pasar de una dimensión 5 (25× 25) a



60 CAPÍTULO 5. ESTIMACIÓN DE LA MATRIZ NO-ESTACIONARIA

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−2000

0
2000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−2000

0
2000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−500

0
500

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−2000

0
2000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−1000

0
1000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−2000

0
2000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−500

0
500

Tiempo (seg.)

Figura 5.1: Señales ECG de la base MIT-BIH

7 (49× 49) solo es de 350MB, mientras que el estimador de Chen et al. (2015) requiere de
12GB, por tanto se hace factible la adopción del estimador propuesto en escenarios donde
el uso de los recursos sea de gran importancia.

Tabla 5.1: Uso de la RAM por parte del estimador estándar y el estimador propuesto.

Dimensión (n) 5 7
Est. Chen et al. (2015) 2,7GB 13GB
Est. propuesto 450MB 700MB
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Figura 5.2: Señales ECG de la base MIT-BIH en el rango 1975 a 2000 segundos
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Conclusiones y Trabajo Futuro

El tema central de esta tesis ha sido explorar la estructura de la matriz de correlación
de datos que han sido ordenados y su estimación a partir de vector de mediciones con
una dimensión mucho menor que la dimension original. Terminamos esta tesis con unas
conclusiones de nuestros resultados y algunas direcciones futuras de investigación.

6.1. Conclusiones

Se han analizado las propiedades matemáticas de la medición cuadrática (Chen et al.,
2015), que es una herramienta para la estimación de matrices de covarianza con estruc-
tura de bajo rango, dispersa, dispersa y bajo rango y Toeplitz, la cual mediante sketch
cuadráticos captura la información de la matriz en un vector denominado vector de me-
diciones, a partir del cual utilizando un programa convexo es posible la estimación de la
matriz. Aśı mismo se analizaron diferentes métodos que permiten la estimación de tales
matrices con un número reducido de mediciones, observando que muchos de ellos se limi-
taban a un tipo especifico de estructura para procesos estacionarios.

En esta tesis se investigó la estructura que presenta la matriz de correlación cuando el pro-
ceso aleatorio subyacente ha sido ordenado en tiempo y en rango, mostrando que cuando
es estacionario la matriz depende de una submatriz diagonal y una submatriz con diago-
nal cero. Con base en esta estructura y usando los sketch como vectores de muestreo, se
desarrolló dos nuevos algoritmos, el primero consistió en realizar un promedio luego de
haber estimado la matriz, el segundo incluyó la información de la estructura dentro del
programa de optimización lo que permitió reducir notablemente el número de mediciones
necesarias para la estimación de la matriz, pasando de n2(n2 + 1)/2 a n(n + 1)/2. Es de
resaltar que ambos algoritmo mostraron un desempeño superior con y sin ruido uniforme
frente al desarrollado por Chen et al. (2015).

A partir de la estructura en bloques descubierta en esta tesis, se desarrolló un muestro en
bloques que permitió capturar la estructura de la matriz y que dio origen al algoritmo 2.
También se diseñó un modelo de medición que permite una convergencia más rápida, de
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especial interés cuando el número de realizaciones del proceso estacionario es limitada.

Dada la complejidad computacional cuando el proceso aleatorio es de grandes dimensiones,
basado en métodos de división proximal, en especial en los métodos forward-backward y
primal dual, desarrollamos un nuevo algoritmo escalable como extension del algoritmo 2
desarrollado en nuestra tesis. Este nuevo algoritmo demostró ser eficiente computacional-
mente ya que explota mejor las caracteŕısticas de la estructura de la matriz al solucionar
de forma iterativa y paralela una secuencia de subproblemas más fáciles, lo cual permite
estimar la matriz de correlación aún cuando esta es de grandes dimensiones.

Por último, basados en el modelo de medición consolidado se desarrolló un estimador para
el caso cuando los datos presenten un comportamiento no-estacionario. El desempeño fue
similar al estimador general, pero con una notable reducción en la complejidad y en el uso
de recursos para su estimación. Además, se logró obtener una reducción en el número de
mediciones la cual es proporcional a la dimensión de los datos.

6.2. Limitaciones

Dada la limitación en recursos computacionales, los diferentes algoritmos fueron probados
sobre un computador de escritorio con 16GB de memoria RAM y un proceso intel core i7
de séptima generación, lo cual nos limitó en las dimensiones a tener en cuentas en nuestros
análisis. Otra limitante se relaciona con los datos utilizados en nuestras simulaciones, ya
que muchas de ellas fueron realizadas utilizando datos sintéticos.

6.3. Trabajo Futuro

Se observó que el uso de sketch para la construcción de modelos de medición mostró
una gran adaptabilidad a las condiciones particulares del problema, un interesante
tópico de investigación seŕıa la estimación de matrices con estructura Toeplitz a
bloques o matrices circulantes, ya que aparecen en diferentes aplicaciones.

Un tema interesante es explorar algoritmos aleatorios que permitan una convergencia
mas rápida de los algoritmos desarrollados en esta tesis, ya que disminuiŕıa la carga
computacional y por tanto tendŕıa un impacto notable en grandes datos.

Seŕıa interesante utilizar el modelo de medición desarrollado con datos reales de otras
aplicaciones, como por ejemplo datos de radar.

Otra gran estructura de interés práctico es la matriz de covarianza inversa o matriz
de precisión, en especial cuando se imponen restricciones de dispersión (sparsity), ya
que los ceros de esta matriz indican independencia condicional entre las variables,
seŕıa interesante adaptar el modelo de medición para la estimación de tal matriz.
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Seŕıa interesante ver la posibilidad de extender el modelo para el caso de procesos
no estacionarios a grandes dimensiones.

Por último, dada la necesidad de determinar la matriz inversa de covarianza o matriz
de precisión en muchas aplicaciones, seŕıa interesante llevar ideas desarrolladas en
esta tesis para buscar determinar eficientemente dicha matriz.



Apéndice A

Apéndice: Optimización convexa

Un problema de optimización tiene la forma

minimize
x

f0(x) sujeto a fi(x) ≤ bi, i = 1, ..., m (A.1)

el vector x representa la variable de optimización del problema, la función f0 : Rn → R
es llamada función objetivo o función costo. Las restricciones de desigualdades fi(x) ≤ bi

y las correspondientes funciones fi : Rn → R, i = 1, ..., m son las funciones de restricción,
y las constantes bi, i = 1, ..., m son los limites o cotas para las funciones restricción.

El conjunto de puntos para los cuales las funciones objetivo y las funciones de restricción
están definidas

D = ∩m
i=0domfi (A.2)

es llamado el dominio del problema de optimización. Un punto x ∈ D se dice ser realizable
si satisface las restricciones fi(x) ≤ bi, i = 0, 1, ..., m. Si existe al menos un punto realizable
el problema de optimización se dice ser realizable o solucionable. El valor óptimo x∗ del
problema es definido como

x∗ = inf{f0(x)|fi(x) ≤ bi, i = 1, ..., m} (A.3)

o en otras palabras, x∗ es óptimo si tiene el valor de la función objetivo menor en-
tre todos los vectores que satisfacen las restricciones, es decir, para cualquier y con
f1(y) ≤ b1, ..., fm(y) ≤ bm tenemos f0(y) ≥ f0(x

∗).

En esta tesis hacemos especial interés en problemas de optimización caracterizados por
formas particulares de las funciones objetivo y de restricción. Cuando estas funciones son
lineales, es decir f0, ..., fm satisfacen que para todo x, y ∈ Rn y α, β ∈ R

fi(αx + βy) = αfi(x) + βfi(y) (A.4)

el problema de optimización es llamado problema de optimización lineal. Cuando las fun-
ciones objetivo y restricción f0, ..., fm son convexas

fi(αx + βy) ≤ αfi(x) + βfi(y) (A.5)
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para todo x, y ∈ Rn y todo α, β ∈ R con α + β = 1, α ≥ 0, β ≥ 0, el problem se le
llama problema de optimización convexo. Se observa que convexidad es más general que li-
nealidad, entonces la optimización convexa es una generalización de la programación lineal.

Una propiedad fundamental de los problemas de optimización convexa es que cualquier
punto óptimo local es también un punto óptimo global.



Apéndice B

Apéndice: Pruebas de proposiciones
Caṕıtulo 3

B.1. Operadores lineales

Sean X, Y ∈ Dn, el operador A1 es lineal ya que

A1(X + Y) =

{

n
∑

k=1

aT
ik(X + Y)aik

}m

i=1

=

{

n
∑

k=1

(

aT
ikXaik + aT

ikYaik

)

}m

i=1

=

{

n
∑

k=1

aT
ikXaik +

n
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aT
ikYaik
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i=1
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n
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k=1

aT
ikXaik

}m

i=1

+

{

n
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k=1

aT
ikYaik

}m

i=1

= A1(X) +A1(Y).

(B.1)

Sean X, Y ∈ Bn, el operador A2 es lineal ya que

A2(X + Y) =
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(B.2)

68



B.2. OPERADORES ADJUNTOS 69

Por último, el operador L : Sn → Rm definido como

L = A1 +A2 (B.3)

es lineal, ya que es la suma de dos operadores lineales.

B.2. Operadores adjuntos

Para determinar el operador adjunto de un operador A : X → Y , recordemos que se debe
satisfacer

〈A(D), y〉Y = 〈D,A†(y)〉X (B.4)

donde el conjunto de partida en nuestro caso es Rm y el de llegada es el conjunto de las
matrices simétricas Sn. El producto interno sobre Rm esta dado por

〈x, y〉 = y∗x (B.5)

y el producto interno sobre las matrices simétricas viene dado por

〈X, Y〉 = Tr(XY
∗). (B.6)

Desarrollando el primer producto interno de (B.4) para el operador A1 : Dn → Rm, se
tiene

〈A1(D), y〉Rm = y∗

{

n
∑

k=1

aT
ikDaik

}m

i=1

=
m
∑

i=1

yi

(

n
∑

k=1

aT
ikDaik

)

Para definir el operador adjunto recordemos que este debe ser un mapeo A†
1 : Rm → Dn,

entonces si se toma el operador igual a

A†
1(y) = T (

m
∑

i=1

yi

n
∑

k=1

aikaT
ik) (B.7)

donde T diagonaliza la matriz. Y reemplazándolo en el segundo producto interno de (B.4)

〈D,A†
1(y)〉Sn = Tr(DA†T

1 (y))

= Tr

(

D · T (
m
∑
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yi

n
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aikaT
ik)

)

= Tr
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)

=
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= 〈A1(D), y〉Rm.

(B.8)



70 APÉNDICE B. APÉNDICE: PRUEBAS DE PROPOSICIONES CAPÍTULO 3

entonces el operador adjunto A†
1 satisface la condición del igualdad de (B.4).

Para obtener el operador adjunto del segundo operador A2 : Bn → Rm el procedimiento
es similar,

〈A2(B), y〉Rm = y∗
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El operador adjunto debe ser un mapeo A†
2 : Rm → Bn, entonces si se toma el operador

igual a

A†
2(y) = N





m
∑

i=1

yi





n
∑

j=1

n
∑

k 6=j

aT
ikaij







 , (B.9)

donde N representa el operador que remueve la diagonal principal de la matriz. Reem-
plazándolo en el segundo producto interno de (B.4)

〈B,A†
2(y)〉Sn = Tr(BA†T

2 (y))

= Tr
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= 〈A2(B), y〉Rm

(B.10)

por tanto el operador adjunto A†
2 satisface la condición del igualdad de (B.4).



Bibliograf́ıa

Abramovich, Y.I., Johnson, B.A., y Spencer, N.K. (2008a). Multivariate spectral recons-
truction of stap covariance matrices: Toeplitz-block solution. In 2008 5th IEEE Sensor
Array and Multichannel Signal Processing Workshop, 229–233. doi:10.1109/SAM.2008.
4606861.

Abramovich, Y.I., Johnson, B.A., y Spencer, N.K. (2008b). Two-Dimensional Multivariate
Parametric Models for Radar Applications #x2014;Part I: Maximum-Entropy Exten-
sions for Toeplitz-Block Matrices. IEEE Transactions on Signal Processing, 56(11),
5509–5526. doi:10.1109/TSP.2008.929868.

Afonso, M.V., Bioucas-Dias, J.M., y Figueiredo, M.A.T. (2011). An Augmented Lagran-
gian Approach to the Constrained Optimization Formulation of Imaging Inverse Pro-
blems. IEEE Transactions on Image Processing, 20(3), 681–695. doi:10.1109/TIP.2010.
2076294.

Arce, G.R. (2004). Nonlinear Signal Processing: A Statistical Approach. Wiley-
Interscience. Published: Hardcover.

Argyriou, A., Evgeniou, T., y Pontil, M. (2008). Convex multi-task feature lear-
ning. Machine Learning, 73(3), 243–272. doi:10.1007/s10994-007-5040-8. URL
https://link.springer.com/article/10.1007/s10994-007-5040-8.

Arora, S., Hazan, E., y Kale, S. (2006). A Fast Random Sampling Algorithm for Spar-
sifying Matrices. In Approximation, Randomization, and Combinatorial Optimization.
Algorithms and Techniques, 272–279. Springer, Berlin, Heidelberg.

Bahmani, S. y Romberg, J.K. (2015). Sketching for simultaneously sparse and low-
rank covariance matrices. In 6th IEEE International Workshop on Computatio-
nal Advances in Multi-Sensor Adaptive Processing, CAMSAP 2015, Cancun, Me-
xico, December 13-16, 2015, 357–360. doi:10.1109/CAMSAP.2015.7383810. URL
http://dx.doi.org/10.1109/CAMSAP.2015.7383810.

Bai, J. y Shi, S. (2011). Estimating High Dimensional Covariance Matrices and
its Applications. Annals of Economics and Finance, 12(2), 199–215. URL
https://ideas.repec.org/a/cuf/journl/y2011v12i2p199-215.html.

71

https://link.springer.com/article/10.1007/s10994-007-5040-8
http://dx.doi.org/10.1109/CAMSAP.2015.7383810
https://ideas.repec.org/a/cuf/journl/y2011v12i2p199-215.html


72 BIBLIOGRAFÍA
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