
Análisis del Desempeño de un Sistema
MU-MIMO Basado en Algoritmos de
Precodificación Lineal ZF y MMSE

Cristian Camilo Muñoz Ordóñez
María Lucía Vargas Vivas

Director: Mag. Harold Armando Romo Romero

Universidad del Cauca
Facultad de Ingeniería Electrónica y Telecomunicaciones

Departamento de Telecomunicaciones
Grupo Nuevas Tecnologías en Telecomunicaciones

GNTT
Linea de Investigación en Redes Inalámbricas

Popayán, Febrero de 2013



Análisis del Desempeño de un Sistema
MU-MIMO Basado en Algoritmos de
Precodificación Lineal ZF y MMSE

Trabajo de Grado presentado como requisito para obtener el título de
Ingeniero en Electrónica y Telecomunicaciones

Cristian Camilo Muñoz Ordóñez
María Lucía Vargas Vivas

Director: Mag. Harold Armando Romo Romero

Universidad del Cauca
Facultad de Ingeniería Electrónica y Telecomunicaciones

Departamento de Telecomunicaciones
Grupo Nuevas Tecnologías en Telecomunicaciones

GNTT
Linea de Investigación en Redes Inalámbricas

Popayán, Febrero de 2013



Índice General

RESUMEN 1

INTRODUCCIÓN 3

1 GENERALIDADES DE SISTEMAS MIMO 5

1.1 SISTEMAS MIMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.1 Sistema Única Entrada Única Salida (SISO) . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.2 Sistema Única Entrada Múltiples Salidas (SIMO) . . . . . . . . . . . 6
1.1.3 Sistema Múltiples Entradas Única Salida (MISO) . . . . . . . . . . . 7
1.1.4 Sistema Múltiples Entradas Múltiples Salidas (MIMO) . . . . . . . 7

1.2 ESQUEMAS DE FUNCIONAMIENTO MIMO . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.1 Diversidad Espacial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.2 Multiplexación Espacial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.3 Precodi�cación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 MIMO Multiusuario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.1 Canal MU-MIMO en Enlace de Subida . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2 Canal MU-MIMO en Enlace de Bajada . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 CANAL DE COMUNICACIÓN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4.1 Canal AWGN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4.2 Canal Rayleigh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5 MODULACIÓN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5.1 Modulación M-PSK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5.2 Modulación M-QAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 PRECODIFICACIÓN LINEAL 15

2.1 SISTEMA MU-MIMO CON PRECODIFICACIÓN LINEAL . . . . . . . . 15
2.2 PRECODIFICACIÓN ZF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1 Precodi�cación BD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 PRECODIFICACIÓN MMSE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 METODOLOGÍA PARA SIMULACIÓN DE LA PRECO-
DIFICACIÓN LINEAL ZF Y MMSE 31

3.1 METODOLOGÍA PARA SIMULACIÓN DE SISTEMAS DE TELECO-
MUNICACIONES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2 FASES DE SIMULACIÓN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.1 Fase 1. De�nición del Sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

iii



3.2.2 Fase 2. Análisis del Sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2.3 Fase 3. Formulación del Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2.4 Fase 4. Selección del Lenguaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.5 Fase 5. Codi�cación del Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.6 Fase 6. Validación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.7 Fase 7. Experimentación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 VALIDACIÓN DE RESULTADOS 41

4.1 VALIDACIÓN DE RESULTADOS PARA LA PRECODIFICACIÓN ZF . 41
4.1.1 Validación de Resultados para la Precodi�cación ZF Generalizada

BD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2 VALIDACIÓN DE RESULTADOS PARA LA PRECODIFICACIÓNMM-

SE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5 ANÁLISIS DEL DESEMPEÑODEL SISTEMAMU-MIMO
CON PRECODIFICACIÓN LINEAL 49

5.1 DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO CON PRECODIFICACIÓN
ZF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.1.1 Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�cación ZF Generaliza-

da BD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.1.2 Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�ca-

ción ZF y BD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.2 DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO CON PRECODIFICACIÓN

MMSE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.3 COMPARACIÓN DEL DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO CON

PRECODIFICACIÓN ZF Y MMSE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.4 COMPARACIÓN DEL DESEMPEÑO DE LOS SISTEMAS MU-MIMO

CON Y SIN PRECODIFICACIÓN LINEAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS 61

6.1 CONCLUSIONES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6.2 TRABAJOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

ANEXO A 67

ANEXO B 73

ANEXO C 77

ANEXO D 83

iv



Índice de Tablas

Tabla 3.1 Entidades Dinámicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
Tabla 3.2 Entidades Estáticas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Tabla 4.1 Comparación de Resultados de BER para la Precodi�cación ZF. . . . . . 41
Tabla 4.2 Comparación de Resultados de SNR para la Precodi�cación ZF. . . . . . . 43
Tabla 4.3 Comparación de Resultados de BER para la Precodi�cación BD. . . . . . 43
Tabla 4.4 Comparación de Resultados de SNR para la Precodi�cación BD. . . . . . 45
Tabla 4.5 Comparación de Resultados de BER para la Precodi�cación MMSE. . . . 45
Tabla 4.6 Comparación de Resultados de SNR para la Precodi�cación MMSE. . . . 47

Tabla 5.1 Comparación de la BER para los Sistemas {1, 1, 1, 1} × 4 y {2, 2} × 4 con
Precodi�cación BD para 4QAM, 8PSK y 16QAM. . . . . . . . . . . . . . 52

Tabla 5.2 Comparación de la BER para las Técnicas de Precodi�cación ZF y BD
para 4QAM, 8PSK y 16QAM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Tabla 5.3 Comparación de la BER para las Técnicas de Precodi�cación ZF, BD y
MMSE para 4QAM, 8PSK y 16QAM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Tabla 5.4 Comparación de la Eb/No para las Técnicas de Precodi�cación ZF, BD y
MMSE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

v



página en blanco



Índice de Figuras

Figura 1.1 Sistema SISO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Figura 1.2 Sistema SIMO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Figura 1.3 Sistema MISO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
Figura 1.4 Sistema MIMO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
Figura 1.5 Diversidad Espacial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Figura 1.6 Multiplexación Espacial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Figura 1.7 Esquema MIMO Multiusuario. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Figura 1.8 Esquema MU-MIMO en Enlace de Subida. . . . . . . . . . . . . . . . . 11
Figura 1.9 Esquema MU-MIMO en Enlace de Bajada. . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Figura 1.10 Comparación de Desempeño de las Modulaciones 4QAM, 8PSK y 16QAM

en un Canal AWGN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Figura 2.1 Sistema MU-MIMO en Enlace de Bajada con Precodi�cación. . . . . . 16
Figura 2.2 Esquema de Precodi�cación ZF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Figura 2.3 Canal de Transmisión para el Usuario Uno en un Sistema {1, 1, 1, 1}× 4. 20
Figura 2.4 Canal de Transmisión de un Sistema {2, 2} × 4. . . . . . . . . . . . . . 25

Figura 3.1 Metodología para la Creación y Desarrollo de una Simulación [Astaiza,
et al.(2004)]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Figura 3.2 Diagrama en Bloques del Sistema MU-MIMO en Enlace de Bajada con
Precodi�cación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 3.3 Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación ZF. . . . . . . . . 36
Figura 3.4 Diagrama de Flujo del Control Automático de Ganancia en Recepción. 37
Figura 3.5 Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación BD. . . . . . . . . 37
Figura 3.6 Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación MMSE. . . . . . . 38

Figura 4.1 Validación del Desempeño de la Precodi�cación ZF. . . . . . . . . . . . 42
Figura 4.2 Validación del Desempeño de la Precodi�cación BD. . . . . . . . . . . . 44
Figura 4.3 Validación del Desempeño de la Precodi�cación MMSE. . . . . . . . . 46

Figura 5.1 Desempeño del Sistema con Precodi�cación ZF. . . . . . . . . . . . . . 50
Figura 5.2 Desempeño del Sistema con Precodi�cación BD. . . . . . . . . . . . . . 50
Figura 5.3 Desempeño de los Sistemas MU-MIMO {1, 1, 1, 1} × 4 y {2, 2} × 4 con

Precodi�cación BD. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 5.4 Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�ca-

ción MMSE para 4QAM, 8PSK y 16QAM. . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Figura 5.5 Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�ca-

ción ZF, BD y MMSE para 4QAM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

vii



Figura 5.6 Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�ca-
ción ZF, BD y MMSE para 8PSK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Figura 5.7 Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�ca-
ción ZF, BD y MMSE para 16QAM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 5.8 Diagrama de Constelación de Símbolos Transmitidos y Recibidos en el
Sistema MU-MIMO sin Precodi�cación ZF. . . . . . . . . . . . . . . . 59

Figura 5.9 Diagrama de Constelación de Símbolos Transmitidos y Recibidos en el
Sistema MU-MIMO con Precodi�cación ZF. . . . . . . . . . . . . . . . 60

viii



Lista de Acrónimos

AGC Automatic Gain Control, Control Automático de Ganancia.
AWGN Additive White Gaussian Noise, Ruido Gaussiano Blanco Aditivo.
BD Block Diagonalization, Diagonalización en Bloques.
BER Bit Error Rate, Tasa de Error de Bit.
CDD Cyclic Delay Diversity, Diversidad de Retardo Cíclico.
CI Channel Inversion, Inversión de Canal.
CSI Channel State Information, Información de Estado de Canal.
DPC Dirty Paper Coding, Codi�cación en Papel Sucio.
MIMO Multiple Input Multiple Output, Múltiples Entradas Múltiples Salidas.
MISO Multiple Input Single Output, Múltiples Entradas Única Salida.
MUI Multi-User Interference, Interferencia Multiusuario.
MU-MIMO Multi-User MIMO, MIMO Multiusuario.
MMSE Minimum Mean Square Error, Error Cuadrático Medio Mínimo.
PSK Phase Shift Keying, Modulación por Desplazamiento de Fase.
PU-SMMSE Per User Successive MMSE, MMSE Sucesivo por Usuario.
QAM Quadrature Amplitude Modulation, Modulación de Amplitud en Cuadra-

tura.
SD Spatial Diversity, Diversidad Espacial.
SFBC Spatial Frequency Block Coding, Codi�cación por Bloques Espacio Fre-

cuencial.
SIMO Single Input Multiple Output, Única Entrada Múltiples Salidas.
SISO Single Input Single Output, Única Entrada Única Salida.
SM Spatial Multiplexing, Multiplexación Espacial.
SMMSE Successive MMSE, MMSE Sucesivo.
SNR Signal to Noise Ratio, Relación Potencia de Señal a Potencia de Ruido.
SU-MIMO Single User-MIMO, MIMO Único Usuario.
STBC Space Time Block Coding, Codi�cación por Bloques Espacio Temporal.
STC Space Time Codes, Códigos Espacio Temporales.
STTC Space Time Trellis Code, Códigos de Trellis Espacio Temporales.
SU Single User, Usuario Único.
SVD Singular Value Decomposition, Descomposición en Valores Singulares.
THP Tomlinson Harashima Precoding, Precodi�cación de Tomlinson Harashi-

ma.
ZF Zero Forcing, Forzado a Cero.

ix



página en blanco



RESUMEN

Los sistemas de comunicación actuales enfrentan el reto de proveer velocidades de transmi-
sión de datos cada vez mayores. Los sistemas de Múltiples Entradas Múltiples Salidas (MIMO,
Multiple Input Multiple Output) ofrecen una mejora signi�cante en la velocidad de transmisión
de datos. Sin embargo, los sistemas MIMO Multiusuario (MU-MIMO, Multi-User MIMO) in-
troducen múltiples interferencias, debido a que la señal transmitida a un usuario en particular,
será recibida también por todos los que están operando bajo la misma banda de frecuencia.
La precodi�cación es un proceso que se lleva a cabo en transmisión y se encarga de mitigar
la interferencia multiusuario, mediante la explotación de la información de estado del canal
en el transmisor. Las técnicas de precodi�cación pueden ser clasi�cadas de acuerdo a su li-
nealidad, como técnicas de precodi�cación lineal y no lineal. Dentro de las técnicas lineales se
encuentran: Forzado a Cero (ZF, Zero Forcing ) y Error Cuadrático Medio Mínimo (MMSE,
Minimum Mean Square Error), las cuales serán abordadas para analizar su desempeño en
este trabajo de grado. Y dentro de las técnicas no lineales están: la Precodi�cación Tomlinson
Harashima (THP, Tomlinson Harashima Precoding) y la Codi�cación en Papel Sucio (DPC,
Dirty Paper Coding).
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INTRODUCCIÓN

Con la llegada de la Internet, los servicios de datos de banda ancha han acelerado la
evolución del sector de comunicaciones inalámbricas. Desde el inicio de las comunicaciones
móviles, el tamaño y el consumo de energía en los receptores móviles son temas de continua
investigación. La reducción de consumo de energía en los receptores puede ser mejorada por
la diversidad de las comunicaciones, la cual implica proporcionar al receptor múltiples copias
de la señal de información, con lo cual el receptor puede combinar las señales recibidas para
reducir la Tasa de Error de Bit (BER, Bit Error Rate) [Kirtan(2004)]. Estos sistemas de di-
versidad pueden ser implementados mediante los sistemas MIMO.

En los últimos años, los sistemas MIMO prometen mejoras en cuanto a desempeño y e�ciencia
espectral dentro de los sistemas de comunicaciones inalámbricas. Una importante con�guración
de los sistemas MIMO son los sistemas MU-MIMO, que buscan explotar la ortogonalidad o el
desacople espacial entre los �ujos de datos transmitidos desde una estación base a cada uno
de los diferentes equipos receptores que comparten una misma banda de frecuencia [Comes,
et al.(2010)]. Los sistemas MIMO Único Usuario (SU-MIMO, Single User-MIMO) aumentan
la capacidad del enlace, mientras que los sistemas MU-MIMO incrementan la capacidad de la
celda.

A pesar de las bondades de los sistemas MIMO, en un sistema MU-MIMO, la presencia
de múltiples usuarios genera interferencia multiusuario, la cual es conocida como uno de los
obstáculos para alcanzar los niveles de e�ciencia espectral y/o desempeño prometidos por las
técnicas de múltiples antenas. La interferencia multiusuario incrementa el consumo de energía
de las comunicaciones inalámbricas, debido a la introducción de errores en los bits detectados
en el receptor, por lo tanto, reducir la complejidad y mantener la tasa de error baja, aumenta
el tiempo de funcionamiento de los equipos receptores [Kirtan(2004)].

El problema de la interferencia multiusuario conlleva a plantear soluciones que mitiguen dicha
interferencia; una forma de hacerlo es a través de técnicas de precodi�cación, las cuales al ser
implementadas en el lado del transmisor, trasladan parte de la funcionalidad de procesamiento
de señal del receptor al transmisor, permitiendo una cancelación anticipada de la interferen-
cia liberando de trabajo al receptor. En este trabajo de grado se analizan e implementan las
técnicas de precodi�cación lineal ZF y MMSE, evaluando y analizando mediante simulación,
el desempeño a nivel de enlace de bajada de un sistema MU-MIMO basado en las técnicas de
precodi�cación. Las técnicas de precodi�cación lineal seleccionadas para el trabajo de grado
son ZF y MMSE, las cuales han sido escogidas por ser ampliamente conocidas.
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Estructura del Trabajo de Grado

a

Este documento está organizado en cinco capítulos:

En el capítulo 1 se describen las generalidades de los sistemas MIMO, los canales de co-
municación y los esquemas de modulación.

En el capítulo 2 se introduce el modelo del sistema y se analizan los algoritmos de preco-
di�cación lineal ZF y MMSE.

En el capítulo 3 se presenta la metodología utilizada para la simulación del sistema MU-
MIMO en enlace de bajada con los algoritmos de precodi�cación lineal ya mencionados.

En el capítulo 4 se desarrolla la validación de los resultados de simulación obtenidos en este
trabajo de grado, mediante la comparación con los resultados de investigaciones previas sobre
técnicas de precodi�cación lineal ZF y MMSE.

En el capítulo 5 se presentan los resultados de las simulaciones y el análisis del desempe-
ño del sistema MU-MIMO en enlace de bajada.

En el capítulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo de grado y posibles trabajos fu-
turos a desarrollar en esta área.
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Capítulo 1

GENERALIDADES DE SISTEMAS MIMO

Los sistemas de comunicaciones inalámbricos tienen como objetivo ofrecer nuevos y me-
jores servicios a bajo costo. La demanda de altas velocidades de transmisión de información
representa un desafío para estos sistemas, cuyos recursos de potencia y ancho de banda son
limitados, lo que lleva a explotar la capacidad del canal y una forma de hacerlo es mediante el
uso de múltiples antenas en trasmisión y en recepción, emergiendo los denominados sistemas
MIMO [Windpassinger, et al.(2004),Goldsmith, et al.(2003)].

La expectativa de alcanzar mayor e�ciencia espectral con los sistemas MIMO, da lugar a
múltiples investigaciones con el propósito de caracterizar los aspectos teóricos y prácticos re-
lacionados con los sistemas MIMO para ampliar éstos conceptos a sistemas multiusuario.
Los sistemas MIMO son estructuras de transmisión y recepción que hacen uso de diversas an-
tenas, acompañados de técnicas de procesamiento de señales. La mejora en e�ciencia espectral
asociada a los canales MIMO, se obtiene al aprovechar los múltiples trayectos que proporcio-
nan caminos de transmisión paralelos desacoplados entre el transmisor y el receptor [Comes,
et al.(2010)]. Teniendo en cuenta la alternativa de mejoramiento, tanto en capacidad como en
e�ciencia espectral, que ofrecen los sistemas MIMO, en este capítulo se proporciona una visión
general sobre ellos.

1.1. SISTEMAS MIMO

Los sistemas de comunicaciones inalámbricos, de acuerdo al número de antenas disponi-
bles en el transmisor y en el receptor, pueden ser clasi�cados en cuatro sistemas [Paulraj, et
al.(2003)], los cuales se explican a continuación.

1.1.1. Sistema Única Entrada Única Salida (SISO)

El sistema de Única Entrada Única Salida (SISO, Single Input Single Output) esta confor-
mado por una única antena en transmisión y en recepción, como se muestra en la Figura 1.1.
Se de�ne hi,j como la respuesta impulsiva del canal, entre la j-ésima antena del transmisor
y la i-ésima antena del receptor. En el caso SISO la componente h1,1 conforma el canal de
comunicación H.
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Figura 1.1: Sistema SISO.
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Siendo x la señal transmitida y n el ruido presente en el canal, la señal recibida está dada por
la ecuación 1.1.

y = h1,1x + n (1.1)

1.1.2. Sistema Única Entrada Múltiples Salidas (SIMO)
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Figura 1.2: Sistema SIMO.

cuadrando espacio
Un sistema de Única Entrada Múltiples Salidas (SIMO, Single Input Multiple Output) cuenta
con NR antenas en recepción y una antena en transmisión, como se muestra en la Figura 1.2.
Estos sistemas permiten implementar diversidad espacial en recepción y explotar la propaga-
ción multitrayecto, suministrando al receptor varias copias de la señal original. El canal SIMO
puede ser descompuesto en NR canales SISO, y está representado por un vector de NR × 1,
que está dado por la ecuación 1.2.

H =

[
h1,1, h2,1, ..., hNR,1

]T
(1.2)

Siendo x la señal transmitida, la señal recibida por la antena i-ésima del receptor está dada
por la ecuación 1.3.

yi = hi1x + ni, i = 1, 2, ..., NR (1.3)

La señal recibida y ∈ CNR×1 está dada por la ecuación 1.4.

y = [y1,y2, ...,yNR ]T (1.4)
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Y el vector de ruido está dado por la ecuación 1.5.

n = [n1,n2, ...,nNR ]T ∈ CNR×1 (1.5)

1.1.3. Sistema Múltiples Entradas Única Salida (MISO)

La diversidad espacial puede también implementarse en transmisión, originando los sis-
temas de Múltiples Entradas Única Salida (MISO, Single Input Multiple Output), los cuales
cuentan con NT antenas transmisoras y una antena receptora, como se muestra en la Figura
1.3.
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Figura 1.3: Sistema MISO.

De forma análoga al sistema SIMO, el canal MISO comprende NT enlaces SISO. El canal
MISO esta conformado por un vector H ∈ C1×NT dado por la ecuación 1.6.

H =

[
h1,1,h1,2, ...,h1,NT

]
(1.6)

Sea xj la señal transmitida por la j-ésima antena trasmisora y y la señal en el receptor, la
relación de entrada y salida para el canal MISO está dada por la ecuación 1.7.

y =

NT∑
j=1

h1,jxj + n (1.7)

Donde x = [x1,x2, ...,xNT ]T .

1.1.4. Sistema Múltiples Entradas Múltiples Salidas (MIMO)

Un sistema MIMO cuenta con NT antenas en transmisión y NR antenas en recepción, co-
mo se muestra en la Figura 1.4. En el canal MIMO cada antena recibe no sólo la componente
transmitida a esta, sino también las componentes transmitidas a las otras antenas. La infor-
mación a transmitir es dividida en �ujos de datos independientes [Rohde & Schwarz,(2009)].
El canal MIMO está dado por la matriz H ∈ CNR×NT , dada por la ecuación 1.8.
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Figura 1.4: Sistema MIMO.

H =


h1,1 h1,2 . . . h1,NT

h2,1 h2,2 . . . h2,NT
...

...
. . .

...
hNR,1 hNR,2 . . . hNR,NT

 (1.8)

El vector [h1,j , h2,j , ..., hNR,j ]
T es el canal entre la j-ésima antena transmisora y el arreglo

de antenas receptoras. Dado que la señal xj es transmitida por la j-ésima antena transmisora,
la señal recibida por la i-ésima antena del receptor, está dada por la ecuación 1.9.

yi =

NT∑
j=1

hi,jxj + ni, i = 1, 2, ..., NR (1.9)

En general, la relación de entrada y salida para el canal MIMO puede ser expresada en la
notación matricial dada por la ecuación 1.10.

y = Hx + n (1.10)

Donde x = [x1,x2, ...,xNT ]T ∈ CNT×1 representa los datos transmitidos, y = [y1,y2, ...,yNR ]T ∈
CNR×1 la señal recibida y n = [n1,n2, ...,nNR ]T ∈ CNR×1 el ruido presente en el canal.

1.2. ESQUEMAS DE FUNCIONAMIENTO MIMO

Los sistemas MIMO pueden ser clasi�cados en tres esquemas de funcionamiento: diversi-
dad espacial, multiplexación espacial y precodi�cación, los cuales se describen brevemente a
continuación.

1.2.1. Diversidad Espacial

Este esquema se apoya en la transmisión de la misma información por múltiples antenas,
como se muestra en la Figura 1.5. El objetivo de la diversidad espacial es hacer la transmisión
más robusta [Rohde & Schwarz,(2009)].
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Figura 1.5: Diversidad Espacial.

1.2.2. Multiplexación Espacial

La multiplexación espacial es una técnica usada para incrementar signi�cativamente la
velocidad de transmisión de datos o la capacidad del canal. Multiplexación espacial signi�ca
transmitir diferentes �ujos de datos simultáneamente en la misma frecuencia a través de múlti-
ples antenas en transmisión y recepción. En contraste a la diversidad espacial, no se transmite
información redundante [Rohde & Schwarz,(2010)]. El esquema de multiplexación espacial se
muestra en la Figura 1.6.
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Figura 1.6: Multiplexación Espacial.

La multiplexación espacial incrementa la velocidad de transmisión a un único usuario, o la
capacidad del sistema en el caso de multiples usuarios [Rohde & Schwarz,(2010)].

1.2.3. Precodi�cación

En la precodi�cación las señales son pre-procesadas en transmisión, con el �n de ser trans-
mitidas a través de canales paralelos [Kirtan(2004)], maximizando así la Relación de Potencia
de Señal a Potencia de Ruido (SNR, Signal to Noise Ratio) recibida [Holma and Toskala(2009)];
sin embargo, la precodi�cación es posible si el transmisor tiene un conocimiento previo del es-
tado del canal.

1.3. MIMO Multiusuario

Una extensión de los sistemas MIMO son los sistemas MU-MIMO. A diferencia de los
sistemas MIMO punto a punto o SU-MIMO, los cuales buscan mejorar las prestaciones del
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enlace entre el transmisor y los equipos receptores, los sistemas MU-MIMO permiten com-
partir la misma banda de frecuencia entre múltiples usuarios y con ello explotar una posible
ortogonalidad entre los �ujos de datos transmitidos [Comes, et al.(2010)].
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Figura 1.7: Esquema MIMO Multiusuario.

La Figura 1.7 muestra un esquema típico de comunicaciones MU-MIMO, con presencia de K
equipos receptores, donde el i-ésimo equipo receptor (i = 1, 2, ...,K) tiene NR,i antenas y el
transmisor NT antenas. Si todos los equipos receptores tienen el mismo número de antenas
(NR,i), el total de antenas del conjunto de equipos receptores es igual a NR = KNR,i.

Como los equipos receptores forman un conjunto virtual de KNR,i antenas de comunicación,
la con�guración para el enlace descendente se denota KNR,i×NT y para el enlace ascendente
NT ×KNR,i.

En el enlace ascendente, las múltiples antenas de los equipos receptores pueden transmitir
simultáneamente sus �ujos de datos al transmisor (muchos a uno), y en el enlace de descen-
dente, el trasmisor puede transmitir a los multiples equipos receptores (uno a muchos).

1.3.1. Canal MU-MIMO en Enlace de Subida

Para el enlace de subida de sistemas MU-MIMO se implementa en el transmisor un de-
tector multiusuario que separa las contribuciones de los K equipos receptores. En la Figura
1.8 se muestra el esquema de un sistema MU-MIMO en enlace de subida. Sea el número
de antenas del transmisor NT = NR, la señal en el transmisor se representa por un vector
y = [y1,y2, ...,yNT ]T dado por la ecuación 1.11.

y =

NT∑
i=1

hixi + n = Hx + n (1.11)
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Figura 1.8: Esquema MU-MIMO en Enlace de Subida.

Donde

H = [h1,h2, ...,hK ]T es la matriz de canal y cada hi corresponde al subcanal del i-ésimo
usuario.

hi = [hi,1,hi,2, ...,hi,NT ]T es el vector cuyas componentes son las NT respuestas impul-
sivas del canal entre el i-ésimo usuario y las NT antenas del transmisor.

xi = [x1,x2, ...,xK ]T es el vector de datos transmitidos por los K usuarios.

n es el vector de ruido del canal.

Como todos los �ujos de datos de losK usuarios independientes están disponibles en el transmi-
sor, el sistema MU-MIMO NT ×{NR,1, NR,2, ..., NR,K} es equivalente a un sistema SU-MIMO
NT ×KNR,i [Cho, et al.(2010)].

1.3.2. Canal MU-MIMO en Enlace de Bajada

La Figura 1.9 muestra el esquema de un sistema MU-MIMO en enlace de bajada.

Suponiendo que el número de antenas en el transmisor es igual al total de antenas receptoras,
es decir NT = NR, la señal recibida está dada por la ecuación 1.12.

y = Hx + n (1.12)

Donde H ∈ CNR×NT , x = [x1,x2, ...,xNT ]T ∈ CNT×1, y = [y1,y2, ...,yK ]T ∈ CNR×1 y
n = [n1,n2, ...,nK ]T ∈ CNR×1. Cada símbolo yi corresponde a la información del i-ésimo
usuario.

Con el objetivo de eliminar la interferencia causada por las señales dirigidas al resto de usua-
rios, se utilizan en transmisión técnicas de precodi�cación.
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Figura 1.9: Esquema MU-MIMO en Enlace de Bajada.

Las técnicas de precodi�cación se encargan de mitigar la Interferencia Multiusuario (MUI,
Multi-User Interference) y se basan en la explotación de la Información de Estado de Canal
(CSI, Channel State Information) en el transmisor, permitiendo a los usuarios compartir el
mismo canal. Es esencial el conocimiento previo de la CSI en transmisión, ya que permite
el procesamiento conjunto de las señales de todos los usuarios, mejorando signi�cativamen-
te el desempeño del sistema. Las técnicas de precodi�cación pueden ser clasi�cadas como:
técnicas de precodi�cación lineal y no lineal. Dentro de las técnicas lineales se encuentran:
Forzado a Cero (ZF, Zero Forcing) y Error Cuadrático Medio Mínimo (MMSE, Minimum
Mean Square Error); y dentro de las técnicas no lineales se encuentran: la Precodi�cación
Tomlinson-Harashima (THP,Tomlinson-Harashima Precoding) y la Codi�cación en Papel Su-
cio (DPC, Dirty Paper Coding).

En este trabajo de grado se seleccionaron las técnicas de precodi�cación lineal por ser las
más opcionadas a implementarse en sistemas reales, debido a su bajo costo computacional, es
decir, con una menor cantidad y complejidad de operaciones matemáticas, y por ende menor
retardo de procesamiento de señal [Haardt, et al.(2005),Min and Seong.(2007)].

1.4. CANAL DE COMUNICACIÓN

Dentro de los modelos de canales de comunicación se encuentran los canales de Ruido
Gaussiano Blanco Aditivo (AWGN, Additive White Gaussian Noise) y Rayleigh, los cuales se
explican brevemente a continuación.

1.4.1. Canal AWGN

Este modelo de canal degrada la señal transmitida adicionándole a esta ruido gaussiano
blanco. Por lo tanto la señal recibida está dada por la ecuación 1.13 [Proakis and Salehi(2008)].

y = x + n (1.13)
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Donde x es la señal transmitida y n ∼ CN (0, N0B) el ruido gaussiano complejo simétricamente
circular de media cero y varianza N0B, donde N0 es la densidad espectral de potencia de ruido
térmico y B el ancho de banda de la señal de información.

1.4.2. Canal Rayleigh

En este modelo de canal, la señal se propaga a través de caminos diferentes, denominados
trayectorias múltiples, generados por re�exión múltiple, difracción y/o dispersión de la señal
transmitida en estructuras cercanas a los receptores. La suma de las señales de diferentes
trayectos múltiples puede dar lugar a la interferencia constructiva o destructiva de la señal
recibida, lo que resulta en una variación en la intensidad de la señal. Este cambio en la
intensidad de la señal se denomina desvanecimiento. Este tipo de canal es modelado por una
distribución Rayleigh. La señal recibida está dada por la ecuación 1.14 [Rodrigues(2012)].

y = hx + n (1.14)

Donde n es el ruido AWGN, y es la señal recibida que depende de los datos transmitidos x y
de la respuesta del canal h.

1.5. MODULACIÓN

El propósito principal de la modulación en un sistema de comunicaciones es generar una
señal modulada adecuada a las características del canal de transmisión [Carlson, et al.(2002)].
Los esquemas seleccionados en este trabajo de grado se explican a continuación.

1.5.1. Modulación M-PSK

En la modulación por Desplazamiento de Fase (PSK, Phase Shift Keying) la fase portadora
toma uno deM valores posibles, a saber, θi = 2(i−1)π/M , donde i = 1, 2, ...,M . Por lo tanto,
durante cada intervalo de transmisión de duración T , se envía una de las M señales posibles
dada por la ecuación 1.15 [Haykin(2002)].

si(t) =

√
2E

T
cos

(
2πfct+

2π

M
(i− 1)

)
, i = 1, 2, ...,M 0 < t ≤ T (1.15)

Donde M = 2n es el orden de modulación, n es el número de bits por símbolo, E la energía
de la señal por símbolo, T el periodo de símbolo y fc la frecuencia de la portadora.

La probabilidad de error de bit para M-PSK en un canal de ruido AWGN está dada por
la ecuación 1.16.

Pb(AWGN, M−PSK)
=

2

log2 M
erfc

(
sin

(
π

M

) √
log2 M

√
Eb
N0

)
, para M > 4 (1.16)

Donde Eb es la energía de bit.
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Figura 1.10: Comparación de Desempeño de las Modulaciones 4QAM, 8PSK y 16QAM en un
Canal AWGN.

1.5.2. Modulación M-QAM

En el esquema de Modulación de Amplitud en Cuadratura (QAM, Quadrature Amplitude
Modulation) la información digital está contenida tanto en la amplitud como en la fase de la
señal modulada [Singal(2010)]. Una señal QAM M-aria está dada por la ecuación 1.17.

si(t) =

√
2E0

T
ai cos (2πfct)−

√
2E0

T
bi sin (2πfct), 0 ≤ t ≤ T (1.17)

Donde T es el periodo del símbolo, E0 es la energía de la señal con la amplitud mas baja, ai
y bi son enteros, los cuales varían según el orden de modulación e i = 1, 2, ...,M [Haykin(2002)].

La probabilidad de error de bit para M-QAM en un canal AWGN está dada por la ecua-
ción 1.18.

Pb(AWGN, M−QAM)
=

2

log2 M

(
1− 1√

M

)
erfc

(√
log2 M

Eb
N0

k

)
(1.18)

Donde k = 3
2(M−1) , corresponde al factor normalizador de modulación M-QAM.

Las modulaciones escogidas para desarrollar este trabajo de grado son 4QAM, 8PSK y 16QAM,
cuyas probabilidades de error de bit en un canal AWGN se muestran en la Figura 1.10.
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Capítulo 2

PRECODIFICACIÓN LINEAL

Los bene�cios del uso de los sistemas MIMO han sido bien establecidos, sin embargo, los
sistemas MU-MIMO introducen múltiples interferencias, debido a que la señal transmitida
por el transmisor a un usuario en particular, será recibida también por todos los que están
operando bajo la misma banda de frecuencia. La precodi�cación es un proceso que se lleva a
cabo en el transmisor, a partir de la información de estado de canal recibida por el transmisor
de los equipos receptores, de manera que mitigue las multiples interferencias, mejorando el
desempeño del sistema.

Normalmente, los procedimientos para mitigar la interferencia multiusuario requerían retrans-
misiones de datos, ecualización en recepción, implicando todo esto mayor consumo de potencia
y/o dispositivos más complejos. El tamaño y consumo de energía de los receptores móviles es
un asunto de continua investigación. El esquema de precodi�cación en el lado transmisor fun-
ciona mejor que la ecualización en el lado receptor, lo que disminuye el consumo de energía
aumentando el tiempo de operación de los equipos receptores [Kirtan(2004)].

Este capítulo presenta las técnicas de precodi�cación lineal ZF y MMSE.

ZF es una técnica de precodi�cación lineal para sistemas MU-MIMO en enlace de bajada.
La señal de cada usuario es pre-procesada en el transmisor, utilizando una matriz de
precodi�cación que se encuentra en el espacio nulo de las matrices de canal de los demás
usuarios. De este modo, la MUI es mitigada de manera e�ciente.

MMSE es una técnica de precodi�cación lineal, la cual minimiza la distancia cuadrática
media entre los símbolos recibidos y transmitidos. Esta técnica utiliza la información de
la varianza de ruido para optimizar la matriz de precodi�cación. MMSE incrementa el
desempeño del sistema, especialmente, para equipos receptores con una antena.

La explicación detallada de las dos técnicas anteriores se presenta a continuación.

2.1. SISTEMA MU-MIMO CON PRECODIFICACIÓN LINEAL

La comprensión del sistema es importante para obtener una visión del impacto de la pre-
codi�cación en su desempeño. En un sistema MU-MIMO en enlace de bajada, un transmisor
transmite simultáneamente �ujos de datos a un grupo de usuarios que pueden estar equipados
con única o múltiples antenas, como se muestra en la Figura 2.1 [Min and Seong.(2007)].
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Figura 2.1: Sistema MU-MIMO en Enlace de Bajada con Precodi�cación.

El sistema MU-MIMO en enlace de bajada, cuenta en el transmisor con NT antenas transmi-
soras y con K usuarios, donde el i-ésimo usuario (i = 1, ...,K) tiene NR,i antenas de recepción,
por lo tanto, el total de antenas receptoras NR está dado por la ecuación 2.1.

NR =
K∑
i=1

NR,i (2.1)

Un sistema MU-MISO puede ser considerado MU-MIMO en el caso que el sistema haga uso
de técnicas como Codi�cación por Bloques Espacio Frecuencial (SFBC, Space Frequency Block
Coding), Diversidad de Retardo Cíclico (CDD, Cyclic Delay Diversity), Diversidad de Trans-
misión por Conmutación de Frecuencias (FSTD, Frequency Shift Transmit Diversity), etc. [3G
Americas,(2009)]. Es de aclarar que en este trabajo de grado, el cual realiza un estudio sobre
las técnicas precodi�cación lineal ZF y MMSE, la notación {NR,1, ..., NR,K} × NT , descri-
be las dimensiones del sistema MU-MIMO con el que se está trabajando (contrario a escribir
{NR×NT }, la cual representa un sistema MIMO punto a punto). Por ejemplo, para un sistema
con cuatro antenas en el transmisor y dos equipos receptores, cada uno con dos antenas recep-
toras, el sistema se denota de la forma {2, 2} × 4 y para el caso de cuatro equipos receptores,
cada uno con única antena receptora, el sistema se denota como {1, 1, 1, 1} × 4, denominado
por simplicidad sistema MU-MIMO [Kaltenberger, et al.(2008),Min and Seong.(2007),Peel, et
al.(2005),Spencer, et al.(2004)].

El modelo matemático del canal MIMO, H ∈ CNR×NT , implica que la señal recibida y es-
tá dada por la ecuación 2.2.

y = Hx + n (2.2)
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Donde x es el vector de señal a transmitir y n representa el ruido AWGN.

El vector de datos en transmisión está dado por la ecuación 2.3.

a =

[
aT1 ,a

T
2 , ...,a

T
K

]T
∈ CNR×1 (2.3)

Donde ai ∈ CNR×1 es el vector de datos conformado por los símbolos modulados para el
i-ésimo usuario.

El proceso de la precodi�cación lineal es modelado por la multiplicación del vector de da-
tos a y la matriz de precodi�cación W, dado por la ecuación 2.4.

x = Wa (2.4)

Donde

W =

[
W1,W2, ...,WK

]
∈ CNT×NR (2.5)

Wi ∈ CNT×NR,i corresponde a la matriz de precodi�cación del i-ésimo usuario. La potencia
promedio Ptr del vector de transmisión x ∈ CNT está dada por la ecuación 2.6.

E{‖ x ‖2} = traza(WHW) = Ptr (2.6)

Donde WH es la transpuesta conjugada de la matriz de precodi�cación W. La matriz de canal
del sistema MU-MIMO en enlace de bajada H, compuesta por las matrices de canal de cada
usuario, está dada por la ecuación 2.7 [Bandemer, et al.(2006)].

H =

[
HT

1 ,H
T
2 ...,H

T
K

]T

∈ CNR×NT (2.7)

Donde Hi ∈ CNR,i×NT es la matriz de canal para el i-ésimo usuario.

El ruido presente en el canal MU-MIMO se asume como ruido gaussiano complejo de me-
dia cero y simétricamente circular ni ∼ CN (0, σ2I), donde I es la matriz identidad [Jie, et
al.(2012)]. El vector de ruido está dado por la ecuación 2.8.

n =

[
nT

1 ,n
T
2 ...,n

T
K

]T

∈ CNR (2.8)

Donde ni ∈ CNR,i es el vector de ruido para el i-ésimo usuario [Bandemer, et al.(2006)]. El
proceso de la precodi�cación requiere perfecto conocimiento de la CSI en el transmisor, para
lograr una maxima capacidad [Kaltenberger, et al.(2008),Bandemer, et al.(2006)].

Cada matriz Hi está asociada a una matriz de precodi�cación Wi, la cual es utilizada en
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el lado del transmisor para multiplicarse con los datos de un usuario especí�co. Por lo tanto,
la señal recibida por el i-ésimo usuario está dada por la ecuación 2.9.

yi =
K∑
j=1

Hixj + ni

= Hixi +
K∑

j=1,j 6=i
Hixj + ni

(2.9)

Reemplazando la ecuación 2.4 en 2.9, se llega �nalmente a la ecuación 2.10.

yi = HiWiai︸ ︷︷ ︸
Señal Deseada

+
K∑

j=1,j 6=i
HiWjaj︸ ︷︷ ︸

Señal Interferente

+ni (2.10)

En este punto,
∑K

j=1,j 6=i HiWjaj representa la MUI y ni el ruido AWGN. Ahora el objetivo
es encontrar la forma adecuada de escoger Wj , que permita eliminar dicha interferencia.

2.2. PRECODIFICACIÓN ZF

Dentro de las posibles soluciones que existen para mitigar el problema de la MUI, presente
en sistemas donde los usuarios se comunican bajo la misma banda de frecuencia, se encuentra la
precodi�cación ZF, conocida también como Inversión de Canal (CI, Channel Inversion) [Peel,
et al.(2005),Kaltenberger, et al.(2008)]. ZF generalmente es utilizada para ambientes MISO,
es decir, aquellos donde el transmisor cuenta con múltiples antenas y el equipo receptor con
una antena [Barzola y Guailacela(2004)].

El trabajo de ZF es encontrar las matrices Wj que cumplan con la condición dada por la
ecuación 2.11 [Spencer, et al.(2004)].

HiWj = 0 ∀i 6= j (2.11)

Cancelándose así las señales interferentes en el sistema.

ZF presenta mejor desempeño bajo la condición de NR,i = 1, luego la matriz de canal Hi

es de dimensiones 1 × NT . H es una matriz de rango completo, es decir, que no existe una
combinación lineal entre sus �las o columnas, dada en la ecuación 2.7.

La matriz de precodi�cación ZF está dada por la seudoinversa de Moore-Penrose de H deno-
tada por H†, dada por la ecuación 2.12 (para mayor información ver Anexo C).

W = H† = HH(HHH)−1 =

[
H†1,H

†
2, ...,H

†
K

]
(2.12)

Donde H† ∈ CNT×
∑K
i=1NR,i y H†i ∈ CNT×NR,i .
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Para el caso de una matriz cuadrada de rango completo, la seudoinversa es idéntica a su
matriz inversa, por lo tanto la matriz de precodi�cación temporal está dada por la ecuación
2.13.

W = H−1 (2.13)

El producto HH† está dado por la ecuación 2.14.

HH† =

[
HT

1 ,H
T
2 ...,H

T
K

]T[
H†1,H

†
2, ...,H

†
K

]

=


H1H

†
1 H1H

†
2 . . . H1H

†
K

H2H
†
1 H2H

†
2 . . . H2H

†
K

...
...

. . .
...

HKH†1 HKH†2 . . . HKH†K



=


I 0 . . . 0
0 I . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . I



(2.14)

La ecuación 2.14 satisface la ecuación 2.12, lo que signi�ca que la i-ésima columna de la seu-
doinversa de la matriz de canal H†i , es el espacio nulo de la matriz de canal de los demás
usuarios [Huayu, et al.(2010)].

Un esquema del sistema MU-MIMO basado en la técnica ZF se muestra en la Figura 2.2.  

  

  

  Inversión  de  Canal  
     

    
Símbolos    
Modulados  

    
  

Símbolos    
Precodificados  

  

Canal    
MU-­‐MIMO       

AGC  
  

Símbolos    
Estimados  

  
Ruido  

Gaussiano  

Transmisión  
Recepción  

  
  

Símbolos    
Recibidos  

  

Figura 2.2: Esquema de Precodi�cación ZF.

En la Figura 2.2, el vector de los símbolos recibidos y está dado por la ecuación 2.10, el
cual, una vez mitigada la MUI resulta en la ecuación 2.15.

y = HWa + n (2.15)

Posteriormente, con el �n de satisfacer la restricción total de potencia después de la precodi-
�cación, la matriz W es multiplicada por β, producto dado por la ecuación 2.16.

WZF = βH−1 (2.16)
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Donde β es una constante, dada por la ecuación 2.17.

β =

√
NT

Tr(H−1(H−1)H)
(2.17)

Para compensar el efecto de la ampli�cación por el factor β en el transmisor, la señal debe
ser dividida por β mediante un �ltro de Control de Ganancia Automático (AGC, Automatic
Gain Control) en el receptor. Donde al dividir por β se obtiene la estimación de la información
original â, dada por la ecuación 2.18.

â =
1

β
(HWZFa + n)

=
1

β
(HβH−1a + n)

= a +
1

β
n

(2.18)

Para evaluar el desempeño del enlace de bajada de un sistema MU-MIMO que hace uso de la
técnica ZF, se ha seleccionado en este trabajo de grado un sistema MU-MIMO con un trans-
misor de cuatro antenas y cuatro equipos receptores cada uno con una única antena, como se
muestra en Figura 2.3.

 

  

 
RX 

 

 

    

    

    

    

  

  
RX 

  

  

  

  

  

  

  

  

  
RX 

  

  

  
RX 

  

  

  

TX 

Figura 2.3: Canal de Transmisión para el Usuario Uno en un Sistema {1, 1, 1, 1} × 4.

De acuerdo a la Figura 2.3, la matriz de canal H correspondiente al sistema MU-MIMO
con precodi�cación ZF está dado por la ecuación 2.19.
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H =


h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

h31 h32 h33 h34

h41 h42 h43 h44

 (2.19)

El canal H de la ecuación 2.19 está conformado por las matrices de canal de cada usuario
presente en el sistema [Barzola y Guailacela(2004)].

2.2.1. Precodi�cación BD

La técnica de precodi�cación Diagonalización en Bloques (BD, Block Diagonalization), es
una alternativa de precodi�cación lineal de baja complejidad para sistemas MU-MIMO en
enlace de bajada. BD es una generalización de la técnica ZF y habitualmente se utiliza cuando
el número de antenas por equipo receptor es mayor que uno, NR,i > 1, porque si es igual a
uno, BD sería equivalente a la técnica ZF y la matriz de precodi�cación se resumiría al cálculo
de la seudoinversa del canal. De manera similar a ZF, BD debe cumplir con la condición de
cero interferencia dada por la ecuación 2.11 [Barzola y Guailacela(2004)].

El cálculo de la matriz de precodi�cación lineal BD de cada usuario y su �ltro de recep-
ción, pueden ser obtenidos por Descomposición en Valores Singulares (SVD, Singular Value
Decomposition), mediante la cual, se obtiene una matriz de precodi�cación que puede eliminar
la interferencia de los otros usuario [Jie, et al.(2012)].

La señal recibida por cada equipo receptor está dada por la ecuación 2.20.

yi = HiWiai +
K∑
i=1

HiW̃iãi + ni (2.20)

Donde W̃i es la matriz de precodi�cación conformada por todas las Wj 6=i dadas por la ecuación
2.21 y ãi, dado por la ecuación 2.22, es el vector de símbolos modulados transmitido a todos
los usuarios menos al i-ésimo usuario.

W̃i =

[
W1, ...,Wi−1,Wi+1, ...,WK

]
(2.21)

ãi =

[
aT1 , ...,a

T
i−1,a

T
i+1, ...,a

T
K

]T
(2.22)

Igualmente se de�ne a H̃i como el canal de interferencia agregada, observado por el i-ésimo
usuario, o como matriz de canal reducida, dado por la ecuación 2.23.

H̃i =

[
HT

1 ... HT
i−1 HT

i+1 ... HT
K

]T
∈ C(NR−NR,i)×NT (2.23)
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Dado que H es una matriz de rango completo, H̃i también lo es, debido a que los canales
de los diferentes usuarios siguen siendo independientes [Jie, et al.(2012),Barzola y Guailace-
la(2004)].

La condición de cero interferencia obliga a que Wi se encuentre en el espacio nulo1 de H̃i,
es decir, el producto de la matriz de precodi�cación del usuario i-ésimo, con la matriz de
canal del resto de usuarios es cero; esto permite garantizar para todos los usuarios la condi-
ción de cero interferencia. Los datos pueden ser transmitidos al i-ésimo usuario, si el espacio
nulo de H̃i tiene una dimensión mayor que cero. Lo anterior se cumple cuando el rango de
la matriz de canal de interferencia, denotado por L̃i = rango(H̃i), es menor que el núme-
ro de antenas en transmisión NT . Así, para cualquier canal H, la técnica BD es posible si
NT > max{rango(H̃1), ..., rango(H̃K)}. Suponiendo que lo anterior se cumple para todos los
usuarios, entonces L̃i = rango(H̃i) ≤ NT −NR,i. La SVD (para mayor información ver Anexo
C) para cada matriz de canal reducida, está dada por la ecuación 2.24.

H̃i = ŨiΣ̃iṼ
H
i

= ŨiΣ̃i

[
Ṽ

(1)
i Ṽ

(0)
i

]H (2.24)

Donde Σ̃i ∈ C(NR−NR,i)×NT es una matriz diagonal que contiene los valores singulares de H̃i,
Ũi ∈ C(NR−NR,i)×(NR−NR,i) y Ṽi ∈ CNT×NT son matrices unitarias,2 las cuales contienen los
vectores singulares izquierdos y derechos de H̃i, respectivamente.

Ṽ
(1)
i ∈ CNT×L̃i y Ṽ

(0)
i ∈ CNT×(NT−L̃i) contienen los primeros L̃i y los últimos NT − L̃i

vectores singulares derechos, respectivamente. Mientras que Ṽ
(1)
i representa los vectores sin-

gulares asociados a los valores singulares no nulos, las columnas de Ṽ
(0)
i forman una base

ortogonal en el espacio nulo de H̃i, por lo que sus columnas son candidatas para formar la
matriz de precodi�cación Wi, es decir, Wi = Ṽ

(0)
i . Consecuentemente, de la ecuación 2.11 la

restricción de cero interferencia está dada por la ecuación 2.25 [Spencer, et al.(2004)].

HiṼ
(0)
j = 0 ∀i 6= j (2.25)

Una vez obtenida la matriz de precodi�cación Wi para cada usuario, se compone la matriz
W, dada por la ecuación 2.5.

El producto de la matriz de canal H y la matriz de precodi�cación W, resulta en una matriz
de canal efectivo, dada por la ecuación 2.26.

1El espacio nulo de una matriz A ∈ Cm×n se de�ne como NA = {~u ∈ Rm|A~u = ~0}, y v(A) = dim(NA) se
denomina nulidad de A. El espacio nulo de una matriz también se conoce como núcleo.

2Una matriz U ∈ Cn×n es unitaria si satisface la condición UHU = UUH = In, donde I es la matriz
identidad y UH es la transpuesta conjugada de U.
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Heff = HW

=


H1

H2
...
...

HK


(

W1,W2, ... ...,WK

)

=


H1W1 H1W2 . . . H1WK

H2W1 H2W2 . . . H2WK
...

...
. . .

...
HKW1 HKW2 . . . HKWK



=


H1W1 0 . . . 0

0 H2W2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . HKWK



(2.26)

Cada componente HiWi adquiere las propiedades de un canal convencional SU-MIMO, por
ser la proyección del canal Hi en el espacio nulo de H̃i, donde el i-ésimo usuario puede
recibir �ujos paralelos de datos sin interferir en los demás [Barzola y Guailacela(2004),Jie, et
al.(2012), Spencer, et al.(2004)]. La estructura de BD permite que la SVD sea determinada

individualmente para cada usuario, es decir, para cada matriz bloque HiṼ
(0)
i , en lugar de

calcular una única gran SVD.

Algoritmo Water-Filling

página en blanco

Con el �n de maximizar la capacidad alcanzable por BD, el algoritmo Water-Filling puede ser
adicionalmente incorporado [Yu and Cio�(2001),Yu, et al.(2004)]. La matriz de canal efectivo
para cada usuario está dada por la ecuación 2.27.

Heff,i = HiṼ
(0)
i (2.27)

El rango de la matriz de canal efectivo para cada usuario Heff,i es L̄i. La SVD de Heff,i está
dada por la ecuación 2.28 [Jie, et al.(2012)].

Heff,i = Ui

 Σi 0

0 0

[V(1)
i V

(0)
i

]H
(2.28)

V
(1)
i corresponde a los L̄i vectores singulares derechos no nulos. El producto de V

(0)
i y V

(1)
i
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genera una base ortogonal de la matriz de canal efectivo de dimensión L̄i, y representa los
vectores de transmisión que maximizan la velocidad de transmisión de datos para el i-ésimo
usuario sin producir interferencia [Spencer, et al.(2004)].

La técnica de precodi�cación BD incluye pre y post-procesamiento, en transmisión y recep-
ción, respectivamente. Su objetivo es realizar una estimación de la señal recibida de todos los
usuarios. Para ello se de�ne DNR×NR , como la matriz de demodulación del sistema dada por
la ecuación 2.29.

D =

 D1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . DK

 (2.29)

Donde Di ∈ CNR,i×NR,i es la matriz de demodulación para el i-ésimo usuario, dada por la
ecuación 2.30.

Di = (Heff,iWi)
−1 (2.30)

En el lado de los equipos receptores, cada uno de los usuarios requiere de una matriz de demo-
dulación Di, cuyo objetivo es recuperar los �ujos de datos mediante el producto por la señal
recibida, dada por la ecuación 2.31.

â = D

(
HWa + n

)
(2.31)

La ecuación 2.31 se puede expresar de forma matricial, dado por la ecuación 2.32. â1
...

âK

 =

 D1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . DK



 H1

...
HK

[W1 ... WK

] a1
...

aK

+

 n1
...

nK


 . (2.32)

Por lo tanto, la señal recibida por el usuario i-ésimo está dada por la ecuación 2.33.

âi = Di

(
Hi

K∑
j=1

Wjaj + ni

)
, i = 1 ... K (2.33)

En este trabajo de grado, se seleccionó el sistema MU-MIMO en enlace de bajada {2, 2} × 4
para evaluar el desempeño de la técnica BD, como se aprecia en la Figura 2.4.

La matriz de canal correspondiente al usuario 1 H1 ∈ CNR,1×NT , que se muestra en la Figura
2.4(a), está dada por la ecuación 2.34.

H1 =

(
h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

)
∈ C2×4 (2.34)
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(a) Canal de Enlace de Bajada para el Usuario Uno.
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(b) Canal de Enlace de Bajada para el Usuario Dos.

Figura 2.4: Canal de Transmisión de un Sistema {2, 2} × 4.

25
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De manera similar, la matriz de canal correspondiente al usuario 2 H2 ∈ CNR,1×NT , que se
muestra en la Figura 2.4(b), está dada por la ecuación 2.35.

H2 =

(
h31 h32 h33 h34

h41 h42 h43 h44

)
∈ C2×4 (2.35)

Por lo tanto la matriz de canal resultante está dada por la ecuación 2.36.

H = [HT
1 HT

2 ]T =


h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

h31 h32 h33 h34

h41 h42 h43 h44

 ∈ C4×4 (2.36)

Organizando la matriz H dada por la ecuación 2.37, se observa claramente las componentes
de canal que le corresponden a cada usuario.

H =


(

h11 h12

h21 h22

)
h13 h14

h23 h24

h31 h32

h41 h42

(
h33 h34

h43 h44

)
 ∈ C4×4 (2.37)

Cada componente de H, hi,j , corresponde al canal entre la i-ésima antena receptora y la j-
ésima antena transmisora. De esta manera, las columnas 1 y 2 de H representan el canal entre
las dos primeras antenas del transmisor y el primer equipo receptor, y las columnas 3 y 4 el
canal entre las dos ultimas antenas del transmisor y el segundo equipo receptor.

Se observa que el canal deseado para cada usuario está representado por las sub-matrices
2× 2 sobre la diagonal principal, dado por la ecuación 2.37. Las dos sub-matrices adicionales
de 2× 2 de la diagonal secundaria representan la MUI a eliminar.

A continuación se muestra el proceso de la precodi�cación BD para un usuario. Para el segun-
do usuario el procedimiento es el mismo. Los canales de interferencia para los usuarios uno y
dos están dados por las ecuaciones 2.38 y 2.39.

H̃1 = H2 ∈ C2×4 (2.38)

H̃2 = H1 ∈ C2×4 (2.39)

Así, calculando la SVD de H̃1 se obtiene el espacio nulo de H2, que corresponde a la matriz
de precodi�cación del primer usuario, y por lo tanto, cuando los �ujos de datos del segundo
usuario lleguen al primero, estos puedan ser debidamente eliminados por la matriz de preco-
di�cación. La descomposición SVD de H̃1 está dada por la ecuación 2.40.

H̃1 = Ũ1Σ̃1Ṽ
H
1

= Ũ1Σ̃1

[
Ṽ

(1)
1 Ṽ

(0)
1

]H (2.40)
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Donde Ũ1 ∈ C2×2 son los vectores singulares izquierdos de H̃1 ∈ C2×4, y Σ̃1 ∈ C2×4 con-
tiene los valores singulares diferentes de cero de H̃1. El rango de H̃1 es L̃1, donde L̃1 =
min(NR,1, NT ) = min(2, 4) = 2. Los vectores candidatos a conformar la matriz de precodi�-
cación del usuario uno son los últimos (NT − L̃1) = (4−2) = 2 vectores singulares derechos de

Ṽ1 ∈ C4×4, que corresponden a las columnas de la matriz Ṽ
(0)
1 ∈ CNT×(NT−L̃1) y al espacio

nulo de H̃1.

Por lo tanto la matriz de precodi�cación del usuario uno está dada por la ecuación 2.41.

W1 = Ṽ
(0)
1 ∈ C4×2 (2.41)

Luego el canal efectivo del usuario uno está dado por la ecuación 2.42.

Heff,1 = H1W1 (2.42)

Reemplazando la ecuación 2.41 en 2.10, la señal recibida por el usuario uno está dada por la
ecuación 2.43.

y1 = H1W1a1 + n1 (2.43)

Gracias a que la técnica BD logra dividir el canal MU-MIMO en subcanales SU-MIMO, en
recepción se puede implementar el detector ZF para estimar la información correspondiente a
cada usuario. Se de�ne D1 como la matriz seudoinversa de Moore-Penrose de Heff,1, la cual
es una matriz cuadrada y de rango completo, por lo que la matriz seudoinversa resulta en la
misma matriz inversa, dada por la ecuación 2.44.

D1 = H−1
eff,1 = (H1W1)−1 (2.44)

El vector de símbolos estimados â1 se obtiene de multiplicar la señal recibida por la matriz de
precodi�cación D1, dado por la ecuación 2.45.

â1 = D1

(
H1W1a1 + n1

)

= (H1W1)−1

(
H1W1a1 + n1

)

= W−1
1 H−1

1 H1W1a1 + (H1W1)−1n1

= a1 + (H1W1)−1n1

(2.45)

Donde se observa que los símbolos estimados en recepción corresponden a los símbolos origi-
nales contaminados por el ruido únicamente.
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2.3. PRECODIFICACIÓN MMSE

La precodi�cación MMSE considera tanto la interferencia como el ruido, incrementando la
SNR en cada equipo receptor, mediante la explotación del criterio de error cuadrático medio
mínimo.

La técnica MMSE sufre una degradación del desempeño en enlace de bajada de un sistema
MU-MIMO cuando intenta mitigar la interferencia entre dos antenas estrechamente espacia-
das, como en el caso de un equipo receptor con más de una antena receptora, ya que intenta
mitigar las interferencias entre las múltiples antenas receptoras en el mismo terminal, limi-
tando el alcance de toda la diversidad de los canales MIMO [Min and Seong.(2007),Stankovic
and Haardt(2004)], sin embargo, igual que para ZF, existen generalizaciones de MMSE, co-
mo MMSE Sucesivo (S-MMSE, Successive MMSE) o SMMSE por Usuario (PU-SMMSE, Per
User SMMSE ), las cuales permiten trabajar en sistemas con equipos receptores con mas de
una antena [Haardt, et al.(2005)]. El análisis y tratamiento matemático correspondiente a
estas técnicas hacen parte de trabajos futuros, ya que van más allá del alcance de este tra-
bajo de grado. El análisis de esta sección se basa en equipos receptores de una sola antena.
El escenario considerado para MMSE, es similar al escogido en ZF {1, 1, 1, 1} × 4 [Min and
Seong.(2007),Stankovic and Haardt(2004)].

La precodi�cación MMSE minimiza la distancia cuadrática media entre los símbolos transmi-
tidos y recibidos [Muñoz(2011)]. La señal de error es la diferencia entre la señal transmitida y
la señal recibida, dada por la ecuación 2.46.

e = x− x̂ (2.46)

Donde x es el vector de datos transmitidos y x̂ el vector de datos estimados. El Error Cua-
drático Medio (MSE, Mean Square Error) está dado por la ecuación 2.47.

ε = E

[∣∣∣∣x− x̂
∣∣∣∣2

2

]
(2.47)

Donde E[·] el valor esperado y
∣∣∣∣·∣∣∣∣

2
es la norma euclideana (para mayor información ver Anexo

C). Para hallar la matriz de precodi�cación MMSE se debe encontrar el mínimo de potencia de
la señal de error e, que siguiendo el método MSE conduce a la aplicación de un �ltro Wiener,
dado por la ecuación 2.48 [Joham, et al.(2002)].

Wt = argW min E

[∣∣∣∣x− x̂
∣∣∣∣2

2

]
= argW min traza(Rx) (2.48)

Donde Rx = E
[
(x− x̂)(x− x̂)H

]
es la matriz de covarianza de los símbolos precodi�cados. El

�ltro Wiener minimiza el MSE y usa la potencia disponible en transmisión Pmáx, dada por la
ecuación 2.49.

E{||Wa||2} ≤ Pmáx (2.49)

La optimización de la matriz de precodi�cación WMMSE se logra mediante el Lagrangiano
[Reddy and Rasmussen(2000)], dado por la ecuación 2.50.
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L = ε− λ (traza{Wt Ra WH
t } − Pmáx) (2.50)

Donde λ = 1
SNR es el multiplicador lagrangiano, Wt es la matriz de precodi�cación temporal

MMSE y Ra = E{aaH} es la matriz de correlación de símbolos modulados.

Para obtener la matriz de precodi�cación MMSE se deriva la ecuación 2.50 con respecto a
Wt, e igualando a cero, la matriz de precodi�cación temporal MMSE está dada por la ecua-
ción 2.51.

Wt = HH(HHH + λI)−1

= HH(HHH +
1

SNR
I)−1

(2.51)

La matriz �nal de precodi�cación MMSE, dada por la ecuación 2.52, es el resultado de mul-
tiplicar Wt por una constante, calculada en la ecuación 2.17, donde se reemplaza H−1 por
HH(HHH + 1

SNR I)−1 [Cho, et al.(2010)].

WMMSE = β HH(HHH +
1

SNR
I)−1 (2.52)

La técnica MMSE requiere calcular el parámetro λ así como minimizar el error cuadrático, lo
que le permite alcanzar mejores resultados de desempeño en enlace de bajada que las técnicas
ZF y BD.

En recepción se compensa el efecto de ampli�cación por el factor β, dividiendo por dicho
factor como se realiza en recepción de ZF.
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Capítulo 3

METODOLOGÍA PARA SIMULACIÓN DE LA

PRECODIFICACIÓN LINEAL ZF Y MMSE

Este capítulo presenta la metodología de trabajo empleada para la simulación de la preco-
di�cación lineal ZF y MMSE en un sistema MU-MIMO en enlace de bajada. Se explican los
módulos y diagramas en bloques, siguiendo la metodología planteada en la guía para simulación
de sistemas de telecomunicaciones [Astaiza, et al.(2004)].

3.1. METODOLOGÍA PARA SIMULACIÓN DE SISTEMAS DE TELE-
COMUNICACIONES

Las fases de la metodología para simulación, de acuerdo con [Astaiza, et al.(2004)], se
resumen en la Figura 3.1. Esta metodología al alcanzar la etapa de validación retorna a ciertas
etapas anteriores para hacer revisión de lo formulado, como se muestra en la Figura 3.1.

3.2. FASES DE SIMULACIÓN

A continuación se describen las fases de la metodología mencionada anteriormente para la
simulación de la precodi�cación lineal ZF y MMSE en un sistema MU-MIMO en enlace de
bajada.

3.2.1. Fase 1. De�nición del Sistema

Un problema en los sistemas MU-MIMO en enlace de bajada es la MUI, la cual pue-
de ser mitigada a través de pre-procesamiento de la información. Una manera e�ciente es la
precodi�cación, que consiste en una transformación (lineal o no lineal) de la señal a transmitir.

El objetivo de este trabajo de grado es analizar el desempeño en enlace de bajada del sis-
tema MU-MIMO con algoritmos de precodi�cación lineal ZF y MMSE. Una generalización de
ZF para equipos receptores con múltiples antenas es BD, la cual también se analiza en este
trabajo. Los esquemas de modulación escogidos son 4QAM, 8PSK y 16QAM, sobre un canal
MIMO AWGN de media cero y varianza σ2. El desempeño se analiza con base en la BER en
función de la relación energía de bit a densidad espectral de potencia ruido (Eb/No), obtenida
para cada esquema de modulación.
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Proceso  de  desarrollo  de  una  simulación    

Definición  del  Sistema  

Análisis  del  Sistema  

Formulación  del  Modelo  

Selección  del  Lenguaje  

Codificación  del  Modelo  

Validación  

Experimentación  

Implantación  

Monitoreo  y  Control  

Figura 3.1: Metodología para la Creación y Desarrollo de una Simulación [Astaiza, et al.(2004)].

3.2.2. Fase 2. Análisis del Sistema

En esta fase se deben describir las interacciones lógicas entre las variables de decisión, de
forma tal que se optimice la medida de efectividad en función de las variables no controla-
bles [Astaiza, et al.(2004)]. El estado de un sistema hace referencia al conjunto de variables
que de�nen al sistema en cualquier instante, dado por las variables siguientes.

Variables no controlables:

Eb/No.

BER.

Número de bits a transmitir.

Número de bits por símbolo n1.

Matriz de canal MU-MIMO en enlace de bajada H.

Las variables de decisión, que se nombran a continuación, interactúan en función de las varia-
bles no controlables listadas anteriormente, ya que los resultados de la simulación del sistema
dependen de esta relación. Para evaluar el desempeño del sistema es necesario hacerlo para
diferentes valores de Eb/No, cuyo valor afecta la BER en recepción, de tal forma que a mayor
Eb/No, mejores son las condiciones de canal.

1M = 2n es el orden de modulación y n el número de bits por símbolo.
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Variables de decisión:

Esquema de modulación.

Número de símbolos por trama.

Número de tramas por paquetes.

Número de paquetes a transmitir.

Modelo de canal a través del cual se transmite la información.

Técnica de precodi�cación lineal ZF o MMSE.

Número de antenas transmisoras NT y antenas receptoras NR.

Número de usuarios K.

Los esquemas de modulación adoptados son 8PSK, 4QAM y 16QAM. Se considera un canal
MIMO AWGN, con componentes complejas independientes en una distribución gaussiana. De
acuerdo al número de antenas, tanto en transmisión como en recepción, se de�nen las dimen-
siones de las matrices de canal de usuario. El número de antenas transmisoras in�uye en la
potencia de ruido en cada antena receptora.

Actividad: es el conjunto de acciones que se necesitan para llevar a cabo una operación, la cual
consiste en el proceso de la precodi�cación de los símbolos a transmitir, mediante técnicas de
precodi�cación lineal ZF y MMSE. El cálculo de las matrices de precodi�cación depende del
modelo del canal del sistema, de la matriz de canal y de las dimensiones de los canales de
usuario.

Entidad: es cualquier objeto dentro del sistema, esta entidad puede ser estática o dinámi-
ca, en este último caso se denota como una transacción y su principal característica es su
movimiento a través de las entidades estáticas del sistema. Las entidades contienen propieda-
des llamadas atributos que permiten crear diferencias entre ellas. Las entidades dinámicas se
muestran en la Tabla 3.1.

Entidad Dinámica Atributos

Modulación · Esquema
· Orden

Técnica de Precodi�cación · ZF
· MMSE

Tabla 3.1: Entidades Dinámicas.
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Las entidades estáticas se muestran en la Tabla 3.2.

Entidad Estática Atributos

Canal de Comunicación · Modelo de Canal
· Dimensión

Paquete de Información · Número de Tramas
Trama · Número de Símbolos
Símbolo · Número de bits

Tabla 3.2: Entidades Estáticas.

3.2.3. Fase 3. Formulación del Modelo

En esta fase se explica el algoritmo lógico que de�ne y respalda las interacciones entre las
variables. Aquí se describe el diagrama en bloques del sistema MU-MIMO en enlace de bajada
precodi�cado, así como los diagramas de �ujo de los algoritmos de precodi�cación ZF, BD y
MMSE.

3.2.3.1. Diagrama en Bloques del Sistema MU-MIMO en Enlace de Bajada
Precodi�cado

El diagrama en bloques del sistema MU-MIMO en enlace de bajada precodi�cado se mues-
tra en la Figura 3.2, el cual se describe a continuación.

  

PRECODIFICACIÓN  
LINEAL  DE  SÍMBOLOS  

  GENERACIÓN  DE  
DATOS  

  MODULACIÓN  DE  
DATOS  

  CANAL  MU-­‐MIMO    
de  Enlace  de  Bajada    

DE-­‐PRECODIFICACIÓN  
LINEAL  DE  SÍMBOLOS  

  DEMODULACIÓN  DE  
SÍMBOLOS  

  ESTIMACIÓN  DE  
ERRORES  

CSIK  

  

Transmisor  

Receptor  K  

CSI  

  ESTIMACIÓN  DE  
ERRORES  

  DEMODULACIÓN  DE  
SÍMBOLOS  

DE-­‐PRECODIFICACIÓN  
LINEAL  DE  SÍMBOLOS  

  

Receptor  1  
CSI1  .  

.  

.  
  

Figura 3.2: Diagrama en Bloques del Sistema MU-MIMO en Enlace de Bajada con Precodi�-
cación.
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Generación de datos: genera las secuencias binarias que conforman el mensaje a transmitir,
que agrupadas, según el esquema de modulación, se obtienen valores enteros que pueden variar
entre 0 y M − 1.

Modulación de datos: genera los símbolos complejos, según el esquema de modulación,
a partir de la secuencia entregada por el generador de datos. Los posibles esquemas de modu-
lación son 4QAM, 8PSK y 16QAM.

Precodi�cación lineal de símbolos: con base en la CSI suministrada por cada uno de
los equipos receptores al transmisor, se con�gura la matriz de precodi�cación de los símbolos
recibidos del modulador. Esta matriz se con�gura de acuerdo a la técnica de precodi�cación
ZF, MMSE o BD. En las dos primeras, la potencia de la señal a transmitir es restringida
mediante un factor β.

Canal MU-MIMO en enlace de bajada: las dimensiones del canal dependen del nú-
mero de antenas en transmisión y recepción. En este caso el canal MIMO es un canal 4×4,
conformado por subcanales AWGN, ya sea para dos equipos receptores con dos antenas cada
uno, o para cuatro equipos receptores con una antena cada uno.

De-precodi�cación lineal de símbolos: completa el proceso de precodi�cación. En el caso
de ZF y MMSE, el de-precodi�cador divide la señal recibida por la constante β, para compen-
sar la ampli�cación realizada en la precodi�cación, y en el caso de BD, la multiplicación por
la matriz de de-precodi�cación compensa el efecto del canal efectivo2.

Demodulación de símbolos: realiza una estimación de los símbolos recibidos del de-precodi�-
cador, mediante el sistema de detección según el esquema de modulación, para su posterior
conversión a secuencias de bits estimados.

Estimación de errores: se comparan las secuencias binarias transmitidas con las secuen-
cias binarias recibidas, y de acuerdo al total de bits transmitidos, calcula la BER.

A continuación se describen los diagramas de �ujo de los algoritmos de precodi�cación ZF,
BD y MMSE.

3.2.3.2. Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación ZF

La técnica de precodi�cación ZF consiste en construir una matriz de precodi�cación WZF

a partir de la seudoinversa de la matriz de canal H†, la cual es ampli�cada por un factor β.
La con�guración del sistema para ZF es {1, 1, 1, 1} × 4. La Figura 3.3 muestra el proceso del
algoritmo de precodi�cación ZF, donde:

2El canal efectivo se de�ne como el producto de la matriz de canal MIMO por la matriz de precodi�cación
BD, es decir Heff = H WBD.
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Moore   Penrose   o   matriz   temporal  
de  precodificación  
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Fin  

Figura 3.3: Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación ZF.

H→ Matriz de canal MU-MIMO en enlace de bajada.
H† → Matriz seudoinversa de Moore Penrose3 de H.
Wt → Matriz temporal de precodi�cación.
β → Constante de restricción de potencia transmitida.
NT → Número de antenas transmisoras.
‖Wt‖2F → Norma de Frobenius4 al cuadrado de Wt.
WZF → Matriz �nal de precodi�cación ZF.

a

En recepción, se compensa la ampli�cación realizada en transmisión por el factor β, mediante
un �ltro AGC, como se indica en la Figura 3.4, donde:
a

y→ Vector de símbolos recibidos.
x̂→ Vector de símbolos estimados.

3Cuando la matriz H ∈ Cm×n es de rango completo, la seudoinversa de Moore-Penrouse se de�ne por:
H† = H−1 sí m = n; H† = HH(HHH)−1 sí m < n; H† = (HHH)−1HH sí m > n

4Sea A ∈ Cm×n, entonces la norma de Frobenius de la matriz A se de�ne como ‖ A ‖F=
√
Tr(AH ·A)

Donde Tr(A) es la traza de A.
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Figura 3.4: Diagrama de Flujo del Control Automático de Ganancia en Recepción.

3.2.3.3. Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación BD

Una de las generalizaciones de ZF, la técnica de precodi�cación BD, descompone el canal
MU-MIMO en enlace de bajada en múltiples canales SU-MIMO ortogonales paralelos. La señal
de cada usuario es pre-procesada en el transmisor mediante una matriz de precodi�cación Wi,
la cual está en el espacio nulo Ṽ

(0)
i de las matrices de canal de los demás usuarios H̃i. La

con�guración del sistema para BD es {2, 2}×4. La Figura 3.5 muestra el proceso del algoritmo
de precodi�cación BD, donde:
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Figura 3.5: Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación BD.
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H→ Matriz de canal MU-MIMO en enlace de bajada.
HT
i → Matriz transpuesta de subcanal del i-ésimo usuario.

K → Número de usuarios con dos antenas.
H̃i → Matriz de canal reducida del i-ésimo usuario.
H̃i = ŨiΣ̃i[Ṽ

(1)
i Ṽ

(0)
i ]→ SVD5 de H̃i.

Wi → Matriz de precodi�cación del i-ésimo usuario.
WBD → Matriz �nal de precodi�cación BD.

3.2.3.4. Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación MMSE

La técnica de precodi�cación MMSE construye la matriz de precodi�cación WMMSE me-
diante una matriz temporal Wt, la cual tiene en cuenta la SNR, para obtener la matriz de
precodi�cación MMSE. Wt es ampli�cada por el factor β, el mismo factor empleado en la
técnica de precodi�cación ZF. La con�guración del sistema para MMSE es {1, 1, 1, 1} × 4. La
Figura 3.6 muestra el proceso del algoritmo de precodi�cación MMSE, donde:
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Figura 3.6: Diagrama de Flujo del Algoritmo de Precodi�cación MMSE.

Wt → Matriz temporal de precodi�cación.
H→ Matriz de canal MU-MIMO en enlace de bajada.
HH → Matriz transpuesta conjugada de H.
I→ Matriz identidad.
‖Wt‖2F → Norma cuadrada de Frobenius de Wt.
WMMSE → Matriz �nal de precodi�cación MMSE.

5La SVD de una matriz H̃i se expresa como H̃i = ŨiΣ̃iṼ
H
i = ŨiΣ̃i[Ṽ

(1)
i Ṽ

(0)
i ]H , donde Σ̃i contiene los

valores singulares de H̃i y Ũi y Ṽi son matrices unitarias, las cuales contienen los vectores singulares izquierdos
y derechos de H̃i, respectivamente. Ṽ

(1)
i contiene los vectores singulares derechos correspondientes a los valores

singulares no nulos de Σ̃i y Ṽ
(0)
i a los valores singulares nulos.
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En recepción, de forma similar a la técnica de precodi�cación ZF, se compensa la ampli�-
cación realizada en transmisión por el factor β, mediante un �ltro AGC, como se muestra en
la Figura 3.4.

3.2.4. Fase 4. Selección del Lenguaje

Existen varias alternativas que brindan la posibilidad de simular sistemas inalámbricos con
canales MIMO, dentro de las cuales se encuentran:

◦ MATLAB 7.14 (R2012a)MATLABr es un software de simulación el cual integra dis-
tintas características en un solo programa, como análisis numéricos, cálculo de matrices,
procesamiento de señales, generación de grá�cas y la posibilidad de desarrollar interfaces
grá�cas que integren varias simulaciones, además de contar con su propio lenguaje de
programación (Lenguaje M) y de estar disponible para las plataformas Windowsr, UNIX
y Apple Macr OS X entre otras. MATLAB permite introducir ecuaciones matemáticas
a los códigos de una manera más sencilla que en otras herramientas. Permite redac-
tar y programar las ecuaciones tal y como están escritas en la literatura matemática,
generando un lenguaje amigable y real de comunicación con el usuario.

◦ SCILAB 5.1 SCILAB es un software matemático, con un lenguaje de programación de
alto nivel, que dispone de herramientas de cálculo numérico, programación y grá�cos en
un solo ambiente. Es similar a MATLAB y otros programas de cálculo numérico. Puede
ser utilizado en una variedad de sistemas operativos tales como UNIX, Windows, Linux,
etc. SCILAB presenta algunas ventajas tales como:

∗ Disponibilidad de la última versión vía Internet.

∗ El programa puede ser utilizado, copiado y distribuido en forma legal.

∗ Los resultados obtenidos pueden ser divulgados sin restricción.

∗ Se tiene acceso al código fuente.

Analizando las características, ventajas y desventajas de las alternativas de software conside-
radas, se optó por MATLAB como la mejor opción frente a las exigencias de este trabajo de
grado, mencionando a continuación los aspectos que se tuvieron en cuenta para su selección.

◦ MATLAB cuenta con un ambiente interactivo para la exploración iterativa, el diseño y
solución de problemas.

◦ La Facultad de Ingeniería Electrónica y Telecomunicaciones de la Universidad del Cauca
cuenta con licencia de MATLAB.

◦ MATLAB es un lenguaje de alto nivel usado por millones de usuarios alrededor del mun-
do, tanto a nivel académico como industrial, lo que respalda su reputación y garantiza
un adecuado desempeño de las simulaciones.
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3.2.5. Fase 5. Codi�cación del Modelo

La codi�cación del modelo se basa en el lenguaje M de MATLAB, en el cual se integran
las funciones necesarias para simular los algoritmos de precodi�cación, con sus respectivas
características de modulación, número de símbolos a transmitir, Eb/No, número de antenas
en el transmisor y en los equipos receptores, con el �n de calcular y gra�car las curvas de la
BER contra Eb/No.

El código sigue una estructura similar para todas las técnicas de precodi�cación, estable-
ciendo las dimensiones del canal de acuerdo a la distribución de antenas en el sistema. La
implementación de cada técnica de precodi�cación varía entre sí, pero todas llegan a obtener
una matriz de precodi�cación, que multiplica los símbolos modulados antes de ser transmitidos
por el canal MIMO.

3.2.6. Fase 6. Validación

Esta fase consiste en comparar los resultados obtenidos de las simulaciones de este trabajo
de grado con los resultados del soporte bibliográ�co. La comparación es realizada mediante
tablas de datos y curvas de la BER en función de la SNR, dicha validación se realiza en el
capítulo cuatro.

3.2.7. Fase 7. Experimentación

Los parámetros con�gurables evaluados en el desarrollo de los algoritmos son los esquemas
de modulación y su respectivo orden, los cuales son seleccionados al inicio de la simulación,
siendo los estudiados 4QAM, 8PSK y 16QAM. Se utilizan las técnicas de precodi�cación ZF
y MMSE, siendo BD una generalización de ZF. Los sistemas implementados cuentan con un
canal MU-MIMO en enlace de bajada 4× 4.

Este trabajo de grado analiza el desempeño en enlace de bajada del sistema MU-MIMO con
algoritmos de precodi�cación lineal ZF y MMSE, lo cual, de acuerdo a la metodología plantea-
da en la guía para sistemas de telecomunicaciones [Astaiza, et al.(2004)], abarca las siete fases
iniciales. Lo referente a la implementación de dichas técnicas en sistemas reales, así como su
monitoreo y control, (fases 8 y 9), va más allá del alcance de este trabajo de grado y es parte
de trabajos futuros.
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Capítulo 4

VALIDACIÓN DE RESULTADOS

Los sistemas MIMO a nivel mundial se encuentran aún en una etapa de estudio. En es-
te capítulo se realiza una validación de los resultados obtenidos en este trabajo de grado,
mediante la comparación con los resultados de investigaciones previas sobre técnicas de preco-
di�cación lineal ZF, BD y MMSE. Las simulaciones se realizan para los sistemas MU-MIMO
{1, 1, 1, 1} × 4, para ZF y MMSE, y {2, 2} × 4, para BD, en enlace de bajada con una modu-
lación 4QAM.

Es de aclarar que, para una adecuada comparación de los resultados obtenidos en este trabajo
de grado con respecto a los resultados del soporte bibliográ�co, en este capítulo el desempeño
de la precodi�cación en términos de la BER se realiza en función de la SNR, ya que así es
como se muestra en el soporte bibliográ�co.

4.1. VALIDACIÓN DE RESULTADOS PARA LA PRECODIFICACIÓN
ZF

Para la validación de los resultados de simulación del sistema MU-MIMO con precodi�ca-
ción ZF se realiza una comparación de las grá�cas que se muestran en la Figura 4.1. Las curvas
de la BER en función de la SNR se muestran en la Figura 4.1(a), bajo la leyenda �Channel
inversion�, y en la Figura 4.1(b), obtenidas de [Cho, et al.(2010)] y en este trabajo de grado,
respectivamente.

En la Tabla 4.1 se comparan los valores de la BER obtenidos de las curvas de las Figuras
4.1(a) y 4.1(b) para la técnica de precodi�cación ZF.

SNR Simulada Bibliográfica

2 2.84 ∗ 10−1 1.96 ∗ 10−1

10 9.75 ∗ 10−2 6.67 ∗ 10−2

18 1.36 ∗ 10−2 1.01 ∗ 10−2

Tabla 4.1: Comparación de Resultados de BER para la Precodi�cación ZF.
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channel inversion is compared to that of regularized channel inversion forNB ¼ 4 andNM ¼ 1,
in which four users with the highest channel norm values are selected out ofK ¼ 20. As can be
seen in Figure 13.5, regularized channel inversion achieves better performance than channel
inversion method, thanks to mitigating noise enhancement.

MATLAB! Programs: Channel Inversion Methods for Multi-User MIMO

Program13.1 “multi_user_MIMO.m” for amulti-userMIMOsystemwith channel inversion

% multi_user_MIMO.m

clear all; clf

mode=1; % Set 0/1 for channel inversion or regularized channel inversion

N_frame=10; N_packet=200; % Number of frames/packet and Number of packets

b=2; NT=4; N_user=20; N_act_user=4; I=eye(N_act_user,NT);

N_pbits = N_frame*NT*b; % Number of bits in a packet

N_tbits = N_pbits*N_packet; % Number of total bits

SNRdBs = [0:2:20]; sq2=sqrt(2);

for i_SNR=1:length(SNRdBs)

SNRdB=SNRdBs(i_SNR); N_ebits = 0; rand(’seed’,1); randn(’seed’,1);

sigma2 = NT*0.5*10^(-SNRdB/10); sigma = sqrt(sigma2);

for i_packet=1:N_packet

msg_bit = randint(1,N_pbits); % Bit generation

symbol = QPSK_mapper(msg_bit).’; x = reshape(symbol,NT,N_frame);

for i_user=1:N_user

H(i_user,:) = (randn(1,NT)+j*randn(1,NT))/sq2;

Channel_norm(i_user)=norm(H(i_user,:));

end

[Ch_norm,Index]=sort(Channel_norm,’descend’);

H_used = H(Index(1:N_act_user),:);

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
10-4

10-3

10-2

10-1

100

SNR [dB]

BE
R

Channel inversion (NB=NT=4, user:20/selected user:4)
Regularized channel inversion  (Tx:4, user:20/selected user:4)

Figure 13.5 BER performance of two channel inversion methods.
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(a) Desempeño de la BER de dos Métodos de Inversion de Canal
[Cho, et al.(2010)].
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(b) Desempeño de la Precodi�cación ZF Obtenido en Este Traba-
jo de Grado.

Figura 4.1: Validación del Desempeño de la Precodi�cación ZF.
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En la Tabla 4.2 se comparan los valores de la SNR obtenidos de las curvas de las Figuras
4.1(a) y 4.1(b) para la técnica de precodi�cación ZF.

BER SNR Simulada SNR Bibliográfica Diferencia

10−1 10 9 1

10−2 19.15 18.3 0.85

Tabla 4.2: Comparación de Resultados de SNR para la Precodi�cación ZF.

En las Tablas 4.1 y 4.2 se observa la pequeña diferencia entre los resultados de las simulaciones
de este trabajo de grado y de investigaciones previas sobre la precodi�cación ZF, tanto para
valores de BER como de SNR.

4.1.1. Validación de Resultados para la Precodi�cación ZF Generalizada
BD

página en blanco

La validación de los resultados de simulación del sistema MU-MIMO con precodi�cación
BD se realiza mediante la comparación de las grá�cas que se muestran en la Figura 4.2. En
las Figuras 4.2(a) y 4.2(b) se muestran las curvas de la BER en función de la SNR para la
técnica de precodi�cación BD con 4QAM, obtenidas de [Cho, et al.(2010)] y en este trabajo
de grado, respectivamente.

En la Tabla 4.3 se comparan los valores de la BER de las curvas de las Figuras 4.2(a) y 4.2(b)
para la técnica de precodi�cación BD.

SNR Simulada Bibliográfica

2 3.08 ∗ 10−1 1.96 ∗ 10−1

10 9.86 ∗ 10−2 6.67 ∗ 10−2

18 4.51 ∗ 10−2 1.01 ∗ 10−2

Tabla 4.3: Comparación de Resultados de BER para la Precodi�cación BD.
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which are used to construct the following transmitted signal s 2 C4!1:

x ¼ W1~x1 þW2~x2 ð13:28Þ

where ~xu 2 C2!1 is the u th user signal, u ¼ 1; 2. Then the received signal of the first user is
given as

y1 ¼ HDL
1 xþ z1

¼ HDL
1 W1~x1 þW2~x2ð Þþ z1

¼ ~H
DL

2
~V
zero

1 ~x1 þ ~V
zero

2 ~x2
! "

þ z1

¼ ~H
DL

2
~V
zero

1 ~x1 þ z1

¼ HDL
1

~V
zero

1 ~x1 þ z1

ð13:29Þ

In deriving Equation (13.29), we have used the fact that HDL
1 ¼ ~H

DL

2 and HDL
2 ¼ ~H

DL

1 . From
Equation (13.29), we can see that the received signal is composed of the desired signal only. The
received signal of the second user is found in a similar way.

Running Program 13.5 (“Block_diagonalization.m”) yields Figure 13.6, which shows the
BER performance of block diagonalization method for the example of NB ¼ 4, K ¼ 2, and
NM;1 ¼ NM;2 ¼ 2 where the average BER is taken for both users while employing a zero-
forcing detection at the receiver. Note that more advanced signal detection methods in Chapter
11 can also be used to improve the BER performance.
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Figure 13.6 BER performance of block diagonalization method using zero-forcing detection at the
receiver: NB ¼ 4, K ¼ 2, and NM;1 ¼ NM;2 ¼ 2.

Multi-User MIMO 407

(a) Desempeño de la BER del Método Diagonalización en
Bloques [Cho, et al.(2010)].
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(b) Desempeño de la BER con Precodi�cación BD Obteni-
do en Este Trabajo de Grado.

Figura 4.2: Validación del Desempeño de la Precodi�cación BD.
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En la Tabla 4.4 se comparan los valores de la SNR obtenidos de las curvas de las Figuras 4.2(a)
y 4.2(b) adquiridos mediante simulación en este trabajo de grado y en [Cho, et al.(2010)], para
la técnica de precodi�cación BD.

BER SNR Simulada SNR Bibliográfica Diferencia

10−1 12.84 14.6 1.76

10−2 26.43 25 1.43

Tabla 4.4: Comparación de Resultados de SNR para la Precodi�cación BD.

En las Tablas 4.3 y 4.4 se observa la pequeña diferencia entre los resultados de las simulaciones
de este trabajo de grado y de investigaciones previas sobre la precodi�cación BD, tanto para
valores de BER como de SNR.

4.2. VALIDACIÓN DE RESULTADOS PARA LA PRECODIFICACIÓN
MMSE

La validación de los resultados de la simulación del sistema MU-MIMO con precodi�cación
MMSE se realiza mediante la comparación de las grá�cas que se muestran en la Figura 4.3.
En la Figura 4.3(a), bajo la leyenda �Pre-MMSE�, y en la Figura 4.3(b) se muestran las curvas
de la BER en función de la SNR para la técnica de precodi�cación MMSE, obtenidas de [Cho,
et al.(2010)] y en este trabajo de grado, respectivamente.

En la Tabla 4.5 se comparan los valores de la BER de las curvas de las Figuras 4.3(a) y
4.3(b) para la técnica de precodi�cación MMSE.

SNR Simulada Bibliográfica

2 1.82 ∗ 10−1 1.8 ∗ 10−1

10 5.5 ∗ 10−2 5.42 ∗ 10−2

18 7.55 ∗ 10−3 7.45 ∗ 10−3

Tabla 4.5: Comparación de Resultados de BER para la Precodi�cación MMSE.

45



WMMSE ¼ b" arg min
W

E b#1ðHW~xþ zÞ#~x
!! !!2

n o

¼ b"HH HHH þ s2
z

s2
x

I

" ##1 ð12:19Þ

where the constantb is used again tomeet the total transmitted power constraint. It is calculated

by Equation (12.17), but we now replaceH#1 withHH HHH þ s2
z

s2
x
I

$ %#1
[250].We note that the

pre-equalization scheme on the transmitter side outperforms the receiver-side equalization. It is
attributed to the fact that the receiver-side equalization suffers from noise enhancement in the
course of equalization.

To simulate the BER performance of the pre-MMSE equalization, Program 12.3
(“pre_MMSE.m”) has been run to yield Figure 12.6, which shows the performances of ZF/
MMSE-based equalizations on the receiver side and MMSE-based pre-equalization with
Equation (12.19). It is clear that pre-MMSE equalization outperforms the receiver-side
equalization schemes.

MATLAB! Program: Pre-MMSE Equalization

Program 12.3 “pre_MMSE.m” for Pre-MMSE equalization

% pre_MMSE.m

clear all; clf

%%%%%% Parameter Setting %%%%%%%%%
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Figure 12.6 Performance comparison: receiver-side ZF/MMSE equalization vs. pre-MMSE
equalization.
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(a) Comparación de Desempeño: Ecualización ZF/MMSE en el
Lado Receptor vs. Ecualización Pre-MMSE [Cho, et al.(2010)].
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(b) Desempeño de la BER con Precodi�cación MMSE Obtenido
en Este Trabajo de Grado.

Figura 4.3: Validación del Desempeño de la Precodi�cación MMSE.
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En la Tabla 4.6 se comparan los valores de la SNR de las curvas de las Figuras 4.3(a) y 4.3(b)
para la técnica de precodi�cación MMSE.

BER SNR Simulada SNR Bibliográfica Diferencia

10−1 6.68 6.65 0.03

10−2 16.95 16.91 0.04

10−3 25.1 24.9 0.2

Tabla 4.6: Comparación de Resultados de SNR para la Precodi�cación MMSE.

En las Tablas 4.5 y 4.6 se observa la pequeña diferencia entre los resultados de las simulaciones
de este trabajo de grado y de investigaciones previas sobre la precodi�cación MMSE, tanto
para valores de BER como de SNR.

Al comparar las curvas de las Figuras 4.1(b), 4.2(b) y 4.3(b), las cuales son producto de
la simulación desarrollada en este trabajo de grado, con los curvas de las Figuras 4.1(a), 4.2(a)
y 4.3(a), de [Cho, et al.(2010)], respectivamente, se observa que son similares, lo cual permite
garantizar coherencia de los datos obtenidos mediante simulación en este trabajo de grado.
Las diferencias se deben a variaciones en variables como el número de tramas por paquete y
de paquetes a transmitir, así como en las funciones usadas para el proceso de la modulación.

Para el análisis del desempeño en enlace de bajada del sistema MU-MIMO con algoritmos
de precodi�cación lineal ZF y MMSE, que se realiza en el capítulo cinco, se han gra�cado las
curvas de la BER en función de la Eb/No, la cual, así como la SNR, también es un pará-
metro válido para analizar el desempeño de la precodi�cación. Los cambios que implica este
parámetro, no inciden en el análisis del desempeño de la precodi�cación lineal.
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Capítulo 5

ANÁLISIS DEL DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO

CON PRECODIFICACIÓN LINEAL

En este capítulo se presenta el análisis de los resultados de la simulación del desempeño
del sistema MU-MIMO con algoritmos de precodi�cación lineal ZF y MMSE en términos de la
BER, para valores de Eb/No. Las modulaciones escogidas para el análisis son 4QAM, 8PSK y
16QAM. El canal de comunicaciones es un canal MU-MIMO en enlace de bajada 4×4 AWGN.

Las técnicas de precodi�cación estudiadas son: ZF, una generalización de ella, BD, y MM-
SE. Se compara el desempeño de cada técnica de precodi�cación para las tres modulaciones.
Posteriormente, se compara el desempeño de las tres técnicas de precodi�cación para cada
esquema de modulación.
En este capítulo también se analiza un sistema MU-MIMO en enlace de bajada con y sin
precodi�cación.

5.1. DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO CON PRECODIFICA-
CIÓN ZF

La Figura 5.1 muestra el desempeño en enlace de bajada del sistema MU-MIMO {1, 1, 1, 1}×
4 con precodi�cación ZF para 4QAM, 8PSK y 16QAM en términos de la BER contra Eb/No.

El desempeño de la precodi�cación ZF es signi�cativamente mejor para 4QAM, que para 8PSK
y 16QAM, como se observa en las curvas de la Figura 5.1. Es lógico que así sea, teniendo en
cuenta que 4QAM es una modulación de orden menor que las otras dos.

5.1.1. Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�cación ZF Gene-
ralizada BD

En la Figura 5.2 se muestra el desempeño en enlace de bajada del sistema MU-MIMO
{2, 2}× 4 con precodi�cación BD para 4QAM, 8PSK y 16QAM en términos de la BER contra
Eb/No.
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Figura 5.1: Desempeño del Sistema con Precodi�cación ZF.
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Figura 5.2: Desempeño del Sistema con Precodi�cación BD.
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El desempeño en enlace de bajada del sistema MU-MIMO {2, 2} × 4 con precodi�cación BD
tiene un comportamiento similar al presentado por el sistema con precodi�cación ZF.

En la Figura 5.3 se muestra el desempeño en enlace de bajada con la técnica de precodi�-
cación BD de los sistemas MU-MIMO {2, 2} × 4 y {1, 1, 1, 1} × 4.
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Figura 5.3: Desempeño de los Sistemas MU-MIMO {1, 1, 1, 1} × 4 y {2, 2} × 4 con Precodi�-
cación BD.
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El desempeño en enlace de bajada con la técnica de precodi�cación BD de los sistemas MU-
MIMO {2, 2} × 4 y {1, 1, 1, 1} × 4 es similar, como se muestra en la Figura 5.3. En la Tabla
5.1 se presentan valores de la BER para algunos valores de Eb/No obtenidos de la Figura 5.3.
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Los valores de la Tabla 5.1 con�rman la similitud del desempeño en enlace de bajada de los
sistemas MU-MIMO {2, 2}×4 y {1, 1, 1, 1}×4 con precodi�cación BD para todos los esquemas
de modulación seleccionados.

5.1.2. Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi-
�cación ZF y BD

A simple vista, las curvas de desempeño en enlace de bajada del sistema MU-MIMO con
precodi�cación ZF y BD, en las Figuras 5.1 y 5.2, son similares. Tanto BD como ZF trabajan
bajo la condición de cero interferencia, lograda mediante la transmisión de señales sobre el
espacio nulo de la matriz de canal de los demás usuarios activos. ZF es una técnica imple-
mentada para sistemas con equipos receptores con única antena y BD para equipos receptores
con múltiples antenas; en este caso los equipos receptores del sistema con precodi�cación BD
cuentan con dos antenas.

En la Tabla 5.2 se presentan valores de la BER para algunos valores de Eb/No para las
técnicas de precodi�cación ZF y BD.

BER para Técnicas de Precodi�cación ZF y BD

Modulación

XXXXXXXXXXXPrecodi�cación

Eb
No

[dB]
5 15 25

4
Q
A
M ZF 1.89 ∗ 10−1 3 ∗ 10−2 2.77 ∗ 10−3

BD 1.70 ∗ 10−1 3.12 ∗ 10−2 3.03 ∗ 10−3

8
P
S
K ZF 3.02 ∗ 10−1 7.50 ∗ 10−2 7.19 ∗ 10−3

BD 2.76 ∗ 10−1 7.10 ∗ 10−2 8.48 ∗ 10−3

1
6
Q
A
M ZF 2.67 ∗ 10−1 7 ∗ 10−2 6.86 ∗ 10−3

BD 2.46 ∗ 10−1 6.56 ∗ 10−2 8.02 ∗ 10−3

Tabla 5.2: Comparación de la BER para las Técnicas de Precodi�cación ZF y BD para 4QAM,
8PSK y 16QAM.

Las técnicas de precodi�cación ZF y BD presentan un comportamiento similar para cualquiera
de los esquemas de modulación implementados, ya que los datos de BER obtenidos son muy
aproximados, tanto para valores bajos como altos de Eb/No, como se observa en la Tabla 5.2.

5.2. DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO CON PRECODIFICA-
CIÓN MMSE

La Figura 5.4 muestra el desempeño en enlace de bajada del sistema con precodi�cación
MMSE para los esquemas de modulación 4QAM, 8PSK y 16QAM.
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Figura 5.4: Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�cación MMSE
para 4QAM, 8PSK y 16QAM.

El desempeño en enlace de bajada del sistema con precodi�cación MMSE tiene una respuesta
superior al de las técnicas ZF, como se muestra en la Figura 5.4, re�ejado en la pronunciada
caída de las curvas de BER, destacándose como la solución más e�caz, dentro de las técnicas
lineales consideradas, para tratar el problema de la MUI.

5.3. COMPARACIÓN DEL DESEMPEÑO DEL SISTEMA MU-MIMO
CON PRECODIFICACIÓN ZF Y MMSE

A continuación se analiza el desempeño en enlace de bajada de los sistemas MU-MIMO
con precodi�cación ZF y MMSE, bajo cada uno de los esquemas de modulación escogidos,
como se muestra en las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7.
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Figura 5.5: Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�cación ZF, BD
y MMSE para 4QAM.
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Figura 5.6: Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�cación ZF, BD
y MMSE para 8PSK.
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Figura 5.7: Comparación del Desempeño del Sistema MU-MIMO con Precodi�cación ZF, BD
y MMSE para 16QAM.

a

Los valores de la BER obtenidos para diferentes valores de Eb/No, para los tres esquemas de
modulación y las tres técnicas de precodi�cación, se despliegan en la Tabla 5.3. Los valores
registrados en esta tabla son suministrados por las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7.

Una vez más, se evidencia que la técnica de precodi�cación MMSE presenta un desempe-
ño superior, en términos de la BER, al de las técnicas ZF. Por ejemplo en la Tabla 5.3, para
la modulación 4QAM y una Eb/No de 30 dB, la BER del sistema con precodi�cación ZF es
de 1.01 ∗ 10−3, mientras que con MMSE es de 1.44 ∗ 10−4. Este comportamiento se debe a
que la técnica de precodi�cación MMSE tiene en cuenta no sólo la MUI, como lo hace ZF,
sino también la potencia de ruido en el proceso de cálculo de la matriz de precodi�cación,
superando así el desempeño de la técnica ZF.

En las Figuras 5.1 y 5.4, la distancia entre las curvas de 4QAM y 16QAM es mayor para
MMSE que para ZF. En la Tabla 5.3 se observa que para la precodi�cación ZF con una
Eb/No de 30 dB, el valor de la BER para la modulación 4QAM es 1.01 ∗ 10−3 y para 16QAM
es 2.17 ∗ 10−3, en cambio para la precodi�cación MMSE el valor de la BER para 4QAM es
1.44 ∗ 10−4 y para 16QAM es 1.47 ∗ 10−3.
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Es de anotar, la pequeña diferencia entre las curvas de 8PSK y 16QAM para todas las técnicas
de precodi�cación. Por ejemplo, de la Tabla 5.3 para una Eb/No de 30 dB, la diferencia de
valores de la BER para la precodi�cación ZF es 9 ∗ 10−5, para BD es 8.5 ∗ 10−4 y para MMSE
es 1.7 ∗ 10−4.
A pesar de ser 8PSK una modulación de menor orden que 16QAM, esta última se desempeña
de forma similar a 8PSK. El desempeño de 8PSK y 16QAM es similar para un sistema SISO,
como se muestra en las Figuras A.3 y A.4 del Anexo A, cuyas grá�cas han sido obtenidas
mediante la herramienta BERTool de MATLAB, por lo que es entendible que para un sistema
MIMO el desempeño de estos dos esquemas de modulación también sea semejante. La dis-
tancia entre los símbolos modulados es proporcional a la inmunidad de ellos frente al ruido
AWGN del canal, por ello 8PSK es más débil que 16QAM, porque los esquemas QAM-M-arios
se valen no solo de la fase, como los PSK-M-arios, sino también de la amplitud para distribuir
los símbolos en el plano complejo.

Las técnicas de precodi�cación lineal ofrecen un mejor desempeño a menores órdenes de mo-
dulación, siendo en este trabajo de grado el esquema de modulación de menor orden 4QAM.
Por ejemplo, en la Tabla 5.3 para una Eb/No de 30 dB y precodi�cación MMSE, el valor de
BER para 4QAM es 1.44 ∗ 10−4, en cambio para 8PSK y 16QAM son 1.3 ∗ 10−3 y 1.47 ∗ 10−3,
respectivamente.

A medida que se incrementa el orden de modulación, la diferencia entre el desempeño en
enlace de bajada del sistema MU-MIMO con las técnicas de precodi�cación ZF y MMSE dis-
minuye. Por ejemplo, de la Tabla 5.3 para un valor de Eb/No de 30 dB y modulación 4QAM,
la BER de ZF es de 1.01 ∗ 10−3 y de MMSE es de 1.44 ∗ 10−4, en cambio para la modulación
16QAM, la BER de ZF es de 2.17 ∗ 10−3 y de MMSE es de 1.47 ∗ 10−3, siendo estos últimos
valores más cercanos a los obtenidos con la modulación 4QAM.

La Tabla 5.4 muestra una comparación de valores de Eb/No requeridos para alcanzar los
valores 10−1, 10−2 y 10−3 de la BER.

Relación Eb/No para las Técnicas de Precodi�cación ZF, BD y MMSE

Precodi�cación

XXXXXXXXXXXPrecodi�cación

Eb
No

[dB]
10−1 10−2 10−3

Z
F

4QAM 9 19.5 30

8PSK 13.6 23.6 −
16QAM 13 23.3 −

B
D

4QAM 8.5 20 29.5

8PSK 13 24 −
16QAM 12.5 24 −

M
M
S
E 4QAM 3.6 13.7 23.2

8PSK 10.7 21 −
16QAM 11.1 21.7 −

Tabla 5.4: Comparación de la Eb/No para las Técnicas de Precodi�cación ZF, BD y MMSE.

58



a

En la Tabla 5.4 se observa que para garantizar una BER de 10−2, en la modulación 4QAM,
la técnica ZF requiere un valor de Eb/No de 5.8 dB adicionales con respecto a la técnica
MMSE. Lo que signi�ca que la técnica ZF requiere de un 26.3 % más de Eb/No que MMSE
para alcanzar una BER de 10−2 con la modulación 4QAM.

5.4. COMPARACIÓN DEL DESEMPEÑO DE LOS SISTEMAS MU-
MIMO CON Y SIN PRECODIFICACIÓN LINEAL

Un equipo receptor de un sistema MU-MIMO en enlace de bajada con precodi�cación lineal
es capaz de detectar correctamente los símbolos transmitidos a él, gracias a la precodi�cación,
que cumple su objetivo de mitigar la MUI. En cambio, en un sistema MU-MIMO en enlace
de bajada que no hace uso de la precodi�cación los equipos receptores no pueden estimar de
forma acertada los símbolos en recepción, porque no cuentan con un mecanismo que cancele
la señal destinada a los demás usuarios; en estos últimos sistemas todos los equipos receptores
reciben las señales de información destinada a ellos y a los demás, sin haber ninguna manera
de distinguir los datos de un usuario o de otro.

Las Figuras 5.8 y 5.9 representan los diagramas de constelación de los símbolos transmiti-
dos y recibidos en los sistemas sin y con precodi�cación ZF, respectivamente, bajo el esquema
de modulación 4QAM y un valor de Eb/No de 15 dB.
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(a) Diagrama de Constelación de Símbolos
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Figura 5.8: Diagrama de Constelación de Símbolos Transmitidos y Recibidos en el Sistema
MU-MIMO sin Precodi�cación ZF.
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Figura 5.9: Diagrama de Constelación de Símbolos Transmitidos y Recibidos en el Sistema
MU-MIMO con Precodi�cación ZF.

Los símbolos recibidos en un sistema sin precodi�cación sufren una notable degradación, como
se muestra en la Figura 5.8(b), donde se observa una distorsión en amplitud y fase que imposi-
bilita la correcta detección de la información original. En cambio los símbolos recibidos en un
sistema con precodi�cación sí permiten una correcta estimación, como se muestra en la Figura
5.9(b), donde se observa que la precodi�cación permite reagrupar los símbolos dispersados por
el canal MIMO mostrados en la Figura 5.8(b). Esto veri�ca la importancia de las técnicas de
precodi�cación como solución para el problema de la MUI.
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Capítulo 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

6.1. CONCLUSIONES

La adaptación de la metodología de simulación de sistemas de telecomunicaciones fue
de gran ayuda en la plani�cación y diseño del modelo de simulación de un sistema MU-
MIMO basado en algoritmos de precodi�cación lineal ZF y MMSE.

Se logró veri�car que la precodi�cación lineal opera siempre y cuando se disponga en el
transmisor de la información de estado de canal, la cual es suministrada por los equipos
receptores según la calidad de señal que reciban.

Se observó que el desempeño en enlace de bajada de un sistema MU-MIMO con la
técnica de precodi�cación lineal MMSE presenta un mejor desempeño que con la técnica
de precodi�cación lineal ZF para cualquier valor de la SNR.

El desempeño de un sistema MU-MIMO con la técnica de precodi�cación lineal ZF
es muy similar al alcanzado por el sistema con precodi�cación lineal BD para equipos
receptores con única antena. Esto se debe a que la técnica de precodi�cación BD es
una generalización de la técnica de precodi�cación ZF para con�guraciones de sistemas
MU-MIMO, donde los receptores poseen más de una antena.

Se comprobó que en un sistema MU-MIMO, para un valor de la relación Eb/No especí-
�ca, la BER siempre será mayor para un esquema de modulación de mayor orden, como
16QAM, que para uno de menor orden como 4QAM; comportamiento que se observa
también en un sistema SISO.

La similitud de los resultados obtenidos en este trabajo de grado con los de investiga-
ciones previas, permitió validar el modelo de simulación diseñado en este trabajo, para
analizar el desempeño de las técnicas de precodi�cación lineal ZF y MMSE.
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6.2. TRABAJOS FUTUROS

a

Para trabajos futuros se sugiere lo siguiente:

Implementar las técnicas de precodi�cación lineal ZF y MMSE en enlace de bajada ba-
sado en un sistema MU-MIMO real, y realizar el monitoreo y control de dichos sistemas.

Evaluar y analizar el desempeño en enlace de bajada basado en un sistema MU-MIMO
con técnicas de precodi�cación lineal MMSE generalizadas, como S-MMSE y PU-SMMSE

Analizar el desempeño en enlace de bajada basado en un sistema MU-MIMO con algo-
ritmos de precodi�cación no lineales, como DPC o THP, los cuales a pesar de aumentar
la complejidad del diseño, ofrecen un mejor desempeño.
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ANEXO A

PROBABILIDAD DE ERROR

En las comunicaciones digitales se transmiten datos de naturaleza discreta. En orden para
obtener una formula relativa a la tasa de error, en este trabajo se considera un sistema basado
en la transmisión de señales polares Sin Retorno a Cero (NRZ, Non Return to Zero), para la
cual los símbolos ”1” y ”0” son representados por pulsos rectangulares positivos y negativos
de igual amplitud A y duración Tb, como se muestra en la Figura A.1.

�

��

�

���

���

Figura A.1: Pulso binario

Probabilidad de error en un canal AWGN

En todo sistema de transmisión de datos, el ruido está presente, y es importante considerar
esta fuente de error de bit y su in�uencia en el desempeño del sistema.

Probabilidad de error para M-PSK en un canal AWGN

En la modulación por Desplazamiento de Fase (PSK, Phase Shift Keying) la fase portadora
toma uno deM valores posibles, a saber, θi = 2(i−1)π/M , donde i = 1, 2, ...,M . Por lo tanto,
durante cada intervalo de transmisión de duración T , se envía una de las M señales posibles
dada por la ecuación A-1.

si(t) =

√
2E

T
cos

(
2πfct+

2π

M
(i− 1)

)
, 0 < t ≤ T (A-1)

Donde M = 2n es el orden de modulación, n el número de bits por símbolo, E la energía de
la señal por símbolo, T el período de símbolo y fc la frecuencia de la portadora. Para BPSK,
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la función básica es φ1, dada por la ecuación A-2.

φ1 =

√
2

Tb
cos(2πfc t) (A-2)

Y dependiendo del símbolo a transmitir, este puede puede tomar los valores S1 o S2, dados
por las ecuaciones A-3 y A-4, respectivamente.

S1 =
√
Ebφ1 =

√
2Eb
Tb

cos(2πfct) para transmitir un ”1” (A-3)

S2 = −
√
Ebφ1 = −

√
2Eb
Tb

cos(2πfct) para transmitir un ”0” (A-4)

La amplitud de cada símbolo BPSK, en el diagrama de constelación, es ±
√

2A, como se
muestra en la Figura A.2. De ahí, la energía de bit está dada por la ecuación A-5.

Eb = A2Tb (A-5)

Donde Tb es el período de bit, por lo que la amplitud del símbolo se puede expresar como

±
√

2Eb
Tb

. Teniendo esto en cuenta, la magnitud de los símbolos, S1 y S2, está dada por la

ecuación A-6.
|S1,2| =

√
2A (A-6)

Para BPSK, las variables x1 y x2 son variables aleatorias con distribución normal dadas por
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Figura A.2: Diagrama de constelación BPSK

las ecuaciones A-7 y A-8.

x1 ∼ CN
( √

Eb,
N0

2

)
(A-7)

x2 ∼ CN
(
−
√
Eb,

N0

2

)
(A-8)

La probabilidad de error para el símbolo transmitido ”1”, es la probabilidad condicional de
que el receptor decida en favor del símbolo ”0”, cuando se transmitió un ”1”, denominada p01.
Análogamente, para el caso contrario, la probabilidad condicional es p10, dada por la ecuación
A-9.

p10 =

∫ ∞
0

fx1(x1|0) dx1 (A-9)
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Donde fx1(x1|0) es la fdp condicional de una distribución exponencial, de una variable aleatoria
x1, debido a que se transmitió el símbolo ”0” dada por la ecuación A-10.

fx1(x1|0) =
1√
πN0

exp

(
− (x1 +

√
Eb)

2

N0

)
(A-10)

Por lo tanto, la probabilidad condicional p10 está dada por la ecuación A-11.

p10 =
1√
πN0

∫ ∞
0

exp

(
− (x1 +

√
Eb)

2

N0

)
dx1 (A-11)

Sea z una variable de�nida por la ecuación A-12.

z =
x1 +

√
Eb√

N0
(A-12)

Y su derivada está dada por la ecuación A-13.√
N0 dz = dx2 (A-13)

Cambiando la variable de integración x1 a z, de la ecuación A-11 se tiene la ecuación A-14.

p10 =
1√
π

∫ ∞√
Eb
N0

exp (−z2) dz (A-14)

Lo que es igual a un medio de la función de error complementaria (erfc1), por lo tanto p10

está dada por la ecuación A-16.

p10 =
1

2
erfc

(√
Eb
N0

)
(A-16)

De la Figura A.2, por simetría con respecto al origen, la probabilidad de error para cada
símbolo es la misma, luego las probabilidades condicionales p10 y p01 son iguales. Ya que la
probabilidad de error se expresa como el promedio de las probabilidades de error para cada
posible símbolo transmitido, la probabilidad de error de bit para BPSK en un canal AWGN
está dada por la ecuación A-17.

Pb(AWGN, BPSK)
=

1

2
erfc

(√
Eb
N0

)
(A-17)

La cual, es la misma probabilidad de error de bit para QPSK y 4QAM. La probabilidad de
error de símbolo de BPSK es igual a su probabilidad de error de bit.

1La función error (erf ), o función error de Gauss, está de�nida por erf(x) = 2√
π

∫∞
0
e−t

2

dt, y la función

de error complementaria (erfc), se de�ne a partir de la función de error (erf ), como

erfc(x) = 1− erf(x) = 2√
π

∫ ∞
x

e−t
2

dt (A-15)
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La probabilidad de error de bit para M-PSK en un canal de ruido AWGN esta dada por
la ecuación A-18.

Pb(AWGN, M−PSK)
=

2

log2 M
erfc

(
sin

(
π

M

) √
log2 M

√
Eb
N0

)
, para M > 4 (A-18)

Y la probabilidad de error de símbolo está dada por la ecuación A-19.

Ps(AWGN, M−PSK)
= erfc

(
sin

(
π

M

) √
Es
N0

)
, para M > 4 (A-19)

Probabilidad de error para M-QAM en un canal AWGN

En el esquema de Modulación de Amplitud en Cuadratura (QAM, Quadrature Amplitude
Modulation) la información digital está contenida tanto en la amplitud como en la fase de la
señal modulada. Una señal QAM M-aria está dada por la ecuación A-20.

si(t) =

√
2E0

T
ai cos (2πfct)−

√
2E0

T
bi sin (2πfct) 0 ≤ t ≤ T (A-20)

Donde T es el periodo del símbolo, E0 es la energía de la señal con la amplitud mas baja, ai
y bi son enteros, los cuales varían según el orden de modulación e i = 1, 2, ...,M .

La probabilidad de error de bit para M-QAM en un canal AWGN está dada por la ecua-
ción A-21.

Pb(AWGN,M−QAM)
=

2

log2 M

(
1− 1√

M

)
erfc

(√
log2 M

Eb
N0

k

)
(A-21)

Y la probabilidad de error de símbolo está dada por la ecuación A-22.

Ps(AWGN, M−QAM)
= 2

(
1− 1√

M

)
erfc

(√
Es
N0

k

)
(A-22)

Donde k = 3
2(M−1) es el factor normalizador de modulación para M-QAM.

Las modulaciones escogidas para desarrollar este trabajo de grado son 4QAM, 8PSK y 16QAM,
cuyas probabilidades de error de bit en un canal AWGN se muestran en la Figura A.3.

Probabilidad promedio de error en un canal Rayleigh

Por de�nición la probabilidad promedio de error en la transmisión de datos binarios por
un canal de desvanecimiento Rayleigh está dada por la ecuación A-23.

P̄e(Rayleigh) =

∫ ∞
0

Pe(γ|γ = γs) fγ(γs) dγs (A-23)

Donde Pe(γ|γ = γs) es la probabilidad de error en un canal AWGN, y fγ(γs) la fdp de una
distribución exponencial, con λ = 1

γ0
, dada por la ecuación A-24.

fγ(γs) =
1

γ0
exp (−γs

γ0
) siempre y cuando γs > 0 (A-24)

Y γ0 es la relación de potencia de señal a ruido dada por la ecuación A-25.

γ0 =
S

N
= n

Eb
N0

(A-25)
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Figura A.3: Comparación del desempeño de las modulaciones 4QAM, 8PSK y 16QAM en un
canal AWGN.

Probabilidad promedio de error para M-PSK en un canal Rayleigh

La probabilidad promedio de error de bit para M-PSK en un canal Rayleigh está dada por
la ecuación A-26.

P̄b(Rayleigh, M−PSK)
=

2

log2 M

(
1− 1√

1 + 1

sin2 ( π
M

) log2M
(
Eb
N0

)
)

(A-26)

Probabilidad promedio de error para M-QAM en un canal Rayleigh

La probabilidad promedio de error de bit para M-QAM en un canal Rayleigh está dada
por la ecuación A-27.

P̄b(Rayleigh, M−QAM)
=

2

log2 M

(
1− 1√

M

)(
1− 1√

1 + 1
3 log2M
2 (M−1)

(
Eb
N0

)
)

(A-27)

Las probabilidades de error de bit para 4QAM, 8PSK y 16QAM en un canal Rayleigh se
muestran en la Figura A.4.
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Figura A.4: Comparación del desempeño de las modulaciones 4QAM, 8PSK y 16QAM en un
canal de desvanecimiento Rayleigh
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ANEXO B

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADDE VARIABLES ALEATORIAS
CONTINUAS

Una distribución de probabilidad es una distribución teórica que describe la variación de
los valores de una variable aleatoria. Existen diferentes tipos de modelos que permiten describir
el comportamiento de fenómenos estadísticos, los cuales se pueden clasi�car en distribuciones
discretas y continuas. En este trabajo de grado son de interés las siguientes distribuciones de
probabilidad continuas:

Distribución exponencial.

Distribución normal o gaussiana.

Distribución Rayleigh.

Distribución exponencial

La variable aleatoria T mide el tiempo ′t′ que transcurre hasta que se presenta un suceso o
el tiempo que transcurre entre dos sucesos. Su función de distribución acumulativa está dada
por la ecuación B-1.

FT (t) = 1 − e−λt (B-1)

Y su función de densidad de probabilidad (fdp), está dada por la ecuación B-2.

fT (t) = λe−λt (B-2)

La cual, para λ = 1, es como se muestra en la Figura B.1. Por propiedades, el valor esperado,
media o esperanza E(T ) y la varianza var(T ) de una distribución exponencial están dados por
las ecuaciones B-3 y B-4 respectivamente.

E(T ) =
1

λ
(B-3)

var(T ) =
1

λ2
(B-4)

Distribución normal o gaussiana

Este tipo de distribución se usa para modelar canales de comunicaciones con presencia de
ruido, ya sea térmico, blanco o gaussiano blanco aditivo (AWGN). Su fdp está dada por la
ecuación B-5.

fX(x) =
1√

2 π σx 2
exp {−(x− µx)2

2 σx 2
} (B-5)
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Figura B.1: Pdf exponencial

La cual, para σ = 1 y µx, es como se muestra en la Figura B.2. La media y la varianza están
dadas por las ecuaciones B-6 y B-7 respectivamente.

E(X) = µx (B-6)

var(X) = σx
2 (B-7)

Con el objetivo de normalizar una distribución gaussiana, esta se puede someter a un cambio
de variable, para ello z está dada por la ecuación B-8.

z =
x− µx
σx

(B-8)

Cuya distribución normal corresponde a la denominada distribución normal estándar, dada
por la ecuación B-9.

z ∼ CN (0, 1) (B-9)

Donde x es una variable aleatoria con distribución normal dada por la ecuación B-10.

x ∼ CN ( µx, σ
2
x) (B-10)

Distribución Rayleigh

La distribución se aplica a una variable continua positiva no limitada. Su función de dis-
tribución está dada por la ecuación B-11.

FX(x) =

{
1 − exp {− (x−a)2

b } x > a
0 x < a

}
(B-11)
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Figura B.2: Pdf gaussiana

Y su fdp está dada por la ecuación B-12.

fX(x) =

{
2
b (x− a) exp {− (x−a)2

b } x > a
0 x < a

}
(B-12)

La cual, para a = 0 y b = 1 es como se muestra en la Figura B.3. Por propiedades, la
media y la varianza de una distribución Rayleigh están dadas por las ecuaciones B-13 y B-14
respectivamente.

E(X) = a+

√
πb

2
(B-13)

var(X) = b

(
1− π

4

)
− 3

2

√
πb a (B-14)

Para el caso particular tenemos que a = 0 y b = 2σ2
x, por lo tanto la media y la varianza están

dadas por las ecuaciones B-15 y B-16 respectivamente.

E(X) =

√
π

2
σx (B-15)

var(X) =
4− π

2
σx

2 (B-16)
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Figura B.3: Pdf Rayleigh

Y sus funciones de distribución acumulativa y de densidad de probabilidad dadas por las
ecuaciones B-17 y B-18 respectivamente.

FX(x) =

{
1 − exp {− x2

2σ2
x
} x > 0

0 x < 0

}
(B-17)

fX(x) =

{
x
σ2
x

exp {− x2

2σ2
x
} x > 0

0 x < 0

}
(B-18)

La distribución de Rayleigh está ligada a la distribución gaussiana del modo siguiente. Dada
una distribución gaussiana bidimensional con dos variables independientes x e y de media cero
y con la misma desviación típica σ, la variable aleatoria está dada por la ecuación B-19.

r =
√
x2 + y2 (B-19)

La cual tiene una distribución de Rayleigh, y el valor más probable de r es igual a σ. Como
r representa la longitud de un vector que une un punto de una distribución gaussiana bidi-
mensional con el centro de esta distribución, se puede deducir que la distribución de Rayleigh
representa la distribución de la longitud de un vector que sería la suma de un gran número de
vectores de menor amplitud y cuyas fases tienen una distribución uniforme. En particular, la
distribución de Rayleigh se produce en los fenómenos de dispersión.
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ANEXO C

NORMAS DE VECTORES Y MATRICES

Norma euclideana de un vector

Sea ṽ ∈ Cn, con producto interno <,>, su norma es un número real no negativo denotado
por ‖ ṽ ‖2 y dado por la ecuación C-1.

‖ ṽ ‖2=
√
< ṽ, ṽ > =

√√√√ n∑
i=1

ṽiṽi =

√√√√ n∑
i=1

ṽ2
i (C-1)

Norma de Frobenius de una Matriz

Sea A ∈ Cm×n, entonces la norma de Frobenius de la matriz A está dada por la ecuación
C-2.

‖ A ‖F =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|ai,j |2
) 1

2

=

(
m∑
i=1

‖ ai,∗ ‖22

) 1
2

=

(
n∑
j=1

‖ a∗,j ‖22

) 1
2

=
√
Tr(AHA)

(C-2)

Es decir, la norma de Frobenius de una matriz A, es igual a la raíz cuadrada de la traza del
producto de la matriz conjugada transpuesta por la matriz A.

77



INVERSA GENERALIZADA DE MATRICES

Seudoinversa de Moore-Penrose

El concepto de inversa generalizada, también llamada seudoinversa, tiene sus principios en
la teoría de ecuaciones lineales simultáneas (sistemas de m ecuaciones lineales con n incóg-
nitas). Aquí se considera un caso de la inversa generalizada, la seudoinversa de Moore-Penrose.

Sea la solución de un conjunto de ecuaciones lineales dada por la ecuación C-3.

A~y = ~b (C-3)

Donde A ∈ Cm×n con rango r ≤ min(m,n), ~y ∈ Cn×1 y ~b ∈ Cm×1. Si m = n = r, el sistema
dado por la ecuación C-3 tiene solución única dada por la ecuación C-4.

~y = A−1~b (C-4)

Sin embargo, cuando A es una matriz rectangular o singular, una representación simple de
una solución en términos de A es más difícil.

La seudoinversa de Moore-Penrose muestra que hay una solución general, dada por la ecuación
C-5.

~y = A†~b (C-5)

La Matriz A† es la seudoinversa de Moore-Penrouse y es la única matriz que satisface las
ecuaciones C-6, C-7, C-8 y C-9:

AA†A = A (C-6)

A†AA† = A† (C-7)

(AA†)T = AA† (C-8)

(A†A)T = A†A (C-9)

Cuando A es de rango completo, la seudoinversa de Moore-Penrouse puede ser calculada
directamente por las ecuaciones C-10, C-11 y C-12.

A† = A−1 Cuando m = n (C-10)

A† = AH(AAH)−1 Cuando m < n (C-11)

A† = (AHA)−1AH Cuando m > n (C-12)

Sin embargo, cuando A no es de rango completo, las formulas anteriores no pueden ser utili-
zadas. Para el caso más general, la seudoinversa se calcula de mejor manera utilizando Des-
composición en Valores Singulares.
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DESCOMPOSICIÓN EN VALORES SINGULARES (SVD)

La Descomposición en Valores Singulares (SVD, Singular Value Decomposition) es una de
las descomposiciones más importantes de una matriz. El Teorema 1 permite una mejor com-
prensión de ésta.

Teorema 1 Si A ∈ Cm×n es una matriz de rango r, entonces existen números reales σ1 ≥
σ2 ≥ ... ≥ σr ≥ 0 y bases ortonormales {v1, v2, ..., vn} de Cn y {u1, u2, ..., um} de Cm, tales
que

Avi = σiui, i = 1, 2, ..., r (C-13)

Avi = 0, i = r + 1, ..., n (C-14)

AHui = σiui, i = 1, 2, ..., r (C-15)

AHui = 0, i = r + 1, ...,m (C-16)

Donde {v1, v2, ..., vn} son vectores propios de AHA, {u1, u2, ..., um} son vectores propios de
AAH y {σ1, σ2, ..., σr} son los valores propios no nulos de AHA y AAH .

Sean m,n enteros positivos, A ∈ Cm×n una matriz de rango r, V ∈ Cn×n y U ∈ Cm×m
matrices cuyas columnas son los vectores vi y ui, respectivamente. De acuerdo con lo descrito
en el Teorema 1, el producto de las matrices AV ∈ Cm×n se puede expresar en términos de
sus columnas, dado por la ecuación C-17.

AV =

[
Av1 Av2 ... Avr Avr+1 ... Avn

]

=

[
σ1u1 σ2u2 ... σrur0 ... 0

] (C-17)

Con σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ ... ≥ σr > 0. La matriz diagonal de valores singulares Σ está dada
por la ecuación C-18.

Σ =



σ1 0 . . . 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

... . . .
...

0 0 . . . σr . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


∈ Cm×n (C-18)
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Luego, la matriz AV es el producto de las matrices U y Σ. Es decir, AV = UΣ. Siendo
V una matriz ortogonal, la matriz A está dada por la ecuación C-19.

A = UΣVH (C-19)

Los elementos diagonales de la matriz Σ(σi) se conocen como los valores singulares de A, las
columnas de U son los vectores singulares izquierdos, las columnas de V los vectores singulares
derechos y la factorización dada por la ecuación C-19, es la denominada SVD de A.

Se observa que la descomposición en valores singulares de una matriz A siempre es posible.
Además, se puede a�rmar que cada matriz es diagonalizable si se usan las bases apropiadas
para los espacios dominio e imagen de la transformación lineal que dicha matriz representa. Es-
tos hechos se formalizan en el Teorema 2, el cual es una reformulación matricial del Teorema 1.

Teorema 2 Dada una matriz A ∈ Cm×n de rango r, existen matrices ortogonales U ∈ Cm×m
y V ∈ Cn×n dada por la ecuación C-20.

A = UΣVH (C-20)

Σ es la matriz diagonal dada por la ecuación C-18, donde σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ ... ≥ σr > 0. Las
columnas de U son los vectores propios de AAH y las de V son los vectores propios de AHA.
Los r valores no nulos de la diagonal de Σ, es decir los valores singulares de A, son las raíces
cuadradas positivas de los valores propios de AAH y AHA.

En efecto, cuando U, Σ y V son calculadas, el rango de A es igual al número de valores
singulares no nulos. Asumiendo nuevamente que el rango de A es r , min(n,m), las prime-
ras r columnas de U son una base ortonormal del espacio rango de A y las ultimas (n − r)
columnas de V son una base ortonormal del espacio nulo de A.

En el caso de r=n, la SVD dada por la ecuación C-19 también se puede expresar como la
ecuación C-21.

A = UΣVH

= [Ur Um−r]︸ ︷︷ ︸
U

[
Σr

0m−r

]
︸ ︷︷ ︸

Σ

VH

= UrΣrV
H

(C-21)

Donde Ur ∈ Cm×r se compone de los r vectores singulares izquierdos, correspondientes a los
máximos posibles valores singulares no nulos y Σr ∈ Cr×r es ahora una matriz cuadrada.
Dado que los r vectores singulares de Ur son de longitud m, siempre existen (m− r) vectores
singulares tal que [Ur Um−r] es una matriz unitaria.
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En caso de que r = m, la SVD dada por la ecuación C-19 se puede expresar como la ecuación
C-22.

A = U [Σr 0n−r]︸ ︷︷ ︸
Σ

[
VH
r

VH
n−r

]
︸ ︷︷ ︸

VH

= UΣrV
H
r

(C-22)

Donde Vr ∈ Cn×r se compone de r vectores singulares.
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ANEXO D

ANCHO DE BANDA Y RUIDO

La desviación estándar de ruido AWGN σn, presente en cada subcanal del canal MU-MIMO
en enlace de bajada, in�uye en el desempeño del sistema. Para encontrar una expresión ma-
temática que modele la desviación estándar de ruido AWGN, son necesarios los siguientes
conceptos básicos, que relacionan la potencia de la señal con la potencia de ruido.

Número de bits por símbolo: Cada esquema de modulación representa los símbolos mediante
un determinado número de bits, de acuerdo al orden de modulación escogido. El número de
bits por símbolo está dado por la ecuación D-1.

n = log2(M) (D-1)

Donde M corresponde al orden de modulación.

Duración de bit y de símbolo: El período de cada bit es Tb. Consecuentemente, el período
de símbolo está dado por la ecuación D-2.

Ts = n · Tb (D-2)

Energía de símbolo: Sea Es la energía de símbolo y Eb la energía de bit, entonces la energía
de símbolo está dada por la ecuación D-3.

Es = Eb · n ·Rc (D-3)

Donde Rc es la tasa de codi�cación, que en este trabajo de grado se ha asumido como 1, ya
que el objetivo es estudiar el desempeño de la precodi�cación y no de la codi�cación.

Energía de bit a densidad espectral de potencia de ruido: Sea No la densidad espectral de
potencia de ruido, entonces Eb

No representa la relación de energía de bit a densidad espectral
de potencia de ruido.

Energia de símbolo a densidad espectral de potencia de ruido: La relación Es
No representa la

tasa de energía de símbolo a potencia de ruido.
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Ancho de banda de una señal : De acuerdo a la transformada de Fourier el ancho de ban-
da completo de la señal está dado por la ecuación D-4.

B =
1

τ

=
1

Ts

(D-4)

Donde B es el ancho de banda en banda base y Ts es el periodo de símbolo.

Por de�nición

Tb =
1

Rb
y Ts =

1

Rs
(D-5)

Donde Rb es la velocidad de transmisión de bits y Rs es la velocidad de transmisión de símbolos.
Entonces Rb está dada por la ecuación D-6.

Rb = nRs

= n
1

Ts
= nB

(D-6)

Lo que signi�ca que el ancho de banda es equivalente a la velocidad de transmisión de bits por
la e�ciencia espectral, dado por la ecuación D-7.

B =
Rb
n

(D-7)

En modulaciones M-arias la velocidad de transmisión Rb y el ancho de banda B se relacionan
mediante la ecuación D-8.

BM−PSK = BM−QAM =
Rb · (1 + α)

log2(M)
(D-8)

Donde el factor de roll-o� α es el parámetro característico del �ltro conformador de pulsos,
que en este caso toma un valor de 0, lo cual con�rma el resultado dado por la ecuación D-7.

Relación de potencia señal a potencia de ruido: Sea S la potencia de la señal de informa-
ción y N la potencia de ruido, entonces la Relación de Potencia de Señal a Potencia de Ruido
(SNR, Signal to Noise Ratio), está dada por la ecuación D-9.

S

N
=
Eb

No

Rb

B
(D-9)

Desviación estándar de ruido gaussiano: El canal de ruido AWGN se ve afectado por σ aso-
ciada a la relación de energía de bit a densidad espectral de potencia de ruido establecida. σ
corresponde a la desviación estándar de ruido AWGN, dada por la ecuación D-10.

σn =

√
No

2
(D-10)
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Inicialmente el canal de ruido se de�ne a partir de un canal de ruido blanco, caracterizado por
una distribución normal estándar W ∼ CN (0, 1), de manera que para convertir dicho canal en
un canal de ruido AWGN ∼ CN (0, No2 ), es necesario realizar un cambio de variable dado por
la ecuación D-11.

W =
N − µn
σn

(D-11)

Donde µn = 0 es la media de ruido N , el cual está dado por la ecuación D-12.

N = σnW (D-12)

De la ecuación D-3, dividiendo por la potencia de ruido a ambos lados, la relación de energía
de símbolo a densidad espectral de potencia de ruido está dada por la ecuación D-13.

Es

No
=
Eb

No
nRc (D-13)

Donde Rc es la tasa de codi�cación. Normalizando Es a 1, entonces la varianza está dada por
la ecuación D-14.

N0

2
=

1

2 Eb
No n Rc

(D-14)

De la cual se obtiene la ecuación D-15

σn =

√
1

2

Eb

No
n Rc, (D-15)

La ecuación D-15 corresponde a la desviación estándar de ruido AWGN.
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