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Resumen

En este documento se presenta el diseño y prueba de un modelo de entrenamiento

para redes neuronales de propagación hacia adelante de una sola capa oculta. El

nuevo modelo se denomina máquina de entrenamiento comprimido basada en ELM

o MEC-ELM y, actúa comprimiendo la información proveniente de la capa oculta por

medio de un subconjunto de nodos de la misma capa, esto permite disminuir consi-

derablemente la complejidad computacional en comparación con la solución de ELM

para grandes conjuntos de entrenamiento. Resultados experimentales para diferentes

problemas de clasificación indican que el modelo propuesto, permite una reducción

alrededor del 45.3 % en el tiempo de entrenamiento en comparación con ELM, alcan-

zando a la vez rendimientos similares en términos de generalización.

Palabras Clave: ELM, redes neuronales, entrenamiento automático, técnicas de clasi-

ficación, aprendizaje supervisado





Abstract

The design and testing of a new training model for Single hidden Layer Feedford-

ward Networks is presented, which is called Compressed Training Machine based on

ELM o MEC-ELM. This model acts by compressing the information coming from the

hidden layer through a subset of nodes from the same layer, which allows to reduce the

computational complexity compare to ELM solution for large datasets. Experimental

results for different classification problems indicate that the proposed model allows a

reduction of around 45.3 % in training time compared to ELM, reaching at the same

time similar performances in terms of generalization.

Key words: ELM; neural networks; machine learning; classification technics; super-

vised learning
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Capítulo 1

Introducción

Con el desarrollo de las nuevas tecnologías de la información y las comunicaciones

se ha disparado la cantidad de datos que se generan como resultado de las diversas

actividades modernas. Este fenómeno tiene gran impacto en casi todos los sectores

de la sociedad y se incluye dentro de lo que hoy en día se conoce como "Big Data"

(Torrecilla y Romo, 2018).

En su gran mayoría las actividades modernas generan datos que contienen informa-

ción potencialmente valiosa para la toma de decisiones, dicha información representa

un valor de uso que debe ser capturado y aprovechado para mejorar un determinado

proceso (Wang et al., 2016). Por otro lado, el volumen, la velocidad y la variabilidad con

la que se generan los datos actualmente, hacen que capturar dicho valor de uso sea

un importante desafió tecnológico que debe ser abordado mediante la investigación y

diseño de potentes herramientas para el tratamiento de datos (Sivarajah et al., 2017).

En este contexto han venido cobrando importancia aquellos modelos que aprenden a

partir de muestras o técnicas de aprendizaje automático entre las que se destacan las

redes neuronales.

Las redes neuronales artificiales son esquemas con inherente capacidad de proce-

samiento paralelo que se aplican con gran éxito en la resolución de complejos proble-

mas de aproximación y clasificación en los que la información se presenta de forma

masiva, imprecisa y distorsionada (Brio y Sanz, 2006). Estos esquemas permiten

el procesamiento de grandes cantidades de datos siempre y cuando se explote ade-

cuadamente su capacidad de procesamiento paralelo. No obstante, antes deben ser

configurados mediante un proceso de entrenamiento que busca ajustar adecuada-

mente sus parámetros, para esto es necesario utilizar un algoritmo de aprendizaje

y un conjunto de entrenamiento. En la actualidad los conjuntos de entrenamiento

pueden ser muy grandes y como consecuencia el proceso de entrenamiento puede
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tornarse muy lento o incluso inabordable con algoritmos de aprendizaje iterativos, este

problema ha sido motivo de numerosos esfuerzos investigativos en procura de crear

métodos más eficientes. Una de las propuestas más importantes en este sentido es el

algoritmo "Extreme Learning Machine" (ELM) propuesto por Huang et al. (2006).

En los últimos años ELM ha despertado mucho interés en la comunidad científica

debido a que, para un amplio rango de aplicaciones sus prestaciones en términos de

generalización y velocidad de aprendizaje son mucho mejores en comparación con las

de los tradicionales algoritmos basados en gradiente y, en general mejores que las de

las máquinas de vectores soporte y las máquinas de vectores soporte por mínimos

cuadrados (Huang et al., 2010, 2012, 2015a).

Por lo anterior, ELM resulta interesante para abordar aplicaciones que involucran

grandes conjuntos de entrenamiento. Sin embargo, en este tipo de escenarios se

pueden presentar problemas de procesamiento cuando el número de nodos ocultos

es muy elevado (Chen et al., 2017a). Entre las iniciativas que buscan resolver di-

chos problemas se incluyen algunas variantes de tipo paralelo (Heeswijk et al., 2011;

Krawczyk, 2016) y distribuido (Xin et al., 2014; Sun et al., 2011) implementadas sobre

GPU ("Graphics Processing Unit") o usando Map-Reduce (Xin et al., 2016). No obs-

tante, en estas propuestas persisten los problemas de procesamiento tipo cuello de

botella relacionados con la multiplicación e inversión de grandes matrices.

Los estudios previos en relación a ELM se centran en hacer que este algoritmo de

aprendizaje sea más eficiente y adecuado para aplicaciones específicas, entre estas

mejoras se incluye una versión de ELM indicada para problemas con grandes conjun-

tos de entrenamiento (Huang et al., 2015a), la cual ha sido ampliamente utilizada en

aplicaciones de Big Data (Cao y Lin, 2015). En la literatura pueden encontrarse nu-

merosas iniciativas que buscan mejorar esta versión. Sin embargo, en su gran mayoría

dichas iniciativas son aportes a nivel de implementación que no consideran la dimen-

sión de las matrices involucradas en el entrenamiento. Con base en lo anterior, en este

documento se presenta el diseño y prueba de un nuevo algoritmo de aprendizaje para

redes SLFN basado en las propiedades de ELM, el cual actúa comprimiendo la infor-

mación proveniente de la capa oculta por medio de un subconjunto de nodos ocultos

denominados nodos de compresión, esto permite disminuir el tamaño de las matri-

ces involucradas en el entrenamiento y la complejidad computacional en relación a la

solución de ELM para grandes conjuntos de entrenamiento.
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1.1 Contribución Original

Este trabajo de investigación permite avanzar en el conocimiento de ELM y su aporte

es básicamente el diseño y prueba de un nuevo algoritmo de entrenamiento para redes

SLFN basado en sus propiedades. Este nuevo algoritmo denominado MEC-ELM per-

mite abordar aplicaciones de clasificación que involucran grandes cantidades de datos

de una manera más eficiente, reduciendo considerablemente la complejidad computa-

cional y el tiempo de entrenamiento, algo que resulta crucial dados los modernos de-

safíos que impone el fenómeno de Big Data. Adicionalmente se plantean tres imple-

mentaciones distintas; las dos primeras permiten manejar el costo computacional de

MEC-ELM en procesos de validación cruzada mediante la reutilización de matrices

y la tercera se plantea para calcular la solución de MEC-ELM en forma distribuida y

usando grandes "clúster " de computadoras, se trata de una implementación basada

en la metodología Map-Reduce propuesta por Google en el 2006 para el tratamiento

de masivas cantidades de datos (Lämmel, 2008).

1.1.1 Publicaciones relacionadas con la investigación

Castro, F. M. y Jojoa, P. E.,Entrenamiento Comprimido Basado en Extreme Learning

Machine, aceptado para publicación en la revista internacional "Información Tecnológ-

ica", ISSN: 0718-0764, a publicarse en el volumen 30 número 4 (última semana de

agosto) del año 2019.

Castro, F. M. y Jojoa, P. E., Entrenamiento de máquinas de aprendizaje extremo

con el algoritmo acelerador, "I+T+C Investigación, Tecnología Y Ciencia", ISSN: 1909-

5775, numero 9, 2015.

Castro, F. M. y Jojoa, P. E., Algoritmo Acelerador Regresivo versión Gamma con

Gradiente Local de Error para Entrenamiento de Redes Neuronales Perceptron Mult-

icapa, "Gerencia Tecnológica Informática" ISSN: 1657-8236, volumen 14, número 39,

65-74, 2015.

1.2 Estructura de la tesis

El capítulo 2 presenta los fundamentos teóricos de las redes neuronales haciendo

especial énfasis en las redes de propagación hacía adelante de una sola capa oculta

y el algoritmo "Extreme Learning Machine".



28 Introducción

En el capítulo 3 se detalla el planteamiento matemático y análisis computacional

de MEC-ELM. En este mismo capítulo se presentan los resultados de una serie de

pruebas preliminares relacionadas con clasificación de clases gaussianas traslapadas.

En el capítulo 4 se presenta una implementación de MEC-ELM que utiliza valida-

ción cruzada de K iteraciones. Con base en esta implementación se desarrolla una

serie de experimentos que buscan esclarecer la influencia de los nodos de compresión.

Seguidamente, se presenta el desarrollo de varias pruebas de eficiencia basadas en

simulación que comparan el rendimiento de MEC-ELM con el de ELM para diferentes

problemas de clasificación binaria y multiclase.

En el capítulo 5 se presenta un análisis comparativo entre MEC-ELM y ELM para

dos problemas relacionados con clasificación de enlaces en una red de comunica-

ciones ópticas. Este análisis se realiza utilizando una implementación de MEC-ELM

basada en el método de retención.

El capítulo 6 detalla el diseño y puesta a prueba de una implementación de MEC-

ELM basada en Map-Reduce.

Finalmente, en el capítulo 7 se exponen las conclusiones y se plantean algunos

trabajos futuros.



Capítulo 2

Fundamentos Teóricos

2.1 Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales son esquemas de procesamiento inspirados en la es-

tructura de los sistemas nerviosos biológicos. Estos esquemas han sido ampliamente

utilizados en diversos campos científicos e ingenieriles tales como la minería de datos,

diagnosis y clasificación, procesamiento de señales, diseño de sistemas de control, re-

conocimiento del habla, visión de objetos inmersos en el espacio natural, resolución de

ecuaciones y en general todos aquellos problemas donde la información se presenta

de forma masiva imprecisa y distorsionada. Estos esquemas procesan la información

en múltiples elementos llamados neuronas artificiales, los cuales se agrupan siguiendo

un patrón de conexiones para conformar una red. Cada conexión tiene asociado un

parámetro denominado peso sináptico cuyo valor debe ser ajustado dependiendo del

problema que se pretende solucionar (Jaddi et al., 2015)(Ata, 2015).

Por otro lado, las redes neuronales no aprenden por sí solas a aproximar funciones

o a clasificar muestras, para esto es necesario un proceso de aprendizaje que se centra

en determinar (utilizando un algoritmo de entrenamiento) una configuración de pesos

sinápticos que asocien correctamente un conjunto de patrones. Este proceso puede

ser de dos tipos: supervisado o no supervisado. El primero consiste en presentar a la

red un conjunto de entradas junto a sus respectivas salidas deseadas, para posterior-

mente ajustar los pesos sinápticos de modo que se optimice una función de error. Por

su parte, en el entrenamiento no supervisado se carece de un maestro externo que in-

dique si la red está operando correcta o incorrectamente, por lo que ésta debe realizar

un proceso de auto organización que le permita incorporar dentro de su estructura de

pesos, aquellos rasgos comunes, regularidades, correlaciones o categorías que vaya

descubriendo por sí misma durante el entrenamiento (Brio y Sanz, 2006).
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Las redes neuronales se clasifican atendiendo a dos de sus características más

notables: el patrón de conexiones y el tipo de aprendizaje que utilizan, en la figura 2.1

se presentan algunas de las arquitecturas más populares. Mención aparte requieren

las redes multicapa de propagación hacia adelante dentro de las cuales se incluyen las

redes SLFN (Single hidden Layer Feedforward Network ) en torno a las cuales gira la

temática central de este documento.

Figura 2.1. Clasificación de las Redes Neuronales Artificiales.

Las redes multicapa de propagación hacia adelante son modelos de aprendizaje

supervisado conformados por varios nodos que se agrupan formando capas, dichas

capas a su vez se conectan a otras capas sin ningún tipo de realimentación tal y como

se muestra en la figura 2.2a. La primera capa es la capa de entrada, las capas inter-

medias son llamadas capas ocultas y la última capa es la capa de salida. Los nodos

de la capa de entrada corresponden a las entradas de la red y los otros nodos (nodos

ocultos y nodos de salida) son neuronas artificiales (Brio y Sanz, 2006). El modelo

estándar de una neurona artificial se presenta en la figura 2.2b y su salida z′ ∈ R se

define matemáticamente como:

z′ = g (a) = g

(
R∑
u=1

wuzu + b

)
, (2.1)

donde zu ∈ R es la u-ésima entrada, wu ∈ R el peso sináptico asociado a la u-

ésima conexión de entrada, b ∈ R un parámetro denominado bias y g(.) una función de

activación. El bias o umbral, es un peso sináptico al que se le asocia permanentemente



2.1. Redes Neuronales Artificiales 31

una entrada unitaria de valor negativo. La función de este parámetro es sencillamente

brindarle a la neurona un grado de libertad adicional.

Capa oculta

Capa de salidaCapa de 
entradas

-1

-1

-1

.

.

.

.

.

.

-1

Entradas
  de red

Neuronas

a) b)

Figura 2.2. Esquema general y neurona de una red de propagación hacia adelante: a)
Arquitectura b) Neurona artificial

2.1.1 Problema de la generalización

La generalización de una red neuronal está relacionada con la capacidad que tiene

para abstraer las características funcionales implícitas en los patrones de aprendizaje

y no simplemente memorizar los ejemplos presentados. Es gracias a la generalización

que las redes neuronales son capaces de brindar respuestas adecuadas ante patrones

jamás utilizados en el entrenamiento.

Las redes neuronales son herramientas de procesamiento poderosas por cuanto

son capaces de aprender a modelar situaciones muy complejas. Sin embargo, esta

característica puede llegar a convertirse en un serio problema, dado que pueden in-

currir en sobre aprendizaje, apartándose del verdadero propósito que consiste en ge-

neralizar. El sobre aprendizaje es uno de los problemas que presentan las técnicas

de regresión y clasificación en general, y se produce cuando los modelos utilizados

se ajustan demasiado al conjunto de muestras de entrenamiento (aprendiendo incluso

el ruido presente en ellos), de forma que no consiguen generalizar lo suficientemente

bien y fallan. Por esta razón debe seleccionarse un conjunto de pesos adecuado para

que el error de generalización sea mínimo, a costa incluso de aumentar el error con
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los datos de entrenamiento. Para esto se utiliza usualmente un procedimiento, deno-

minado validación cruzada (Aras y Kocakoç, 2016).

2.2 Consideraciones en relación a las redes SLFN

Las redes SLFN (Single hidden Layer Feedforward Network ) son redes multicapa de

propagación hacia adelante de una sola capa oculta, estos modelos permiten abordar

problemas complejos de clasificación y aproximación funcional de una manera eficaz

y relativamente simple. El modelo matemático de una red SLFN de L nodos ocultos

como la mostrada en la figura 2.3 esta dado por

zv = f(
L∑
i=1

βi,vhi + θv) = f(
L∑
i=1

βv,ig(
n∑
u=1

wu,ixu − bi) + θv) para v = 1, 2, ...,m, (2.2)

donde:

zv ∈ R: salida del v-ésimo nodo de salida.

hi ∈ R: salida del i-ésimo nodo oculto.

βi,v ∈ R: peso sináptico entre el i-ésimo nodo oculto y el v-ésimo nodo de salida.

wu,i ∈ R: peso sináptico entre el u-ésimo nodo de entrada y el i-ésimo nodo oculto.

θv ∈ R: bias del v-ésimo nodo de salida.

bi ∈ R: bias del i-ésimo nodo oculto.

f(.): función de activación de los nodos de la capa de salida.

g(.): función de activación de los nodos de la capa oculta.

Dos de los resultados teóricos más importantes en el campo de las redes neu-

ronales, están relacionados con la capacidad de aproximación y clasificación de las

redes SLFN. En relación a dichas capacidades se han comprobado los siguientes

enunciados:

• Capacidad de aproximación: cualquier función continua fp(.) puede ser aproxi-

mada hasta un nivel deseado por una red SLFN con funciones de activación no

polinomiales en los nodos ocultos y funciones de activación lineal en los nodos

de salida. Siempre y cuando cuente con un número de nodos ocultos apropiado

(Leshno et al., 1993).



2.2. Consideraciones en relación a las redes SLFN 33

Capa oculta

Capa de salidaCapa de 
entradas

-1

-1

-1

.

.

.

.

.

.-1
Figura 2.3. Modelo de una red SLFN estándar

• Capacidad de clasificación: si una SLFN puede aproximar cualquier función

continua fp(.) entonces también puede diferenciar entre cualquier grupo de re-

giones disyuntas (Huang et al., 2000).

No existe un método para calcular el número apropiado de nodos ocultos, esto es

un aspecto que no está esclarecido en la literatura, no obstante, Huang y Babri (1998)

prueban que una red SLFN con al menos L nodos ocultos no lineales y nodos de salida

lineales, puede aprender sin error al menos L observaciones distintas a partir de un

conjunto finito de aprendizaje. Cabe destacar que estos resultados fueron obtenidos

bajo la concepción de que todos los pesos sinápticos de la red debían ser ajustados.

Sin embargo, Huang et al. (2006); Huang y Chen (2007, 2008) prueban rigurosamente

que una red SLFN puede mantener sus capacidades de aproximación y clasificación

incluso si los pesos y bias se seleccionan aleatoriamente.

2.2.1 Algoritmos de aprendizaje para redes SLFN

Tradicionalmente, las redes SLFN se han entrenado con el algoritmo Backpropaga-

tion o BP cuyo descubrimiento representa uno de los logros más importantes en el

desarrollo de las redes neuronales, pese a ser popularmente conocido como un al-

goritmo ineficiente debido principalmente a su lenta convergencia y posibilidad de es-

tancamiento en mínimos locales (Dai y Liu, 2012; Ata, 2015; Wang et al., 2015). No
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obstante, se trata de un algoritmo de muy baja complejidad computacional y alta esta-

bilidad, por esta razón, mejorar la velocidad del algoritmo BP y evitar el estancamiento

prematuro ha sido un campo muy activo de investigación desde hace varios años

(Rady, 2011; Lima et al., 2015; Wilamowski y Yu, 2010).

El algoritmo BP permite actualizar los pesos sinápticos de la red siguiendo un es-

quema basado en el método de gradiente descendiente cuya convergencia puede re-

querir de muchos pasos. Es importante destacar que este proceso se hace capa a

capa (permite distribuir la carga computacional), muy diferente a cualquier sistema

generalizado, en el que se actualicen todos de pesos sinápticos de la red siguiendo el

mismo método de gradiente descendiente (Zhang et al., 2015). Ahora bien, para mejo-

rar el proceso de optimización, se puede utilizar el método de Newton, pero esto solo

funciona cuando es posible hacer aproximaciones cuadráticas de la superficie de error,

de otro modo el entrenamiento se torna altamente inestable. El método de Newton in-

volucra el uso de la matriz hessiana, con lo que se logra una reducción significativa

de pasos en la convergencia del proceso, pero todo atado a la naturaleza misma del

problema, es decir, que la función de optimización sea continua y diferenciable dos

veces, lo que a su vez implica un mayor coste computacional (Yu y Wilamowski, 2011).

Para disminuir la complejidad computacional del método de Newton, se introdujo el

método de Gauss Newton, el cual también disminuye el número de pasos en el pro-

ceso de optimización (en comparación con el algoritmo BP), pero en lugar de la matriz

hessiana, usa la matriz jacobbiana. No obstante, hereda el problema de estabilidad

que tiene método de Newton. Para solucionar dicho problema, se propuso el algoritmo

de Levenberg-Marquartd, que utiliza la matriz jacobbiana y ademas incluye un factor de

ajuste para que el sistema siempre sea positivo definido, asegurando que tenga tasas

de convergencia. El problema de esto es que implica una pérdida de generalidad en

la solución y por lo tanto una mayor varianza (Nawi et al., 2013). Entre las iniciativas

que pretenden resolver este inconveniente se incluyen las redes con regularización

bayesiana (Ticknor, 2013). No obstante, estas técnicas enfrentan grandes desafíos en

cuanto a convergencia y escalabilidad, particularmente en el tratamiento de grandes

conjuntos de datos (Chandra et al., 2019).

Por otro lado, los algoritmos mencionados hasta el momento implican diferentes

formas de estimar el gradiente de la superficie de error para posteriormente recorrer el

espacio de pesos en la dirección opuesta. Sin embargo, al igual que en el algoritmo BP,

dicha superficie puede tener muchos mínimos locales y el entrenamiento puede quedar
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estancado en uno de ellos prematuramente (Mukherjee y Routroy, 2012). Algunas de

las propuestas más sobresalientes para superar dicho problema implican el uso de

métodos híbridos, los cuales combinan algoritmos basados en gradiente con técnicas

meta heurísticas como los algoritmos genéticos, la optimización por nube de partículas

o lógica difusa (Huang et al., 2015b; Ata, 2015). En general, estas últimas propuestas

permiten encontrar buenas soluciones, sin embargo, el costo a pagar es un tiempo de

convergencia muy alto.

Huang et al. (2006) propuso un nuevo método para entrenamiento de redes SLFN

conocido como ELM (Extreme Learning Machine), se trata de un eficiente algoritmo

que supera las principales limitantes de los algoritmos basados en gradiente, como

son la lenta convergencia y el estancamiento en mínimos locales alcanzando altos

niveles de generalización en menores tiempos de procesamiento. El principio de fun-

cionamiento de ELM consiste en seleccionar aleatoriamente los pesos de la capa

oculta y calcular una solución analíticamente (en el sentido de los mínimos cuadrados)

solo para los pesos de la capa de salida (Mohapatra et al., 2015; Anam y Al-Jumaily,

2017).

Varios estudios teóricos y de aplicación se han desarrollado en relación a ELM

desde la pasada década, como resultado en la literatura actual se pueden encontrar

varias variantes de la versión original desarrolladas en procura de hacer que ELM sea

más eficiente y adecuado para aplicaciones específicas (Huang et al., 2015a). Entre

estas variantes se incluyen implementaciones secuenciales (Liang et al., 2006; Ye et

al., 2013; Zhao et al., 2012), adaptaciones para trabajo con datos desbalanceados

(Zong et al., 2013), versiones de ELM para trabajo en entornos ruidosos (Man et al.,

2011, 2012), entre otras que buscan superar alguna de sus problemáticas relacionadas

principalmente con la gran cantidad de operaciones matemáticas necesarias para la

inversión de matrices y al hecho de que ELM requiere muchos nodos en la capa oculta

(Huang et al., 2008; Luo et al., 2014; Ye y Qin, 2015; Yu y Deng, 2012; Cao et al.,

2012). Superar tales problemas es un activo campo de investigación en la actualidad,

puesto que implican serias limitaciones al uso de ELM en aplicaciones que involucran

grandes cantidades de datos (Grigorievskiy et al., 2016).
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2.3 ELM (Extreme Learning Machine)

ELM propuesto por Huang et al. (2006) es un algoritmo para redes SLFN y actualmente

un importante paradigma conceptual y computacional dentro de las redes neuronales,

puesto que su velocidad de procesamiento y su rendimiento en términos de generaliza-

ción son muchísimo mejores en comparación con los tradicionales algoritmos basados

en gradiente.

ELM hace un mapeo aleatorio del espacio de entrada hacia otro espacio usual-

mente de mayor dimensión llamado espacio de características ELM. Este mapeo es

realizado por los nodos de la capa oculta, los cuales reciben el nombre de neuronas

aleatorias dado que sus pesos y bias son seleccionados aleatoriamente. En el espa-

cio de características ELM los datos se ajustan mediante un proceso de optimización

basado en mínimos cuadrados (ver figura 2.4).

Los principios que rigen la determinación de los parámetros de entrenamiento en

ELM son los siguientes:

Principio 1. Los pesos y bias de las neuronas ocultas de una red SLFN con funciones

de activación no lineales y continuas a trozos, pueden ser generados alea-

toriamente a partir de cualquier función de probabilidad continua, tales

neuronas son independientes de los datos de entrenamiento y como tal

también del ambiente de aprendizaje (Huang, 2014).

Principio 2. Para propósitos de estabilidad y rendimiento en términos de generaliza-

ción, se deben minimizar el error de entrenamiento y la norma de los pe-

sos de salida (Huang, 2014), acorde con la teoría de generalización para

redes neuronales propuesta por Bartlett (1998).

Principio 3. Los nodos de salida no deben tener bias o los bias deben ser cero (Huang,

2014).

2.3.1 Modelado matemático de ELM

Un modelo ELM es una red SLFN entrenada con el algoritmo Extreme Learning Ma-

chine y, como se ha mencionado anteriormente, los pesos y bias de dichos modelos
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Figura 2.4. Mapeo de características ELM

son seleccionados aleatoriamente. Con base en lo anterior, dada una entrada arbi-

traria x ∈ Rn, la salida de una modelo ELM con L nodos ocultos, se puede expresar

como

fL(x) =
L∑
i=1

βig(wi · x + bi) (2.3)

donde, wi =
[
wi,1 wi,2 ... wi,m

]T
es el vector de pesos del i-ésimo nodo oculto,

βi =
[
βi,1 βi,2 ... βi,m

]T
es el vector de pesos entre el i-ésimo nodo oculto y la capa

de salida, bi el bias del i-ésimo nodo oculto y, g(.) es la función de activación de los

nodos ocultos.

Ahora bien, sea η = {{(xj, tj)}Nj=1|xj ∈ Rn, tj ∈ Rm} un conjunto de N entradas

con sus respectivas salidas deseadas. Entonces, con base en la ecuación 2.3, la

salida para todas las muestras del conjunto η puede ser expresada como una matriz

F ∈ RN×m tal que

F = HB, (2.4)

donde, B =
[
β1 β2 ... βL

]T
es la matriz de pesos de salida y H es la matriz de

salida de la capa oculta dada por
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H =


g(w1 · x1 + b1) · · · g(wL · x1 + bL)

... · · · ...

g(w1 · xN + b1) · · · g(wL · xN + bL)

 . (2.5)

De modo que, entrenar la red SLFN es equivalente a encontrar la solución por

mínimos cuadrados del sistema lineal

HB = T, (2.6)

donde

T =
[
t1 t2 ... tN

]T
N×m

, (2.7)

es la matriz de salidas deseadas u objetivos.

Solución original

A menudo el sistema lineal planteado en la ecuación 2.7 es sobre determinado (N > L)

y no se puede resolver, por lo que con frecuencia se usa una solución en el sentido

de los mínimos cuadrados que se obtiene al minimizar la norma `2 del error de entre-

namiento. De este modo, si B̂ ∈ RL×m es cualquier configuración posible de pesos de

salida, entonces:

||HB− T||22 = min
B̂
||HB̂− T||22, (2.8)

de donde surge la solución original de ELM dada por

B = H†T (2.9)

siendo H†, la inversa generalizada de Moore-Penrose de la matriz H, que cumple con

los axiomas presentados en la tabla 2.1.
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Num. Axioma

1) HH†H = H

2) H†HH† = H†

3) (HH†)T = HH†

4) (H†H)T = H†H

Tabla 2.1. Axiomas de la inversa generalizada de Moore-Penrose.

La solución presentada en la ecuación 2.9 es única, y además, tiene la norma más

pequeña de pesos entre todas las soluciones por mínimos cuadrados. También es im-

portante destacar, que (Huang y Chen, 2007, 2008) prueban rigurosamente que ELM

conserva las capacidades de aproximación universal y clasificación universal pese a

seleccionar aleatoriamente los pesos y bias de la capa oculta.

Por otro lado, para calcular H† pueden usarse varios métodos, entre los que se

destacan el de proyección ortogonal y descomposición en valores singulares SVD (Sin-

gular Value Decomposition). El método SVD permite calcular H† en todos los casos.

Por su parte, el método de proyección ortogonal calcula H† como H† = (HTH)−1HT ,

pero este método tiene problemas cuando la matriz HTH es singular o tiende a ser

singular.

Solución regularizada

En aprendizaje automático es muy habitual usar términos de regularización para mejo-

rar la generalización de un modelo, dichos términos se adicionan a la función de costo

para minimizar o penalizar el valor de los parámetros. Existen varios tipos de regu-

larización, entre estos `1, `2 y Elastic Net (Carrasco et al., 2016), pero en el contexto

de ELM la más común es la regularización `2 o Ridge. La regularización `2 permite

minimizar el error de entrenamiento y a la vez la norma de los pesos de acuerdo con

el siguiente problema de optimización:

Minimizar: LPELM =
1

2
‖B‖2

2 + C
1

2

N∑
j=1

‖ξj‖2
2

Sujeto a: h(xj)B = tj − ξj j = 1, 2, ..., N.

(2.10)
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donde h(xj) = [g(w1 · xj + b1)...g(wL · xj + bL)]T y ξj el vector de error de salida para la

entrada xj definido como ξj = [ξj,1, ξj,2, ..., ξj,m]T .

La solución del problema de optimización de la ecuación 2.10 conduce a dos for-

mas distintas del algoritmo ELM, las cuales están indicadas tanto para problemas de

clasificación como de regresión. Ahora bien, con base en el teorema de Karush-Kunh-

Tucker (KKT) (Suárez, 2016), resolver el problema dado por 2.10 equivale a encontrar

la solución del siguiente problema de optimización

LDELM =
1

2
‖B‖2

2 + C
1

2

N∑
j=1

‖ξj‖2 −
N∑
j=1

m∑
i=1

αj,i(h(xj)βi − tj,i + ξj,i) (2.11)

donde αj,i para j = 1, 2, ..., N e i = 1, 2, ...,m, son los denominados multiplicadores

de Lagrange y βi = [βi,1, βi,2, ..., βi,m]T es el vector de pesos entre la capa oculta y el

i-ésimo nodo de salida, que a su vez es la i-ésima fila de la matriz B presentada en la

ecuación 2.4 (Deng et al., 2009; Huang et al., 2012).

A continuación, se aplican las condiciones de KKT:

∂LDELM
∂βi

= 0→ βi =
N∑
j=1

αj,ih(xj)T → B = HTA (2.12)

∂LDELM
∂ξj

= 0→ αj = Cξj j = 1, 2, ..., N (2.13)

∂LDELM
∂αj

= 0→ h(xj)B− tj + ξj = 0 j = 1, 2, ..., N. (2.14)

donde αj = [αj,1, αj,2, ..., αj,m]T y A = [α1,α2, ...,αj, ...,αN ]T .

Las ecuaciones 2.12 y 2.13 son resultado de aplicar la primera condición KKT y

la ecuación 2.14 el resultado de aplicar la denominada condición complementaria (se-

gunda condición KKT). Con base en estos resultados, se pueden obtener dos solu-

ciones diferentes atendiendo a criterios de eficiencia y al tamaño del conjunto de en-

trenamiento:

• Caso 1: Para pequeños conjuntos de entrenamiento

Si se sustituye 2.12 y 2.13 en 2.14 entonces

(
I
C

+ HHT

)
A = T. (2.15)
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Ahora, a partir de 2.12 y 2.15 se obtiene

B = HT

(
I
C

+ HHT

)−1

T (2.16)

• Caso 2: Para grandes conjuntos de entrenamiento

Si el número de muestras de entrenamiento es mucho más grande que la dimen-

sionalidad del mapeo del espacio de características, esto es, N > L se tiene la

siguiente solución alternativa.

De las expresiones 2.12 y 2.13 se puede encontrar que

B = CHTE con E = [ξ1, ξ2, ..., ξN ]T (2.17)

E =
1

C
(HT )†B (2.18)

Finalmente, sustituyendo 2.18 en 2.14 se tiene

HB− T +
1

C
(HT )†B = 0 (2.19)

HT

(
H +

1

C
(HT )†

)
B = HTT (2.20)

B =

(
I
C

+ HTH
)−1

HTT (2.21)

En teoría, no existe ningún requerimiento especifico en relación al conjunto de en-

trenamiento, puesto que las expresiones 2.16 y 2.21 pueden usarse sin importar el

número de muestras. Sin embargo, el costo computacional de estas dos soluciones

es muy diferente dependiendo de N . (Huang et al., 2012). En este sentido, seria im-

práctico abordar aplicaciones en las que N � L utilizando la solución 2.16 ya que

involucraría la inversión de una matriz de tamaño N × N . Para este tipo de aplica-

ciones es mucho más indicado el uso de la solución 2.21 que involucra la inversión de

una matriz de tamaño L× L.
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La solución regularizada de ELM para grandes conjuntos de entrenamiento supone

un importante adelanto en términos de generalización respecto a la solución original

de ELM y otras variantes (incluso más recientes) que se derivan de esta última (Deng

et al., 2009), como por ejemplo: Incremental ELM (I-ELM) (Huang et al., 2008), On

Line Secuential (OS-ELM) (Liang et al., 2006) y QR Factorization Based Incremental-

ELM (QRI-ELM) (Ye y Qin, 2015). Por estas razones, en las fases experimentales de

esta investigación se utiliza la solución planteada en la ecuación 2.21 para hacer las

respectivas comparaciones.

2.3.2 Entrenamiento de una red ELM

El algoritmo ELM para entrenamiento de redes SLFN se presenta en la tabla 2.2.

Entradas: η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm}Nj=1 → Conjunto de datos
L→ Número de nodos ocultos
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
B→ Solución de ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i =
1, 2, ..., L.

2 Calcular la matriz de salidas de la capa oculta H
3 Calcular los pesos de salida B con las expresiones 2.16 o 2.21

dependiendo del respectivo caso.

Tabla 2.2. Entrenamiento de un modelo ELM

Para garantizar la capacidad de aproximación universal de la red ELM, las funciones

de activación g(.) de los nodos ocultos deben ser no lineales y continúas definidas a

trozos (ver teorema 2.3.2).

En lo que respecta a la constante de regularización C, la importancia de este pa-

rámetro no solo está relacionada con el rendimiento en términos de generalización,

sino que también hace que el entrenamiento sea más estable numéricamente dado

que un apropiado valor asegura que las matrices a invertir sean definidas positivas

(Huang et al., 2015a). En la práctica el valor de C se ajusta usando técnicas de prueba

y ensayo generalmente basadas en validación cruzada (Kokkinos y Margaritis, 2018).

Es importante destacar que estas técnicas requieren mediciones de rendimiento sobre

conjuntos de prueba y como tal están estrechamente relacionadas con la aplicación,

más adelante en la sección 2.4 cuando se considere a ELM en el contexto de la clasifi-
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cación se expondrán algunas de las medidas de rendimiento más importantes en este

campo y además algunas de las técnicas de validación cruzada más utilizadas en la

práctica.

2.3.3 OS-ELM (Online Sequential-ELM)

ELM es un algoritmo que trabaja en lote, esto es, que asume tener todas las muestras

de entrenamiento disponibles previamente, por lo que su utilización no está indicada

para aplicaciones en las que los datos se presenten de forma secuencial. Buscando

superar este inconveniente Liang et al. (2006) propuso el algoritmo OS-ELM, el cual es

una implementación secuencial de la versión original de ELM que puede trabajar por

muestras o por bloques de muestras.

En la formulación de OS-ELM se considera que rank(H) = L. Bajo esta condición

HTH es no singular y H† = (HTH)−1HT , con lo que se puede reescribir la ecuación 2.9

como

B̂ = (HTH)−1HTT. (2.22)

El algoritmo OS-ELM termina siendo el resultado de implementar secuencialmente

la ecuación 2.22; se trata de un procedimiento que consta de dos fases: fase de inicia-

lización y fase de aprendizaje secuencial. Para los casos en que la matriz HTH tienda

a ser singular, esto puede evitarse seleccionando un número de nodos ocultos L más

pequeño o aumentando el número de datos utilizados en la fase de inicialización.

En la fase de inicialización se selecciona un conjunto de N0 muestras, con las

que se calcula "la matriz de salida inicial de la capa oculta" H0. Para asegurar que

rank(H0) = L, el número de muestras distintas requeridas para conformar H0 debe ser

al menos igual al número de neuronas ocultas L, en los casos en que las muestras no

sean distintas, deben seleccionarse más muestras. La fase de inicialización termina

con la obtención de una matriz de pesos de salida inicial B0 y en seguida comienza la

fase de aprendizaje, encargada de actualizar los pesos de salida tomando las mues-

tras de entrada una a una o por bloques (el tamaño de cada bloque puede variar entre

uno y otro). El procedimiento general que sigue OS-ELM para entrenar una red SLFN

estándar se presenta en el anexo A.
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2.3.4 Propiedades de las Redes ELM

A continuación, se revisan algunos resultados teóricos referentes a las redes ELM,

entre los que se incluyen aquellos relacionados con la teoría de interpolación, la ca-

pacidad de aproximación universal y la capacidad de clasificación universal.

Teoría de interpolación

Huang et al. (2006) prueba rigurosamente que dado cualquier conjunto de entrena-

miento, siempre existirá una red ELM con funciones de activación infinitamente difer-

enciables, que asocie los patrones con un error de salida (en el sentido del error cua-

drático medio) lo suficientemente pequeño. Y Además, que el número de nodos ocultos

de dicha red, no es mayor al número de muestras de entrenamiento distintas y, en el

caso de que el número de nodos ocultos sea igual al número de muestras distintas,

con probabilidad uno, el error de entrenamiento será cero. Estos resultados se unifican

y se enuncian formalmente en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1 Dado un valor positivo ε > 0 arbitrariamente pequeño, una función de

activación g : R → R infinitamente diferenciable en cualquier intervalo y N muestras

distintas (xj, tj) ∈ Rn×Rm seleccionadas de forma arbitraria, existe L < N tal que para

cada par {wi, bi}Li=1 generados aleatoriamente a partir de cualquier intervalo Rn×R de

acuerdo con cualquier función de probabilidad continua, con probabilidad uno, ||HB −
T|| < ε. Mas aún, si L = N , con probabilidad uno ||HB−T|| = 0 (Huang et al., 2015a).

Por consiguiente, desde la perspectiva de la teoría de interpolación, ELM puede

ajustar cualquier conjunto de entrenamiento, siempre y cuando el número de nodos

ocultos de la red sea lo suficientemente grande.

Capacidad de aproximación universal

Un modelo ELM con arquitectura de red fija, en la que los pesos de salida son de-

terminados a través de mínimos cuadrados, mantiene su capacidad de aproximación

universal pese a seleccionar aleatoriamente sus pesos y bias ocultos. Este resultado

se formaliza a continuación:

Teorema 2.3.2 Dada una función g : R → R continua a trozos y no constante, si

el espacio generado {G(x,w, b) : (w, b) ∈ Rn × R} es denso en L2, para cualquier
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función objetivo f continua y cualquier secuencia {gL(x) = G(x,wL, bL)} generada

aleatoriamente en base a una distribución continua, limL→∞‖f − fL‖ = 0 se mantiene

con probabilidad uno si los pesos de salida βi se determinan por mínimos cuadrados

para minimizar ‖f(x)−
∑L

i=1 βigi(x)‖ (Huang y Chen, 2007, 2008).

Con base en el teorema 2.3.2, no es necesario que las funciones de activación sean

continuas y diferenciables. Por consiguiente, la mayoría de las funciones de activación

usadas en la práctica cumplen con la condición de aproximación universal, incluyendo

a la función escalón (Huang et al., 2015a).

Capacidad de clasificación universal

Teniendo en cuenta que una red ELM puede aproximar cualquier función continua,

puede demostrarse también que es capaz de aprender a definir regiones arbitrarias

por medio de un hiperplano de decisión, como lo afirma el teorema 2.3.3.

Teorema 2.3.3 Dado cualquier mapeo h(x) del espacio de características, si h(x) es

denso en C(Rn) o en C(Ω) donde Ω es un conjunto compacto de Rn, entonces una red

SLFN estándar con mapeo h(x) aleatorio en la capa oculta, puede separar arbitraria-

mente regiones disyuntas de cualquier forma en Rn o Ω (Huang et al., 2012).

Lo que el teorema 2.3.3 establece básicamente es que una red ELM puede apro-

ximar cualquier frontera de decisión compleja en clasificación, si se garantiza que el

número de nodos ocultos sea lo suficientemente grande (Huang et al., 2015a).

2.4 ELM para aplicaciones de clasificación

Por lo general, en aplicaciones de clasificación se utilizan conjuntos de entrenamiento

η = {{(xj, ζj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, ζj ∈ {1, 2, ...,m}} donde ζj es una variable de tipo categórico

que representa la clase actual de la entrada xj. Teniendo en cuenta que ELM no puede

tratar este tipo de variables, es necesario asegurar (independientemente del preproce-

samiento de los datos) que cada ζj sea codificada adecuadamente para obtener las

salidas deseadas tj ∈ Rm. Comúnmente este proceso se lleva a cabo siguiendo la

siguiente codificación
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tj,v =


1 si v = ζj

0 si v 6= ζj

v = 1, 2, ...,m j = 1, 2, ..., N, (2.23)

las salidas deseadas creadas con esta codificación son vectores unitarios para cada

clase, los cuales son ortogonales a los vectores de otras clases, de tal modo que la

independencia se mantiene.

Una vez el conjunto de entrenamiento ha sido codificado completamente se pro-

cede a entrenar un modelo ELM, el cual habiendo sido entrenado y estando en modo

de ejecución puede usarse para predecir la categoría a la cual pertenece una muestra

dada. Esto se realiza utilizando una función de decisión. Usualmente la función de

decisión es tal que si (x, ζ(a)) es un patrón de prueba, entonces la clase predicha ζ(p)

esta dada por

ζ(p) = arg max
v ∈ {1, 2, ...,m} yv (2.24)

donde arg max es una función que determina el índice del máximo elemento y yv es el

v-ésimo componente de fL(x) = [y1, y2, ..., ym], siendo fL(x) el vector de salidas de la

red ELM que se obtiene usando la ecuación 2.3.

El procedimiento para entrenar un modelo ELM para clasificación o clasificador ELM

se presenta en la tabla 2.3 y su configuración en modo de ejecución se ilustra en la

figura 2.5.

Entradas: ηc = {{(xj, tj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, ζj ∈ {1, 2, ...,m} → Conjunto de
datos
L→ Número de nodos ocultos
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
B→ Solución de ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Obtener las salidas deseadas tj = [tj,1 tj,2 ... tj,m]
T codifi-

cando ζj de acuerdo con

tj,v =

{
1 si v = ζj

0 si v 6= ζj
v = 1, 2, ...,m j = 1, 2, ..., N,

2 Dado η = {{(xj, tj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, tj ∈ Rm}, entrenar un modelo
ELM (proceso especificado en la tabla 2.2).

Tabla 2.3. Entrenamiento de un clasificador ELM
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Modelo ELM

Función de decisión

Figura 2.5. Esquema general de un clasificador ELM

Por otro lado, durante el entrenamiento de un clasificador ELM resulta conveniente

sacrificar el rendimiento sobre los datos del conjunto de entrenamiento en procura de

mejorar la generalización del modelo, esto se logra seleccionando adecuadamente el

valor de la constante de regularización C. En la práctica dicha selección se realiza

utilizando técnicas de validación cruzada cuya idea fundamental consiste en dividir

el conjunto de datos en dos subconjuntos; uno para entrenar (conjunto de entrena-

miento) y otro para evaluar el rendimiento de múltiples modelos (conjunto de valida-

ción) obtenidos como resultado de probar distintos valores de C; una vez todos los

modelos hayan sido evaluados se procede a seleccionar el de mejor rendimiento.

Es importante tener en cuenta que los conjuntos de entrenamiento y validación

intervienen en el ajuste y selección del modelo final, por lo que no resultan indicados

para evaluar su generalización. No se debe olvidar que el fin último en el entrenamiento

de una red neuronal es que ésta generalice, es decir que aprenda a dar respuesta a

patrones nunca antes vistos en el entrenamiento, por lo que posterior a un proceso

de validación cruzada se debe considerar un tercer conjunto de datos (conjunto de

prueba), que permita medir el rendimiento del modelo ante patrones desconocidos, en

otras palabras, que permita evaluar su generalización.

Antes de presentar formalmente las técnicas de validación cruzada más habituales

en la práctica, vale la pena revisar algunas de las medidas de rendimiento más impor-

tantes en el contexto de la clasificación de patrones.
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2.5 Medidas de rendimiento en clasificación

Las medidas de rendimiento de un modelo de clasificación se basan en los concep-

tos de error y acierto. Se habla de un acierto en clasificación cuando dado un patrón

de prueba (x, ζ(a)) la clase predicha ζ(p) coincide con la clase actual ζ(a), en caso con-

trario se habla de un error de clasificación. La información para calcular las medidas de

rendimiento se obtiene utilizando un conjunto de prueba, en la práctica resulta útil orga-

nizar dicha información en un arreglo denominado matriz de confusión, el cual muestra

el número de errores y aciertos en función de la clase actual y la clase predicha. En

la figura 2.6 se presentan dos matrices de confusión una relacionada con un problema

de clasificación binario y otra relacionada con un problema de clasificación multiclase.

Ahora bien, en aquellos casos en los que cualquier error tiene la misma importan-

cia, el número total de errores observados puede ser un indicador de que tan bien

trabaja un clasificador. Este enfoque se basa en la exactitud (ACC) como indicador

de rendimiento y su definición esta dada por la razón entre el número de aciertos y el

número total de muestras

Hierba

D
e
sv

.
E

st
á
n
d
a
r

0.55 1.38 0.79 0 0.56 0 1.46

0.59 1.46 0.91 0 0.5 0 1.24

MEC-ELM

ELM

9
8
.8

1

9
8
.8

6

9
3 9
3
.1

9

9
3
.0

5

9
3
.1

4

1
0
0

1
0
0

9
7
.9

9
7
.9

7

1
0
0

1
0
0

8
8
.7

8

8
9
.5

1

P
re

ci
si

ó
n
  
(%

)

82
84
86
88
90
92
94
96
98

100
102

Ladrillo Cielo Follaje Cemento Ventana Camino

Referencia

P
re

d
ic

ci
ó

n

Clase actual o referencia

C
la

se
 p

re
d

ic
h

a
 o

 p
re

d
ic

ci
ó

n

Hierba

D
e
sv

.
E

st
á
n
d
a
r

0.55 1.38 0.79 0 0.56 0 1.46

0.59 1.46 0.91 0 0.5 0 1.24

MEC-ELM

ELM

9
8
.8

1

9
8
.8

6

9
3 9
3
.1

9

9
3
.0

5

9
3
.1

4

1
0
0

1
0
0

9
7
.9

9
7
.9

7

1
0
0

1
0
0

8
8
.7

8

8
9
.5

1

P
re

ci
si

ó
n
  
(%

)

82
84
86
88
90
92
94
96
98

100
102

Ladrillo Cielo Follaje Cemento Ventana Camino

Referencia

P
re

d
ic

ci
ó

n

Clase actual o referencia

C
la

se
 p

re
d

ic
h

a
 o

 p
re

d
ic

ci
ó

n

a) b)

Figura 2.6. Matrices de confusión: a) Clasificación binaria b) Clasificación multiclase

ACC =
Numero de aciertos

Numero total de muestras
(2.25)

o equivalentemente, en aplicaciones de clasificación binaria
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ACC =
aV N + aV P

aV N + aV P + aFP + aFN
(2.26)

donde:

aV N : número de aciertos de clase negativa (Verdaderos Negativos).

aV P : número de aciertos de clase positiva (Verdaderos Positivos).

aFP : número de errores clasificados como positivos (Falsos Positivos).

aFN : número de errores clasificados como negativos (Falsos Negativos).

La exactitud tiene desventajas en cuanto a que esta medida depende de la dis-

tribución de las clases en el conjunto de prueba y además por que no considera las

diferencias entre los diferentes tipos de errores y aciertos.

Por otra parte, la mayoría de las medidas de rendimiento están definidas para eva-

luar modelos de clasificación binarios, esto no es un inconveniente cuando se trata de

problemas multiclase puesto que este tipo de aplicaciones puede presentarse como

una serie de problemas binarios, de modo que podría elegirse una (pueden ser varias)

clase objetivo como clase positiva y las clases restantes serian la clase negativa. Por

lo anterior, las medidas de rendimiento presentadas a continuación se definen única-

mente para problemas de dos clases. Algunas de las medidas más sobresalientes en

clasificación son:

Sensibilidad (SEN ): llamada también razón de éxitos

SEN =
aV P

aV P + aFN
. (2.27)

Especificidad (ESP ): o razón de verdaderos negativos

ESP =
aV N

aV N + aFP
. (2.28)

Precisión (PRE):

PRE =
aV P

aV P + aFP
. (2.29)

Área bajo la curva ROC (AUC): La curva ROC es un gráfico que relaciona los

verdaderos positivos (sensibilidad) con los falsos positivos (1-especificidad) para dife-

rentes umbrales de discriminación. En la Figura 2.7 se muestra una curva ROC típica,

donde la línea diagonal punteada (línea de no discriminación) representa la curva de

un clasificador cuyo rendimiento no se diferencia al del azar. Nótese además que el
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modelo ideal (perfecta clasificación) está representado por un punto en la esquina su-

perior Izquierda.

S
e

n
si

b
ili

d
a

d

1-Especificidad

0
0

0.5

0.5

1

1

Clasificación
perfecta

Linea de no discriminación
Curva ROC típica

Figura 2.7. Curvas en el espacio ROC

Para obtener la curva ROC de un clasificador ELM es necesario incorporar una

función de salida continua que permita calcular (para cada muestra) la probabilidad de

pertenencia a la clase positiva. De modo que la pertenencia a una clase u otra se

determina estableciendo un umbral el cual puede variarse para obtener los diferentes

puntos de la curva ROC. Ahora bien, el área bajo la curva obtenida es un indicador

poderoso del rendimiento de un clasificador, de tal forma que entre más cercano a uno

sea el valor de AUC mejor será el rendimiento.

2.6 Técnicas de validación cruzada

Dependiendo del valor de los parámetros (L,C) se pueden obtener múltiples modelos

entre los que se debe seleccionar el que ofrezca el mejor rendimiento, esto general-

mente se realiza utilizando técnicas de validación cruzada. La idea fundamental detrás

de estas técnicas gira en torno al método de retención ("hold out") que consiste en di-

vidir el conjunto de entrenamiento en dos subconjuntos; el primer subconjunto es para

ajustar los pesos y bias del modelo, por lo que vuelve a tomar el nombre de conjunto de

entrenamiento y el segundo subconjunto es para llevar a cabo un proceso de validación

que consiste en seleccionar el modelo de mejor rendimiento entre múltiples modelos

obtenidos con distintas configuraciones (C,L), denominado conjunto de validación. En
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el anexo B se presenta el proceso de entrenamiento de un clasificador ELM utilizando

el método de retención con R valores de C y un único valor de L.

El método de retención es la técnica más simple de validación cruzada, a partir

de la cual se derivan otras variantes como la validación cruzada de k iteraciones ("k-

fold cross validation") y la técnica de dejar uno fuera ("leave one out"). El uso de

estas técnicas en el entrenamiento de redes ELM requiere un manejo adecuado del

costo computacional, esto implica la reutilización de las matrices que intervienen en

el cálculo de las posibles soluciones, un tratado acerca de esta temática puede ser

encontrado en el trabajo de Kokkinos y Margaritis (2018).

2.6.1 Validación cruzada con k iteraciones

La validación cruzada con k iteraciones es un procedimiento que consiste en dividir

el conjunto de entrenamiento en k subconjuntos o particiones. Posteriormente se uti-

lizan (k − 1) particiones para entrenar y la partición restante se utiliza para validar el

rendimiento de los modelos obtenidos al probar las distintas configuraciones de pará-

metros. De modo que por cada configuración (L,C) se obtienen k modelos diferentes,

cada uno entrenado con una combinación diferente de (k − 1) particiones. Luego por

cada configuración se promedia el rendimiento de los k modelos obtenidos y se se-

lecciona la que en promedio tenga el mejor rendimiento. El modelo final se obtiene

entrenando con todo el conjunto de entrenamiento y utilizando la configuración de pa-

rámetros seleccionada (Hastie et al., 2009). En el anexo C se presenta el proceso

de entrenamiento de un clasificador ELM con validación cruzada de k iteraciones uti-

lizando diferentes valores de C y un valor de L.

2.6.2 Técnica de dejar uno fuera

Consiste en entrenar utilizando todas las muestras de entrenamiento excepto una (N−
1), la muestra faltante es usada para validar. De modo que por cada configuración de

parámetros se obtienen N modelos validados con una muestra diferente (suponiendo

que las muestras de entrenamiento son distintas entre sí). El modelo final se crea

utilizando la configuración con el mejor rendimiento promedio (Hastie et al., 2009).

Se trata de una técnica de validación cruzada computacionalmente costosa (la más

extrema de todas) e inviable en aplicaciones con grandes conjuntos de entrenamiento,

por lo que su utilización no se considera en este trabajo de investigación.
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2.7 Consideraciones en relación a "Big Data"

Estamos en la época del "Big Data". Diariamente inmensas cantidades de datos son

generados y compartidos por las empresas, las administraciones públicas y numerosos

sectores industriales, investigativos y sin ánimo de lucro. Estos datos incluyen desde

contenido textual (estructurado, semiestructurado y no estructurado), hasta contenido

multimedia (videos, imágenes, audio) en una multiplicidad de plataformas, entre és-

tas: comunicaciones máquina a máquina, redes sociales, redes de sensores, sistemas

físicos e Internet de las cosas (Sivarajah et al., 2017). Este fenómeno tiene unas pro-

porciones gigantescas, a nivel ilustrativo se puede señalar que desde el inicio de la

historia hasta 2003, la humanidad produjo aproximadamente 5 exabytes (es decir, 5

mil millones de gigabytes) de información y en 2011 ya se creaba la misma cantidad

de información cada dos días (Gil, 2016). Esta tendencia, junto a todos los aspectos

relacionados con la captura, almacenamiento, representación, análisis y manejo de los

datos se enmarcan dentro de lo que se conoce actualmente como "Big Data" o BD

(Wang et al., 2016).

El impacto de BD en todos los aspectos de la sociedad moderna es enorme (influye

por ejemplo en decisiones estatales, comerciales y medicas), razón por la cual recibe

mucha atención por parte de investigadores pertenecientes a diversas disciplinas en-

tre las que se incluyen las ciencias naturales, la ingeniería e incluso el arte y las hu-

manidades. Lo anterior evidencia el enorme valor de uso que trae consigo BD, valor

que se extrae a través de los procesos de descubrimiento, integración y explotación

de los datos y que juega un papel preponderante a la hora de tomar decisiones en

diversos entornos. Para muestra, el instituto Mckinsey reportó que más del 50% entre

560 importantes empresas consideran que BD contribuye enormemente al incremento

de la eficiencia operacional, a la selección de las directrices estratégicas y a brindar un

mejor servicio a los clientes (Wang et al., 2016).

Es importante destacar que BD como una disciplina de investigación está todavía

en evolución y una definición comprensible del fenómeno aún no se ha establecido

plenamente, empezando por que el concepto "big" (en referencia a masivas canti-

dades) es problemático, dado que un conjunto de entrenamiento que puede parecer

actualmente masivo, con seguridad, parecerá de dimensiones pequeñas en el futuro

cercano, además en la práctica, no necesariamente un conjunto de datos extenso es

complejo, así como tampoco un pequeño conjunto de datos obligatoriamente es simple.

De modo que las características de los datos a tratar resultan un factor determinante
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a la hora de definir lo que son o no son "masivas cantidades". Pese a todo esto, hoy

en día BD es una realidad con resultados tangibles e importantes proyecciones hacia

el futuro (Sivarajah et al., 2017).

2.7.1 Concepto y características de BD

Más que definir BD en términos de talla (gigabytes, terabytes, pentabytes) el concepto

de BD usualmente se aborda desde diferentes perspectivas (orientadas a producto,

proceso, cognición y movimiento social), por su carácter técnico, aquí se destacan

la perspectiva orientada a producto y la perspectiva orientada a procesos. La primera

enfatiza en las características de los datos y la segunda destaca la novedad de los pro-

cesos requeridos e involucrados en el almacenamiento, gestión, agrupación, búsqueda

y análisis de los datos.

En la literatura se pueden encontrar varias propuestas que buscan definir las carac-

terísticas esenciales de BD. El enfoque más común se distingue como 3Vs en alusión

al Volumen, la Velocidad y la Variedad de los datos. Sin embargo, algunos gigantes de

la industria tecnológica han propuesto otras: IBM propone como cuarta característica

a la Veracidad, SAS por su parte agrego dos más; laVariabilidad y la Complejidad y

Oracle introdujo una última referida como Valor (Sivarajah et al., 2017). Así entonces,

desde la perspectiva orientada a producto, se define BD como un conjunto de datos

que posee las siguientes características:

• Volumen: BD implica recoger, almacenar y tratar grandes cantidades de datos

y metadatos en un volumen tan grande que no pueden ser analizados mediante

herramientas y procesos tradicionales. Tales cantidades implican un reto puesto

que se hace necesario desarrollar nuevas tecnologías para almacenamiento,

acceso, y custodia de los datos.

• Velocidad: la velocidad a la que se crean y procesan los datos está en con-

tinuo aumento, y con frecuencia para las organizaciones es importante poder

analizarlos de forma muy rápida, incluso en tiempo real, algo que en ocasiones

es imposible con los sistemas tradicionales. BD requiere transferir datos de forma

económica y eficiente, y así se pueden analizar tanto los datos dinámicos que se

van creando, como los datos estáticos o históricos que ya han sido almacenados

de forma previa. Por ejemplo, el análisis de datos en tiempo real puede ayudar a
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predecir la intensidad y la trayectoria de huracanes, para predecir dónde puede

presentarse un desastre con horas o incluso días de antelación.

• Variedad: el enorme volumen de datos no es consistente, estos no siguen un

modelo o formato especifico, si no que se capturan en formas diferentes y desde

diversas fuentes. Así entones, la heterogeneidad en los datos, entendida como

una propiedad natural de BD, exige desarrollar novedosos sistemas que permi-

tan tratar conjuntos de datos a pesar de que no se encuentren almacenados en

ficheros con la misma estructura.

• Veracidad: sean las fuentes estructuradas o no, siempre existen factores que

pueden hacer que los datos recolectados no sean fiables, por ejemplo, las opi-

niones de los clientes en las redes sociales o en la web, pueden en su mayoría

no ser claras y precisas dada la interacción humana. Sin embargo, como fuente

de información, la web resulta ser una herramienta de innegable importancia. Por

tanto, tratar con datos imprecisos es otra faceta de BD y el cómo abordarla, nece-

sariamente implica realizar esfuerzos investigativos a fin de mejorar las actuales

herramientas para manejo y minería de datos.

• Valor: la finalidad última de los procesos de BD es crear valor, ya sea entendido

como oportunidades económicas o como innovación. Sin él, los esfuerzos dejan

de tener sentido.

Ahora bien, evidentemente cada una de las características de BD impone desafíos

en materia de investigación, infraestructura y procesos. Por tanto, también puede

definirse BD en función de una necesidad tecnológica que surge cuando la aplicación

normal de la tecnología actual, no permite a los usuarios obtener respuestas oportu-

nas, rentables y de calidad a preguntas basadas en datos. En este sentido y desde

la perspectiva orientada a procesos, se hace referencia a BD, como a un conjunto de

datos cuyo tamaño extremadamente grande, obliga a mirar más allá de los métodos

probados y verdaderos que prevalecen en la actualidad, a fin de lograr su almace-

namiento, gestión, agrupación, búsqueda y análisis.

2.7.2 ELM en aplicaciones de Big Data

Desarrollar métodos de entrenamiento para redes SLFN tomando como base los prin-

cipios que rigen el funcionamiento de ELM, resulta ser una opción muy atractiva en lo
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que respecta al procesamiento de BD y, en general para resolver problemas que in-

volucran grandes conjuntos de entrenamiento. No obstante, ELM enfrenta importantes

desafíos a la hora de realizar tales tareas.

El desafío más importante que enfrenta ELM de cara a resolver eficazmente pro-

blemas de BD, está relacionado con la necesidad de invertir grandes matrices y, se

debe al elevado número de neuronas requeridas en la capa oculta, lo cual además

de causar problemas de almacenamiento y limitaciones de naturaleza computacional,

ocasiona también problemas de estabilidad. Para superar estas dificultades se han

planteado una serie de mejoras a nivel funcional y de implementación. A continuación,

se describen algunas de las más destacadas.

• Mejoras en relación a la estabilidad: calcular los pesos de salida de una red

ELM equivale a resolver un problema de mínimos cuadrados o regresión con-

traída ("Rigde Regretion") donde se invierten matrices de N × N o L × L. La

estabilidad en este proceso puede manejarse seleccionando apropiadamente el

valor de C para asegurar que las matrices a invertir
( I
C

+ HHT
)

o
( I
C

+ HTH
)

sean definidas positivas. Sin embargo, seleccionar un valor C muy grande puede

generar mayores errores de predicción (Huang et al., 2015a). Una forma de mejo-

rar la estabilidad sin sacrificar considerablemente la precisión consiste en hacer

un mapeo más adecuado en la capa oculta. Wang et al. (2011) prueban que para

ciertas funciones de activación (funciones de base radial) existe un conjunto de

pesos de entrada, tales que H es de rango columna completo o rango fila com-

pleto, con lo que proponen un algoritmo que remplaza el mapeo aleatorio de ELM

y mejora la estabilidad en el cálculo de los pesos de salida. Posteriormente este

algoritmo se extendió a redes con funciones de activación sigmoidal (Chen et al.,

2013).

• Entrenamiento dinámico: en esta categoría se incluyen todos aquellos algorit-

mos que buscan mejorar la compactividad de la red mediante la creación, elimi-

nación o reemplazo de neuronas ocultas durante el entrenamiento. Estos algo-

ritmos intentan evitar neuronas irrelevantes en la capa oculta que puedan causar

problemas de sobre ajuste debido a ruido y datos correlacionados. Se destacan

variantes importantes de ELM como por ejemplo OP-ELM (Miche et al., 2010),

Incremental ELM (I-ELM) (Huang et al., 2008), Sparse Bayesian-ELM (Luo et al.,

2014) y QR Factorization Based Incremental-ELM (QRI-ELM) (Ye y Qin, 2015).
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• Reducción usando algoritmos de gradiente: Yu y Deng (2012) proponen dis-

minuir el tamaño de la capa oculta haciendo uso del algoritmo de gradiente des-

cendiente. Los autores comprueban experimentalmente que la red requiere un

tamaño dieciséis veces menor y como tal un tiempo de prueba dieciséis veces

más corto en relación con el algoritmo ELM estándar. Aqlan et al. (2008) pro-

pone otra iniciativa similar que combina el algoritmo de Levenberg Marquart con

ELM.

• Métodos ELM basados en ensamblaje: dentro de esta categoría se incluyen

propuestas que consisten en dividir el conjunto de entrenamiento en múltiples

subconjuntos y entrenar con cada uno de estos una red ELM para posterior-

mente (usando todos los modelos obtenidos) estimar la salida general, esto bus-

cando superar problemas de sobre entrenamiento y a la vez reducir los tiempos

de prueba. Propuestas de este estilo pueden ser encontradas en los trabajos de

Liu y Wang (2010) y Cao et al. (2012).

• Implementaciones paralelas de ELM: para mejorar los tiempos de entrena-

miento y utilizar ELM en aplicaciones con grandes conjuntos de entrenamiento,

comúnmente se hace uso de técnicas de procesamiento paralelo. Varios esfuer-

zos investigativos se han realizado en este sentido, entre los cuales se destacan

aquellas propuestas que plantean usar técnicas basadas en MapReduce e im-

plementaciones GPU (Graphics Processing Unit).

MapReduce es un popular modelo de programación paralela diseñado para mane-

jar grandes conjuntos de datos (Kamal et al., 2016). Huang et al. (2016) por

ejemplo, presenta el diseño de un algoritmo paralelo de tipo secuencial basado

en este modelo para análisis y procesamiento de datos a gran escala llamado

Parallel Ensemble of Online Sequential- ELM.

Por su parte, las implementaciones GPU hacen referencia al uso de unidades

de procesamiento gráfico (GPU) en lugar de usar el procesador CPU (Central

Processing Unit) aprovechando el hecho de que el rendimiento de las tarjetas

de vídeo se ha incrementado mucho más rápido que el de los convencionales

computadores de escritorio (Heeswijk et al., 2011). Krawczyk (2016) propone

una metodología para implementar un algoritmo de este tipo usando la librería

cuBLAS (NVIDIA CUDA Basic Linear Algebra Subroutines), esto permite un sig-
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nificante incremento de velocidad en la realización de las operaciones que de-

mandan un mayor costo computacional, como por ejemplo el cálculo de la pseu-

doinversa. Otra iniciativa similar puede ser encontrada en el trabajo de Heeswijk

et al. (2011).

• Técnicas basadas en Cloud Computing: dado el crecimiento en el volumen y la

complejidad estructural de los datos involucrados en las aplicaciones modernas y,

teniendo en cuenta que no todos los usuarios disponen de procesamiento espe-

cializado, se han propuesto metodologías que buscan explotar los recursos que

brinda internet para potencializar el procesamiento con ELM. Una propuesta en

este sentido es la de Lin et al. (2013), en la que se plantea un mecanismo basado

en ELM para manejar procesamiento de datos a gran escala, se trata de una va-

riante llamada Partitioned-ELM que mejora significativamente el desempeño de

ELM mediante la exportación (hacia plataformas de computo especializadas) de

las operaciones matemáticas que demandan el mayor costo computacional. Los

resultados analíticos y experimentales muestran que Partitioned-ELM disminuye

considerablemente el tiempo de entrenamiento.





Capítulo 3

Máquina de entrenamiento comprimido basada
en ELM

Este capítulo articula los conceptos fundamentales bajo los cuales se desarrolla la

Máquina de entrenamiento comprimido basada en ELM o MEC-ELM. Este nuevo al-

goritmo de entrenamiento para redes SLFN actúa comprimiendo la información prove-

niente de la capa oculta por medio de un subconjunto de nodos de la misma capa,

permitiendo disminuir considerablemente la complejidad computacional en compara-

ción con la solución de ELM para grandes conjuntos de entrenamiento. Finalmente, se

presenta los resultados de una serie de pruebas preliminares relacionadas con clasifi-

cación de clases bidimensionales de distribución gaussiana.

3.1 Diseño matemático de MEC-ELM

Considérese inicialmente la solución óptima de ELM para el caso en que N > L, esto

es

B =

(
IL×L
C

+ HTH
)−1

HTT (3.1)

y un conjunto de patrones ηQ = {{(xj,hj)}Nj=1|xj ∈ Rn,hj ∈ RL} tal que

H =
[
h1 h2 ... hj ... hN

]T
. (3.2)

Entonces, con base en el teorema 2.3.1, las muestras del conjunto de entrena-

miento ηQ pueden ser aproximadas tanto como se desee usando un segundo modelo

ELM de q nodos ocultos. Por simplicidad, en adelante los nodos ocultos de este se-

gundo modelo serán referidos como nodos de compresión. Por lo tanto, siempre exis-

tirá un modelo ELM auxiliar tal que:
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||QD− H|| ≤ ε0 (3.3)

donde Q ∈ RN×q es la matriz de salida de los nodos de compresión, D ∈ Rq×L la matriz

de pesos de salida de los nodos de compresión y ε0 un valor real positivo tan pequeño

como se quiera. La configuración propuesta se presenta en la figura 3.1.

q+1

q

’ ’q+1

’ ’ ’ ’ ’

1 2 q

Salida deseada T Salida deseada H

H Q

Nodos ocultos

Nodos de compresión 
Red SLFN Auxiliar

Pesos y bias aleatorios

B Pesos de salida
Pesos de salida de los 
nodos de compresión.D

Figura 3.1. Configuración propuesta para el diseño de MEC-ELM

Ahora bien, con base en la ecuación 3.3 se tiene que, si ε0 tiende a cero, entonces

(QD)TH tiende a HTH, de modo que la ecuación 3.1 se puede reescribir como

B =

(
IL×L
C

+
∣∣∣(QD)TH

∣∣∣
ε0→0

)−1

HTT. (3.4)

Adicionalmente, la ecuación 3.4 sugiere que se pueden seleccionar un conjunto de

nodos de compresión que permitan comprimir la información proveniente de la capa

oculta de un modelo ELM en función de la matriz de pesos D, para calcular una apro-

ximación de la solución B planteada en 3.1, como sigue

B ≈
(

IL×L
C

+
∣∣∣(QD)TH

∣∣∣
ε0→ε

)−1

HTT (3.5)

donde ε es un número arbitrariamente pequeño. Más aún, si se tiene en cuenta que el

teorema 2.3.1 garantiza que siempre existirá un conjunto de q ≤ N nodos de compre-

sión seleccionados aleatoriamente que satisfagan la ecuación 3.3, se puede plantear

una solución Bε dado cualquier valor ε, tal que
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Bε =

(
IL×L
C

+ (QD)TH
)−1

HTT (3.6)

o equivalentemente

Bε = V−1HTT, (3.7)

donde

V =
IL×L
C

+ DT Iq×qQTH. (3.8)

Posteriormente, aplicando la fórmula de inversión matricial de Woodbundry1 a la

ecuación 3.8, de modo que U = DT y W = QTH y, teniendo en cuenta que en dicha

fórmula A y C son matrices identidad de diferentes tamaños, se tiene que:

V−1 = CIL×L − C2DT
(

Iq×q + CQTHDT
)−1

QTH

= CIL×L − CDT

(
Iq×q
C

+ QTHDT

)−1

QTH.
(3.9)

Y finalmente, al remplazar la ecuación 3.9 en la ecuación 3.7 se obtiene:

Bε = CHTT− CDT

(
Iq×q
C

+ QTHDT

)−1

QTHHTT. (3.10)

Ahora bien, para calcular la matriz de pesos de salida D de los nodos de compre-

sión, se plantea usar la solución original de ELM sobre el conjunto de entrenamiento

ηQ de modo que se minimice ||QD− H||. Por tanto, si Q† es la inversa generalizada de

More Penrose de la matriz Q, entonces

D = Q†H. (3.11)

Por otro lado, en forma similar a Tamura y Tateishi (1997) y Huang (2003), se puede

probar que para N muestras distintas, el rango de Q es q y por tanto que QTQ es no

singular. Esto permite calcular D como

D =
(

QTQ
)−1

QTH. (3.12)

La solución Bε con q nodos de compresión es una aproximación de la solución

óptima B de un modelo ELM con L nodos ocultos. En relación al número de nodos
1(A+ UCW )−1 = A−1 −A−1U(C−1 +WA−1U)−1WA−1
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de compresión, el teorema 2.3.1 garantiza que la matriz H puede ser aproximada sin

error usando la solución original de ELM con L = N nodos ocultos. Por lo tanto, el

teorema 2.3.1 también asegura la existencia de una solución Bε con q = N nodos de

compresión seleccionados aleatoriamente, tal que

Bε = B. (3.13)

No obstante, para que se satisfaga la ecuación 3.13, solo son necesarios q = L

nodos de compresión. Esto se puede comprobar fácilmente seleccionando como no-

dos de compresión los mismos nodos de la capa oculta. De esta forma q = L, Q = H,

D = ILxL y la ecuación 3.10 se reduce a la ecuación 3.1.

Lo anterior sugiere que los nodos de compresión deben seleccionarse entre los

nodos ocultos. Siguiendo esta idea la matriz de salidas de la capa oculta H puede ser

expresada como una matriz partida, esto es

H =
[
Hoc Ho

]
(3.14)

donde, Hoc ∈ RN×q es la matriz de salida de los nodos ocultos que a su vez son nodos

de compresión y Ho ∈ RN×(L−q) es la matriz de salida de los nodos ocultos que no son

nodos de compresión. Por tanto

Q = Hoc (3.15)

y la ecuación 3.12 puede reescribirse como

D =
(
HT
ocHoc

)−1
HT
oc

[
Hoc Ho

]
(3.16)

o equivalentemente

D =
[
Iq×q V−1

oc Woc

]
, (3.17)

donde

Voc = HT
ocHoc (3.18)

y

Woc = HT
ocHo. (3.19)
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Ahora, tomando QTH de la ecuación 3.12, pero de la forma presentada en 3.16,

para posteriormente hacer el producto entre HT
oc y la matriz partida H (de la ecuación

3.14), se puede definir una nueva matriz Z en función de las matrices Voc y Woc de las

ecuaciones 3.18 y 3.19 respectivamente, tal que:

Z = QTH =
[
Voc Woc

]
. (3.20)

En estos nuevos términos, la solución Bε planteada en la ecuación 3.10 se puede

reescribir como sigue

Bε = CW− CDT

(
Iq×q
C

+ ZDT

)−1

ZW, (3.21)

donde

W = HTT. (3.22)

3.2 MEC-ELM: modelo y entrenamiento

MEC-ELM es un algoritmo de entrenamiento para redes SLFN, en el que los pesos y

bias de la capa oculta se seleccionan aleatoriamente y los pesos de salida se calculan

en función de un subconjunto de nodos ocultos (llamados nodos de compresión) que

permiten comprimir la información proveniente de la capa oculta. Análogamente al

concepto de modelo ELM, se introduce el concepto de modelo MEC-ELM entendido

como una red SLFN entrenada con la máquina de aprendizaje comprimido basada

en ELM. De modo que, para una entrada arbitraria x ∈ Rn, la salida de un modelo

MEC-ELM con L nodos ocultos esta dada por

fL(x) =
L∑
i=1

β′ig(wi · x + bi) (3.23)

donde, wi =
[
wi,1 wi,2 ... wi,m

]T
es el vector de pesos entre la capa de entrada y el

i-ésimo nodo oculto, β′i =
[
β′i,1 β′i,2 ... β′i,m

]T
es el vector de pesos entre el i-ésimo

nodo oculto y la capa de salida, bi el bias del i-ésimo nodo oculto y, g(.) es la función

de activación de los nodos ocultos.

Nótese que la salida de un modelo MEC-ELM es igual a la de un modelo ELM, la

diferencia entre ambos tiene lugar cuando están operando en modo de entrenamiento.
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De modo que, dado un conjunto de entrenamiento η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm}, la

matriz de salida de la capa oculta H ∈ RN×L de un modelo MEC-ELM es exactamente

igual a la de un modelo ELM y se define según la ecuación 2.5.

El proceso de entrenamiento con MEC-ELM se especifica en la tabla 3.1, donde

Bε =
[
β′T1 β′T2 ... β′TL

]T
L×m

es la matriz de pesos de salida del modelo MEC-ELM o

solución MEC-ELM. Nótese en el paso 3, que las matrices D, W y Z se representan en

función de H, T y q, esto es

Entradas: η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm}Nj=1 → Conjunto de datos
L→ Número de nodos ocultos
q → Número de nodos de compresión (q ∈ ℵ, tal que q ≤ L)
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
Bε → Solución de MEC-ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i =
1, 2, ..., L.

2 Calcular la matriz de salidas de la capa oculta H
3 Calcular las matrices D, W y Z tales que [D,W,Z] = Ψ(H,T, q)

(procedimiento especificado en la tabla 3.2).
4 Calcular los pesos de salida Bε como:

Bε = CW− CDT
( I
C

+ ZDT
)−1

ZW

Tabla 3.1. Entrenamiento de un modelo MEC-ELM

[D,W,Z] = Ψ(H,T, q), (3.24)

donde T =
[
t1 t2 ... tN

]T
es la matriz de salidas deseadas y Ψ una función deno-

minada función auxiliar de MEC-ELM. La implementación de Ψ se presenta en la tabla

3.2.

En relación a la función auxiliar de MEC-ELM, cabe recordar que los nodos de

compresión se seleccionan como un subconjunto de los nodos ocultos, de modo que

debe distinguirse entre dos tipos de nodos ocultos: unos que a su vez también fun-

cionan como nodos de compresión (Hoc) y otros que únicamente son nodos ocultos

(Ho). Ahora bien, como se observa en la ecuación 3.14, las matrices Hoc y Ho son sub-

matrices de H, y por tanto al calcularse H, implícitamente también se calculan dichas

matrices, de modo que Hoc y Ho simplemente deben identificarse (como indica el paso

2 del procedimiento mostrado en la tabla 3.2), para esto únicamente se debe definir el
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número de nodos de compresión q y seleccionar las matrices apropiadas. Por tanto, si

H esta dada por

H =


h1,1 h1,2 · · · h1,q h1,(q+1) h1,(q+1) · · · h1,L

h2,1 h2,2 · · · h2,q h2,(q+1) h2,(q+2) · · · h1,L

...
... . . . ...

...
... . . . ...

hN,1 hN,2 · · · hN,q hN,(q+1) hN,(q+2) · · · hN,L

 . (3.25)

Entonces

Hoc =


h1,1 h1,2 · · · h1,q

h2,1 h2,2 · · · h2,q

...
... . . . ...

hN,1 hN,2 · · · hN,q

 (3.26)

y

Ho =


h1,(q+1) h1,(q+1) · · · h1,L

h2,(q+1) h2,(q+2) · · · h1,L

...
... . . . ...

hN,(q+1) hN,(q+2) · · · hN,L

 . (3.27)

Entradas: H→ Matriz de salida de la capa oculta
T→ Matriz de salidas deseadas
q → Número de nodos de compresión (q ∈ ℵ, tal que q ≤ L)

Salidas: D, W y Z→ Matrices auxiliares de MEC-ELM
1 Identificar Hoc ∈ RN×q y Ho ∈ RN×(L−q) tales que H = [Hoc Ho] y

calcular Voc y Woc como:

Voc = HT
ocHoc

Woc = HT
ocHo

2 Calcular V−1
oc Woc

3 Conformar las matrices D =
[
I V−1

oc Woc

]
y Z = [Voc Woc]

4 Calcular W como:

W = HTT

Tabla 3.2. Función auxiliar de MEC-ELM [D,W,Z] = Ψ(H,T, q).
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3.2.1 Consideraciones en relación a la complejidad computacional.

El modelo de entrenamiento comprimido basado en ELM es un esquema de apren-

dizaje propuesto para aplicaciones que involucran grandes conjuntos de datos. En

este tipo de escenarios las máquinas de entrenamiento extremo han ganado gran in-

terés puesto que su solución se puede calcular en forma relativamente rápida (Akusok

et al., 2015).

Por lo anterior, resulta interesante analizar los requerimientos computacionales y

de almacenamiento de MEC- ELM en contraste con los que demanda ELM. Para esto

considérese la tabla 3.3, en la que se presentan todas las operaciones que intervienen

en el cálculo de la solución para ambos modelos junto a sus respectivos ordenes de

complejidad computacional y de almacenamiento.

Operación
Complejidad

Computacional

Requerimientos de

Memoria (Ñ ≤ N )

MEC-ELM ELM MEC-ELM ELM

Datos {xj|xj ∈ Rn para j = 1, 2, ..., N} O(Nn) O(Ñn)

H ecuación 3 O(NLn) O(ÑL)

Voc = HT
ocHoc O(Nq2) – O(q2) –

Woc = HT
ocHo O(NLq) – O(Lq)

D =
[
Iq×q V−1

oc Woc

]
O(Lq2) – O(Lq)

Z =
[
Voc Woc

]
– – – –

W = HTT O(NLm) O(Lm)

A = 1
C

Iq×q + ZDT O(Lq2) – O(q2) –

Bε = CW− CDTA−1ZW O(L2q + L2m) – O(L2) –

S = 1
C

IL×L + HTH – O(NL2) – O(L2)

B = S−1W – O(L3 + L2m) – O(L2 + Lm)

Total O(NLmax(q, n,m)) O(NLmax(L, n,m)) O(L2 + Lm) O(L2 + Lm)

Tabla 3.3. Requerimientos computacionales y de almacenamiento para MEC-ELM y
ELM (N ≥ L)

En la tabla 3.3 se asume que el número de muestras de entrenamiento es mayor al

número de nodos ocultos, es decir N > L, teniendo en cuenta que bajo esta condición

se propuso el modelo MEC-ELM. En lo que respecta a MEC-ELM, las operaciones con

mayor orden computacional son según el caso: calcular la matriz H si n > q y n > m;

calcular la matriz Woc si q > n y q > m o bien calcular W si m > q y m > n. Con lo que

la complejidad computacional de MEC-ELM está dada por O(NLmax(q, n,m)).

En la misma tabla 3.3, se puede observar que la complejidad computacional de

ELM cuando N > L está dada por O(NLmax(L,m, n)). Esto implica que los reque-
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rimientos computacionales de MEC-ELM se pueden reducir en relación a los de ELM

dependiendo del número de nodos de compresión siempre y cuando m < q y n < q.

Lo anterior resulta conveniente teniendo en cuenta que en MEC-ELM el número de

nodos de compresión q es menor o igual al número de nodos ocultos L. En el contexto

de las redes SLFN determinar el número de nodos ocultos L es un problema que aún

no está lo suficientemente esclarecido. Como consecuencia en la literatura solo suele

especificarse que se debe usar un número suficiente de nodos en la capa oculta, por

lo que en la práctica generalmente se selecciona de inicio un número grande de nodos

ocultos. Cabe anotar que, si bien seleccionar un número elevado de nodos ocultos

en algunas aplicaciones puede disminuir el rendimiento en términos de generalización,

esto no representa un gran problema cuando se cuenta con grandes conjuntos de

entrenamiento, puesto que la gran cantidad de datos evita el sobreajuste.

En lo que respecta a los requerimientos de memoria, nótese en la tabla 3.3 que es-

tos son constantes para MEC-ELM y ELM independientemente del número de mues-

tras de entrenamiento N , ya que las matrices HTH, HT
ocHoc, HT

ocHo y HTT pueden ser

calculadas por lotes de Ñ ≤ N muestras, de modo que al final el resultado se puede

obtener sumando los resultados parciales de cada lote. Esto no incrementa el costo

computacional por cuanto, a nivel de hardware y software, la multiplicación y suma de

matrices se implementan en una única operación (Golub y Loan, 2013) .

3.3 MEC-ELM en aplicaciones de clasificación.

Al igual que en ELM, el primer paso a la hora de entrenar un modelo MEC-ELM para

clasificación, o clasificador MEC-ELM, es asegurar que las etiquetas de clase se co-

difiquen de acuerdo a la ecuación 2.23 sin importar el preprocesamiento del conjunto

de datos, posteriormente se procede a entrenar el modelo tal como se especifica en

la tabla 3.1. Suponiendo un conjunto de datos para clasificación ηc = {{(xj, ζj)}Nj=1

| xj ∈ Rn, ζj ∈ {1, 2, ...,m}}, el proceso para entrenar un clasificador MEC-ELM se

presenta en la tabla 3.4.

Una vez entrenado, para que un clasificador MEC-ELM pueda operar en modo de

ejecución es necesario incluir un módulo decisor para predecir la etiqueta de clase en

función de las salidas de red. El esquema de un clasificador MEC-ELM en modo de

ejecución se presenta en la figura 3.2 y la función de decisión está dada por

ζ(p) = arg max
v ∈ {1, 2, ...,m} y

′
v (3.28)
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Entradas: ηc = {{(xj, tj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, ζj ∈ {1, 2, ...,m} → Conjunto de
datos
L→ Número de nodos ocultos
q → Número de nodos de compresión (q ∈ ℵ, tal que q ≤ L)
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
Bε → Solución de MEC-ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Obtener las salidas deseadas tj = [tj,1 tj,2 ... tj,m]
T codifi-

cando ζj de acuerdo con

tj,v =

{
1 si v = ζj

0 si v 6= ζj
v = 1, 2, ...,m j = 1, 2, ..., N,

2 Dado η = {{(xj, tj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, tj ∈ Rm}, entrenar un modelo
MEC-ELM (proceso especificado en la tabla 4).

Tabla 3.4. Entrenamiento de un clasificador MEC-ELM

donde arg max es una función que determina el índice del máximo elemento y y′v es el

v-ésimo componente de fLq(x) = [y′1, y
′
2, ..., y

′
m], siendo fLq(x) el vector de salidas de la

red ELM que se obtiene usando la ecuación 3.23.

Figura 3.2. Esquema general de un clasificador MEC-ELM en modo de ejecución

3.4 Simulaciones preliminares

En la práctica puede suceder que las clases en el conjunto de entrenamiento estén

traslapadas, esta situación puede presentarse por varias razones, entre las que se
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incluyen el ruido o simplemente errores en la adquisición de los datos. Como con-

secuencia se puede generar la presencia de muestras corruptas en el conjunto de

entrenamiento y, un algoritmo robusto2 debe ser capaz de manejar esta situación ade-

cuadamente. Con base en lo anterior, la robustez de MEC-ELM se puso a prueba me-

diante un problema clásico en el campo de la clasificación de patrones relacionado con

la discriminación de clases traslapadas con distribución gaussiana. Este experimento

resulta muy interesante puesto que permite analizar el rendimiento de MEC-ELM en

presencia de ruido gaussiano.

Las simulaciones se realizaron en el entorno de programación R, el cual cuenta

con paquetes especializados para el tratamiento de datos y "Machine Learning" entre

los que se incluye el paquete CARET ("Classification And REgression Training") que

dispone de funciones para el diseño y evaluación de modelos predictivos, preproce-

samiento, selección de características entre otras más.

La implementación de MEC-ELM utilizada se diseñó siguiendo las indicaciones del

paquete CARET ("create your own model"), esto permite aprovechar la funcionalidad

de este paquete facilitando por ejemplo el uso de distintas variantes de validación

cruzada.

3.4.1 Clasificación de clases gaussianas traslapadas

El experimento consiste en discriminar patrones x pertenecientes a dos clases bidi-

mensionales traslapadas y con distribución gaussiana (ver figuras 3.3 y 3.4). Las fun-

ciones de distribución Px(x|ω1) y Px(x|ω2) para las clases 1 y 2 respectivamente, están

dadas por

Px(x|ω1) =
1

2πσ1

e

(
1

2σ21
||x−µ1||2

)
, con media µ1 = [0, 0]T y varianza σ1 = 1 (3.29)

y

Px(x|ω2) =
1

2πσ2

e

(
1

2σ22
||x−µ2||2

)
, con media µ2 = [2, 0]T y varianza σ2 = 4. (3.30)

Ambas clases se asumen equiprobables, por cuanto las probabilidades a priori

P (ω1) y P (ω2) para las clases 1 y 2 respectivamente son
21990. IEEE Standard Glossary of Software Engineering Terminology define robustez (robustness)
como el grado al que un sistema o componente puede funcionar correctamente en presencia de
entradas invalidas o condiciones de ambiente adversas.



70 Máquina de entrenamiento comprimido basada en ELM

P (ω1) = P (ω2) =
1

2
. (3.31)

a) b)

Figura 3.3. Funciones de probabilidad: a) Px(x|ω1) b) Px(x|ω2)

Figura 3.4. Diagrama de puntos para 250 muestras de la clase ω1 y 250 muestras para
la clase ω2

Este problema y la metodología seguida en esta sección para el análisis del algo-

ritmo MEC-ELM se toman de Haykin (1998) en donde se presenta un estudio similar

para el algoritmo BP con momento.
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3.4.2 Determinación teórica de la probabilidad de correcta clasificación

Si se asume que los costos para la correcta clasificación son cero y que los costos

para errores de clasificación son iguales. Entonces, de acuerdo al criterio de Bayes

para mínimo error (en el anexo A se presentan los fundamentos teóricos del criterio de

Bayes), se tiene que x pertenece a la clase 1 si:

lr =
P (x|ω1)

P (x|ω2)
>
P (ω1)

P (ω2)
, cualquier otro caso implica que x ∈ ω2, (3.32)

lr es el radio de vecindad. El cual, considerando las condiciones establecidas, queda

determinado como

lr =
σ2

2

σ2
1

e

(
− 1

2σ21
||x−µ1||2+ 1

2σ22
||x−µ2||2

)
, (3.33)

por tanto, la frontera de decisión optima se expresa como sigue

lr =
σ2

2

σ2
1

e

(
− 1

2σ21
||x−µ1||2+ 1

2σ22
||x−µ2||2

)
= 1 (3.34)

o equivalentemente(
− 1

2σ2
1

||x− µ1||2 +
1

2σ2
2

||x− µ2||2
)

= 2 ln
(
σ1

σ2

)
. (3.35)

La ecuación 3.35 tiene la forma característica de un círculo con centro xc y radio r

de tal forma que

||x− xc||2 = r2, (3.36)

donde

xc =
σ2

2µ1 − σ2
1µ2

σ2
2 − σ2

1

(3.37)

y

r2 =
σ2

2σ
2
1

σ2
2 − σ2

1

[
||µ1 − µ2||2

σ2
2 − σ2

1

+ 4 ln
(
σ1

σ2

)]
. (3.38)

Concretamente para el experimento, se tiene una frontera de decisión circular con

centro en

xc =

[
−2/3

0

]
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y radio

r ' 2.34.

Con todo esto, se puede calcular la probabilidad de error P (error) como

P (error) = P (ω1)P (error|ω1) + P (ω1)P (error|ω2), (3.39)

donde

P (error|ω1) =

∫
C[Ω1]

P (x|ω1)dx (3.40)

y

P (error|ω2) =

∫
Ω1

P (x|ω2)dx, (3.41)

siendo Ω1 la región interna del círculo de decisión y C[Ω1] su complemento.

Dadas las condiciones del problema que se está tratando, las integrales 3.40 y 3.41

se pueden evaluar numéricamente, encontrándose que:

P (error|ω1) ' 0.1056

y

P (error|ω2) ' 0.2642.

Finalmente, recordando que, P (ω1) = P (ω2) = 1/2 y remplazando valores en la

ecuación 3.39, se obtiene una probabilidad de error de clasificación

P (error) ' 0.1849

y equivalentemente una probabilidad de correcta clasificación

Pc = 1− P (error) ' 0.8151.
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3.4.3 Desarrollo de las pruebas

Para realizar las simulaciones, se generaron aleatoriamente dos conjuntos de datos;

uno con función de distribución Px(x|ω1) y otro con función de distribución Px(x|ω2), a

partir de los cuales se conformaron tres conjuntos de entrenamiento con 500, 2000,

8000 patrones. La proporción de clases en todos los conjuntos de entrenamiento fue

50 % para la clase 1 y 50 % para la clase 2.

Por cada conjunto de entrenamiento se entrenaron múltiples modelos MEC-ELM

variando el número de nodos ocultos L y utilizando en cada caso validación cruzada de

10 iteraciones para seleccionar la constante de regularización C. Los valores que tomó

C en las pruebas fueron tales que C ∈ ψ donde ψ = {2k}4
k=−4 para k = −4,−3, ..., 4.

La exactitud ACC medida sobre un conjunto de prueba con Np muestras, es un

estimativo de la probabilidad de correcta clasificación. En Haykin (1998) se determina

experimentalmente (para el problema planteado) que cuando Np > 32000, dicho es-

timativo tiene una certidumbre superior al 99%. Por lo que se utilizó un conjunto de

prueba con 32000 patrones. El proceso de validación cruzada y su respectiva prueba

se repitió cincuenta veces por cada valor de L.

Los valores que tomo L en las simulaciones fueron {10, 20, 30, 40}. En todos los

casos la función de activación de los nodos ocultos fue tangente hiperbólica

Tanh(a) =
1− e−a

1 + e−a
, (3.42)

los pesos ocultos se seleccionaron en el intervalo [−1, 1] y el número de nodos de

compresión q se eligió de modo que fuera la mitad del número de nodos ocultos L,

esto es q = L/2.

3.4.4 Resultados y discusión

El promedio de los resultados obtenidos junto con las respectivas desviaciones están-

dar se presentan en las tablas 3.5, 3.6 y 3.7.
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Nodos

Ocultos (L)

Probabilidad

de correcta clasificación (Pε)

Desviación

Estándar (Std Pε)

10 0.7849 0.0186

20 0.8028 0.0094

30 0.8046 0.0093

40 0.8047 0.0084

Tabla 3.5. Resultados de simulación con N = 500 patrones de entrenamiento y usando
validacion cruzada de 10 iteraciones con C ∈ ψ tal que ψ = {2k}4

k=−4 para k =
−4,−3, ..., 4.

Nodos

Ocultos (L)

Probabilidad

de correcta clasificación (Pε)

Desviación

Estándar (Std Pε)

10 0.7911 0.0140

20 0.8055 0.0157

30 0.8145 0.0011

40 0.8151 0.0006

Tabla 3.6. Resultados de simulación con N = 2000 patrones de entrenamiento y
usando validacion cruzada de 10 iteraciones con C ∈ ψ tal que ψ = {2k}4

k=−4

para k = −4,−3, ..., 4.

Nodos

Ocultos (L)

Probabilidad

de correcta clasificación (Pε)

Desviación

Estándar (Std Pε)

10 0.7902 0.0130

20 0.8084 0.0070

30 0.8142 0.0035

40 0.8155 0.0005

Tabla 3.7. Resultados de simulación con N = 8000 patrones de entrenamiento y
usando validacion cruzada de 10 iteraciones con C ∈ ψ tal que ψ = {2k}4

k=−4

para k = −4,−3, ..., 4.

Los resultados presentados en la tabla 3.6 muestran que en promedio un modelo

MEC-ELM de 40 nodos ocultos y 20 nodos de compresión, entrenado con 2000 pa-

trones de entrenamiento, es capaz de discriminar las clases 1 y 2 con un rendimiento
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igual al de un clasificador bayesiano (Pc = 0.8151) o incluso con un rendimiento leve-

mente superior si se incrementa el número de datos (ver tabla 3.7), lo que da cuenta

de la gran capacidad de MEC-ELM para establecer fronteras de decisión adecuadas

cuando las muestras de entrenamiento están traslapadas o contaminadas con mucho

ruido.

Por otro lado, con base en la desviación estándar de los rendimientos presentados

en en la tabla 3.5, resulta claro que hubo modelos MEC-ELM de 20 nodos ocultos y

10 nodos de compresión entrenados con 500 patrones que alcanzaron rendimientos

muy cercanos al de un clasificador bayesiano, esto puede verse más claramente en la

figura 3.5 donde se presentan la mejor y peor frontera de decisión obtenidas para este

tipo de modelos.

a) b)

Figura 3.5. Fronteras de decisión obtenidas con MEC-ELM (L = 20, q = L/2 y N = 500
patrones): a) Mejor frontera (Pε = 0.8139) b) Peor frontera (Pε = 0.7774)

3.5 Resumen de capítulo

Se presentó el diseño matemático de un algoritmo de entrenamiento para redes neu-

ronales SLFN llamado MEC-ELM, en el cual los pesos y bias de la capa oculta son se-

leccionados aleatoriamente y los pesos de la capa de salida son calculados en función

de un subconjunto de nodos ocultos denominados nodos de compresión, dichos nodos
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permiten comprimir la información proveniente de la capa oculta usando las propieda-

des de "Extreme Learning Machine", y esto a su vez, permite reducir la complejidad

computacional de la solución en relación a ELM.

A partir de un análisis de requerimientos computacionales y de almacenamiento

se determinó que el orden de complejidad computacional de MEC-ELM está dado por

O(NLmax(q, n,m)) y el orden de los requerimientos de almacenamiento por O(L2 +

Lm) , donde N es el número de muestras de entrenamiento, L el número de nodos

ocultos, q el número de nodos de compresión, n el número de nodos de entrada y m el

número de nodos de salida.

La complejidad computacional de MEC-ELM se puede reducir en relación a la de

ELM, dependiendo del número de nodos de compresión q utilizados en el entrena-

miento, siempre y cuando n < q < N y m < q. Por su parte, el orden de complejidad

de los requerimientos de almacenamiento de MEC-ELM y ELM son iguales, dichos re-

querimientos además son constantes sin importar el número de muestras N utilizadas

en el entrenamiento.

La robustez de MEC-ELM se puso a prueba mediante un problema de clasificación

relacionado con la discriminación de clases bidimensionales traslapadas y con dis-

tribución gaussiana, a partir del cual se pudo comprobar que MEC-ELM es capaz de

establecer fronteras de decisión complejas y alcanzar rendimientos óptimos en el sen-

tido de Bayes.



Capítulo 4

Estudio experimental de MEC-ELM basado en
simulación

Este capítulo presenta una implementación de MEC-ELM basada en validación

cruzada de K iteraciones y una serie de resultados experimentales que buscan es-

clarecer la influencia de los nodos de compresión q en el entrenamiento de un modelo

MEC-ELM y mostrar la consistencia de este algoritmo ante distintos problemas de

clasificación reales de tipo binario y multiclase.

4.1 Entrenamiento de MEC-ELM utilizando validación
cruzada de K iteraciones

Los resultados de simulación presentados en el capítulo 3 se realizaron aprovechando

las facilidades que ofrece el paquete CARET para llevar a cabo procesos validación

cruzada. Sin embargo, dichas facilidades son herramientas de propósito general que

no contemplan las particularidades de cada algoritmo. Como consecuencia, el manejo

del costo computacional es limitado cuando se usan en combinación con MEC-ELM.

A continuación, se presenta una implementación para el entrenamiento de modelos

MEC-ELM usando validación cruzada de K iteraciones. La implementación propuesta

permite manejar el costo computacional mediante la reutilización de matrices. Adi-

cionalmente, en el anexo B.2 se presenta la versión análoga para ELM.

La implementación de MEC-ELM usando validación cruzada de K iteraciones se

presenta en la tabla 4.1. Esta implementación utiliza K particiones del conjunto de

datos para el entrenamiento y validación de los diferentes modelos. En relación a la

r-ésima partición, tal que r = 1, 2, ..., K, se considera la siguiente notación:

Hr: matriz de salidas de la capa oculta para la r-ésima partición.
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H−r: matriz de salidas de la capa oculta para todos los datos excepto la r-ésima parti-

ción.

Tr: matriz de salidas deseadas de la r-ésima partición (codificadas según la ecua-

ción 2.23).

T−r: matriz de salidas deseadas de todos los datos excepto la r-ésima partición (co-

dificadas según la ecuación 2.23).

Dr, Wr y Zr: matrices auxiliares tales que [Dr,Wr,Zr] = Ψ(Hr,Tr, q).

D−r, W−r y Z−r: matrices auxiliares tales que [D−r,W−r,Z−r] = Ψ(H−r,T−r, q).

Por cada valor de Ca tal que a = 1, 2, ..., R, donde Ca es uno de los R valores de

la constante de regularización C se obtienen K modelos, a cada uno de los cuales se

les mide el rendimiento. Posteriormente, se suma el rendimiento de los K modelos

obtenidos por cada valor de C y se selecciona el valor de C con el que se obtuvo el

mayor rendimiento acumulado. Por último el valor de C seleccionado se utiliza para

entrenar el modelo final en función de las matrices D, W y Z tales que [D,W,Z] =

Ψ(Hr,Tr, q).

Ahora bien, con base en la notación planteada se puede establecer las siguientes

relaciones

Z =
K∑
r=1

Zr (4.1)

W =
K∑
r=1

Wr (4.2)

Nótese que, aunque Dr y D−r surgen de forma natural dada la notación que se

está utilizando, estas matrices no se usan para entrenar ningún modelo, en su lugar se

plantea utilizar D en todos los casos, toda vez que D es independiente de la constante

de regularización C y es en últimas la matriz que se utiliza para calcular el modelo final.
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Entradas: ηc = {{(xj, tj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, ζj ∈ {1, 2, ...,m} → Conjunto de datos
L→ Número de nodos ocultos
q → Número de nodos de compresión (q ∈ ℵ, tal que q ≤ L)
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
Bε → Solución de MEC-ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Determinar la matriz de salidas deseadas T = [t1 t2 ... tN ]T donde tj =

[tj,1 tj,2 ... tj,m]T para j = 1, 2, ..., N se obtiene codificando ζj de acuerdo
con

tj,v =

{
1 si v = ζj

0 si v 6= ζj
v = 1, 2, ...,m

2 Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i = 1, 2, ..., L.
3 Calcular la matriz H. Seguidamente crear k particiones de H y sus respec-

tivas particiones de T, tales que

H =
[
HT

1 HT
2 ... HT

K

]T
T =

[
TT1 TT2 ... TTK

]T
4 Calcular las matrices auxiliares D, W y Z.
5 Para cada Ca tal que a = 1, 2, .., R, siendo Ca uno de los R valores de C:

5.1 Para cada r tal que r = 1, 2, .., K:

5.1.1 Calcular las matrices auxiliares W−r y Z−r.

5.1.2 Calcular la solución B(a)
−r como

B(a)
−r = CW−r − CDT

( I
C

+ Z−rDT
)−1

Z−rW−r.

5.1.3 Determinar la exactitud ACCa (u otra medida de rendimiento) de la
solución B(a)

E configurando el modelo como clasificador MEC-ELM y
usando HV para validar.

5.1.4 Actualizar el acumulador de rendimiento RENa

RENa = RENa + ACCa,r.

6 Calcular la solución final Bε tal que

Bε = CW− CDT
( I
C

+ ZDT
)−1

ZW

donde Cµ es la constante de regularización con la que se obtuvo el mayor
rendimiento acumulado. Esto es Cµ ∈ {C1, C2, ..., CR}, tal que el índice µ
esta dado por

µ = arg max
a ∈ {1, 2, ..., R} RENa.

Tabla 4.1. Entrenamiento de un clasificador MEC-ELM usando validación cruzada de
K iteraciones
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Como se mencionó anteriormente, la solución del modelo final se calcula en función

de D, W y Z. En lo que respecta a las demás soluciones, estas se obtienen en función

de D, W−r y Z−r dependiendo de r. Estas matrices se pueden calcular fácilmente como

Z−r = Z− Zr (4.3)

y

W−r = W−Wr. (4.4)

Lo anterior implica que dado un valor de r, las matrices W−r y Z−r se utilizan R

veces (una vez por cada valor de C) y la matriz D se utiliza RK + 1 veces. Por tanto,

aunque a lo largo de todo el procedimiento se ajustan R×K + 1 modelos (para selec-

cionar C) solo se deben invertir R×K + 2 matrices de tamaño q× q y no 2(R×K + 1)

como sería necesario si se aplicara el método de validación cruzada de la forma con-

vencional.

La versión análoga del procedimiento planteado en la tabla 4.1 con ELM (para

grandes conjuntos de entrenamiento) se presenta en el anexo B.2. Ahora bien, la

implementación de MEC-ELM requiere invertir RK + 2 matrices de tamaño q × q y la

implementación de ELM requiere invertir RK + 1 matrices de tamaño L × L, por lo

que en términos computacionales, resulta mucho más indicado usar la técnica de va-

lidación cruzada de K iteraciones con MEC-ELM, que con ELM, siempre y cuando el

número de nodos de compresión q sea menor al número de nodos ocultos L.

4.2 Desarrollo de los experimentos

A continuación, se presenta una serie de experimentos basados en simulación rela-

cionados con problemas de clasificación de tipo binario y multiclase. Las pruebas

se desarrollaron en un procesador AMD de 2.70 GHz y haciendo uso del lenguaje

de programación R. Los datos utilizados están disponibles en las bases "UCI Machine

Learning Repository" (Dua y Taniskidou, 2017) y el portal LIBSVM (Chang y Lin, 2011).

Previo a cada prueba, se llevó a cabo una etapa de preprocesamiento en la que el

conjunto de entrenamiento se normalizó de modo que las entradas tengan valores en

el rango [-1,1].
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4.2.1 Efecto general de los nodos de compresión

Los nodos de compresión en un modelo MEC-ELM, se encargan de comprimir la in-

formación proveniente de la capa oculta, y como se demostró en la sección 3.2.1,

dependiendo de su número puede reducirse la complejidad computacional en el en-

trenamiento. Como consecuencia de esto, surge un compromiso entre rendimiento y

complejidad computacional, que debe ser analizado en busca de determinar las ven-

tajas prácticas de MEC-ELM frente a ELM.

El análisis que se presenta a continuación se basa en dos tipos de datos usados

comúnmente en problemas de "benchmarking". El primer conjunto de datos denomi-

nado "Skin Segmentation," está relacionado con el reconocimiento de piel humana a

partir de los valores R G B obtenidos al muestrear aleatoriamente pixeles de imágenes

faciales (de varios grupos de personas) y de objetos comunes. El segundo conjunto de

datos denominado "Landsat Satellite," está relacionado con la clasificación de distin-

tos tipos de suelo a partir de los valores espectrales de una vecindad de 3 × 3 pixeles

pertenecientes a una imagen satelital.

Descripción de las simulaciones

El proceso inició con la selección de un conjunto para entrenamiento y un conjunto para

prueba a partir del total de muestras disponibles para cada caso. Las características

de los conjuntos utilizados se presentan en la tabla 4.2

Conjunto de

datos

# Total de

Muestras

# Muestras de

entrenamiento

# Muestras de

prueba
Atributos Clases

skin segmentation 245057 30000 2000 4 2

Landsat Satellite 6435 4435 2000 36 6

Tabla 4.2. Información de los datos utilizados en las pruebas

Posteriormente se entrenaron múltiples modelos MEC-ELM utilizando validación

cruzada de 10 iteraciones en ambos casos (Skin Segmentation y Landsat Satellite).

Las simulaciones se realizaron variando el número de nodos ocultos L y el número

de nodos de compresión q. Los valores que tomaron L y q fueron tales que L ∈ ψL y

q ∈ ψLq donde:

ψL = { 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 }
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ψLq = { L
10
, 2L

10
, 3L

10
, 4L

10
, 5L

10
, 6L

10
, 7L

10
, 8L

10
, 9L

10
}

En lo que respecta a los valores que tomó la constante de regularización C en cada

proceso de validación cruzada, estos fueron tales que C ∈ ψC donde ψC = {2k}14
k=−14

para k = −14,−13, ..., 14.

En todos los casos la función de activación de los nodos ocultos fue tangente hiper-

bólica g(a) = (ea − e−a)/(ea + e−a) y los pesos de los nodos ocultos se seleccionaron

aleatoriamente en el intervalo [-1,1] con función de distribución uniforme.

El proceso de entrenamiento y prueba se repitió 50 veces por cada combinación de

parámetros (L, q), midiendo en cada caso la exactitudACC para estimar el rendimiento.

Resultados y discusión

El interés detrás de estas pruebas es analizar la generalización de múltiples arquitec-

turas MEC-ELM a medida que aumenta el número de nodos de compresión. De modo

que los resultados por cada combinación de parámetros (L, q), corresponden al prome-

dio de las exactitudes medidas sobre el conjunto de prueba, es decir, sobre datos no

utilizados en el entrenamiento.

En la tabla 4.3 se presentan los resultados obtenidos con los datos Skin Segmen-

tation y en la tabla 4.4 se presentan los resultados obtenidos con los datos Landsat

Satellite. Todos los resultados presentados en las tablas 4.3 y 4.4 están acompañados

por sus respectivos intervalos de confianza calculados al 95%, además en las mismas

tablas se presentan los resultados obtenidos con ELM para las distintas arquitecturas

de red.

Como era de esperar, dada una arquitectura de red, entre mayor es el número de

nodos de compresión mejor es el rendimiento. Sin embargo, en las arquitecturas con

mayor número de nodos ocultos (L = 640 y L = 1280) esta tendencia no resulta tan

clara si el número de nodos de compresión q supera el 50% de los nodos ocultos L.

En otras palabras, no se aprecia un efecto significativo al incrementar los nodos de

compresión más arriba del 50% de los nodos ocultos en las arquitecturas con L = 640

y L = 1280. Esta situación es común para los dos tipos de datos propuestos en esta

sección y puede notarse claramente en la figura 4.1 y en la figura 4.2 respectivamente,

donde se gráfica el rendimiento de las dos arquitecturas con mayor número de nodos

ocultos a medida que se incrementan los nodos de compresión.
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a) b)

Figura 4.1. Rendimiento de MEC-ELM variando el número de nodos de compresión q
y L = 640: a) Skin Segmentation b) Landsat Satellite

a) b)

Figura 4.2. Rendimiento de MEC-ELM variando el número de nodos de compresión q
y L = 1280 : a) Skin Segmentation b) Landsat Satellite

Esta tendencia resulta conveniente, puesto que, si se aumenta el número de nodos

de compresión hasta igualar el número de nodos ocultos, la solución de MEC-ELM

se convierte en la solución de ELM. Por tanto, dicha tendencia implica poder alcan-

zar rendimientos similares a los de ELM, usando un modelo MEC-ELM con el mismo

número de nodos ocultos L y entrenado con un número de nodos de compresión q tal

que q < L, siempre y cuando L sea lo suficientemente grande. Esto se puede verificar

en la figura 4.3 donde se compara el rendimiento de MEC-ELM con el rendimiento de

ELM. La figura 4.3a muestra el rendimiento de dos modelos MEC-ELM (entrenados

utilizando el 50% y el 60% de los nodos ocultos como nodos de compresión) en con-

traste con los correspondientes modelos ELM y utilizando el conjunto de datos Skin
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Segmentation. En la figura 4.3b se compara el rendimiento de los mismos modelos,

pero utilizando el conjunto de datos Landsat Satellite. Claramente las gráficas presen-

tadas muestran un comportamiento similar en términos de exactitud para los modelos

MEC-ELM y ELM, nótese además como dicha similitud aumenta mucho más a medida

que se incrementan los nodos ocultos.

a) b)

Figura 4.3. Rendimiento de MEC-ELM (q = 0.5L y q = 0.6L) Vs ELM usando va-
lidación cruzada de 10 iteraciones con C ∈ ψC donde ψC = {2k}14

k=−14 para
k = −14,−13, ..., 14: a) Skin Segmentation b) Landsat Satellite

4.2.2 Pruebas de consistencia

En esta sección se comparan los resultados de MEC-ELM y los obtenidos con ELM

para diferentes problemas de clasificación. El rendimiento de MEC-ELM se puso a

prueba utilizando una colección de conjuntos de entrenamiento relacionados con apli-

caciones de clasificación binaria y multiclase. La información referente al número de

datos, atributos y clases se presentan en la Tabla 3.

Todos los modelos utilizados en las simulaciones eran de 1000 nodos ocultos con

funciones activación tangente hiperbólica g(a) = (ea − e−a)/(ea + e−a) y con pesos

ocultos seleccionados aleatoriamente en el intervalo [-1,1] con función de distribución

uniforme. Para los modelos MEC-ELM simulados, el número de nodos de compresión

se fijó en la mitad del número de nodos ocultos, es decir 500 en todos los casos.

El parámetro de regularización C de MEC-ELM y ELM, se seleccionó mediante

pruebas preliminares utilizando validación cruzada de 10 iteraciones. En este proceso

los valores que tomó la constante C fueron tales que C ∈ ψC donde ψC = {2(2k+1)}1
−7
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Conjunto de datos
# de muestras de

entrenamiento

# de muestras de

prueba
Atributos Clases

Mushroom 4062 4062 22 2

SVDguide1 3089 4000 4 2

Magic 9510 9510 10 2

COD RNA 29768 29767 8 2

Spambase 2301 2300 57 2

Adult 6414 26147 14 2

Im. Segment 1155 1155 18 7

Tabla 4.5. Características de los conjuntos de entrenamiento usados en las pruebas
de consistencia

para k = −7,−6, ..., 1. Posteriormente, se realizaron cincuenta simulaciones con MEC-

ELM y cincuenta simulaciones con ELM. Para medir el rendimiento se obtuvo la exac-

titud con las muestras de entrenamiento y con las muestras de prueba.

Resultados y discusión

El promedio y la respectiva desviación estándar de los resultados para cada conjunto

de datos se presentan en la tabla 4.6. Los resultados de rendimiento en entrenamiento

y prueba también se pueden contrastar con los obtenidos por Inaba et al. (2018).

El rendimiento en la fase de prueba permite estimar qué tan buena es la generali-

zación de un modelo, es decir, qué tan bien responde ante patrones que no han sido

utilizados en el entrenamiento. Ahora bien, con base en el promedio y la desviación

estándar de los resultados de exactitud en la fase de prueba, se puede decir que no

hay diferencias significativas en el rendimiento de MEC-ELM y ELM y como tal, que

ambos modelos generalizan de forma similar. Adicionalmente, los resultados indican

altos rendimientos con poca varianza, lo que da cuenta de la buena estabilidad de

MEC-ELM en las pruebas.

En lo que respecta al rendimiento en la fase de entrenamiento, los resultados tam-

poco muestran diferencias significativas entre ELM y MEC-ELM. El rendimiento en la

fase de entrenamiento indica qué tan acertado es el modelo al clasificar las muestras

que se utilizaron para entrenarlo. Cabe resaltar, que en la práctica lo que se busca es

que un modelo aprenda a dar respuestas correctas ante patrones jamás vistos en el

entrenamiento, es decir, que generalice.
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En la tabla 4.6 también se muestra los tiempos que en promedio tomaron la fase

de prueba y la fase de entrenamiento para todos los casos de clasificación tratados.

Nótese que los tiempos de entrenamiento de MEC-ELM son menores a los de ELM

y como era de esperarse, los tiempos en la fase de pruebas en ambos modelos es

relativamente igual.

Adicionalmente, para cada uno de los modelos entrenados con el conjunto de datos

"Image Segmentation" se obtuvieron las matrices de confusión en la fase de prueba,

los resultados obtenidos se promediaron y se calcularon las respectivas desviaciones

estándar. Las matrices de confusión resultantes para MEC-ELM y ELM se presentan

en la figura 4.4. Como puede notarse, las clases que se pretende identificar son:

ladrillo, cielo, follaje, cemento, ventana, camino y hierba, dado que el conjunto de datos

Image Segmentation está relacionado con la clasificación de exteriores a partir de

pixeles obtenidos de imágenes captadas al aire libre.

En la figura 4.4 las casillas rosadas indican el promedio (y desviación estándar) de

los datos que fueron correctamente clasificados y las casillas blancas indican el prome-

dio de los errores de clasificación en función de la clase predicha y la de referencia.

a) b)

Figura 4.4. Matrices de confusión con el conjunto de entrenamiento "Image Segmen-
tation": a) MEC-ELM b) ELM

Luego de comparar casilla a casilla las matrices de confusión de MEC-ELM y ELM,

es claro que existe una alta semejanza estadística entre ambos modelos. Este hecho
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se puede observar con más claridad aún en las figuras 4.5, 4.6 y 4.7, donde se pre-

sentan respectivamente los resultados de precisión, sensibilidad y especificidad para

ambos modelos.

Figura 4.5. Resultados de precisión para MEC-ELM y ELM con el conjunto de datos
"Image Segmentation"

Figura 4.6. Resultados de sensibilidad para MEC-ELM y ELM con el conjunto de datos
"Image Segmentation"

Figura 4.7. Resultados de especificidad para MEC-ELM y ELM con el conjunto de
datos "Image Segmentation"
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Las mediciones de precisión, sensibilidad y especificidad se realizan en función de

una clase específica, por lo que es necesario elegir una clase positiva y una clase

negativa. La clase positiva es la que se pretende evaluar y la clase negativa son todas

las demás. Ahora bien, los resultados mostrados en la figura 4.5, indican que ambos

modelos alcanzaron precisiones altas en lo que respecta a las clases ladrillo, hierba,

camino y cielo, nótese que para las clases hierba y cielo los resultados son incluso del

100%. Vale destacar que la precisión aumenta cuando disminuyen los falsos positivos

en la predicción de positivos, por tanto, una precisión del 100% implica que todas las

muestras que se predijeron como pertenecientes a la clase positiva son correctas, esto

se puede verificar en las filas hierba y cielo de las matrices de confusión presentadas

en la figura 4.4. En lo que respecta a las clases cemento, follaje y ventana, la precisión

fue un poco más baja, pero no se evidencian diferencias estadísticas significativas en

el rendimiento de ambos modelos.

Al igual que en las mediciones de precisión, se obtuvieron sensibilidades altas para

las ladrillo, hierba, camino y cielo y, sensibilidades un poco más bajas para las clases

cemento, follaje y ventana. Sin embargo, nótese en la figura 4.6, que las diferencias

de sensibilidad entre ambos modelos son aún más estrechas. Una sensibilidad alta

indica una alta confiabilidad cuando el modelo predice que una muestra pertenece a

la clase positiva, y por tanto, entre más estrecha es la diferencia de sensibilidad entre

MEC-ELM y ELM, mas similar es su capacidad para evitar falsos negativos al clasificar

muestras de clase positiva.

Como se puede observar la figura 4.7, la diferencia en términos de especificidad

entre ambos modelos es despreciable. Adicionalmente, se obtuvieron especificidades

muy altas (iguales o superiores al 98.12%) para todas las clases, lo cual indica una

alta confiabilidad al predecir que una muestra no pertenece a la clase positiva, y como

tal, alta capacidad para evitar falsos positivos al clasificar muestras de clase negativa.

Con base en los resultados obtenidos se puede decir que no existen diferencias

estadísticas en el rendimiento ambos modelos. Lo cual evidencia las ventajas practicas

del algoritmo MEC-ELM respecto a un referente tan importante en la literatura de las

redes SLFN como lo es ELM, toda vez que los tiempos de entrenamiento, en general

son menores para MEC-ELM, esto se puede verificar en la tabla 4.6.
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4.3 Resumen de capítulo

En este capítulo se presentó una implementación de MEC-ELM que permite manejar

(mediante la reutilización de matrices) el costo computacional de la técnica de valida-

ción cruzada de K iteraciones. Dicho procedimiento aumenta las ventajas prácticas de

MEC-ELM respecto a ELM cuando q < L, dado que involucra la inversión de RK + 2

matrices de tamaño q× q en comparación con la implementación análoga de ELM que

involucra la inversión de RK + 1 matrices de tamaño L× L, donde R es el número de

parámetros a probar y K el número de particiones del conjunto de entrenamiento.

Se estudió el efecto general de los nodos de compresión de MEC-ELM con base

en dos problemas de clasificación reales, uno de tipo binario relacionado con el re-

conocimiento de piel humana y otro de tipo multiclase relacionado con identificación

de suelos. Los resultados indican en ambos casos que el rendimiento (en términos

de exactitud) de un modelo MEC-ELM de L nodos ocultos, aumenta a medida que se

incrementan los nodos de compresión, alcanzando valores máximos similares a los de

ELM con un número de nodos de compresión q menor a L. Más aún, en las arquitec-

turas con más nodos ocultos, MEC-ELM alcanzó rendimientos similares a los de ELM

usando solo el 50% de los nodos ocultos como nodos de compresión.

Con base en múltiples problemas de clasificación reales de tipo binario y multi-

clase se pudo verificar que ELM logra alcanzar rendimientos similares a los de ELM

en menores tiempos de entrenamiento. Dichas pruebas muestran la consistencia y las

ventajas prácticas de MEC-ELM a la hora de abordar problemas de clasificación que

involucran grandes conjuntos de entrenamiento.





Capítulo 5

Clasificación de enlaces ópticos: un análisis
comparativo entre MEC-ELM y ELM

Los enlaces ópticos ("lightpaths") permiten transportar información desde el origen

al destino en una red de comunicaciones ópticas. En redes transparentes, los enlaces

ópticos se establecen sin cambiar el dominio óptico de la señal al dominio eléctrico y,

por tanto, no existe regeneración de la misma en los nodos intermedios. Una vez los

enlaces ópticos son establecidos, es necesario seleccionar una ruta para cada uno y

asignarle una longitud de onda, ésto es referido como el problema de asignación de

ruta y longitud de onda o problema RWA ("Route and Wavelength Assingment"). Ahora

bien, el hecho de que no haya regeneración de la señal, implica necesariamente que

se deban tomar medidas adicionales para evitar que las deficiencias del medio de

propagación (en este caso fibra óptica) afecten considerablemente el rendimiento de

la red (Azodolmolky et al., 2009b).

Por lo anterior, es necesario tomar en consideración las deficiencias de la capa

física al diseñar y operar una red de comunicaciones ópticas. En este sentido, desde

hace algunos años, se vienen realizando una serie de esfuerzos investigativos, que

buscan desarrollar avanzados algoritmos RWA en procura de asegurar altas calidades

de transmisión o QoT (Quality of Transmission") (Dizdarević et al., 2016).

Particularmente, Azodolmolky et al. (2009a) presentan el desarrollo del proyecto

DISCONET ("Dynamic Impairment Constraint Optical Networking") cuyo objetivo es el

diseño y puesta en marcha de una herramienta para la planeación y operación de re-

des ópticas transparentes. Dicha herramienta incorpora un estimador de QoT basado

en modelos lineales y no lineales de la capa física llamado Q-Tool. Con la herramienta

Q-Tool se pueden hacer estimaciones relativamente buenas del factor Q, esto permite

evaluar el rendimiento de los enlaces ópticos, de modo que puedan ser seleccionados

o descartados antes de ser establecidos. Sin embargo, su funcionamiento tiene algu-
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nas limitaciones relacionadas con su complejidad computacional, por lo que su uso no

está indicado en aquellas aplicaciones que requieran control en tiempo real, además

su utilización está restringida únicamente para redes OOK (On-Off Keying) de 10 Gb/s

(Simeonidou et al., 2010).

Un enfoque alternativo para predecir la calidad de transmisión de un enlace óptico,

es utilizar modelos que aprendan a partir de muestras, con lo que se puede explotar la

información almacenada en las bases de datos. La ventaja consiste en que, una vez

obtenido el modelo, es posible estimar la calidad de transmisión del enlace sin recurrir

a cálculos excesivamente complejos y con un grado relativamente alto de precisión.

Algunas iniciativas en este sentido, pueden ser consultadas en los trabajos de Jiménez

et al. (2013) y Gómez (2017).

Jimenez, et al. (2013) proponen un estimador de QoT cognitivo, el cual permite

clasificar enlaces ópticos utilizando la técnica de razonamiento basado en casos o CBR

("Case Base Reasoning"), alcanzando rendimientos por encima del 98% y mostrando

además, que las técnicas de aprendizaje y olvido permiten optimizar el modelo. Por su

parte, Gomez (2017) presenta un análisis comparativo de diversas técnicas de apren-

dizaje automático para clasificar la calidad de transmisión de enlaces ópticos, entre

las técnicas estudiadas se incluyen: máquinas de vectores soporte, regresión logís-

tica, árboles de decisión y bosques aleatorios, destacándose fundamentalmente las

máquinas de vectores soporte por su rendimiento y tiempo de cálculo.

En este capítulo se presenta un análisis comparativo entre los resultados de MEC-

ELM y ELM para dos escenarios de simulación relacionados con clasificación de en-

laces ópticos. La implementación de MEC-ELM utilizada en el desarrollo de las prue-

bas se describe a continuación.

5.1 Implementación de MEC-ELM: método de retención

La técnica de validación cruzada de K iteraciones presentada en el capítulo 4 requiere

calcular K × R + 1 modelos, siendo R el número de valores que toma la constante

de regularización C durante el entrenamiento. Por su parte, el método de retención

requiere únicamente R modelos y adicionalmente un conjunto de datos los suficiente-

mente extenso para determinar el valor más adecuado de C, esto supone un ahorro

computacional considerable en aquellas aplicaciones en las que el número de datos no

es una limitación. Por lo anterior, a continuación se presenta una implementación de
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MEC-ELM que utiliza el método de retención y que permite manejar el costo computa-

cional mediante la reutilización de matrices. La implementación propuesta se presenta

en la tabla 5.1. En el proceso especificado se considera la siguiente notación:

Entradas: ηc = {{(xj, tj)}Nj=1 | xj ∈ Rn, ζj ∈ {1, 2, ...,m} → Conjunto de datos
L→ Número de nodos ocultos
q → Número de nodos de compresión (q ∈ ℵ, tal que q ≤ L)
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
Bε → Solución de MEC-ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Determinar la matriz de salidas deseadas T =
[
t1 t2 ... tN

]T donde tj =[
tj,1 tj,2 ... tj,m

]T para j = 1, 2, ..., N se obtiene codificando ζj de acuerdo
con

tj,v =


1 si v = ζj

0 si v 6= ζj

v = 1, 2, ...,m

2 Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i = 1, 2, ..., L.
3 Calcular la matriz de salidas de la capa oculta H e identificar las matrices

HE y HV , así como sus respectivas matrices de salida deseadas TE y TV
tales que

H =
[
HT
E HT

V

]T
T =

[
TTE TTV

]T
4 Calcular las matrices auxiliares DE, WE y ZE
5 Para cada Ca tal que a = 1, 2, .., R, siendo Ca uno de los R valores de C:

5.1 Calcular la solución B(a)
E como

B(a)
E = CWE − CDT

E

( I
C

+ ZEDT
E

)−1
ZEWE

5.1 Determinar la exactitud ACCa (u otra medida de rendimiento) de la solución
B(a)
E configurando el modelo como clasificador MEC-ELM y usando HV para

validar.
6 Seleccionar la solución final Bε tal que

Bε = B(µ)
E

donde µ es el índice del modelo que obtuvo el mayor rendimiento. Esto es

µ = arg max
a ∈ {1, 2, ..., R} ACCa.

Tabla 5.1. Entrenamiento de un clasificador MEC-ELM usando el método de retención
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HE: matriz de salidas de la capa oculta para el conjunto de entrenamiento.

HV : matriz de salidas de la capa oculta para el conjunto de validación.

TE: matriz de salidas deseadas del conjunto de entrenamiento (codificadas según la

ecuación 2.23).

TV : matriz de salidas deseadas del conjunto de validación (codificadas según la

ecuación 2.23).

DE, WE y ZE: matrices auxiliares tales que [DE,WE,ZE] = Ψ(HE,TE, q).

La implementación de MEC-ELM planteada permite evaluar R valores de la cons-

tante de regularización C, esto implica ajustar R modelos distintos. Los modelos

obtenidos se evalúan usando el conjunto de validación y finalmente se selecciona el

de mejor rendimiento. Es importante tener en cuenta que los pesos de la capa oculta

son independientes del conjunto de entrenamiento y del conjunto de validación, por

lo que todos los modelos pueden tener la misma capa oculta y por consiguiente las

mismas matrices HE, DE, WE y ZE en el entrenamiento. Lo anterior representa un

importante ahorro computacional, dado que después de ajustar el primer modelo, por

cada modelo adicional, la operación más compleja es la inversión de una única matriz

de tamaño q × q. Es similar en la versión para grandes conjuntos de entrenamiento de

ELM (ver implementación de ELM usando el método de retención en el anexo B.1). Sin

embargo, en el caso de ELM, por cada modelo adicional la operación computacional-

mente más compleja es la inversión de una matriz de tamaño L × L. En este sentido

resulta más indicado usar el método de retención en el entrenamiento con MEC-ELM

que en el entrenamiento con ELM teniendo en cuenta que q ≤ L.

5.2 Descripción de los conjuntos de entrenamiento

Se contó con dos conjuntos de entrenamiento (ϕDT32, ϕDT64) obtenidos al simular la red

Deutsche Telekom DT de 14 nodos para 32 y 64 longitudes de onda por link (Azodol-

molky et al., 2011). Las características de entrada corresponden a identificadores de

fuente, destino, link, longitud, entre otros. La salida en todos los casos es el factor Q

(dB) de los enlaces ópticos establecidos y fue obtenida usando la herramienta Q-Tool.

Sea ϕDTx cualquiera de los conjuntos de entrenamiento disponibles. Entonces

ϕDTx = {{(xj, Qj)}NTj=1,xj ∈ Rn, Qj ∈ R}, (5.1)
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donde, xj es el vector de características para el j-ésimo lightpath, Qj su respectivo

factor Q (dB) yNT el número total de patrones disponibles. Ahora bien, como el objetivo

era entrenar clasificadores MEC-ELM y ELM para que discriminen entre lightpaths de

alta QoT y lightpaths de baja QoT, fue necesario procesar las salidas deseadas de

ϕDTx para obtener otro conjunto ψDTx, tal que

ψDTx = {{(xj, ζj)}NTj=1,xj ∈ Rn, ζj ∈ {A,B}}, (5.2)

donde ζj es una identificador categórico que representa la calidad del j-ésimo lightpath,

de tal modo que si ζj = A, entonces la calidad de transmisión del j-ésimo lightpath es

alta y por el contrario si ζj = B, entonces la calidad de transmisión del j-ésimo lightpath

es baja. Los datos son etiquetados siguiendo el mismo criterio utilizado por Jimenez,

et al. (2013), esto es

tj,v =

{
A si Qj > 16.9 dB

B si Qj ≤ 16.9 dB
(5.3)

con esto se asegura que la BER o tasa de errores de bit para los lightpaths de alta

calidad este por debajo de 10−12.

Los conjuntos utilizados en las pruebas se obtienen al procesar las salidas de-

seadas de los conjuntos de datos ϕDT32 y ϕDT64 según la ecuación 5.3. Con lo que se

obtienen los conjuntos ψDT32 y ψDT64 para la red DT con 32 y 64 lambdas respectiva-

mente.

Posteriormente, cada conjunto de datos (ψDT32 y ψDT64) se dividió en dos subcon-

juntos reservados para tareas de entrenamiento y prueba, la partición se realizó en

forma aleatoria, pero cuidando que se conserve la proporción de clases de los conjun-

tos originales, los detalles se presentan en la tabla 5.2

Conjunto de

Datos

# características

entrada
# clases

# muestras para tareas

de entrenamiento

# muestras para tareas

de prueba

Porcentaje

clase A

Porcentaje

clase B

ψDT32 79 2 200000 120000 99.13 % 0.87 %

ψDT64 79 2 320000 120000 98.98 % 1.02 %

Tabla 5.2. Características de los datos usados en las simulaciones
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5.3 Desarrollo de las simulaciones

Las simulaciones se desarrollaron en el entorno de programación R y utilizando un

procesador AMD de 2.70 GHz. Previo a todas las pruebas se llevó a cabo una etapa

de preprocesamiento en la que el conjunto de entrenamiento se normalizó de modo

que las entradas tengan valores en el rango [-1,1].

En todos los casos, las funciones de activación h(a) de los nodos ocultos fueron

sigmoides tales que

h(a) =
1

1 + e−a
(5.4)

y los pesos ocultos se seleccionaron aleatoriamente en el intervalo [-1,1] con función

de distribución uniforme.

Para seleccionar la arquitectura más óptima, se realizó una serie de pruebas ini-

ciales con ELM utilizando validación cruzada de 10 iteraciones, las muestras de en-

trenamiento y de prueba se seleccionaron aleatoriamente a partir de los respectivos

conjuntos reservados para tales fines (ver tabla 5.2). Los resultados obtenidos en es-

tas pruebas se presentan en la tabla 5.3.

Conjunto de datos
# de muestras

Entrenamiento

# de muestras

Prueba
C

Exactitud en prueba Arquitectura

seleccionadaL = 500 L = 1000 L = 1500 L = 2000

ψDT32 3000 6000 {2−u}9
u=0 0.9920 0.9944 0.9952 0.9951 L = 1500

ψDT64 3000 6000 {2−u}9
u=0 0.9911 0.9927 0.9942 0.9942 L = 2000

Tabla 5.3. Pruebas iniciales con ELM usando validación cruzada de 10 iteraciones

Habiendo seleccionado las arquitecturas, se procedió a entrenar diferentes clasifi-

cadores ELM y MEC-ELM utilizando el método de retención. Para entrenar cada mo-

delo se seleccionaron aleatoriamente N patrones de entrenamiento y 6000 patrones

de validación a partir de las muestras reservadas para tareas de entrenamiento en

ambos casos (ψDT32 y ψDT64).

Durante las simulaciones el valor de N se incrementó de 1000 en 1000 (los pa-

trones de validación fueron siempre 6000) y cada modelo obtenido se probó con 6000

patrones seleccionados aleatoriamente a partir de las respectivas muestras reservadas

para tareas de prueba. Este proceso de entrenamiento y prueba se repitió 50 veces.
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5.4 Resultados y discusión

Las medidas de rendimiento se obtuvieron en modo de ejecución utilizando los pa-

trones de prueba y considerando a la clase A (lightpaths de alta calidad) como la clase

positiva. Las mediciones obtenidas corresponden a la exactitud ACC, la sensibilidad

SEN , la especificidad ESP , la precisión PRE y el área bajo la curva ROC AUC. Adi-

cionalmente, se midió también el tiempo de entrenamiento y el tiempo por muestra

procesada en modo de ejecución.

El área bajo la curva ROC AUC se calcula en función de las probabilidades de

pertenencia a la clase positiva. Si bien, un clasificador ELM o MEC-ELM no determina

la probabilidad con la que una muestra pertenece a una clase u otra, dichas probabi-

lidades se pueden estimar en función de las salidas de red, cabe mencionar que en

este proceso no se tiene en cuenta la función de decisión.

Sea fL(x) =
[
y1 y2

]
(solo para el caso binario) la salida de red, dada una muestra

x y, PT (A|x) la probabilidad de que dicha muestra pertenezca a la clase A. Entonces

PT (A|x) =
1

2
P1 +

1

2
P2 (5.5)

donde P1 y P2 son estimadores parciales de la probabilidad de clase que se calculan

en función de las salidas de red y1 y y2 respectivamente. Se definen como:

P1 =
1

1 + e−y1
(5.6)

P2 = 1− 1

1 + e−y2
. (5.7)

Ahora bien, para calcular el AUC de un clasificador en específico dado un con-

junto de prueba, se utilizó la función especial "roc" del paquete caret, pasando como

argumentos las probabilidades de pertenencia a la clase positiva (estimadas con la

ecuación 5.5) y las respectivas salidas deseadas.

Una vez finalizadas las 50 sesiones de entrenamiento y prueba, se promediaron to-

das las mediciones de rendimiento obtenidas y se calcularon los respectivos intervalos

de confianza al 95 %. Los resultados de MEC-ELM y ELM para el conjunto de datos

ψDT32 se presentan en las tablas 5.4 y 5.5 respectivamente. Así mismo, los resultados

de MEC-ELM y ELM para el conjunto de datos ψDT64 se presentan en las tablas 5.6 y

5.7.
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Los resultados indican que MEC-ELM logró clasificar con mejor exactitud los ligth-

paths de la red DT con 32 lambdas y ELM algo mejor los de la red DT con 64 lambdas.

Sea cual sea el caso, ambos modelos alcanzaron exactitudes relativamente altas, no

obstante, es importante considerar que los conjuntos de entrenamiento utilizados es-

taban desbalanceados (más patrones de una clase que de otra) hecho que se puede

notar en la tabla 5.2, esta característica puede hacer que la exactitud como medida de

rendimiento no sea la más indicada, toda vez que un modelo únicamente podría estar

aprendiendo a distinguir la clase más probable sin establecer en realidad fronteras de

decisión apropiadas. La exactitud está estrechamente relacionada con la distribución

de las muestras, por ejemplo, podría ocurrir que los modelos entrenados estén clasifi-

cando todas las muestras como pertenecientes a la clase A y con esto ya se estarían

alcanzando exactitudes aproximadamente del 99.13 % para la red DT con 32 lamb-

das y del 98.89 % para la red DT con 64 lambdas (o un error del 0.87 % y 1.11 %

respectivamente), sin embargo, este no es el caso, considerando que las exactitudes

logradas con MEC-ELM y ELM para los problemas planteados, están por encima de

dichos valores en todos los casos.

Una medida más objetiva del rendimiento de un clasificador es el área bajo la curva

ROC. Se trata de una medida que evalúa las capacidades de un clasificador para dis-

tinguir ambas clases y no simplemente el porcentaje de aciertos, de modo que si un

modelo estuviera clasificando todas las muestras como pertenecientes a la clase A,

esto sería indicado con un rendimiento del 50 % en términos del área bajo la curva

ROC. Los resultados para el caso de la red DT de 32 lambdas a medida que se in-

crementaron las muestras de entrenamiento indican que MEC-ELM pasó de tener una

AUC del 94.61% al 97.96% en comparación con ELM que pasó de tener una AUC del

93.42 % al 97.73 %, tal y como se muestra en la figura 5.1a.

En el caso de la red DT de 64 lambdas, los resultados indican que a medida que se

incrementaron los datos de entrenamiento, el AUC pasó de un 92.36% a un 97.33%

con MEC-ELM en comparación con un AUC que pasó de 93.42 % a 97.34 % en el

caso de ELM, esto se muestra en la figura 5.1b.

Como puede notarse, no se obtuvieron diferencias significativas de rendimiento en

términos de área bajo la curva ROC entre MEC-ELM y ELM. Sin embargo, es impor-

tante destacar que el rendimiento de MEC-ELM fue menor en las pruebas con menos

número de datos y fue aumentando a medida que se incrementó dicho número, hasta

superar el rendimiento de ELM en el caso de la red DT con 32 lambdas o hasta casi
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igualar el rendimiento de ELM en el caso de la red DT con 64 lambdas.
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Figura 5.1. Rendimiento de MEC-ELM vs el de ELM en términos de área bajo la curva
ROC: a) Red DT con 32 lambdas b) Red DT con 64 lambdas

La sensibilidad indica la capacidad de un modelo para clasificar como positivas las

muestras que realmente son positivas. Considerando los resultados en términos de

sensibilidad, puede establecerse que ambos modelos obtuvieron iguales rendimientos

a la hora de clasificar exclusivamente lightpaths de alta calidad. Esto ocurre en la red

DT con 32 y 64 lambdas e independientemente del número de muestras de entrena-

miento. Lo anterior implica, que las diferencias en el rendimiento general de ambos

modelos están relacionadas con la capacidad de éstos para clasificar lightpaths de

baja calidad, esto se puede notar en los resultados de especificidad.

La especificidad indica la capacidad de un modelo para clasificar como negativas

las muestras que realmente son negativas, particularmente para los dos casos rela-

cionados con la red DT, las muestras negativas corresponden a los lightpaths de baja

calidad cuya proporción en los respectivos conjuntos de entrenamiento era muy re-

ducida respecto a los lightpaths de alta calidad, haciendo que su identificación en la

fase de prueba sea bastante complicada. En este sentido, es claro que los dos ca-

sos propuestos ponen a prueba con un alto grado de exigencia las capacidades de

clasificación de ambos algoritmos.

En figura 5.2a se presenta el rendimiento en términos de especificidad de MEC-

ELM y ELM a medida que se incrementaron los datos de entrenamiento para el caso de

la red DT con 32 lambdas. Como puede observarse, el rendimiento de ambos modelos

aumentó con el número de muestras hasta llegar a 65.86 % en el caso de MEC-ELM

y 65.01 % en el caso de ELM. Si bien el rendimiento de MEC-ELM fue superior al
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final, cabe mencionar que las diferencias entre ambos modelos fueron muy estrechas

y, en general no se observa una clara diferencia, dado que la especificidad de ELM

fue mejor con 3000 y 5000 muestras, mientras que la especificidad de MEC-ELM fue

mejor con 4000 y 6000 muestras. Algo similar ocurrió con la red DT de 64 lambdas,

esto se puede observar en la figura 5.2b, aunque en este caso la especificidad de ELM

al final (63.49 %) fue un poco mejor a la de MEC-ELM (62.06 %).
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Figura 5.2. Rendimiento de MEC-ELM vs el de ELM en términos de especificidad: a)
Red DT con 32 lambdas b) Red DT con 64 lambdas

Por su parte, la precisión mide el grado de exactitud en la clasificación de muestras

exclusivamente de clase positiva y está dada por la relación entre el número de mues-

tras clasificadas como positivas sobre la totalidad de muestras positivas en el conjunto

de prueba. Los resultados indican altos niveles de precisión con ambos modelos y

para ambos conjuntos de datos (ψDT32 y ψDT64). La precisión de los distintos modelos

fue mayor o igual a 99.25 % y no se encontró ninguna diferencia significativa entre

MEC-ELM y ELM a medida que se incrementaron las muestras de entrenamiento.

Ahora bien, todas las medidas de rendimiento fueron tomadas utilizando conjuntos

de prueba, es decir datos no utilizados en el entrenamiento, de modo que los resulta-

dos son indicadores que permiten comparar la capacidad de generalización de ambos

modelos. En términos generales y considerando que no hubo resultados de rendi-

miento significativamente diferentes, se puede decir que ambos modelos lograron ge-

neralizar las muestras de entrenamiento en forma similar. Sin embargo, es importante

destacar que MEC-ELM logró una reducción en tiempo de entrenamiento de alrededor

del 45.3% en relación a ELM (los detalles al respecto pueden apreciarse claramente

en la tabla 5.8). Esta ventaja representa un gran ahorro de tiempo a medida que se
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Número de

Muestras de

Entrenamiento

Tiempo de Entrenamiento

DT32 DT64

MEC-ELM

Tm (s)

ELM

TM (s)

Reducción

(1− Tm
TM

)100%

MEC-ELM

Tm (s)

ELM

TM (s)

Reducción

(1− Tm
TM

)100%

1000 29.13 54.20 46.25 % 29.25 53.88 45.71 %

2000 31.39 57.78 45.67 % 31.48 57.45 45.20 %

3000 33.56 61.49 45.42 % 33.65 61.63 45.39 %

4000 35.75 65.20 45.16 % 35.37 65.26 45.80 %

5000 38.47 69.59 44.71 % 38.47 69.42 44.58 %

6000 40.33 72.78 44.58 % 40.07 73.15 45.22 %

Tabla 5.8. Tiempos de entrenamiento para MEC-ELM y ELM

incrementan los datos, algo que resulta crucial a la hora de abordar aplicaciones que

involucran grandes conjuntos de entrenamiento.

En lo que respecta al tiempo de prueba por muestra procesada, los resultados no

muestran ninguna diferencia entre ambos modelos y en la práctica no tendría por qué

existir dicha diferencia, considerando que se trata de la misma arquitectura de red

SLFN. Sin embargo, es preciso mencionar que la velocidad para procesar muestras en

la fase de prueba es uno de los grandes fuertes que tienen las redes neuronales, esto

como resultado de su inherente capacidad de procesamiento paralelo, una capacidad

que se puede explotar fácilmente mediante su implementación en hardware y que hace

que estos esquemas de procesamiento sean ideales para abordar aplicaciones en las

que la información se presenta de forma masiva, imprecisa y distorsionada (Brio y

Sanz, 2006).

5.5 Resumen de capítulo

En este capítulo ser realizó un análisis comparativo entre MEC-ELM y ELM con base

en dos problemas relacionados con la identificación de enlaces ópticos en un sistema

de comunicaciones. El objetivo básicamente es evaluar la alta o baja calidad de los en

enlaces ópticos o "lightpahts", de modo que puedan ser seleccionados o descartados

antes de ser establecidos. Para esto, se contó con dos conjuntos de entrenamiento

(ϕDT32, ϕDT64) obtenidos al simular la red Deutsche Telekom (DT) de 14 nodos para 32

y 64 longitudes de onda. Las salidas de dichos conjuntos se codificaron de modo que

la BER o tasa de errores de bit para los lightpaths de alta calidad sea menor que 10−12,

con lo que se obtuvo los conjuntos utilizados en las pruebas (ψDT32 y ψDT64), los cuales

tienen como característica el ser altamente desbalanceados.

Las pruebas se realizaron utilizando una implementación de MEC-ELM basada en
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el método de retención, dicha implementación permite manejar el costo computacional

mediante la reutilización de matrices y, es más indicada que la implementación basada

en validación cruzada que se presentó en el capítulo 4, en aquellos problemas en lo

que el número de datos no representa un limitante importante. El método propuesto

involucra la inversión de R+ 1 matrices de tamaño q× q, en comparación con la imple-

mentación análoga de ELM que involucra la inversión de R matrices de tamaño L× L,

donde R es el número de valores a probar de la constante de regularización C. Con

base en lo anterior, en términos computacionales la utilización del método de retención

resulta más adecuada en combinación con MEC-ELM, que en combinación con ELM,

teniendo en cuenta que q < L.

Las pruebas realizadas muestran el rendimiento, el tiempo de entrenamiento y el

tiempo de prueba de MEC-ELM y ELM, a medida que se incrementan los datos de

entrenamiento. Para medir el rendimiento se calculó: la exactitud, el área bajo la curva

ROC, la sensibilidad, la especificidad y la precisión de los modelos obtenidos, dichas

medidas se tomaron utilizando conjuntos de prueba. En general, MEC-ELM fue mejor

al clasificar los lightpahts de la red DT con 32 lambdas y ELM un poco mejor al clasificar

los lightpahts de la red DT con 64 lambdas. Sin embargo, no se evidencian diferencias

de rendimiento significativas en entre ambos algoritmos, pero claramente se puede

apreciar que MEC-ELM logra reducciones en el tiempo de entrenamiento de alrededor

del 45.3 % en relación a ELM, algo que resulta crucial a la hora de abordar aplicaciones

que involucran masivas cantidades de datos.



Capítulo 6

Implementación de MEC-ELM usando la meto-
dología Map-Reduce

"Map-Reduce" es un modelo de programación creado para procesar en forma para-

lela grandes conjuntos de entrenamiento, este modelo dado a conocer por Google en

el año 2004, es una de las respuestas más reconocidas en relación a los desafíos que

impone "Big Data" y se caracteriza por tener una gran escalabilidad, muy buena tole-

rancia a fallas, fácil programación y alta flexibilidad (Chen et al., 2017b). Map-Reduce

proporciona un medio para distribuir la computación sin los costos propios de la pro-

gramación paralela, de modo que el desarrollador se centre únicamente en aplicar la

técnica de divide y vencerás al problema planteado, sin preocuparse, por ejemplo, de

asuntos relacionados con el envío y recepción de mensajes (Vidal-Silva et al., 2018).

Para implementar un algoritmo usando la metodología Map-Reduce únicamente es

necesario especificar dos bloques funcionales: mapeador y reducidor. Todo lo demás

es transparente al desarrollador. El mapeador toma un conjunto de pares (clave,valor )

y los convierten en otro conjunto intermedio de pares (clave,valor ). Por su parte, el re-

ducidor recibe los datos provenientes de múltiples mapeadores organizados por clave

y los procesa para producir un resultado final.

Una implementación Map-Reduce puede correr sobre múltiples hilos en un proce-

sador, múltiples procesadores en una máquina multiprocesador, o múltiples máquinas

en un clúster o red de máquinas, siendo esta última, la manera ideal de procesar

grandes cantidades de datos. Ahora bien, para desarrollar una implementación Map-

Reduce pueden usarse varios lenguajes de programación, pero más allá de esto, exis-

ten "frameworks" de código abierto como Hadoop que facilitan el flujo de trabajo. El

funcionamiento de Hadoop se ilustra en la figura 6.1 y se resume en cuatro pasos:
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Mapeo

Organización

Reducción

Map. Map. Map.

Redu. Redu. Redu.

Conjunto de datos

Resultados

Parametros
 División
de datos

Figura 6.1. Esquema general del funcionamiento de Hadoop

• División de datos: El conjunto de datos se carga en el sistema de archivos dis-

tribuidos de Hadoop o directorio HDFS ("Hadoop Distributed File System"), éste

divide los datos en fragmentos denominados Splits, los cuales son entregados a

varios mapeadores en forma de pares (clave,valor ).

• Mapeo: los Splits son procesados por múltiples mapeadores (corriendo en para-

lelo el mismo código), este proceso arroja como resultado un conjunto intermedio

de pares (clave,valor ).

• Organización: el "framework" toma las salidas de los mapeadores y automática-

mente las organiza y agrupa por clave, generando un nuevo conjunto de pares

con formato (clave,lista(valor )) .

• Reducción: varios reducidores corriendo en paralelo el mismo código, procesan

los datos identificados con una misma clave. Al igual que los mapeadores, los
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reducidores deben generar un nuevo conjunto de datos con formato (clave,valor ).

Finalmente, La salida de los reducidores se archiva en el directorio HDFS.

Considerando las ventajas que MEC-ELM tiene sobre ELM en lo relacionado con

el tiempo de entrenamiento, en este capítulo se propone una implementación de MEC-

ELM utilizando la metodología de Map-Reduce, tal y como se ha hecho con otros

algoritmos de "Machine Learning" incluidas varias versiones de ELM (Chu et al., 2007;

Alham et al., 2013; Xin et al., 2016; Chen et al., 2017b; He et al., 2013), buscando

abordar aplicaciones con masivas cantidades de datos de una manera distribuida y

más eficiente.

6.1 Desarrollo de la implementación

Para paralelizar un algoritmo usando la metodología Map-Reduce es necesario identi-

ficar el formato de tres tipos de pares (clave,valor ):

• Pares de entrada: son los pares (clave,valor ) que entran a los mapeadores, éstos

deben estar cargados inicialmente en el sistema de directorios HDFS.

• Pares intermedios: hacen referencia a los pares (clave,valor ) que salen de los

mapeadores y a los pares (clave,valor ) que entran a los reducidores, cuyo for-

mato es igual para un mismo trabajo Map-Reduce.

• Pares de salida: son los pares (clave,valor ) que salen de los reducidores.

Con base en lo anterior, para diseñar un mapeador es necesario identificar el for-

mato de la clave de entrada, el valor de entrada, la clave intermedia y valor intermedio.

Así mismo, para diseñar un reducidor se debe identificar el formato de la clave inter-

media, el valor intermedio, la clave de salida y el valor de salida.

Una vez identificados los pares (clave,valor ) se procede a diseñar el código de los

mapeadores y reducidores. A continuación, para describir el código de dichos módulos,

se adopta una notación orientada a programación. Esta nueva notación resulta natural

en el contexto Map-Reduce e incluye términos como: "String" (para referirse a cadenas

de caracteres), arreglos e instrucciones estándar como "for " y "while". Además, para

referirse a un elemento de una matriz o arreglo se utiliza el nombre del arreglo o matriz

y se indica el elemento entre corchetes, por ejemplo:
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• A[j] indica el j-ésimo elemento del arreglo A.

• M [i][j] hace referencia al elemento de la i-ésima fila y la j-ésima columna de la

matriz M .

El proceso Map-Reduce que se propone a continuación permite calcular las matri-

ces W y Z de MEC-ELM. Una vez descritos los módulos de este proceso, se retoma

la notación matricial utilizada en los anteriores capítulos y se plantea el proceso para

calcular la solución de MEC-ELM.

6.1.1 Implementación del mapeador

Inicialmente se debe cargar el conjunto de entrenamiento en el sistema de directorios

HDFS como una secuencia de pares (clave1, valor1), donde clave1 es la posición del

patrón en el conjunto de entrenamiento, y valor1 es el contenido del patrón (incluye

vector de entrada y salida deseada). Posteriormente, el "framework" asigna aleato-

riamente los pares (clave1, valor1) a los mapeadores y éstos deben procesarlos para

obtener los resultados parciales de las matrices W y Z.

Con base en lo anterior, (clave1, valor1) son los pares de entrada y éstos deben ser

procesados por los mapeadores para obtener los resultados parciales de las matrices

W y Z. Una vez calculados, los resultados parciales son enviados a los reducidores

en forma de un par intermedio. En la implementación propuesta, la clave intermedia

clave2 corresponde a un número que indica la posición de un elemento en las matrices

de resultados parciales de W o Z y el valor intermedio valor2 es el valor del respectivo

elemento.

La operación del mapeador se describe en la tabla 6.1, donde las líneas 1 y 2

permiten seleccionar los pesos de los nodos ocultos e inicializar la matriz en la que se

almacenarán los resultados intermedios. En las líneas 3 a 9, se calculan los resultados

parciales de W y Z. Finalmente, en las líneas 10 a 21 se generan los pares intermedios

que posteriormente se envían a la salida del mapeador.

Nótese que las líneas 4 y 5 se especifican mediante dos bloques funcionales de-

nominados MapeoAleatorio y MatAux respectivamente. El primero permite calcular

las salidas de la capa oculta (SalCapOc) y el vector de salidas deseadas (Objetivos) en

función de la clave de entrada valor1 y los pesos ocultos PesosOc. Su implementación

se describe en la tabla 6.2. Por su parte, el segundo bloque funcional (MatAux) per-

mite calcular la matriz MatAuxUnPat que contiene los resultados parciales de W y Z
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relativos a un único patrón de entrada. Esta matriz se calcula en función de las sali-

das de la capa oculta y las salidas deseadas. Los detalles de su implementación se

presentan en la tabla 6.3.

El bloque funcional MatAux se ejecuta una vez por cada par de entrada y, los

resultados obtenidos se van acumulando en una matriz llamada MatAuxParcial tal y

como se especifica en la línea 7 de la tabla 6.1. Los elementos de esta matriz son

los valores intermedios valor2 que se ponen como salida del mapeador y su posición

(especificando la pertenencia a W y Z) son las claves intermedias clave2.

Entradas: Par (clave1, valor1)
# clave1: String que contiene la posición del patrón.
# valor1: String que guarda el contenido de un patrón.

Salidas: Par (clave2, valor2)
# clave2: String que indica la posición de un elemento de W o Z .
# valor2: String que contiene el valor de un elemento de W o Z.

1 Generar aleatoriamente los pesos y bias ocultos utilizando
una semilla inicial sem y almacenarlos en una matriz llamada
PesosOc.

2 Inicializar un arreglo numérico nulo llamado MatAuxParcial.
3 C1 = ”V ” si existe un par (clave1,valor1) en la entrada, en caso

contrario C1 = ”F”. Entonces:
while (C1 == ”V ”)

4 [SalCapOc,Objetivos] = MapeoAleatorio(valor1, P esosOc).
5 MatAuxUnPat = MatAux(SalCapOc,Objetivos).
6 Sea L el número de nodos ocultos, q el número de nodos de

compresión y m el número de clases. Entonces:
for j = 1 to Lq + Lm

7 MatAuxParcial[j] = MatAuxParcial[j]+MatAuxUnPat[j]
8 endfor
9 endwhile
10 Sea L el número de nodos ocultos. Entonces:

for i = 1 to L
11 Sea q el número de nodos de compresión. Entonces:

for j = 1 to q
12 Concatenar "Z:", i, "," y j en un String llamado valor2.
13 clave2 recibe MatAuxParcial[(i− 1)q + j] como String.
14 Retornar como salida el par (clave2, valor2).
15 endfor
16 Sea m el número de nodos de clases. Entonces:

for j = Lq + 1 to L(q +m)
17 Concatenar "W:", i, "," y j en un String llamado valor2.
18 clave2 recibe MatAuxParcial[(i− 1)q + j] como String.
19 Retornar como salida el par (clave2, valor2).
20 endfor
21 endfor

Tabla 6.1. Seudocódigo del mapeador
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Entradas: valor1→ String que guarda el contenido de un patrón.
PesosOc→ Matriz que contiene pesos y bias ocultos.

Salidas: SalCapOc → Arreglo numérico que contiene el vector de salida
de la capa oculta.
Objetivos → Arreglo numérico que contiene el vector de salida
deseada.

1 Escribir los elementos del vector de entrada en un arreglo
numérico llamado Entrada (el vector de entrada está contenido
en valor1).

2 Codificar la salida deseada según la ecuación 2.23 y guardar el
resultado en un arreglo numérico llamado Objetivos (la salida
deseada está contenida en valor1).

3 Normalizar los elementos del arreglo Entrada
4 Inicializar un arreglo numérico nulo llamado SalCapOc.
5 Sea L es el número de nodos ocultos y b[i] el bias del i-ésimo

nodo oculto:
for i = 1 to L

6 a = b[i];
7 Sea n la longitud del arreglo Entrada:

for j = 1 to n
8 Sea W [i][j] el peso entre la j-ésima entrada y el i-ésimo

nodo oculto, calcular:
9 a = a+W [i][j]× Entrada[j]
10 endfor
11 Sea g(.) la función de activación de los nodos ocultos

entonces:
SalCapOc[i] = g(a).

12 endfor
13 Retornar como salida (SalCapOc,Objetivos)

Tabla 6.2. Función [SalCapOc,Objetivos] = MapeoAleatorio(clave1, P esosOc).

Entradas: SalCapOc → Arreglo numérico que contiene el vector de salida
de la capa oculta.
Objetivos → Arreglo numérico que contiene el vector de salida
deseada.

Salidas: MatAuxUnPat → Arreglo numérico que contiene resultados in-
termedios de Z y W (para un único patrón de entrada).

1 Inicializar un arreglo numérico nulo llamado ElementosZ.
2 Inicializar un arreglo numérico nulo llamado ElementosW .
3 Sea L es el número de nodos ocultos:

for i = 1 to L
4 Sea q el número de nodos de compresión:

for j = 1 to q
5 Adjuntar (SalCapOc[i]× SalCapOc[j]) a ElementosZ.
6 endfor
7 Sea m el número de clases:

for j = 1 to m
8 Adjuntar (Objetivos[i]×Objetivos[j]) a ElementosW .
9 endfor
10 endfor
11 Concatenar ElementosZ y ElementosW en un arreglo numérico

llamado MatAuxUnPat.
12 Retornar como salida MatAuxUnPat.

Tabla 6.3. Función MatAuxUnPat = MatAux(SalCapOc,Objetivos).
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6.1.2 Implementacion del reducidor

El reducidor se encarga de organizar y sumar los resultados parciales provenientes de

los mapeadores, para obtener las matrices W y Z de MEC-ELM. De modo que cada

valor de salida valor3 es un elemento de las matrices W o Z, y la clave de salida clave3

es una cadena de caracteres que especifica la pertenencia de dicho elemento a la

respectiva matriz, así como su posición en la misma.

El reducidor recibe los pares intermedios ordenados por clave y, a medida que

éstos ingresan se van sumando los valores respectivos, acumulando el resultado en

una variable entera denominada val. En el momento en que ingresa un par intermedio

con una clave distinta a la actual, se escriben los pares de salida en la salida estándar

y se reinicia la variable val desde cero. Posteriormente, el proceso se repite otra vez

para la nueva clave. La operación de los reducidores se detalla en la tabla 6.4.

Entradas: Par (clave2, valor2)
# clave2: String aleatorio
# valor2: String que contiene resultados intermedios

Salidas: Par (clave3, valor3)
# clave3: String que contiene los elementos de W y Z
# valor3: String aleatorio

1 Inicializar un String llamado claveActual con la cadena de carac-
teres "Ninguna".

2 Inicializar una variable entera nula llamada val.
3 C1 = ”V ” si hay un par intermedio (clave2, valor2) en la entrada,

en caso contrario C1 = ”F”. Entonces:
while (C1 == ”V ”)

4 Almacenar el contenido de valor2 en una variable entera lla-
mada valor

5 if (clave2 == claveActual)
6 val = val + valor
7 else
8 if (clave2! ="Ninguna")
9 clave3 = claveActual
10 valor3 recibe val como String
11 Retornar como salida el par (clave3, valor3)
12 endif
13 val = valor
14 claveActual = clave2
15 endif
16 endwhile
17 if (clave2 == claveActual)
18 clave3 = claveActual
19 valor3 recibe val como String
20 Retornar como salida el par (clave3, valor3)
21 endif

Tabla 6.4. Seudocódigo de los Reducidores.
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6.1.3 Solución MEC-ELM usando Map-Reduce

Para calcular la solución de MEC-ELM primero se deben generar aleatoriamente los

pesos y bias de las neuronas ocultas. Luego se calculan las matrices W y Z usando

Map-Reduce. Una vez el proceso Map-Reduce termina, se procede a identificar las

matrices Voc ∈ Rq×q y Woc ∈ Rq×(L−q). Finalmente, se obtiene la matriz D y se calcula

la solución MEC-ELM. El proceso de entrenamiento se especifica en la tabla 6.5.

Entradas: η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm}Nj=1 → Conjunto de datos
L→ Número de nodos ocultos
q → Número de nodos de compresión (q ∈ ℵ, tal que q ≤ L)
C → Constante de regularización
g(.)→ Función de activación de los nodos ocultos

Salidas: {wi, bi}Li=1 → Pesos y bias ocultos
Bε → Solución de MEC-ELM (Matriz de pesos de salida)

1 Generar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i =
1, 2, ..., L utilizando una semilla inicial sem.

2 Calcular las matrices auxiliares Z y W usando Map-Reduce.
3 Identificar las matrices Voc ∈ Rq×q y Woc ∈ Rq×(L−q) tales que:

Z = [Voc Woc]

4 Calcular la matriz D como:

D =
[
I V−1

oc Woc

]
5 Calcular los pesos de salida Bε como:

Bε = CW− CDT
( I
C

+ ZDT
)−1

ZW

Tabla 6.5. Entrenamiento de un modelo MEC-ELM usando Map-Reduce

6.1.4 Pruebas de consistencia

La implementación de MEC-ELM presentada en la tabla 6.5, se puso a prueba con

ayuda de una utilidad conocida como Hadoop Streaming, esta utilidad que viene con

la distribución de Hadoop, permite crear y ejecutar trabajos Map-Reduce utilizando

múltiples lenguajes de programación. Particularmente, la versión de Hadoop utilizada

en las pruebas fue la 2.7.7 y los módulos involucrados en el proceso Map-Reduce

(Mapeador y Reducidor) se implementaron utilizando el lenguaje de programación R.
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Por otro lado, el clúster utilizado estaba conformado por 9 computadores, uno de los

cuales se configuró como maestro y los 8 restantes como esclavos. Las características

de los equipos utilizados se presentan a continuación:

• Maestro: procesador Intel i7 de 3.4 GHz, 16 Gb de memoria y sistema operativo

Linux.

• Esclavos: procesadores AMD A10 de 2.6 GHz, 8 Gb de memoria y sistema ope-

rativo Linux.

El objetivo en estas pruebas es analizar el tiempo de entrenamiento a medida que

se varía el número de computadores esclavos, el número de datos y el número de

nodos ocultos. En este proceso se utilizaron dos conjuntos de datos. El primero rela-

cionado con el problema planteado en la sección 3.4.1, que consiste en discriminar

patrones pertenecientes a dos clases bidimensionales traslapadas y con distribución

gaussiana (las funciones de distribución para las clases 1 y 2 están definidas en las

ecuaciones 3.29 y 3.30 respectivamente). El segundo conjunto de datos se encuen-

tra disponible en "UCI Machine Learning Repository" (Dua y Taniskidou, 2017) y se

denomina "image segmentation".

Las pruebas se realizaron utilizando el 50% y el 70% de los nodos ocultos como

nodos de compresión (MEC-ELM q=0.5L y MEC-ELM q=0.7L respectivamente). Adi-

cionalmente, los resultados se comparan con los obtenidos haciendo uso de una imple-

mentación de ELM basada en Map-Reduce denominada A-ELM (Xin et al., 2016). En

todos los casos, las funciones de activación utilizadas fueron del tipo tangente hiper-

bólica Tanh(a) = (1− e−a)/(1 + e−a).

Variación de computadores esclavos

Inicialmente se considera la influencia de los computadores esclavos en el proceso

de entrenamiento. Estas pruebas se llevaron a cabo con 40 nodos ocultos y 6 × 107

patrones de entrenamiento generados con las funciones de distribución planteadas en

las ecuaciones 3.29 y 3.30. Los patrones eran tales, que el 50 % pertenecían a la clase

1 y el 50 % pertenecían a la clase 2. Los resultados obtenidos pueden observarse en

la figura 6.2.

La figura 6.2 muestra como disminuye el tiempo de entrenamiento a medida que se

incrementa el paralelismo. Sin embargo, esta situación tiene lugar hasta que el número
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de computadores esclavos es 4, en adelante el tiempo de entrenamiento se mantiene

constante. Este comportamiento resulta claro, si se tiene en cuenta que incrementar

el número de computadores esclavos, hace que las tareas relacionadas con el manejo

de la red y las comunicaciones se vuelvan más complejas computacionalmente. Como

puede observarse, esta situación es similar para los tres modelos probados.

Número de computadores esclavos

Figura 6.2. Tiempo de entrenamiento vs computadores esclavos

Variación del número de datos

Utilizando 40 nodos ocultos y la totalidad de computadores esclavos, se realizaron

distintas pruebas variando el número de datos. Nuevamente, los patrones de entrena-

miento utilizados se generaron con base en las funciones de distribución planteadas

en las ecuaciones 3.29 y 3.30, con el 50 % de patrones perteneciendo a la clase 1

y el otro 50 % de patrones perteneciendo a la clase 2. Los resultados obtenidos se

presentan en la figura 6.3.

Como puede observarse, no existe una diferencia considerable en los tiempos de

entrenamiento de ELM y los dos modelos MEC-ELM para las pruebas con menor

número de datos. Sin embargo, a medida que los datos se incrementan por encima

de 8 × 106 puede apreciarse una reducción en el tiempo de entrenamiento de los mo-

delos MEC-ELM respecto a ELM, siendo más pequeño el tiempo de entrenamiento de

MEC-ELM cuando se utilizan el 50% de los nodos ocultos como nodos de compresión.
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Número de datos

Figura 6.3. Tiempo de entrenamiento vs datos de entrenamiento

Es importante destacar que, en la práctica, el uso de Map-Reduce tiene sentido

sólo si se analizan enormes cantidades de datos, de lo contrario el costo computa-

cional asociado a tareas de manejo de la red y comunicaciones puede llegar a ser más

complejo que el problema que se pretende resolver.

Variación del número de nodos ocultos

Por último, se realizó una serie de pruebas variando el número de nodos ocultos. Las

pruebas se realizaron utilizando el conjunto de entrenamiento "image segmentation".

Este conjunto de datos tiene las siguientes características:

• Muestras de entrenamiento: 2310

• Características de entrada: 18

• Número de clases: 7

El proceso de entrenamiento se llevó a cabo utilizando la totalidad de los com-

putadores esclavos y replicando 1000 veces el conjunto de datos, para un total de

2.310.000 patrones de entrenamiento.

En general, MEC-ELM permite reducir el tiempo de entrenamiento en relación a

ELM. Esta diferencia es más considerable a medida que se incrementan los nodos

ocultos y respecto al modelo con menor número de nodos de compresión. Esto puede

corroborarse en la figura 6.4.
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Número de nodos ocultos

MEC-ELM  q=0.7L

MEC-ELM  q=0.5L

A-ELM*

Figura 6.4. Tiempo de entrenamiento vs nodos ocultos

Los resultados obtenidos indican que la implementación de MEC-ELM basada en

Map-Reduce no solo permite procesar grandes cantidades de datos, sino que también

utiliza de forma más eficiente la infraestructura computacional disponible.

6.2 Resumen de capítulo

MEC-ELM alcanza rendimientos similares a ELM en términos de generalización redu-

ciendo a la vez los tiempos de entrenamiento. Es importante destacar que se trata de

una mejora a nivel funcional (y no a nivel de implementación), con lo que se abre la

posibilidad de desarrollar nuevas y mejores variantes utilizando técnicas y metodolo-

gías que ya se han aplicado a ELM. Para muestra, en este capítulo se presentó una

implementación de MEC-ELM usando la metodología de programación "Map-Reduce",

la cual permite potenciar las capacidades de procesamiento de MEC-ELM gracias a la

utilización de grandes "clúster de computadoras trabajando en paralelo.

Para verificar la consistencia de la implementación presentada, se utilizó un "clus-

ter " conformado por 9 computadores y se realizó una serie de pruebas variando el

número de computadores esclavos, el número de datos y el número de nodos ocul-

tos. En general, MEC-ELM permite un uso más eficiente de la infraestructura com-

putacional y logra procesar cantidades considerables de datos en tiempos de entre-

namiento más cortos en comparación con A-ELM (A-ELM es una implementación de

ELM usando MapReduce), estas ventajas se hacen más evidentes a medida que se

incrementan los nodos ocultos y para las implementaciones de MEC-ELM con menos

nodos de compresión.



Capítulo 7

Conclusiones y trabajos futuros

7.1 Conclusiones

MEC-ELM mejora el proceso de aprendizaje de redes neuronales SLFN en aplica-

ciones de clasificación que involucran grandes conjuntos de entrenamiento. Sus ven-

tajas prácticas se ven reflejadas en altos rendimientos en términos de generalización,

cortos tiempos de entrenamiento y aprovechamiento eficientemente de la infraestruc-

tura computacional disponible; tres aspectos verdaderamente cruciales de cara a re-

solver los modernos desafíos que impone "Big data".

El algoritmo MEC-ELM es robusto ante problemas de clasificación, lo cual se evi-

dencia en su capacidad para discriminar clases bidimensionales traslapadas con dis-

tribución gaussiana, estableciendo fronteras de decisión óptimas en el sentido de Bayes

y por su capacidad de aprendizaje a partir de conjuntos de entrenamiento altamente

desbalanceados, logrando rendimientos similares a los de ELM en menos tiempo de

entrenamiento. Adicionalmente, sus bajos requerimientos computacionales lo hacen

ideal para abordar problemas en los que la información se presenta de forma masiva.

La consistencia de MEC-ELM asegura su utilización exitosa en una vasta gama

de aplicaciones reales, tal y como lo confirman múltiples experimentos basados en

simulación para diferentes problemas de clasificación binaria y multiclase, en los que

se puede apreciar la estabilidad y gran capacidad de generalización de MEC-ELM a lo

largo de todas las pruebas.

MEC-ELM permite reducir el tiempo de entrenamiento en relación a ELM, alcan-

zando a la vez rendimientos similares en términos de generalización. Más aún, experi-

mentos relacionados con clasificación de enlaces ópticos indican que MEC-ELM logra

reducciones alrededor del 45.3 % en relación a ELM, lo que resulta muy significativo a

medida que se incrementan los datos de entrenamiento.
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MEC-ELM representa una mejora funcional en relación al algoritmo ELM, lo que

permite usar eficientemente la infraestructura computacional disponible, mejorar los

procesos de validación cruzada y optimizar la ejecución de procesos Map-Reduce.

7.2 Trabajos futuros

A largo de este documento se presentó una gran cantidad de resultados a partir de

los cuales se pudo establecer que MEC-ELM permite abordar con éxito aplicaciones

de clasificación que involucran grandes conjuntos de entrenamiento. Por otro lado, no

existe una razón evidente que impida su utilización exitosa en aplicaciones de aproxi-

mación. Sin embargo, esto no ha sido verificado experimentalmente.

Los nodos de compresión en un modelo MEC-ELM, se encargan de comprimir la

información proveniente de la capa oculta, y dependiendo de su número puede re-

ducirse la complejidad computacional en el entrenamiento. Como consecuencia surge

un compromiso entre rendimiento y complejidad computacional. Dicho compromiso se

podría manejar más eficientemente si el número de nodos de compresión se determina

dinámicamente. Esto se puede hacer utilizando alguna técnica de tipo incremental

(como QRI-ELM, I-ELM, entre otras). Sin embargo, no está claro que técnica usar y

como debería incorporarse en la estructura matemática de MEC-ELM.

Recientemente se han propuesto una serie de algoritmos denominados metacog-

nitivos, los cuales se basan en el modelo de metacognición humana propuesto por

Nelson y Narens (1980). Estos algoritmos buscan mejorar el proceso de aprendizaje

incorporando un componente metacognitivo que les permite determinar: qué aprender,

cómo aprender y cuándo aprender. En la literatura pueden encontrarse varias iniciati-

vas en este sentido, las cuales reportan mejoras en relación a la capacidad de gene-

ralización (Savitha et al., 2014; Revanasiddappa et al., 2018). Con base en lo anterior,

los principios metacognitivos podrían potenciar el rendimiento de modelos MEC-ELM

entrenados con un reducido número de nodos de compresión. Sin embargo, es preciso

investigar como combinar eficientemente los principios metacognitivos con MEC-ELM.

Teniendo en cuenta que se han desarrollado varios trabajos en procura de hacer

que ELM sea más eficiente y adecuado para aplicaciones específicas, se espera que

muchas de las mejoras realizadas a este algoritmo, puedan ser extendidas a MEC-

ELM. Lo anterior abre una amplia gama de posibilidades entre las que se incluyen

el desarrollo de nuevos algoritmos basados en MEC-ELM y la realización de nuevos
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comparativos. Para muestra, en el capítulo 6 de este documento, se propone una

implementación de MEC-ELM utilizando la metodología Map-Reduce.
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Anexo A

Proceso de Entrenamiento en OS-ELM

Dado un conjunto de entrenamiento η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm} y una red SLFN

estándar de L nodos ocultos con funciones de activación g(.)

Paso 1. Fase de inicialización: seleccionar un bloque inicial de muestras de en-

trenamiento η0 = {(xj, tj)}N0
j=1 a partir de un conjunto de entrenamiento η =

{(xj, tj)|xj ∈ Rn, tj ∈ Rm, j = 1, 2, ..., N}, con L ≤ N0 ≤ N .

a. Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i = 1, 2, ..., L.

b. Calcular la matriz de salida de la capa oculta inicial H0

H0 =


g(w1 · x1 + b1) · · · g(wL · x1 + bL)

... · · · ...

g(w1 · xN0 + b1) · · · g(wL · xN0 + bL)


N0×L

. (A.1)

c. Determinar los pesos de salida iniciales B(0) como B(0) = P0HT
0 T0 donde

P0 = (HT
0 H0)−1 y T0 = [t1, t2, ..., tN0 ]

T .

d. Iniciar contador k en ceros (k = 0).

Paso 2. Fase de aprendizaje: presentar el (k + 1)-ésimo bloque de muestras

ηk+1 = {(xj, tj)}
∑k+1
l=0 Nl

j=(
∑k
l=0Nl)+1

(A.2)

donde Nk+1 es el número de muestras que tiene el bloque (k + 1).

a. Calcular la matriz de salida de la capa oculta parcial Hk+1 para el (k + 1)-

ésimo bloque de muestras ηk+1 como
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Hk+1 =
g(w1 · x(

∑k
l=0Nl)+1 + b1) · · · g(wL · x(

∑k
l=0Nl)+1 + bL)

... · · · ...

g(w1 · x∑k+1
l=0 Nl

+ b1) · · · g(wL · x∑k+1
l=0 Nl

+ bL)


N(k+1)×L

.
(A.3)

b. Calcular los pesos de salida B(k+1)

Pk+1 = Pk − PkHT
k+1(I + Hk+1PkHT

k+1)−1Hk+1Pk

B(k+1) = B(k) + Pk+1HT
k+1(Tk+1 − Hk+1B(k))

(A.4)

donde Tk+1 = [t(
∑k
l=0Nl)+1, ..., t∑k+1

l=0 Nl
]T y Pk una matriz auxiliar (P0 es cal-

culado en el Paso 1c.).

c. Incrementar el contador k en uno (k = k + 1). Volver al Paso 2.

El número Nk+1 de muestras de entrenamiento del (k+1)-ésimo bloque no debe ser

necesariamente igual a Nk. En otras palabras, los bloques no necesariamente deben

tener el mismo tamaño. En el caso especial de que las muestras sean recibidas una a

una, esto es Nk+1 ≡ 1, la ecuación A.4 se reduce a

Pk+1 = Pk −
Pkhk+1hTk+1Pk

I + hTk+1Pkhk+1

B(k+1) = B(k) + Pk+1hk+1(Tk+1 − hTk+1B
(k)),

(A.5)

donde hk+1 = [g(w1 ·xk+1 + b1)...g(wL ·xk+1 + bL)]T . Cabe destacar que la ecuación A.5

tiene la misma forma de la fórmula de Sherman-Morrison (Golub y Loan, 1996).

Para que OS-ELM sea más robusto puede utilizarse el método SVD para calcular

B(k) y Pk para (k = 1, 2, ...). Esto es por si dado el caso H0 o (I + Hk+1PkHT
k+1) sean

singulares o tiendan a ser singulares.

Finalmente, nótese que si N0 = N el algoritmo OS-ELM se convierte en ELM. Así

entonces, ELM puede ser considerado como un caso especial de OS-ELM (Liang et

al., 2006).



Anexo B

Entrenamiento de clasificadores ELM usando
validación cruzada

B.1 Método de retención

Dado un conjunto de entrenamiento η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm} y una red SLFN

estándar de L nodos ocultos con funciones de activación g(.):

1. Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i = 1, 2, ..., L.

2. Calcular la matriz H e identificar la matriz T (con las ecuaciones 2.5 y 2.7 respec-

tivamente). Seguidamente identificar las matrices HE y HV , tales que

H =
[
HT
E HT

V

]T
(B.1)

y las matrices TE y TV , tales que

T =
[
TTE TTV

]T
(B.2)

3. Calcular las matrices HT
EHE y HT

ETE.

4. Para cada Ca tal que a = 1, 2, .., R, siendo Ca uno de los R valores de C:

4.1 Calcular la solución B(a) como

B(a) = (
I
Ca

+ HT
EHE)−1HT

ETE. (B.3)

4.2 Determinar la exactitud ACCa (u otra medida de rendimiento) de la solución

B(a) configurando el modelo como clasificador ELM y usando HV para validar.
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5. Seleccionar la solución final B tal que

B = B(µ) (B.4)

donde µ es el índice del modelo que obtuvo el mayor rendimiento. Esto es

µ = arg max
a ∈ {1, 2, ..., R} ACCa. (B.5)

B.2 Validación cruzada con K iteraciones

Dado un conjunto de entrenamiento η = {(xj, tj),xj ∈ Rn, tj ∈ Rm} y una red SLFN

estándar de L nodos ocultos con funciones de activación g(.):

1. Asignar aleatoriamente los pesos wi y los bias bi para i = 1, 2, ..., L.

2. Calcular la matriz H e identificar la matriz T (con las ecuaciones 2.5 y 2.7 respec-

tivamente). Seguidamente crear k particiones de H, tales que

H =
[
HT

1 HT
2 ... HT

K

]T
(B.6)

y las correspondientes particiones de T, tales que

T =
[
TT1 TT2 ... TTK

]T
(B.7)

3. Calcular Φ =
∑K

r=1 Φr y Υ =
∑K

r=1 Υr siendo Φr = HT
r Hr y Υr = HT

r Tr para

r = 1, 2, ..., K.

4. Para cada Ca tal que a = 1, 2, .., R, siendo Ca uno de los R valores de C:

4.1 Para cada r tal que r = 1, 2, .., K:

4.1.1 Calcular la solución B(a,r) como

B(a,r) = (
I
Ca

+ Φ−Φr)
−1(Υ−Υr). (B.8)

4.1.2 Determinar la exactitud ACCa,r (u otra medida de rendimiento) de la

solución B(a,r) configurando el modelo como clasificador ELM y usando

la partición Hr para validar.
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4.1.3 Actualizar el acumulador de rendimiento RENa

RENa = RENa + ACCa,r (B.9)

5. Calcular la solución final B como

B = (
I
Cµ

+ Φ)−1Υ (B.10)

donde Cµ es la constante de regularización con la que se obtuvo el mayor ren-

dimiento acumulado. Esto es Cµ ∈ {C1, C2, ..., CR}, tal que el índice µ esta dado

por

µ = arg max
a ∈ {1, 2, ..., R} RENa. (B.11)
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Anexo C

Reconocimiento Estadístico de Patrones

C.1 Criterio de Bayes para mínimo error

Considérese C clases ω1, ω2, ω3, ...., ωC , con probabilidades a priori P (ω1), P (ω2), P (ω3),

...., P (ωC) conocidas. Si lo que se desea es minimizar la probabilidad de cometer

un error en la clasificación de un objeto y la única información que se tiene son las

probabilidades a priori para cada clase, entonces se podría asignar el objeto a la clase

ωj sí

P (ωj) > P (ωk) k = 1, 2, 3, ...., C; k 6= j. (C.1)

Con esto, todos los objetos quedarían incluidos en una única clase. Para clases

equiprobables, es decir con igual probabilidad, los patrones se asignarían indiscrimi-

nadamente en cualquiera de ellas (Webb, 2003).

Sin embargo, como lo que se tiene es un vector x, el cual se debe asignar a

cualquiera de las C clases, resulta mas indicado hacer uso de un criterio basado en

probabilidades que consiste en asignar el patrón x a la clase ωj, si la probabilidad de

ωj dada la muestra x (probabilidad a posteriori P (ωj|x)) es mayor que para todas las

clases ω1, ω2, ω3, ...., ωC . Así entonces, se asigna x a la clase ωj sí

P (ωj|x) > P (ωk|x) k = 1, 2, 3, ...., C; k 6= j. (C.2)

Las probabilidades a posteriori P (ωj|x) se pueden expresar en términos de las pro-

babilidades a priori y de las funciones de probabilidad de las clases P (x|ωj) usando el

teorema de Bayes como

P (ωi|x) =
P (x|ωi)P (ωi)

P (x)
. (C.3)



140 Reconocimiento Estadístico de Patrones

Por tanto el criterio de decisión anterior (ecuación C.2) puede reescribirse como

sigue.

Se asigna x a la clase ωj sí.

P (x|ωj)P (ωj) > P (x|ωk)P (ωk) k = 1, 2, 3, ...., C; k 6= j, (C.4)

esto se conoce como el criterio de Bayes para mínimo error.

La probabilidad de cometer un error P (error) puede ser expresada como

P (error) =
C∑
i=1

P (error|ωi)P (ωi) (C.5)

donde P (error|ωi) es la probabilidad de clasificar incorrectamente patrones de la clase

ωi.

Si se tiene en cuenta que el criterio de Bayes particiona el espacio de medida en C

regiones Ω1, Ω2, Ω3,...., ΩC tales que si x ∈ Ωj entonces x pertenece a la clase ωj, se

puede definir P (error|ωi) como.

P (error|ωi) =

∫
C[Ωi]

P (x|ωi)dx (C.6)

donde la región C[Ωi] corresponde al complemento de la región Ωi expresada como∑C
i=1,j 6=i Ωj.

Utilizando la ecuación C.6 se puede reescribir la ecuación C.5 como

P (error) =
C∑
i=1

∫
C[Ωi]

P (x|ωi)P (ωi)dx

=
C∑
i=1

P (ωi)(1−
∫

Ωi

P (x|ωi)dx)

= 1−
C∑
i=1

P (ωi)

∫
Ωi

P (x|ωi)dx.

(C.7)

La ecuación C.7 significa que minimizar la probabilidad de cometer un error de

clasificación es equivalente a maximizar

C∑
i=1

P (ωi)

∫
Ωi

P (x|ωi)dx (C.8)



C.1. Criterio de Bayes para mínimo error 141

que viene siendo la probabilidad de clasificar correctamente un patrón. Por consi-

guiente, lo que se desea es escoger regiones Ωi para las cuales la integral de la

ecuación C.8 es un máximo. Esto se puede lograr seleccionando una región Ωi para

la cual P (ωi)P (x|ωi) sea la mayor (en relación a las otras clases), es decir aplicando

el criterio de Bayes para mínimo error. Así la probabilidad de correcta clasificación Pc
esta dada por la siguiente expresión

Pc =

∫
maxiP (ωi)P (x|ωi)dx, (C.9)

para la cual la región de integración es todo el espacio de medida. Así, el error de

Bayes se puede expresar como

eB = 1− (

∫
maxiP (ωi)P (x|ωi)dx) (C.10)


