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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales son ampliamente utilizadas en diferentes campos
de la matematica y las ciencias naturales como por ejemplo en geometria diferencial,
andlisis complejo, mecanica de fluidos, mecanica cuantica, fisica del plasma, dindmica de
poblaciones, optica no lineal, entre otros. En particular, ecuaciones diferenciales parciales
no lineales son usadas para modelar la evoluciéon de ondas de agua largas con pequena
amplitud. Es conocido que estas ecuaciones no lineales relacionadas con modelos de ondas
de agua son derivadas del ”problema completo de ondas de agua” (full problem of water
waves) mediante un proceso de aproximacion y bajo la imposicién de algunas restricciones
para los parametros que afectan la propagacion de las ondas. Un ejemplo tipico (ver [6],
[7], [11]) es la ecuacién Korteweg-de Vries que modela la evolucién de ondas largas de

pequena amplitud en un canal de poca profundidad:

O+ 0 (u-+ ) = 0, (1) (KdV)

T. B. Benjamin, J. L. Bona y J. J. Mahony en [1] derivaron la ecuacién BBM como un
mejoramiento de la ecuaciéon KdV para modelar la evoluciéon de ondas de agua de gran

elongacién y pequena amplitud:

(I —)ou+ 0, (u+ dou) = —%al, (u?). (BBM)

Aunque, en primera instancia, la ecuacion BBM fue formalmente derivada para describir

la evolucion de ondas largas en un canal de poca profundidad, se ha probado que esta

II
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ecuacion también aparece en problemas de hidromagnetismo, teoria del plasma, actstica,
entre otras areas de las ciencias naturales. Por esta razoén la ecuacion BBM, como otras
ecuaciones diferenciales parciales, ha llamado la atenciéon de investigadores y cientificos

de las ciencias exactas y de las ciencias naturales.

En este trabajo de grado consideraremos el estudio de una ecuaciéon tipo Benjamin-Bona-
Mahony con términos lineales y no lineales de orden superior. Estudiaremos la siguiente

ecuacion
(I — 92+ 9,)0u+ 0, (au+y0iu) = —0, [)\UQ + 5G(u)} — (I — 02+ 0%) (ud,u), (1)
donde
G(u) = (0pu)?® — (07u)* — 302[(0.u)?].

En particular estudiaremos la existencia y la unicidad de la solucién del problema de valor

inicial asociado a la ecuacién (1) con condicién inicial

(0, ) = uo(-), (2)

donde ug es una funcién peridédica, que por comodidad consideraremos de periodo 2.

El término no lineal en la ecuacién (1) es motivado por el trabajo [3]; en tal trabajo los

autores, siguiendo el articulo [4], estudiaron la ecuacién
1
(I — &+ 0Y0u = —0, [u2 + 5G(u)] — (I — %+ 0%) (ud,u), (3)
donde
G(u) = (0,u)? — (02u)® — 302[(0,u)?].

Note quesia=~v=0A=pu=1yd= % en la ecuacién (1) obtenemos la ecuacién (3).
Esta ecuacién aparece en el estudio de ciertas métricas definidas en la variedad, D, de

todos los difeomorfismos del circulo, S, que preservan orientacion.

Vemos que la ecuacién (1) se puede escribir en la forma equivalente

Ou+ (I —02+03)7'0, (qu+~0u) = —(I1 — 2 +9,) "0, [)\UQ + 5G(u)} — pud,u,
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donde el operador (I — 9?2 + 92)~! se le puede dar sentido via series de Fourier para

funciones periddicas. Entonces la ecuacién en consideracién se puede escribir de la forma
Ou+ M(u) = F(u), (4)
donde M es el operador lineal definido por
M(u) = A~19, [au + vagu] , A(w) = (I — 82+ dY,
y F' corresponde a la parte no lineal,
F(u)=-A"10, [Au2 + 5G(u)] — pudyu.

Es conocido del Principio de Duhamel que si S(t)ug es la solucién en ¢ del problema lineal
asociado con (4),

Ou+ M(u) =0, u(0,:)=up(-), (5)

entonces el problema de valor inicial (1)-(2) puede reformularse por medio de la ecuacién
integral
t
ult) = S(tyuo + / S(t — 7) F(u(r))dr. (6)
0
Ahora, supongamos que existen dos espacios de Banach Y — X, donde la inclusién es

continua, tales que M y F' son funciones continuas de Y en X. Supongamos ademas que

para cada ug € Y existe un ntimero real 7' > 0 y una tunica funcién
uwe C([0,T],Y)

que satisface la ecuacién integral (6). Ademds supongamos que la aplicacién dato inicial -
solucién uy — u es continuo de Y en C ([0, 77],Y). En este caso diremos que el problema de
valor inicial (1)-(2) posee solucidn local en Y. Si T puede elegirse arbitrariamente grande,
el problema de valor inicial se dice que posee solucion global en Y. Recordemos que si F
es un espacio de Banach entonces C([0,T], F') denota el espacio de funciones continuas

definidas en [0, 7] con valores en E.

En este trabajo mostraremos la existencia de soluciones locales para el problema de valor

inicial (1)-(2) en un espacio de Banach de funciones periddicas, para esto notamos que si



INDICE GENERAL v

definimos, en un espacio adecuado, el operador ®:

O(u(t)) = St)uo + /0 S(t — 7)F(u(r)) dr,

entonces mostrar la existencia de solucién para la ecuacién integral (6) es equivalente a

mostrar la existencia de un punto fijo para el operador ®.

Es conocido que para el problema de valor inicial asociado con la ecuacion BBM existen
soluciones locales y globales en el espacio de Sobolev H*(R) para s > 0 (ver el trabajo de
J. Bona y N. Tzetkov en [2]). Para esto los autores de la prueba de este resultado usaron

un estimativo no lineal de la forma

I(Z = 02) ™" O ()|

we®) < Klullgs@llwl gs@y, s> 0. (7)

D. Roumegoux en el articulo [8] obtuvo un resultado similar para la ecuaciéon BBM en

espacios de Sobolev de tipo periddico H},.(R), usando un estimativo de la misma forma

(7 = 87) 0 (ww))]

s, @ < Kllullgs, @llwllm,, @, s> 0. (8)

per per

En el trabajo [3], los autores mostraron que el problema de valor inicial asociado a la
ecuacion

(1= 32+ )0 = —0,[u* + %G(u)] (=3 +0Y) (udsw), ()

donde G(u) = (9,u)* — (82u)* — 392[(0,u)?], posee soluciones globales en el espacio tipo
Sobolev
Hop={we H*(R) : OweLP(R)}, 2<p<o.

A. M. Montes en el articulo [5] consideré la ecuacién (1) como una generalizacién de
la ecuaciéon BBM y de la ecuacién (9). Mostré que en el caso de que «, v, \ y p son
numeros reales cualesquiera y 6 un ntimero real diferente de cero, el problema de valor
inicial asociado a la ecuacién (1) posee soluciones locales en el espacio H*(R) con s > 2,
mejorando el resultado de existencia local del trabajo [3] ya que no usé la condicién
92w € LP(R). Para este trabajo el autor adaptd la técnica usada por J. Bona y N.

Tzetkov en el trabajo [2] y usé el mismo estimativo (7).
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En este trabajo de grado estudiamos el problema de valor inicial asociado a la ecuacion
(1) con condicién inicial periédica; para tal caso, siguiendo el trabajo [5], usaremos el
estimativo (8). El trabajo se desarroll6 en la modalidad trabajo de investigacién, adscrito
al proyecto de investigacion “Estudio analitico de algunos modelos y sistemas para ondas
de agua largas”, proyecto inscrito en Vicerrectoria de Investigaciones con el codigo 1.D.
4240, y esta dividido en los siguientes tres capitulos: Series de Fourier, donde estudiamos
algunas propiedades de la serie y la transformada de Fourier de una funcién continua
periédica. Espacios de Sobolev periddicos, donde estudiamos este tipo de espacios desde el
punto de vista de las funciones generalizadas. Existencia de soluciones peridédicas, donde
mostramos que el problema de valor inicial asociado a la ecuacién (1) tiene soluciones

locales de tipo periédico.



Capitulo 1

Series de Fourier

En este capitulo estudiamos algunas propiedades de la serie y la transformada de Fourier
de una funcién continua y periédica con periodo 27. Denotaremos por Cy. [, 7],n € N,
la coleccion de todas las funciones f : R — C de clase C™ que son 2w —periddicas. En el caso
n = 0 simplemente escribimos Cp, [, 7], también usaremos la notacion & = C3 [, 7]

para el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables periddicas con periodo 2.

Asumiremos familiar la teoria basica de los espacios /7 y LP en C.

Definicién 1.1. La transformada de Fourier de una funcion f € Cpe[—m, 7| se define

como la sucesion compleja ]?: (f(k;))kez dada por

Fik) = o / f(z)e*=dz.

Los niimeros f(k) se denominan los coeficientes de Fourier de f y la serie’y p- ]?(k:)ei’”,

se dice que es la serie de Fourier generada por f.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar que bajo algunas condiciones la serie
de Fourier generada por f converge uniformemente a f. Primero tenemos los siguientes

resultados

Teorema 1.1. La aplicacion ¥ . f — f que envia f en su transformada de Fourier f es

una aplicacion lineal continua de (Cpep[—m, 7], || - | L1[—r,x)) en €°(C).
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Demostracion. La linealidad de la aplicacion se sigue de las propiedades de linealidad de

la integral. Ahora,

1

T 1
1< 5 [ 1@lde = 5 fluinm, VEEZ.

Por tanto, obtenemos que

- ~ 1
1 lle=(c) = sup [f(R)] < oIl fll o mm
keZ m
Asi, .%# es una transformacion lineal continua. [ |

Teorema 1.2. Sea f € Cper[—m, 7| entonces la serie

Y IfR)P (1.1)

keZ

converge. Ademds se satisface la desigualdad de Bessel,

Z'f( |2<_||f||L2[ |

keZ

y la propiedad de Riemman-Lebesqgue,

lim f(k) =

|k|—o0

Demostracion. Primero introducimos las funciones:
Or(z) =e*, z€R, ke Z

Entonces dado que

[ — 0 si j#k
<®/€7 ®j>L2[—7T,7T] - / e’Lkmeijxdaj' = J 7£
- 2r st j =k,

tenemos que

| /\

N
Z @k7f_ Z f(k)e)k)Lz[—ﬂ,W]
k= k=—N

N /\
Z f GkHLQ[ )
o

N

= Fem =27 D 1R

k=—N
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Por tanto, para cualquier N € Z*,

N
~ 1
Sv= > Ifk)P< oyl 1] PR
k=—N
De ahi que (Sy)nez+ es una sucesion creciente y acotada y por tanto es convergente. Asi
la serie (1.1) converge y satisface que
T2 1 2
IR < oy F RIS
keZ

Finalmente, de la convergencia de la serie (1.1) obtenemos la propiedad de Riemman-

Lebesgue. [ |

Teorema 1.3. Sea f € C’; —m, 7|, entonces tenemos que

67'[

Demostracion. Si f € C),.[—m, ] entonces usando la definicién de la transformada de

67”[

Fourier, integrando por partes y usando que f(—m) = f(7) obtenemos que
Pt =52 [ fwe i
2 J_.
1

— o (roer s [answe )
T\

— | (ik)f(x)e *da = ik f(k).

T o o

Observacién 1.1. Si f € O}, [, 7], entonces usando un argumento de induccién obte-
nemos que paran =0,1,...,m,
FOOR) = @R)"F(R), ke Z

donde £ denota la derivada n-ésima de f.

Los siguientes teoremas garantizan la convergencia uniforme y la convergencia puntual

de la serie de Fourier generada por una funcién f en O;er[—ﬂ',ﬂ']. Para demostrar la

convergencia uniforme usaremos el criterio de Weierstrass que indica que si (g )rez €s una
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sucesion de funciones en C|a, b] de valor complejo y existe una sucesién de constantes no

negativas (My)rez tal que
lgr(x)| < My, para k € Z y para todo = € [a, b],

entonces si y | M), converge, la serie >~ | g(z) converge uniformemente en [a, b].

Teorema 1.4. Sea f € C’; —m, 7|, entonces la serie de Fourier generada por f converge

67‘[
uniformemente. En general, si f € Cp; [—m, 7| entonces la serie

> k)" f(R)ete, n=0,1,...,m—1,
kEZ

converge uniformemente.

Demostracion. Teniendo en cuenta la propiedad de periodicidad podemos mostrar que

—m, 7| converge uniformemente en

. . .7 1
la serie de Fourier generada por una funcién f € C,.[

[—7, 7]. Note que

< > 1w

k=—n

k=—n

Asi por el criterio de Weierstrass es suficiente demostrar que
D If k)] < oc.

Dado que J?'(/f) = (Zk:)j?(k) entonces para k # 0, |f(k:)| = |f|/](€l|€)|

desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad de Bessel concluimos que

GOOEES !f|'21|6>|

. Ademés usando la

k=— O<|k|<N
R R 1/2 1\ 12
<ifoi+ (X 1rer) (X &)
0<[k|<N 0<[k|<N

-~

< FO)+ ClL N e2pmm

donde C? = 237 | 5. Luego Y, ., \fA(k)\ es convergente y por tanto la serie de Fourier de
f converge uniformemente. Por otra parte, si f € C [~ @] entonces f™ € C}, [, 7]

paran =0,1,...,m — 1, por consiguiente la serie de Fourier generada por f™ converge

uniformemente y esta serie es Y, (k)" f ()™

por la Observacion 1.1. [ |
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Teorema 1.5. Sea [ € C; —m, 7|, entonces para cualquier xy € R, la serie de Fourier

67“[

de [ converge puntualmente a f(xy), esto es,

flao) = Flk)e™.

keZ

Demostracion. Sea f € C’;GT[—W,W], supongamos primero que f es tal que f(0) = 0.

Consideremos la funcién ¢ definida de la siguiente manera,

f(z) st x#0
—if'(0), si x=0.

Note que g es periddica y continua, luego por la propiedad de Riemman-Lebesgue
lim g(k) = 0. (1.2)
Como f(x) = (" — 1)g(x), entonces la transformada de Fourier de f safisface que

k)=~ / "€ g(a) — g(a))e Mda

2m J_,

1 " —iz(k— -~
= | gl dr — (k)

—T

=gk —1) —g(k).

Por tanto tenemos que

> fk) =G(=n—1)—g(n).

De donde usando (1.2) vemos que
> fk)=£(0)=0.
k=—00
Ahora bien, para probar el caso general modificaremos la funcién f de tal manera que

satisfaga el caso que se probd anteriormente, para ello sea xg € [—m, 7] y definamos la

siguiente funcién auxiliar

9(95) = f(ff‘l'ffo) —f(l"o), r € R.
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Observe que por construccion g es una funcion continua y 2m-periddica, por tanto la serie

de Fourier de g converge a 0, esto es

o0

> Glk)=o.

k=—o00
Por otra parte, los coeficientes de Fourier de g estan dados por
Fk)etkao si k#0

k=4 |
J(0) = fo) si k=0,

luego

> Gk) =Y F(k)e™™ — fwo).

k=—n k=—n

De ahi que

S Fk)e™ = flay).

k=—o00

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y de la Observacién 1.1 tenemos el

siguiente corolario.

Corolario 1.1. Si f € £, entonces para todo x € R y cada n € Z* tenemos que
FO @) = (ik)" F (k). (1.3)
keZ

En el siguiente teorema resumimos los resultados anteriores y mostramos la conocida

identidad de Parseval.

Teorema 1.6. Sea f € C’; —m, 7|, entonces la serie de Fourier generada por f converge

61”[

uniformemente a f. Ademds se satisface la identidad de Parseval,

1 A
§Hf||L2[fw,7r] = I fllee(c)-

Demostracion. Como la serie de Fourier de f converge uniformemente y ademas converge

puntualmente a f, entonces dicha serie de Fourier converge uniformemente a f. Ademas,
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por el Teorema 1.2 tenemos que f € (*(C). Por otra parte, para probar la identidad de

Parseval consideremos

Sw(@) =Y f(k)e™.
k=—N

Como en la prueba de la desigualdad de Bessel, tenemos que

N
1f = SlIZepomm = N llz2pmm = 20 D (R
k=—N
De otro lado, dado que Sy — f uniformemente vemos que

If = Snlleo = sup [f(z) = Sn(z)| = 0.

x€[—m,m]

Pero

s

I = Sleprsy = [ 1£@) = Sw@)Pde < 21 = S

—Tr

por tanto

N
0 <|If = SnllFepomm = I Fll21mm =27 D> |F(R)
k=—N
< 27| f — Sw %
Entonces tomando el limite cuando N — oo obtenemos que

0 < fll7opmm — 27 > _If(R)* <0.

kEZ

A continuacién demostraremos que la aplicacién % : C),,[—m, 7] — £>°(C) es inyectiva.

Teorema 1.7. Sean f,g € Cl [-m 7|, si J?(k) = g(k) para todo k € Z, entonces

per

f(z) = g(x) para todo x € R.

—m, 7| la serie de Fourier de f converge pun-

Demostracion. Sabemos que para f € C},,

tualmente a f, entonces

o) =3 Flk)et.

kEZ
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De igual manera

kEZ

Ahora, dado que f(k) = g(k) para todo k € Z concluimos que

f@) =" J(k)e™ =3 " G(k)e* = g(z), V€ [-m,7].

kEZ keZ



Capitulo 2

Espacios de Sobolev peridédicos

En este capitulo estudiamos los espacios de Sobolev de tipo periddico, desde el punto
de vista de las distribuciones. Primero presentaremos el concepto de funcién periddica
generalizada o distribuciéon periddica, luego estudiamos la transformada y la serie de
Fourier de una distribucion periddica, para finalizar con la definicién y algunas propiedades

de los espacios de Sobolev H?, (R).

per

Definicién 2.1. Un funcional lineal continuo definido en &, T : & — C, se denomina

una distribucion periddica si existe una sucesion (V,,),ez+ en & tal que

™

T(p) =(T,¢) = lim U, (x)p(z)dx, Yo e 2.

n—oo [_

El conjunto de todas las distribuciones periddicas seréa denotado por &'.

Observacion 2.1. Sea f € Cp.,[—7, 7|, entonces la férmula

(f, o) = /7r f(@)p(x)dr, p€ 2,

define una distribucién peridédica. De aqui tenemos que
P C Cper|—m,m] C 2.

Probemos este resultado; consideremos la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier

generada por f, esto es

Sa(z) =Y F(k)e™.

k=—n

9
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Por lo tanto

If = Sulle = 0, cuando n — co.

De donde obtenemos que

() = / " f@)p(e)dr = / " lim S,(2)p(z)dz

T n—oo

= lim Sn(z)p(z)d.

n—oo [_

Notando que S, € & tenemos que f es una distribucién periédica.

Definicién 2.2. Diremos que una sucesion (T,,),ez+ en P’ converge a T € P’ si

lim (T,,, ) = (T, p), para toda ¢ € .

n—o0

En este caso, escribiremos T,, — T en &',

Definicién 2.3. La derivada distribucional de un funcional f € &', denotada por f', se

define de la siguiente forma

flo)=(fe)=—(f,¥), pe 2. (2.1)

De la misma manera definimos f™ por

FUe) = ((F" 1Y, o) = =(fF" 1, ).

Observacién 2.2. De la definicién anterior notamos que f™ es un funcional lineal con-
tinuo definido en 2, es decir f™ € &’. Ademés, toda distribucién periédica es infinita-

mente diferenciable. Mas atn,

A continuacion extendemos la teoria de la transformada y las series de Fourier a funciones

generalizadas en &?’. Seguiremos usando la notacién:

Op(z) =e** reR, ke Z



CAPITULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV PERIODICOS 11

Definicién 2.4. La transformada de Fourier de una distribucion periodica f € ' se

define como la sucesion f = (f(k))kez dada por

~ 1
fit) = =00, kez
Ademds, si [ € &'
Z F(k)O(x

se demomina la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier asociada a f.

En el siguiente teorema mostramos que la sucesion (S, ),ecz converge a f en &'
Teorema 2.1. Sea f € &', entonces S,(f) € & para todon € N y S, (f) — f en &'.

Demostracion. Sea f, = S,(f), n € Z*. Note que f, € & ya que es un polinomio
trigonométrico. Por otra parte, ﬁl(k) = ]/”\(k) silk] <ny ﬁl(k) = 0 si |k| > n. Entonces

usando la identidad de Parseval y la férmula
o(k) = 3(=k), ¢e2,
obtenemos para todo ¢ € & que

(frr ) = (fu, @>L2[—7r,7r]

keZ

— 20 Y FRE-H)
k=—n

= 3 (00 B(—k).

Pero para alguna (V,,),cz+ en & tenemos que

> eeeh = Y (Jin [ vawe )

k=—n k=—n
= lim_ 3 U, (2) ]; P(—k)O_i(z)dx

= (f, 5n())-
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Por tanto

(far ) =27 Y JR)B(=k) = (£, S0()). (2.2)

k=—n

Como S, (¢) > pen Py fe P sesigue que

Luego f, — f en & .

Como una consecuencia del teorema anterior obtenemos la siguiente generalizacién de la

identidad de Parseval.

Corolario 2.1. Si f € &' y p € P, entonces tenemos que
(Fp)=2m ) (R)(—h).
kEZ
Demostracion. Usando el teorema anterior y la igualdad en (2.2), tenemos que

(f.0) = lm (f,Su()) = lim 27 > f(k)B(—k) =27 Y _ f(k)B(~F).

k=—n keZ

Otra consecuencia del Teorema 2.1 es la siguiente caracterizacién de &’.
Corolario 2.2. &’ es el dual topolégico de .

Demostracion. Tenemos que toda distribuciéon periddica define un funcional lineal con-
tinuo, luego toda distribucién periddica es un elemento del dual de &2. Ahora bien, si
f & — C es un funcional lineal continuo, entonces podemos definir su transformada de
Fourier en &2’ y por tanto la correspondiente suma parcial de la serie generada por f que

denotaremos por S, (f). Sea ¢ € &, razonando como en la prueba de (2.2) tenemos que

n n

(f, Y @(k)0k) = > B(k)(f, O%).

k=—n k=—n
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Ahora dado que S, (f) € & y ademés S, (f) — f en &, vemos que

n

(f.) = Tim (£,8,(¢)) = lim (£, S~ B(k)6N)

n—00
k=—n

n n

= lim Y G(k)(f,0n) = lim > {% /_: p(r)O kdﬁ} (f,©n)

=—n —=—n

=i [ o5 X 0t 00]u

k=—n
= nh_g)lo { Z Ok(f, O_k }dm = nh_)rgo () [ i O () A(k)] dx
k=—n i k=—n

= h’m/ o(x)S,

De esta manera tomando ¥,, = S, (f) tenemos que f satisface la definicién de distribucién

periddica. [

Ahora tenemos la siguiente férmula para la transformada de Fourier de la derivada dis-

tribucional de una funcién en &2’.

Teorema 2.2. Sea f € ', entonces paran € 7™

— ~

fU (k) = (ik)" f (k).

Demostracion. Si f € &', tenemos que

Pk) = 7,040 = 5 f. (04))
= 5 —ihO k) = 54, 0.4)
= ikf(k),

y razonando de manera inductiva podemos ver que para todo n € Z*,

-~

FO (k) = (ik)" F (k).

A continuacion comenzamos el estudio del tema central de este capitulo.
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Definicién 2.5. Sea s € R, el espacio de Sobolev HS,. = HS (R) = HS [—m, 7] es

per per per

definido por

o0

Hy, [-ma]={fe2 : Y (1+[k)IJ(k)* < oo},

k=—0o0
El siguiente resultado muestra que los espacios de Sobolev de tipo peridédico son espacios

completos.

Teorema 2.3. Sea s € R, el espacio H,,.[—m, 7| es un espacio de Hilbert con respecto a

la métrica inducida por el producto interno dado por

(fo g, =21 Y (L+[k[)*F(k)g(k).

k=—oc0

» : : s
Demostracion. Verifiquemos que (-, ) ms, s un producto interno en Hy,, [—m, 7]. Notemos

primero que si f,g € Z' v a € C entonces

T F9K) = 5-{af +9,0) = +-{1,0 1) +5-(9,0.1)

= (af +9)(k).

Por tanto,

=

(@f + g.hys, =21 Y (L+ [k (af + g)(k)A(k)

k=—o00
— 2 3 (14 [kP) (e (k) + (k)R (k)
=27 > (L+ k) FUR)RGK) + 27 Y (1+ [k[2)G(k)R(R)
= olf, hug., + (9, )3,

También tenemos que

)z, =2m S (L4 M2 FRGE = (G oy,

k=—00

y también vemos que

(g, =270 Y (L+ KPR > 0.

k=—o00
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Ademds, claramente (f, f)us,, = 0 s{ y sélo si f(z) = 0. Por tanto (-,-)ps,  es un pro-
ducto interno en H,,.[—,7]. De lo anterior, tenemos que (-, )z, induce una métrica en

per

HS, [—7, ] dada por

per

/]

3. = ()% = <2W > 1+ |k!2)5!f(k)!2> :

k=—o00

Probemos ahora que el espacio de Sobolev H7_. [—7, ] es un espacio completo con respecto

a la norma || - ||z, . En efecto, si (f)nez+ es una sucesién de Cauchy en Hp, [—m, 7],

per
entonces

| fn — f"”%;?er — 0, cuando n,m — oo.

Pero

Fo = D (L B2 Fnlk) — Fu(R)[.

keZ
De aqui que si g, (k) = (1 + \k\Q)S/Zﬁ(k) entonces (gn)nez €s una sucesion de Cauchy en

¢*(C) que es un espacio completo, por tanto existe g € £2(C) tal que
19n — 9llez(c)y = 0, cuando n — oco.

Por tanto si definimos f : R — R por
g9(k) ik
ﬂf@zz IV
iz (L k)

—m, | y ademas

tenemos que f € Hy,, [

gk) |?

Fulk) — 1+ k)

[ fn =[]

b =2 0+

kEZ

=27 S (L + K22 (k) — g (k)P

kEZ

= 27| gy — 9”?2(«:) — 0,

cuando n — oo. De esta manera hemos demostrado que H . [—7, 7] es un espacio de

Banach con respecto a la norma dada por |[| - [|us,, -
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A continuacion presentaremos algunas propiedades de los espacios de Sobolev H ;er[ T, .

Teorema 2.4. Sea s € R, entonces & es denso en H?

pe'r[ T, ﬂ-} :

Demostracion. Recordemos que f € & define una distribucién periédica dada por

< [, >=/_ f(x)g(x)dx, ¢€ 2.

De aqui que &2 C &’. Ademas para f € & se tiene que Z |]/“\(k)|2 < 00, por lo tanto

k=—o00
f € H), |-, . Ahora si s < 0 entonces
+o0 . +oo .
Do AHEPPIFRP < Y 1F k)P < oo,
k=—oc0 k=—00

por tanto f € Hy. ([, 7]) para s € R™. Por otro lado, si f € & y s > 0 entonces

+o00
S+ IFRE <O S (@t T
e k*_:; . +oo .
SAPNCESNIEICE
k=—00 k=—o00
too +00 R
AT NLEICE
k=—oc0 k=—o00
_cs( GEDS W(k)ﬁ),

donde m € Z% es tal que 2s < m. Luego & C H:, [—m, 7| para todo s € R. Ahora

per

probaremos que & es denso en Hy [—m,7]. Si g € Hy, [—m, 7] definamos la sucesién

(9n)nez+ pOT

+0o0
gn(x) = Y Gu(k)Ok(w),
k=—o00
donde
. g(k) si |kl <n
gn(k) =
0 st |k] >n,
por tanto

+oo n

g(@) = Y Gulk)Ox(x) = D G(k)Ok(x).

k=—o0 k=—n
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Note que g, € H?,.[-m, 7| y ademés

per
“+oo

lg = gallf, = D (LHIEPYIGHR) = gulk)> = D (1 + k) [g(k)
k=—o0 [k|>n

Puesto que g € H?, .[—m, 7], tenemos que ||g — gnl|lgs. . — 0, cuando n — oo. |

per per

Teorema 2.5. Sean s,r € R tales que s > r, entonces Hy [~ 7] — H  [-m, 7], es

decir que Hy. [—m, 7| estd continua y densamente incluido en Hy  [—m, 7. Ademds,

1AW ey, < 1171

Hpers f S H;er[_ﬂ-77r]‘

Demostracion. Note que (1 + |k|?)" < (1 + |k[?)* si s > r. De aqui que

Wy, = Do A+ EPYIFRIP < D0 O+ RPPIFRP = /13,

per
k=—o00 k=—o00

Asi obtenemos que H?, [—m, 7] C H),.[—m, 7] y la inclusién es continua. Ademds como

per per
& es denso en Hp [, 7| entonces H)  [~7, 7] es denso en H]_ [, 7]. |

Ahora identificaremos los espacios de Sobolev H [, 7| para s > 1 a través de funcio-
nes continuas y periédicas, de periodo 27; este resultado es conocido como el Lema de

inmersion de Sobolev.

Teorema 2.6. Supongamos s > 3 entonces H,,.[—m, 7] < Cper[—7, 7] y ademds

1flloe < Ifllevey < CIIS|

Hs feH, [~ ] (2.3)

er?

..|—m, 7|, entonces usando la desigualdad de Cauchy

., 1
Demostracion. Sea s > 5y f € Hj

Schwarz tenemos que

o~

F | = 5= (LR 7R
PIGIED DR

keZ kEZ

< (Sa+wpyiwe)

keZ

[N
D=

(Tasimn)

keZ

= Cl[fllu3, (2.4)
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-~

1 2
donde €' = —— 1+k2‘3) . Por tanto (f(k e M(C lo cual
onde 2#(%22( |k[7) or auno(())kGZ (C) y por lo cua

= 3 Fiket (25)

k=—o0

converge uniformemente. Ademas vemos que f = g en &, ya que que si ¢ € P,

(g,SO):/:g()( daz—/ (Zf ) v)do

= 3 0 [ eotents —2n Y e
= (/i)

De (2.4) tenemos que para todo x € R,

@] =lg@)| < > [F®I<CIflag,,

k=—00
por tanto

Hs

per”

1fllee < I fllerey < CIIS]

Observacién 2.3. Del Lema de inmersion de Sobolev vemos que si f € Hp, [, 7]

con s > %, entonces f ”tiene un representante en Cp.,[—m,7]” dado por (2.5), el cual

denotaremos también por f. Por tanto podemos definir el producto de f y g de la siguiente

manera:
Definicién 2.6. Sean s > 1 s ¥ f,9 € Hy [—m, n]. El producto fg se define por

a.0)= [ re@ota)is, oe 2.
El objetivo a continuacién es mostrar que H,, ,.[—7, 7], s > 1, es una dlgebra de Banach.

Para establecer este resultado, usaremos el concepto de convolucion de sucesiones y la

desigualdad de Young para la convolucion.
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Definicién 2.7. Sean a = (ag)kez ¥ B = (Br)kez dos sucesiones de nimeros complejos.

Entonces la convolucion de o y 3 se define como la sucesion « x 3 dada por

(Oé*ﬁ)k: Z Oéj,Bk_j.

j=—o0

Teorema 2.7. Sean a € (*(C) y B € (*(C), entonces a x 3 € (*(C) y ademds
lax Bllec) < llallecllBllec)-

Demostracién. Consideremos o € (*(C) y 3 € ¢?(C) entonces aplicando la desigualdad

de Cauchy Schwartz obtenemos que para todo k € Z,

(v Bl < JajBiy

JEZ
1/2 1/2
S(Z!w) (Dajuﬁm)
JEZ JEZ
1/2
< a2 o186 )
~ Zl((C) j k—j

JET
Por lo tanto,

lovs Blljaey = Y Hax Bl < llalliney D D llBryl’

keZ kEZ jEL

= llelleey Dl > 18rsl®

jez kez

< llalle ) (Z!O@I) (Z Iﬁm!2)

JEZL mEeEZ

= llallfs o) 1Bl o) -

Teorema 2.8. Sis > % entonces existe una constante positiva Cy que depende unicamente

er[_ﬂ-7 7'['],

de s tal que para toda f,g € H,

1fgllmg,, < Cllfllag Nollmg,,,  frg9 € Hyel=m, 7.
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Demostracion. Por el Lema de inmersion de Sobolev, tenemos que para s > %, la serie
de Fourier de una funcién en H;, [—7, 7] converge uniformemente. Por tanto, si f,g €

HS, [—7, 7] se tiene que

per
_ %/: f(x)g( —zkzdl, _ ( Z f zlm) ) —ikz 7.
Z f / e~ k=i 1, — Z f

n=—00 j=—00

Recordemos que para a,b > 0y s > 0 existen constantes positivas mg y M, tales que

ms(a® +b°) < (a+b0)° < My(a® +b°).

Entonces
(1+[k[*)? fj F()g(k - )
<M, f} (1+ 16— g + ) )3tk - )
_ fj (Fat — )+ Ik — 72 FG)atk — ) + 1S3tk — )

< M(I(F*G)(R)] +[(F P (k)| + [ (o x G) (R)]),

donde 7(k) = k*G(k) v h(k) = k*f(k). Note que

[e.9]

~ SA S| 1 S
Il = Z Kg)F < Y A+ KGR = o llgls, -

k=—o00 k=—o00

Anélogamente, tenemos que h € *(C)y ||/ﬁ||§2(c) < 5= |If] %I;ET. Ahora, usando la desigual-
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dad de Young tenemos que

1fgllz,, =27 > (1+ k)| fo(k)?

per

k=—00
2
—2w§:IbHM }:f
k=—00 j=—o00

oo o0

<om2( 3 1P DwP + ST AW+ S [(iea

k=—o00 k=—o00 k=—o00
< 2rMZ (|| f * /Q\H%(C) + |1 f = ?H?Q((C) + [ % fCJ\H??(C))

< 2n M (117 ) 191 <) + 1l o Pl o) + 181120 12l )

< MZC2(Hf| Hs,, Ql Hs,, + ”fHH;eT gHH;” + HgHH;” fl H;ET)
< 3M202||f| Hs,, QHH;ET
Asi, existe C'= C(s) tal que || fgllms,, < Cllfllms,, l9llms,,, siempre que s > 3.

21



Capitulo 3

Existencia de soluciones perioédicas

En este capitulo estudiamos el problema de valor inicial asociado con la ecuacién tipo

Benjamin-Bona-Mahony con términos lineales y no lineales de orden superior,
(I — 92+ 93)0u+ 0, (au+ y02u) = —0, [)\uz + (5G(u)} — (I — 0+ 03) (ud,u), (3.1)
con la condicién inicial
u(0, +) = o, (3.2)

donde ug € H?

ser[—T, ), y donde la funcién G estd definida por

G(u) = (0,u)* — (07u)® — 302[(0.u)?].

En particular, en este trabajo mostraremos que el problema de valor inicial (3.1)-(3.2)
posee soluciones locales en el espacio H,,.[—7, 7], con s > 2. Para ello utilizaremos algunos

estimativos lineales, algunos estimativos no lineales y el Teorema de punto fijo de Banach

que enunciamos a continuacion.

Definicién 3.1. Sea X un espacio normado. Un operador ® : X — X, se dice una

contraccion si existe k, 0 < k < 1, tal que

|®u — Dv|| < klju —v]||, para todo u,v € X.

22
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Teorema 3.1. Sea X un espacio de Banach y ® : X — X wuna contraccion, entonces P

tiene un unico punto fijo, es decir, existe un unico u € X tal que
du = u.
Demostracion. Sea ug € X un punto arbitratio. Definamos u,, por
Ups1 = Pu,, n=0,1,2,...,

y probemos que (uy)nez+ €s una sucesion de Cauchy en X. Como @ es una contraccion,

existe 0 < k£ < 1 tal que
[tin g1 = n| = [|P(un) = P(un-1)|| < klltn — tn1]]
= k[|®(un—1) = ©(un-2)l| < K*|lun—1 — uns]|
< S EMun = o

Entonces, utilizando la desigualdad triangular y la féormula de la suma para la serie

geométrica tenemos que

[t = tnim|l = [[(tn — Unt1) + (Unt1 — Unt2) + .-+ (Untm—1 = Unim) ||
< g = U ]| + [tngr — Ung2| + -+ [[Ungm—1 — Ungoml]
< (K" 4+ BT lug — o
<E'(1+k+k 4+ +E ) Jug — o]
= k"(1 = k)" — wol,
de donde
|ltn, — Unsm|| = 0, cuando n — oc.
Por tanto (u,),ez+ es una sucesiéon de Cauchy en X; ademds como X es un espacio de
Banach, existe u € X tal que
U, — u, cuando n — oo.

Veamos que u es un punto fijo de ®. Como

| Pu,, — Pul| < k||u, —ul] = 0, cuando n — oo,
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entonces

lim ®u, = du.
n—oo

Luego

Sy = lim du, = lim u, 1 = u.
n—oo n—oo

Por otra parte, si v y u’ son puntos fijos de ® entonces

[ — '] = | Pu — Pu'|| < Kflu — oY),
y como 0 < k < 1 concluimos que |[u—/|| = 0, de donde u = «'. Por tanto hemos probado
que P tiene un unico punto fijo en X. [ |

—m, 7] — H: A—m, 7], s € R,

per

Ahora, notemos que si definimos el operador A : H;_, [

mediante la férmula

Au= (I — 0+ d})u,
entonces tenemos que ;@(k) = (14 k? + k*)u(k) y por tanto

Au = Z@(k)ezlm _ Z(l + k2 + k4)a(k)ezkx

keZ keZ

Por consiguiente definimos el operador A~ : H, [-m, 7] — H3}!, s € R, por medio de la

férmula
-1 o @<k) ikx
A (w)_zl+k2+k4e '
keZ
observando entonces que
i - Wk)

k)= 14+ k2 + k'

Asi la ecuacién (3.1) se puede escribir en la forma equivalente
Ou+ M(u) = F(u),
donde M es el operador lineal definido por
M(u) = A9, [au + 'y@gu] ,
y F' corresponde a la parte no lineal,
F(u)=—-A"10, [)\UQ + (5G(u)] — pudyu.

Seguidamente tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.2. M : H}, [—m, 7| = H3}'[—m, 7] es un operador lineal acotado para s € R.

Demostracion. Para u € Hy, [—, 7] tenemos que

1A )l = 2 Y (14 k) A9 u (k)

kEZ
1—|—/{52 s+1
=2m Z (1+ k2 + k)2 3 10u(k)l
k21+k2 s+1 N
=2 Z (14 k2 + k1) z (k)|

<or 2(1 + k2% [a(k)?

kEZ

= |lullf,, -

per

Anélogamente vemos que

k’6 1—{—]{32 s+1 R
= 27 Z (k4 e )

<21 2(1 + k2)*|u(k))?

keZ

I(A™10;)ul

= [lull,, -

per

Por tanto existe una constante C' = C'(«a,7y) tal que

1M (w) I3

2o < C(1(A70,)ul

Hs+1)

2 193
sz»rl + ”( a )u‘ per
Entonces hemos demostrado que M es un operador lineal acotado. |

A continuacién caracterizamos las soluciones del problema lineal asociado a la ecuacion

(3.1). En efecto, si u es una funcién que satisface la ecuacién
du = — A7 (0yau + v93u)),

entonces tomando transformada de Fourier en la variable espacial x, tenemos que

—~ 0dyu(t, k) +0%u(t k) (ak — k)it k)
Ot k) = = g T




CAPITULO 3. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS 26

Un simple calculo muestra que 8/,5&(75, k) = dqu(t, k), de donde u debe satisfacer la ecuacién

—i(ak —yE3u(t, k) ——

@)t k) = —— s ul0.) = to(k).

Por tanto,

(e, k) = (k)7
donde ¢(k) : R — R esta definida por

k(o — vk?)
k) = ————=.
o) = T

Asi, u(t) = S(t)ug, donde
S(tyu =Y e #Wa(k)e. (3.3)

kEZ
Por tanto, si u es solucion del problema lineal

Ou+ M(u) =0, u(0,z)=wup(z), (3.4)

entonces u(t) = S(t)ug, con S(t) definido por la expresién (3.3). Inversamente, a través de
un célculo sencillo podemos ver que si u(t) = S(t)ug con S(t) definido por (3.3) entonces

u es solucién del problema (3.4). Por consiguiente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3. La tnica solucidn del problema (3.4) estd dado por
u(t) = S(t)uo,
donde S(t) estd definida por

S(t)yu = Z e_it‘p(k)ﬂ(k)eik”,

keZ

y la funcion ¢ : R — R esta dada por
k(o — vk?)
k)= ————.
o) =

El operador S(t) cumple con la siguiente propiedad:

Lema 3.1. Suponga s € R, entonces para todo t € R, S(t) es un operador lineal acotado

de Hy. [—m, 7] en Hy., [—m, w|. Mds ain, para todo t € R, tenemos que

15 (t)ul

i, = |[ullmy

per per”
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Demostracion. Observe que

1S(E)ulhy, = 2m > (1+ K|S (Eu(k)?

keZ

=21 ) (1+ k) e " ®a(k)|?
keZ

—on Y (14 Kk
keZ

= Jul?y,

Por lo tanto S(t)u tiene la propiedad requerida. [ |

A continuacién estableceremos unos estimativos para el operador no lineal F. Para esto
usaremos un estimativo bilineal obtenido por D. Roumegoux en [8] y también usaremos
los estimativos para el operador de Kato (ver [9] y [10]). No presentaremos las pruebas de
estos resultados porque se deben usar herramientas avanzadas del analisis funcional y de

analisis armonico y el estudio de este tema estd por encima del nivel del presente trabajo.

Teorema 3.4. (D. Roumegouz, [8]) Sea s > 0, entonces existe una constante Cy > 0 tal

que para toda u,v en Hy  [—m, 7],

I(Z = 02) " 0s (uv))|

iz, < Ci|ul

per

Hs U|

per

HS

per :

En el teorema anterior, el operador B = (I — 9?)~! se define a través de la transformada

de Fourier

es decir que

También definimos el operador J* = (I — 0%)%/2, s € R, por
Tw(k) = (1+ k) *@(k),
y el conmutador de Kato [,] por

[J%, ulv = JPuv — uJ®v.
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Teorema 3.5. Sean s > % yt> % Entonces existe una constante K > 0 tal que

(W) V*s wwllag,, < Kllullmg,, [[w]

s—1.
per Hpe’r

wl| o

per

HS

per

(2) [[udswlm,, < KlOyul
Teorema 3.6. Sea s > g entonces existen constantes K1, Ko > 0 tales que

(1) F(w)lag,, < K

per —

(2) [[F(u) = F(v)]

Demostracion. Sea s > g, usando los estimativos del Teorema 3.5 obtenemos que

Hs < KQHU—’U|

per —

ms, + [|v]

per

., )-

per

i3, ([lul

per

[u0y 0|

per

= [|/°(u0,0)]| g,

< |I[J?, u]Ozv|| go . + [|uw0z J*v|| o

per per

< K([[ull g, [|02v] gszo 4+ | T mo,, [|0zull gz-1)
< 2Kullug,, 0]l ag,,
por tanto
ludsulla;,, < KillullZ, -

per

De la definicion del espacio H;,,.[—7, 7] vemos que

1A= 03 (w) I

fy, = 2wy (1+K) )| A L93u (k)|

kEZ

KS(1 + k?)®
=27 u(k)?
Z A+ g e ok

<27 2(1 + 2 Ya(k)|?

kEZ
= |lull},.

y también que

_ E*(1+ k%)
147100y, =2 3 (7 gl

k2 1—|—]€2 5—2 R
< 20, 30 S
keZ

= Co||(1 = 97) " 0a(w) I}

(3.5)

Hs 2,
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para alguna constante Cy > 0. Ademds, usando que H,,.[—7, 7| es un dlgebra para s > %,

tenemos que

1A 2 1(0u) )| .., < 11(0u)?|

per —

< 08H81U|

s—1
11per

2
Hy!

< Cillul

2
1¥ger'
Usando la desigualdad (3.5), el Teorema 3.4 y que s > g obtenemos que

1A™ 0 [(5u) )|, < Call(X = 07) ™" 0:[(070)”]]

per —

s—2
1¥per
2

s—2
}{per

< CxC;|07u]

< CoC|[ul

2
}{;er’
donde C5C es una constante positiva. Similarmente podemos ver que

1470, [(0xu)?]]

5., < Col|(I = 07) " 0a (00| g2

per

< CyC4 |0y ul

2
H3o?

< CyCy[uf

2
Ho!

< CyC|ul

2
}{ger‘
También vemos que

A7 0 (u?)]

5., < Col|(1 = 07) " 0u(u®) | 2

per

< CyCy[ul

2
H3o?

2
f; (72(71H1L”}{s .
per

Entonces usando los estimativos anteriores, la definicion de F'y de G tenemos que

1E (@), < 1A™0u[Me® + 0G (w)]ll,,, + | udsul g

per er’

pero

14702 (6G ()15, <IOI(I1A™ Ol (@att)* |l s, + 1A D [(0) 1 .
+ (1A 02((0xu)|

ws,,) < Ksllul

per

2
HZS7€7' :
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Por tanto existe una constante K; = K (A, d, 1) > 0 tal que

1F (), < [IA™0x (M)

per —

.+ A7 9,(5G (w)

s, + || pudyul

per

HS

per

< Kilul

2
Hpep
Procediendo como anteriormente tenemos que

1A 02[(0zu)* — (90)7|

i, < [[(0pu)* = (9p0)?]

pe

s—1
Hper

= [[(Opu — Opv) (D + Opv)|

Hio!
< G105 = Dp| s 100w + 80| s

< Csllu = vllmy,, (Jullmg,, + [lvllag,,)-

per per per

También podemos ver que

1A™10:[(0a)* — (9pv)7]]

u,, < Coll(I = 82) 7 0:[(8xu — 0,0) (Dau + ,0)|

Hyo?
< C2C1[|0pu — 8:):“”1{5;2 10pu + a:vUHH;;Q

S CgClHu — U‘

ms.,. + v, )-

per per

... ([l

per

Similarmente tenemos que

1A™1 0 (w? — v*)]

Hs,, S Cgc’l”u — U|

pe

s, + v

per

).

per

i, ([l

per

Adema3s

||udyu — vO, v

., < |[u(Ozu — Oyv)]

per

s+ || (u —v)0,v

per

HS

per

< 2K||u — |

i, + [|v]

per

e ).

per

Hs (U|

per

Observe que

F(u) — F(v) = A7'0, [Au® — v*)] + A9, [6((0,u)* — (9,0)?) ]
+ A0, [8((2u)? — (O20))] + A2 [6((0pu)? — (050)%)] — p(vDpv + udyu)

Por tanto, existe Ky = Ky(\, d, ) > 0 tal que

[ (u) = F)llm,, < Kallu—vllm,, (Jullug,, + [ollm,,)-

per — per per per
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A continuacion estableceremos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 3.7. Suponga s > g, entonces para toda uy € H;er[—ﬂ,ﬁ] eriste T' > 0 que

depende solamente de |[uo| w3, tal que el problema (3.1)-(3.2) tiene una tnica solucion

que satisface

uwe C([0,T),H,.[—m, 7).

per

s

serl—T, 7| tal que la

Ademds, para todo 0 < T" < T existe una vecindad V de ug en
correspondencia Uy — U(-), que asocia a Uy la solucion u(-) de la ecuacion (3.1) con la

condicion inicial Ty es una funcion Lipschitz de V en C([0,T"], Hy, [, 7]).

Demostracion. Dado T' > 0, definamos el espacio X*(T') = C([0,T], H?,,[r, 7]) equipado

per

con la norma dada por

[llxs(ry = maéx [Ju(t, )|

te[0,T] per’
Entonces es claro que X*(7') es un espacio de Banach. Ahora, Sea Br(T') la bola cerrada

de radio R centrada en el origen del espacio X*(T), esto es

Bp(T) = {u e X*(T) : |[lu]

xs(r) < R}

Fijada ug € H},,.[—7, 7], definimos el operador

U(u(t)) = S(t)ug + /0 S(t — 7)F(u(r))dr,

donde v € X*(T) y mostremos que la correspondencia u(t) — W(u(t)) envia a Bg(T)
en si mismo y es una contraccién si R y 71" son escogidos adecuadamente. En efecto, si

t€[0,7)y u € Bg(T), entonces usando el Lema 3.1 y el Teorema 3.6 tenemos que

1 ()|, < lluol

per —

2
H;,, dr

T
H56T+KI/ [Ju(T)]
0

< Jluolm,, + K1 R2T.

Escogiendo R = 2||ug|| s, v T > 0 tal que

AK [Jug|

s, T <1, (3.6)
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obtenemos que

1@ (u(®) ez, < Nuollm,, (1 + 4K [luollmy,, T) < 2[|uollug,, = R

per — per per per

De manera que W mapea Bg(T') en si mismo. Probemos ahora que ¥ es una contraccion.

Si u,v € Bgr(T), entonces de la definicién de ¥ tenemos que

U(u(t)) — W(v(t)) = /0 S(t—7) [Flu(r)) — F(o(r))] dr.

Entonces, usando la afirmacién (2) del Teorema 3.6 vemos que para t € [0, 7],

t
W (u(t) = ¥ (t)]m,, < Kz/O (g, + o) g () = o) ag,, dr
< 2K5RT ||u — v xs(1)
< 4Ks||uol|ms,, Tllw — v||xs(z)-
Ahora escogemos T lo suficiente pequenio para que se cumpla (3.6) y ademds
4K o |y, T < % (3.7)

De donde concluimos que

1
1 (w) = T ()llx=(r) < 5llu = vllx=r)-

Asi U es una contraccién, por tanto usando el teorema de punto fijo de Banach tenemos
que existe un unico punto fijo de ¥ en Bg(T'), el cual es una solucién de la ecuacién
integral

u(t) = S(t)uo + /0 S(t —7)F(u(r))dr. (3.8)

Note que si u es solucién de esta ecuacién integral entonces u satisface el problema
(3.1)-(3.2). La unicidad de la solucion es consecuencia del siguiente argumento. Sean u(t),
v(t) dos soluciones de la ecuacién (3.8) con condicién inicial uy y vy respectivamente,
satisfaciendo

u,v € C([0,T], H,.[—m,7]).

per
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Entonces, si t € [0, 7] tenemos que

[u(t) = v(1)]

iy, < 15(8)(uo = o)l

per — per

+ [ (Jutr)

Hs dT

per

ug,, + [[o(7)]

per

s ) lu(r) = o(7)]

Hs dT,

per

t
< o — voll i +2K2N/ lu(r) = v(7)|
0

per

donde asumimos que

lullxs s 0]l x=(ry < N.

Entonces, tomando K3 = 2K, y usando la desigualdad de Gronwall, tenemos que para

todo t € [0, 7] se safisface

[u(t) = v(t)]

Ahora, si ug = vy entonces concluimos que ||u —v||xs(r) = 0, lo cual nos da la unicidad de

s < ngNTHUO _UO|

per —

H (3.9)

per”

la solucién en el espacio X*(T"). Por otro lado, de la discusion de la existencia de soluciones
para el problema (3.1)-(3.2), para ug € Hp,.[—, 7| tenemos garantizada la existencia de

un tiempo 7' de la solucién asociada caracterizado por las desigualdades (3.6) y (3.7).

Entonces si 0 < 7" < T definimos

V=A{vo € Hp,, : |lvo—uollm, <c¢},
con € = (77 — 7)€ y 0 < ¢ < min{g=, 5=} Note que si vy € V,
[vollr,,, < llvo — wollmg,, + lluollag,, < €+ lluol g, (3.10)
Por tanto, tenemos que
AK |Jvollms, T" < 1, 8Kallvo||ms, T" < 1. (3.11)
En efecto, usando (3.6) tenemos que
4K |[vol mz,, < 4K1(e + [luollmsy,, )
1 1),
< 4K, (F - T) € + 4K ||uo| ms,,
< 4K, (%—%) e’+%

1
<ﬁ.
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Similarmente, usando (3.7)

8K l|vollms,, < 8Ka(e + |luol|ms,,)
1 1 1
<8Ky (= — = | €+ =
= o2 <T/ T) ‘7
1
<o

Entonces de (3.11) concluimos que para cualquier vy € V existe una tnica solucién

v(t) € C([0,T"], H}.[-7,7]) de la ecuacién (3.1) con condicién inicial vy. Ademas, v €

Br(T") con R = 2||vy

us,,- Entonces usando (3.10), para vy, wo € V con soluciones aso-

ciadas v y w respectivamente, tenemos que

vl x5y + lwllxs () < 2(|Jvollmg,, + [Jwolls,,.)

< 4(e + Jluolls)

ca( L (L o1y, ]

=" \4K, \T" T) " 4K,T
1

< .

= KT

Entonces usando (3.9) con N = (K;T")~! obtenemos que para todo t € [0,7"],

e < NET |y

per —

[o(t) = w(t)]

Hs < CHUO—U)()HHS

per — per’?

—1 , L - . _ .,
donde C' = 22K Agf. la correspondencia i, — u(+), que asocia a @y la solucién
u(-) de la ecuacion (3.1) con la condicién inicial (3.2) es una funcién Lipschitz de V en

C([0,T'], H:,,), vy esto completa la prueba. [ |

per
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