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Capitulo

Introduccion

Dada una matriz M € R™" y un vector g € R", el Problema de Comple-
mentariedad Lineal (PCL) consiste encontrar el vector z € R" tal que:

w=q+Mz, z'w=0, z>0, w>0, (1.1)

tal vector es llamado solucion del PCL. Si demostramos que el vector
z € R" cumple la condicién [| z > 0, diremos que es factible.

Por comodidad a lo largo de éste documento utilizaremos la notacion
PCL( g, M) para referirnos al Problema de Complementariedad Lineal. La
denominacién “Lineal” se debe a que las componentes de w son ecuaciones
lineales, en otro caso se llamard “No Lineal ]

'En este contexto un vector v € R” satisface que v > 0 si y solo si v; > 0 para i =1, ..., n.

2 En términos més generales se define un problema de Complementariedad no lineal de la siguiente
forma: dada F : R — R", F(2) = (Fi(2),..., F,(2)) continuamente diferenciable, el Problema de
Complementariedad No Lineal o PCNL(F') consiste en encontrar un vector z € R™ que satisfaga las tres
condiciones siguientes,

2>0, F(2)>0, 2I'F(2)=0. (1.2)
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Las condiciones dadas en (1.1) implican que zw; = 0 para i = 1,...,n.
Por tanto, z; = 0 o w; = 0 , esta es la condiciéon por la cual se deriva el
nombre de complementeariedad .

La condicién de complementariedad que se describié anteriormente trae
consigo implicitamente la buisqueda de un equilibrio entre la variable z y
el valor que toma w. Asi, el concepto de complementariedad es equivalente
con el concepto de sistema en equilibrio.

En sus inicios el PCL(q, M) estaba vinculado al estudio de programas
lineales y cuadraticos pero, a medida que crecié el campo de la optimiza-
cién (programacién matemética) y dada la necesidad de resolver complejos
problemas de equilibrio, se hizo evidente la importancia de su estudio. Con
ello surguierén un gran nimero de algoritmos par resolver el PCL( g, M),
los cuales se pueden clasificar en dos familias a saber: métodos pivotantes
(directos) y métodos iterativos [5].

Métodos pivotantes: Son procedimientos que mediante operaciones ele-
mentales y ciertas reglas para escoger el pivote obtiene una solucién al
PCL, basado en el método simplex [18]. Entre los métodos directos mas
conocidos encontramos los de pivote principal: Zoutendijk[5], Bard[5], los
algoritmos de Mutry-Dantizig[5)], y por tltimo el método de Lemke [11] el
cual sera objeto de estudio en este documento.

Métodos iterativos: Consisten en construir a partir de una aproxima-
cioén inicial una sucesion de vectores que converja a la solucién del PCL.
Entre los métodos iterativos mas conocidos en PCL estan Newton-Fisher
[10], cuasi Newton-Fisher [12] y cuasi Newton-Kanzow [4], en el capitulo
3 de este documento estudiaremos un algoritmo tipo Newton.

Los problemas de complementariedad lineal se han aplicado en varios
campos, por ejemplo: economia, teoria de juegos, optimizacion, mecani-
ca, teoria de elasticidad, ingenieria, y por lo general, en problemas de
equilibrio. En este trabajo se pretende realizar una comparaciéon desde
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el punto de vista numérico entre dos métodos de complementariedad li-
neal: el método pivotante de Lemke y el método de Newton mediante
su reformulaciéon utilizando la funciéon de complementariedad minimo. Se
realizara pruebas numeéricas que permitan evaluar la efectividad de los
método indicados y los usaremos para resolver al menos un problema de
equilibrio econémico basado en el modelo Walrasiano[17].



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos necesarios acerca de tipos
especiales de matrices. Para ello definimos diferentes clases de matrices,
dada la importancia en el estudio del PCL(q, M); dentro de las clases
mas fundamentales y comunes en las aplicaciones encontramos las ma-
trices definidas positivas y las matrices semidefinidas positivas. Por otro
lado, presentaremos las condiciones necesarias y suficientes para que el
PCL( g, M) tenga solucion.
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2.1. Algunas matrices especiales

2.1.1. Matrices semidefinidas positivas y matrices definidas po-
sitivas

Definicién 2.1 (Matriz semidefinida Positiva). Dada una matriz M &
R™ "™ se dice M que es semidefinida positiva, st para todo vector z € R”,
se cumple zT Mz > 0.

En los siguientes ejemplos que veremos a continuacion, se puede compro-
bar que la matrices cumplen la definicién de ser semidefinida positiva.

10
2 1
a comprobar que es semidefinida positiva. En efecto, puesto que para todo

21 .
z = se tiene:
z9

1 0\ [z z
(21 =) (2 1) (zi) = (2 =) (221—1Fzz> = ATt

= (21 +22)2 Z 0

Ejemplo 2.1. sea M = < ) una matriz cuadrada de orden 2, vamos

Ejemplo 2.2. De manera andloga el lector puede verificar que la siguiente
matriz M es semidefinida positiva.

2 2
Sea M = <1 1), se cumple que zT Mz > 0, para todo vector z € R™.

Definicién 2.2 (Matriz definida Positiva). Dada una matriz M € R™"
se dice que es definida positiva, si para todo z € R"—{0}, 2T Mz > 0.[15]

Basandonos en la definicién, mostraremos un ejemplo donde la matriz M
es definida positiva.
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6

Ejemplo 2.3. Sea M = (0 12

> una matriz simétrica cuadrada de orden

En efecto M es una matriz definida positiva, puesto que, para todo z =

<Zl) , z # 0 se tiene:

zZ9
6 0 z 6z
oo () () = o= () —omt #1250

Para la programaciéon de nuestro algoritmo, es de gran ayuda saber cons-
truir varias clases de matrices, para ello hemos seleccionado algunas pro-
piedades importantes que nos permita hacer este trabajo.

2.1.2. Propiedades de las matrices definidas positivas y semi-
definidas positivas

Sea Ai,---,\, los valores propios asociados a la matriz simétrica M €
R™ ™ decimos quel[l]:
1. Si \; > 0, para todo 2 = 1...n, entonces M es definida positiva.
2. Si\; >0, para todoi =1...n, entonces M es semidefinida positiva.
3.5in > 0, para todo ¢ = 1...n, Entonces M es definida positiva

(Menor principall).

Para verificar algunas de estas propiedades usaremos la matriz dada en el
Ejemplo 2.3, la cual conocemos de antemano que es una matriz definida
positiva.

I Los menores principales son los determinantes de las submatrices, en este documento notaremos
1, como el menor principal de la submatriz principal ¢
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Ejemplo 2.4. Los valores propios asociados a la matriz M = (g 102>7

SON:

y los menores principales son:
m = 6, o = 72

Por tanto, basado en la propiedad (1 y 8) M es una matriz definida posi-
tiva.

2.2. Existencia y unicidad

En esta seccion presentamos algunos resultados relacionados con la exis-
tencia, unicidad y multiplicidad(cantidad de soluciones) para el problema
de complementariedad lineal PCL( g, M). Estos teoremas ya han sido de-
mostrado [6] por lo que solo realizaremos ejemplos donde se apliquen.

2.2.1. Teoremas de existencia y unicidad para el PCL

Sabiendo la importancia del PCL( g, M), queremos saber : ;jCuando el
problema tiene solucion?, ;Para qué casos existe tnica solucién? y ; En
qué casos tiene multiples soluciones?, razén por la cual se desea saber
las condiciones suficientes y necesarias que me permitan determinar la
existencia de la solucién. PCL( g, M). El siguiente teorema nos presenta
la condicién suficiente que me garantiza la existencia de una solucién al

PCL(gq, M).
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Teorema 2.1. Sea M una matriz semidefinida positiva. Si el PCL(q, M )
es factible, entonces tiene solucion .

Lema 2.1. 5@ M es una matriz definida positiva, entonces existe un vector
z >0 tal que Mz > 0.

Este lema es de suma importancia, dado que nos garantiza la existencia de
un vector z cuyas componentes son todas positivas. Ahora si dicho vector
cumple z > 0, se tendra que es factible.

Definicién 2.3 (Matriz clase S). Una matriz M € R™" para la cual un
vector z € R", satisface Mz > 0, z > 0 es llamada S-matriz o matriz de
clase S.

Esto muestra que una matriz definida positiva M debe pertenecer a la
clase S. Ahora, una S-matriz M arbitraria se relaciona con la factibilidad
del PCL( g, M) de la siguiente manera.

Proposicion 2.1. La matriz M € R™" es una S-matriz st y solo si el
PCL(q, M) es factible para todo q € R"

Ahora para poder garantizar la unicidad en el PCL( q, M), la matriz debe
ser definida positiva, como indica el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Si M € R™" es definida positiva, entonces el PCL(q, M)
tiene una solucion unica para todos los q € R".

Teorema 2.3. Si M € R"*" es semidefinida positiva, entonces el PCL(q, M)
tiene una o mds soluciones para todo q € R".

Ahora verificaremos por medio de un ejemplo el teorema 2.2, ya demos-
trado en [6].

Ejemplo 2.5. Dados M = (g 102> yq= <_12), resolver el PCL(q, M ).
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De acuerdo con el ejemplo 2.3 se sabe que M es una matriz definida
positiva, y usando el Teorema 2.2 nos garantiza que este problema tiene
solucién unica, es decir, existe un z € R? que cumple las tres condiciones
siguientes:

w=qg+Mz, zTw=0, z>0,w >0,

() =(2)+ (1) ()
(L) ()
() ~(25)

[gualando componente a componente tenemos el siguiente sistema, que
cumple la condicion de factibilidad y complementariedad, de ahi que:

1) w; =6z +1 1) w; =6x1+1>0

2) w2:12z2—2 2) U)2:1222—220

De la ecuacion 1) se tiene que wy > 0y 23 > 0, ademads se debe cumplir
la condicion de complementariedad w; = 0 o z; = 0, de ahi que:

w; = 1y 2z = 0. De manera andloga, se puede concluir que wy = 0,
29 = 1/6

por tanto, la solucién tinica es z,! = (O 1/6) que resuelve el PCL( g, M).
En la figura 2.1 se encuentra sombreada la region factible y dentro de
esta region se encuentra z, que es solucién del PCL(q, M).
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22

21

Figura 2.1: z, es la tnica solucion

Ahora, en el siguiente ejemplo podemos verificar que el Teorema 2.3,
que me garantiza multiples soluciones cuando la matriz es semidefinida
positiva.

Ejemplo 2.6. Dados M = (? i) yq= <_43>, resolver el PCL(q, M ).

De acuerdo con el ejemplo 2.2. M es una matriz semidefinida positiva,
y usando el Teorema 2.3 este problema tiene multiples soluciones, es
decir existe algin z € R? que cumple las tres condiciones siguientes:

w=qg+Mz, zTw=0, z>0,w >0,

() = (1)) ()
(P2 ()
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w1 . 221—|—222—|—4
wy) O\ s+ —3

1) wy =221+22+4 1) wy=2214+22+4>0
—
2) wy=2z1+20—3 2) wo=2z1+2—-3>0
siw =20
1) 221422 +4=0 1) 29=-2—12x
—
2) z1+20—3=0 2) zp=3—2

Podemos decir que existen varias soluciones para el PCL, algunas de ellas
son : B' = (1 2), 0" = (0 3),C" = (2 1), D" = (3 0). En la
grafica que se presenta en la figura 2.2 las hemos seleccionado, y todos
los puntos que estan en la region factible y contenidos en la recta. cumplen
las condiciones para solucionar el PCL.

z2

21

Figura 2.2: O,B,C,D son soluciones



Capitulo 3

Métodos de solucion

En este capitulo presentaremos dos tipos de algoritmos para resolver el
PCL(q, M): un algoritmo directo propuesto por Lemke y uno iterativo
tipo Newton mediante su reformulacién usando la funcién de complemen-
tariedad minimo.

3.1. Problema de Complementariedad lineal.

Sea M un matriz cuadrada de orden n y un vector g € R”. Resolver el
PCL( g, M) consiste en encontrar un vector z que cumplan las siguientes
condiciones:

z>0,w >0, (3.1)
w=Mz+q, (3.2)
w;zi =0, parai=1,...n (3.3)

Se llamara regién factible al conjunto de todos los vectores que satisfacen
(3.1), a cada vector en regién factible se le llamara vector factible, si la

15
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regién factible es diferente de vacid, decimos que el PCL( g, M) es factible.
La condicién de 27w = 0, dada en (1.1) y redefinida en la ecuacién (3.3) se
denomina condicion de complementariedad, la cudl requiere que al menos
una de las variables del par complementario (wj, z;) sea igual a cero para
todo i = 1,....n (es decir z; = 0 o w; = 0); ésto en la solucién del
problema asi, todo vector que cumple (3.3) es llamado complementario.
De esta manera, podemos decir que un vector z es solucion del PCL si es
un vector factible y a la vez, complementario.

Un caso particular ocurre cuando el vector ¢ > 0 (las componentes del
vector g son no negativas), el PCL( g, M) tiene una solucién trivial z = 0
y w = q. Esto para cualquier matriz cuadrada M de orden n.[5]

El nombre actual “Problema de Complementariedad Lineal ” fue propuesto
por Cottle y fue utilizado en un articulo publicado por Cottle, Habetler
y Lemke (1970) [§]. Histéricamente, fie formulado como un problema de
programacion lineal luego, como un problema de programacion cuadratica.
La formulacion del PCL fue decisiva en el descubrimiento de una magnifica
herramienta constructiva para el calculo de un punto de equilibrio.

Es por ello que ha sido de gran interés para la comunidad matematica el
estudio de diversos métodos que permitan solucionar el PCL( q, M).
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3.1.1. Meétodo de Lemke para resolver el PCL

Como ya se habia dicho anteriormente, existen varios algoritmos para ha-
llar la solucién a un PCL( g, M). A continuacion discutiremos el algoritmo
introducido por el matematico estadounidense C.E. Lemkd!| también 1lla-
mado el algoritmo de pivote complementario.

Dado el PCL( g, M) presentado en (1.1), Esto es:

w—Mz=q, zlw=0 z>0 w>0,

Matematicamente podemos expresar este problema como sigue:

ijej—szMj:q, zi=0o0w; =0, 2z >0,w; >0 (34)
j=1 j=1

Donde €7 es la columna j-esima de la matriz identidad y M7 es la colum-
na j-esima de la matriz M, con su respectiva representacion en la tabla
canodnica de la siguiente manera:

LCarlton Edward Lemke: Nacié en Buffalo( Nueva York). Sirvié como paracaidista del ejército de
Estados Unidos. Después de la Segunda guerra mundial se gradué como licenciado en la Universidad de
Buffalo e hizo doctorado en 1953 en Carnegie Mellon University (antes, Carnegie Institute of Techno-
logy).

Lemke hizo numerosas contribuciones significativas a las matematicas y la investigacién de operacio-
nes, en gran parte se ocupa de la programaciéon matematica y la teoria de los juegos. En 1954, se habia
basado en el trabajo de George B. Dantzig e invent6 el Método Dual Simplex para la programacion li-
neal. En 1962, ided un método de solucién para programas cuadraticos, que requieren la minimizacién de
una funcién cuadratica estrictamente convexa de varias variables limitadas por un sistema de desigual-
dades de linea. Su investigacion esta en Algebra, Programacién Matematica, Investigacion Operativa y
Estadistica.[2]
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Iy M q

El paso computacional primario usando este algoritmo, tiene que ver en
la escogencia del pivote, el cual es también el paso principal del algoritmo
Simplex para programacion lineal.

En este proceso adicionaremos en (3.4) una variable artificial/| 2o € R
asociada con el vector d € R". Si introducimos una variable artificial z,
y un vector d que cumple q + zpd > 0, se obtiene un problema extendido
notado por PCL( g, z9, M )de la forma:

n

iwjej — ZZij — Zod =dq
j=1

J=1

2j=00w; =0, z; 2 0,w; > 0,2 >0

Se introduce la variable con el fin de obtener una base factible y asi iniciar
el algoritmo. La tabla canodnica es la siguiente:

2 Si suponemos que en el vector g al menos una componente es negativa, y z = 0 tendriamos w = q
que no cumpliria la condicién de factibilidad, razén por la cual, usamos el PCL extendido de Lemke
para solucionar este inconveniente.
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Variables w 2 )

Basicas

w Iy -M —d q

z>0,w>0,2y >0

Tengamos en cuenta que al hacer zy = 0, cualquier soluciéon para el
PCL(q, z0,M) es solucién de el PCL(q, M). Por tanto la tabla canéni-
ca en forma explicita esta dada por:

VARIABLES BASICAS | w; ... wn| 21 ... 2z, |20 | q
w1 1 N 0 mi1 e My | P1 a1
W, - Mp1  ooo My | Pr | Gr
W, 0 ... 1 |muy .. Mpp | Dol G

Tabla 3.1: Forma candnica [14]
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Observemos:

teniendo en cuenta que, el elemento pivote se encuentra en la columna de
la variable artificial zy. El algoritmo de Lemkd’| comienza haciendo bésica
a zo que se intercambia con la variable w,. La columna de la variable
artificial z; se encuentra el elemento pivote, y la eleccion del indice r se
realiza de acuerdo con el siguiente criterio:

& _ méx{% g < 0,1 = 1,...,n}

Pr 1

En otras palabras, el valor mas negativo de q. El elemento pivote es p, se
efectiia operaciones elementales para pivotar p, . De esta manera obtene-

mos una nueva tabla de la forma:

w= q+ Az con w; =w;, 1FET  Z; =W,
Wy = 2o Zitl = Zi

Donde g € R, A € R™ ") son el vector y la matriz de trasformacién
de q y [M|p] respectivamente por operaciones elementales, esto es :

En este paso el valor de la variable artificial es zy = ¢,..

Ahora, la columna pivote es z, que se escoge de acuerdo con la variable
complementaria de salida, y el elemento pivote se escoge de acuerdo con
el criterio de minimo radio entre los elementos de la columna pivote y
los elementos ya operados del vector g esto es uno a uno. Realizamos las
operaciones elementales correspondientes con el elemento pivote que en-
contremos, y repetimos este paso hasta cuando la variable artificial z, sea
cero, es decir cuando zy no sea una variable basica, entonces el algoritmo
se detendrd y proporcionara una solucién factible éptima. A continuacién
presentamos el algoritmo de Lemke de manera sintetizada.

3 También llamado algoritmo de pivote complementario dado que elige la variable entrante por una
regla de pivote complementaria , la variable de entrada en un paso es siempre el complemento de la
variable de salida en la etapa anterior, es decir que la variable complementaria de w, es z, y viceversa.
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VARIABLES BASICAS | wy ... wy,| 21 ... 2z w, | q
w1 1 Ce 0 a1 AT al(n+1) (jl
20 . ar1 oo Qpy Qp(ny1) | Gr
W, 0 ... 1 |au ... Guu Gumt1) | Gn

Tabla 3.2: Primer paso(Tabla trasformada)

Algoritmo de Lemke

Paso 0: Si g > 0 entonces w = q, z = 0 es una solucion .
En caso contrario:
g—: = maﬁx{i cq; <0, 0= 1,...,n}
1

Efectie las operaciones elementales con pivote p,.

Paso 1: Escoja la variable basica z, que es complementaria a w,
(variable de salida que se convirtié en no bésica).
Donde r un subindice.
Sia; <Oparai=1,...,n  no se puede concluir la existencia.
En caso contrario determine s a partir de
; R :
Is — mln{N— ca,>0,1=1,...,n
aST’ .
Ay

Efecttie la operaciones elementales con pivote a,.

Paso 2: Si zy = 0 termine con una solucién (w = q z = 0),
En caso contrario, sizg > 0 Repita el paso 1.

Para corroborar que el algoritmo esta funcionando de manera correcta,
presentamos el siguiente ejemplo numérico donde explicamos, paso a paso,
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el proceso que el algoritmo realiza.

Ejemplo 3.1. Dado el siguiente PCL (q, M).

1 -1 -1 -1 3
1 1 -1 -1 5
M=1 1 1 9 9 ¥y 971 9
1 1 0 2 _5

Encontraremos z y w que cumpla la condicion (3.4) usando el algoritmo
propuesto por Lemke, esto es:

W1 | Wy | W3 | Wy | 21 | 22| 23|24 | (
wy| 10,00 |-1/1|1]|1]35
we| 0 1|00 | 1]|-1|1]1]|5H
ws| 00| 1|0|-1|-1|-2|0]/-9
wel| 0 00| 1 |-1]-1|0]|-2]|-5

En esta parte z =0 y w = q, donde se puede observar que no cumple la
condicion de ser factible.

Para ello agregamos una variable artificial zy asociada al vector positivo
d cuyas componentes son unos, pues basta hacer zo = 9 para que cumpla
la condicion q + zod > 0. Ahora la tabla es como sigue:

Wy | W | W3 |Wq| 21| 2223|724 20 | q1
w | 100 o|-1]1][1]1]-1]383
we| O 1001 |-1]1]1]|-1]5
ws| 0| 0| 1] 0/-1|-11-2|01[-1]]-9
wy| 01 0] 0] 1 |-1]-1]0]-2|-1]-5

El elemento q3 = —9 es el mas negativo de q, y en ws se encuentra la fila
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pivote. Esto para hallar el elemento pz’voteﬂ en esta parte z =0 yw = q

Wy | W | W3 |Wq| 21| 22| 23| 24|20 |42
wy | 1] 0-1]0]ol2]3|1]0]12
wo | 0 1 ]-1]0)210|3|1]0]1
wlolol-11ol1]1]2]0]1]9
wy| 01 0]-1] 11010 200 4

La variable de entrada es zy y w3 es la variable de salida; ahora la columna
pivote esta determinada por la variable complementaria de ws esto es z3.
El elemento pivote se escoge por el criterio del minimo radio entre qq y
Z3.

Wy | W2 | W3 | Wy | 21|22 |23 | %24 | <0 |d3
wi| 1|0 105-1.5]0|2|01| 4| 0| 6
wo | 0| 1 1051-1.5]2,010| 4 |0]|8
zo | 0| 0 0 -1 11110 2|15
23| 01 01-05,05{0|0|1]|-1]0] 2

La variable de entrada es z3 y la de salida wy, por tanto la columna pivote
en este paso es zy. Nuevamente escogemos el elemento pivote con el cri-
terio de radio minimo y hacemos las respectivas operaciones elementales.

w1 | W2 w3 Wy 21| 22 | 23|24 |20 | 44
24 10250 0 | 0.125 | -0.375| 0 0.5 0| 1| 0| 1.5
ws | -1 | 1 0 0 21000 2
zo |05 0] -0.25 | -025 |1 0 |0|0| 1] 2
z3 [ 0.25| 0 |-0.375| 0.125 | 0 0.5 1| 0| 0| 3.5

La vartable de entrada es z4 y la variable de salida es wy, por tanto columna

4 El elemento pivote se encuentra en la interseccién de la columna pivote y la fila pivote
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pivote es z1, nuevamente determinamos el elemento pivote y realizamos
las operaciones elementales.

w1 w2 w3 Wy 21| %2 | 23| 24|20 | Qg5
z4 1 0.251 0 0.125 | -0.375| 0 1 0.5 0| 1| 0] 1.5
z1 ] -0.5] 0.5 0 0 11 -110|0)|0]| 1
20 0 |-0.5| -0.25 | -0.25 | 0 00| 1| 1
z3 | 0.251 0 |-0.875| 0.125 | 0 | 0.5| 1| 0] 0| 3.5

En este paso, la variable de entrada es z, y la variable de salida es w3, de
aht que z3 es la columna pivote. Realizamos el criterio de minimo radio y
las operaciones elementales correspondientes.

w1 w2 w3 Wy | 2122|2324 20 |dqe
z4 | 20251 -0.51-0.25-0.251 0| 0| 0| 1]-0.5]| 1
21| -0.5 0 [-0.251-025|1|0] 0|0 1 2
29 0 0.5 1-0.251-0.251 0| 1|00 1 1
231 0.25 1 0.25|-0.25| 025 |0 0| 1| 0|-05] 8

En esta parte z = qg componente a componente, ademas, las variables
basicas son z1, zo, z3, z4, Yy el valor numérico de la variable artificial
2o = 0; ésto hace que el algoritmo se detenga. Tendriamos que w = 0,
2T =(2,1,3,1) resuelve el sistema (3.4).

Anteriormente en el ejemplo 2.2, se encontrd una solucién al PCL( g, M),
ahora toméaremos la misma matriz y usaremos el algoritmo de Lemke para
encontrar la solucién (se espera que sea la misma).

Ejemplo 3.2. En el ejemplo 2.2 se evidencio que existe un inico 2! =

(0 1/6) que resuelve el problema. Buscaremos dicha solucion con el algo-

ritmo de Lemke.
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wy | we |z | 29 20 q Radios
wy | 1 -6 0 | -1 1 -1
we | 0] 1 |-0]-12]1[-1]] -2 2
wy | 1 -1 | -1] 12| 0 3 0.25
2| 0] -1 |01[12]] 1 2 | 0.1667
wy | 1 0 (-6 0 | -1 1
29| 0 1-0.83| 0] 1 |0.830.1667
Por tanto, la solucidn esta dada por z' = (O 0.1667).E5ta es la que

queriamos encontrar. Ahora realizaremos un ejemplo cuando el PCL(q, M)
tiene maultiples soluciones, es decir la matriz es semidefinida positiva.

Ejemplo 3.3. En el PCL(q, M) del ejemplo 2.6 se soluciond y obtuvo
maultiples soluctones, ahora en este ejemplo, usaremos el método de Lemke
para hallar una de ellas.

wy |we | 21| 22| 20 | q | Radios
wy| 1] 01]-2]-2]-1]4 -4
wo | 0 1 |-1]-1][-1]]-3] 3
wy | 1] -1]-11-1]1 017 -
20l 0 -1 1 1] 3 3
w | 11210101 1110
o111 1] 113

Una solucion es 27 = (O 3), y w! = (10 0), En la figura 2.2 este
punto se representa con la letra O.

En la siguiente seccion presentamos un Algoritmo tipo Newton para re-
solver el PCL, mediante la reformulacién usando la funciéon de comple-
mentariedad minimo en (3.6), que bajo ciertas hipétesis, garantizamos la
convergencia en la solucién.



3.1. Problema de Complementariedad lineal. 26

3.1.2. Meétodo de Newton para resolver PCL

Generalmente el método de Newton se usa para resolver problemas de
complementariedad no lineal. Su técnica es reformular el problema co-
mo un sistema de ecuaciones no lineales, no necesariamente diferenciables
mediante el uso de ciertas funciones especiales llamadas funciones de com-
plementariedad.

Definicién:

¢ : R? = R es una funcién de complementariedad si cumple:

o(a,b)=0< a>0,b>0, ab=0

Existen muchas funciones de complementariedad pero las funciones mas
usadas son:
La funcién minimo:

(a+b) —|a— b
2

¢(a,b) = min(a, b) = (3.5)

La funcion de Fischer:
o(a,b) =va*+b* —a—>

La funcion de Kanzow:

or(a,b) =+/(a—b)2—Xab —a—b, con \€ (0,4)

Para reformular el problema de complementariedad lineal (1.1), como un

sistema de ecuaciones no lineales, usaremos la funciéon de complementa-
riedad (3.6) y definimos ® : R" — R" como:
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Qp(zlv wl)
o(z) = | P2

©(2n, Wn)

Donde se puede verificar que resolvelﬂ el PCL es equivalente a resolver el
sistema no lineal. [3]

d(z)=0 (3.6)

Definicién 3.1. El jacobiano generalizado de la funcion ® en el vector
z* se define como:

0P (z)=conv { lim ®'(2%) : 2% € Dq)}

zk—z

Dg denota el conjunto de puntos donde la funcién ® es diferenciable.
Ademas 0P(z) es compacto y no vacié [16].
Dado que ®'(z) no existe, puesto que la funcién ¢ es no diferenciable en

punto (a, a); De ahi que tomamos B como una aproximacion de la matriz
Jacobiana ®'(z) donde B € 09(z).

Definimos la matriz B de la siguientes manera:

eiT sl oz < w;
[Bk]l. = [MkL si oz, > w;
e;fp 0 [Mk} sz = w;

7

Donde: {ej,es,...,e,} es la base canénica de R", B* = : ,

52* es una solucién de PCL si y solo si ®(2*) = 0.
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(M,
MF = : es una aproximacion cualquiera de la matriz Jacobia-
M,
na (Mz + q) en el punto z*
En este orden, presentaremos el método Newton para resolver el sistema
no lineal ®(z) = 0 presentado en (3.7).

Método de Newton
Paso inicial Dados 2° € R" y la funcién ® : R" — R",
Mientras

I 2(2*) || tol

Hacer
BkSk = —(I)(Zk)

J R R .

Para asimilar mejor el método vamos a realizar dos ejemplos, éstos ya
se han solucionado de manera numérica en los ejemplos 2.5 y 2.6,
también por el método de Lemke en los ejemplos 3.2 y 3.3.

Ejemplo 3.4. Sea M = (? ?), q= <_43>

Por tanto una solucidn es 2! = (O 3), y w! = (10 0), que coincide con
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la respuesta encontrada por el método de Lemke.

. 6 0 1
Ejemplo 3.5. Sea M = (O 12), q= <_2)

N O

1 0 0
k _ —
b= (0 12) 0= (0.166)

“ = (O.f66) W= (é) () = (8)

Por tanto la unica solucion es z7 = (O 0.166), y wl = (1 O), al igual
que el método de Lemke.

De esta manera, hemos observado que el método de Lemke y el método
de Newton han encontrado la misma solucién. En la siguiente seccion
(pruebas numéricas) nos centraremos, ademas de encontrar las solucién
al PCL( g, M), si la hay, en determinar el tiempo que tardan los métodos
en hallar la solucion.



Capitulo I

Comparacion Numérica

En este capitulo, analizamos los resultados numeéricos de comparar el
método de Lemke y el método de Newton, utilizando la funcién de com-
plementaridad minimo para solucionar PCL. Para ello, construimos PCL
con matrices grandes y compararemos estos algoritmos en eficacia, es de-
cir, si encuentra una soluciéon para cada PCL planteado, y el tiempo que
se requiere para realizar este proceso.

Los codigos para los dos algoritmos fueron desarrollados en el software

GNU Octave, version 4.2.0. Se realizé los experimentos numéricos en un
computador con procesador Intel(R) Core(TM) de 1.70 GHz.

ObserVNacién: Sea M un matriz y A; los valores propios asociados a la
matriz M. Definimos ¢ = max {|\;|}, © = ¢ + 0.01.

1. My = M+ oI, M es una matriz semidefinida positiva, con valores
propios A\; + ¢ > 0.

2. My = 1\~/I+,u1 , M5 es una matriz definida positiva, con valores propios
Ai + p > 0.

30
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En la pruebas numéricas las matrices M; y M, seran tomadas aleatoria-
mente al igual que el vector g. Resolveremos problemas tipo PCL( q, M)
y PCL( g, M;) dado que esta clase de matrices nos garantizan la existen-
cia de una solucion; ésta puede ser tnica o tener infinitas soluciones, todo
depende de la escogencia de la matriz. Para mayor claridad, incluimos los

algoritmos mencionados en el capitulo 3.

Algoritmo 4.1. Dados M € R™" y un vector q € R"

Paso 0:

Paso 1:

Paso 2:

St q > 0 entonces w = q, z = 0 es una solucion .
En caso contrario:

& — max{ L. g <0, i=1,...,n

br Di

Efectie las operaciones elementales con pivote p,.

Seleccione la variable bdsica z, que es complementaria a w,
(variable de salida que se convirtio en no bdsica).
Donde r un subindice.
St a;, <0 para 1=1,...,n  no se puede concluir la existencia.
En caso contrario determine s a partir de
st _ 1. QY N y
= =min4 — :a; >0, i=1,...,n
aST a/
wr

Efectie la operaciones elementales con pivote G, .

Si zg = 0 termine con una solucion (w=q z=0),
En caso contrario, sizg > 0 Repita el paso 1.
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Algoritmo 4.2. Dados M € R™", q € R", se toma la aproximacion
inicial 2° = 0.

Se define w* = Mz*+q k=0,1,2,...,200.
Calcular ®(z*) = min(z*, w")

Calcular B, mediante

Mientras | ®(z*) ||> 0.000001

Calculamos sp = —Byp/®(2%)
Calculamos la iteracion  z"t!' = 2F + s
Actualizamos w”, By, ®(2%)

fin

En las siguientes pruebas numéricas tomamos matrices de dimensiéon n=2
hasta n=100, esto dada la estabilidad que empiezan a tener después de la
dimensién 100.

Seguido construimos matrices semidefinidas positivas (M), condicién que
nos garantiza la existencia de al menos una solucién. Cabe la posibilidad
de que exista la solucién y alguno de los métodos no la encuentre o su-
pere un numero determinado de iteraciones, por esta razon, miraremos
en conjunto, el nimero de éxitos [[| y el tiempo que tarda cada método en
encontrar la solucién. De la misma manera, lo haremos para matrices que
son definidas positivas (Ms).

'El nimero de éxitos nos indica que los métodos presentados anteriormente(Lemke-Newton) encon-
traron solucién al PCL( g, M), en un ntimero finito de iteraciones no superiores a 200.
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1. Prueba numérica para matrices Mj.

100 +
90
m80A
o

270
@60A
=

o 90 1

240 |
2 30 1
20 -
10 1

prr T

— Método de Lemke

— Método de Newton

0
0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Dimensiéon del Problema

En este caso podemos observar la eficacia del método propuesto por

Lemke para matrices de dimensiéon menor que 45. Después de la di-
mension 50 ambos métodos encuentran una de las solucién para cada
problema. Cabe resaltar que para matrices de dimensioén 2 hasta 7 el

algoritmo de Newton tiene problemas de convergencia, dado que en

algunos casos

las matrices By en (3.8) son singulares, para matrices

superiores este inconveniente se reduce totalmente.
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0.297 -

— Tiempo de Lemke

0.1980 - — Tiempo de Newton

Tiempo [seg.]

0.0990 -
0.0660 -
0.0330 +

2 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Dimension del Problema

En cuanto al tiempo de convergencia, se puede apreciar(graficamente)
lo efectivo que es el método de Newton, en comparacién con el método
de Lemke. Para matrices M; de dimensién menor que 10 la rapidez
con que me determina la solucion es casi la misma, pero para matrices
de mayor dimensién se observa claramente que el método de Lemke
tarda mas tiempo. El tiempo de convergencia del método de Newton

es lineal (polinomialmente) y el tiempo de convergencia de Lemke
es exponencialmente.
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2. Prueba numérica para matrices My

Tiempo [seg.]

100 +
90 4
c/g80A

O

F70-
'_%)60A
o 90 1

240
2 30 -
20 -
10 -

ST

— Método de Lemke

— Método de Newton

0
0

0.297 1

0.1980 +

0.0990 -
0.0660 -
0.0330 +

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Dimensién del Problema

— Tiempo de Newton

— Tiempo de Lemke

2 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Dimension del Problema
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En este caso, el método propuesto por Lemke, es mas eficaz que el
método de newton para matrices de dimension menor que 50. Por
encima de 50 ambos obtienen los mismos resultados en cuanto a la
busqueda de una solucién para el PCL(q, M). En esta gréfica se ve
claramente la importante de que la matriz M, sea definida positi-
va, ya que ésto me garantiza la no singularidad de Bj en el método
de Newton, y tomando esta hipodtesis cuando la matriz es definida
positiva, se puede ver que en los dos métodos tienen mas éxitos, en
comparacion con las matrices tomadas semidefindas positivas. Por
ultimo, el tiempo de convergencia del método de Newton sigue sien-
do polinémico, y el tiempo de Lemke exponencial, para matrices de
dimensién menor que 15 el tiempo que me determina la solucion es
aproximadamente el mismo.

Existen casos particulares en los cuales, para ciertas matrices, los dos
métodos no pueden determinar la solucién al PCL( g, M). Para otros, el
método de Lemke tiene problemas para hallar la soluciéon al PCL, pero el
método de Newton la encuentra y viceversa[7].

En este problema, no se pudo determinar la solucién, con ninguno de los
dos algoritmos, pero se presenta la solucion de problema, el lector puede
verificar que se cumplen las tres condiciones en (1.1).

—-12 -1 13 -1 —1

. 3 —-11 13 -1 —1
Ejemplo 4.1. Dados M = 13 -1 —120 -1 |Yve=1|_; ,resolver

3 -1 13 -11 -1

el PCL(q, M).
La solucion es[9]:

zZl'=(1010)yw' =(0 25 0 25)

Ejemplo 4.2. Dados M = <0 31> yq= (_1

5 _ >, resolver el PCL(q, M ).
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El método de Lemke no me determina una solucién, pero el método de
Newton me determina la solucién, z* = (0.08333 0.66667) y w’ = (0 0)
que resuelve el PCL(gq, M), el tiempo que tarda en encontrarla es de
0.0032219(seg).

0 —1 2 -3

Ejemplo 4.3. Dados M = 2 0 =2) yq= 6 |, resolver el
-1 1 O —1

PCL(q, M ).

El método de Newton no me determina una soluciéon, ésto por la singula-
ridad en la matriz By, en (3.8), pero el método de Lemke me determina la
solucién, 27 = (O 1 3) y w! = (2 0 O) que resuelve el PCL(q, M) y
el tiempo que tarda en hallar la solucién es de 0.0582(seg).



Capitulo

Aplicaciones

En esta seccién mostraremos que el problema del modelo de equilibrio
Walrasiano se puede plantear como un problema de complementariedad
lineal, presentaremos un caso particular en que se evidencie el problema de
equilibrio como un PCL, y asi dar las pautas para solucionarlo mediante
el método de Lemke.

5.0.1. Equilibrio econémico Walrasiano

Entre las muchas aplicaciones del PCL nos hemos interesado en el proble-
ma de equilibrio econémico basado en el modelo Walrasiano[17].
Este modelo de equilibrio fue desarrollado por Leén Walrasian[l] [19].

Dicho modelo se caracterizan por tres elementos principales: mercancia,
consumidores y productores; estos agentes se comportan de acuerdo con
un paradigma econémico llamado paradigma competitivo, en el cual los
consumidores asignan sus ingresos para maximizar la utilidad del con-

!Economista francés, nacié en Evreux(Normandl'a) el ano de 1834. Empezd a trabajar en la Univer-
sidad de Lausana (Suiza) En 1870. Allf public6 sus Elementos de economia politica pura (1874-77), en
donde proponia un modelo matemético de equilibrio general para una economia de mercado.

38
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sumo, en cambio, los productores ajustan los planes de produccién para

maximizar sus beneficios, y no pueden imponer sus precios (precios da-
dos).

El objetivo del modelo walrasiano es encontrar los precios que logren un
equilibrio entre la oferta y la demanda, y asi poder intercambiar una gran
cantidad de bienes en un conjunto grande de consumidores y productores.

Definicién 5.1. Un equilibrio de mercado es el estado de una eco-
nomia en la que las demandas de los consumidores y los suministro de los
productores son equilibrados en el nivel de los precios vigentes.

5.0.2. Caracteristicas de un equilibrio econémico

El problema del equilibrio general se caracteriza por las dotaciones ini-
ciales de la economia, su tecnologia de produccion , las preferencias y el
comportamiento de sus consumidores y productores.

Para::1,...n. vy j:1,....m.

b=y Vector de dotaciones
p =P Vector de precios
d(p) = d;(p) Funciones de demanda del mercado conocidas
como funciones de demanda de los hogares,que asumimos como
punto a punto y continuamente diferenciales,no necesariamente lineales.

Y =y Vector de niveles de actividad
A = a; La Matriz A € R™"™, matriz de tecnologia.
Observemos:

En esta presentacién asumimos un comportamiento competitivo en toda
la economia y empleamos un vector de dotaciones.

Las funciones de demanda de mercado se derivan de la maximizacion de
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las utilidades domesticas individuales.

La maximizacién de beneficios se designan por los coeficientes de produc-
cién de entrada-salida(matriz de coeficientes: posibilidades de produc-
cién para la economia en su conjunto).

A denota la matriz tecnologica de coeficientes de entrada-salida consis-
tente con la produccién unitaria. Donde a;; > 0y a;; < 0 denota una
salida y entrada respectivamente ademas,la matriz A no admite salida sin
entrada.

5.0.3. Modelo de equilibrio walrasiano

El equilibrio de mercado [17] en el modelo Walrasiano se define por el par
precio-actividad no negativos (p,y) que satisface las siguientes condicio-
nes de Complementariedad:

1) Cada sector de la economia obtiene ganancias no positivas, en sectores
operados a niveles positivos. El valor de los productos es igual al costo de
los insumos.

2) La oferta menos la demanda de cada producto es no negativa, y un
precio positivo implica igualdad de oferta y demanda.

Estas condiciones pueden ser expresadas en notacion matricial como sigue:
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Ganancia unitaria no positiva —ATp >0 (a)
Demanda excesiva no positiva Ay +b—d(p) > 0 (b)
Variables no negativas p,y >0 (c)
Debilidad complementaria y ' (—ATp) =0 (d)

p (Ay+b—d(p)) =0 (e)

En el equilibrio general todos los precios se determinan simultaneamente
y ningun precio sera dado fijamente.
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Definicion 5.2 (Ley de Walrasian). Establece que bajo la no satisfaccion
(saciedad), los gastos del consumidor agotan su presupuesto, algebraica-
mente esto se escribe:

p'(b—d(p)) =0 Para todo p

5.0.4. Representacion del modelo walrasiano como un proble-
ma de complementariedad

Dado que tanto la funcién d(p) y A(p)y no son necesariamente lineales,
vamos a linealizarlas teniendo en cuenta la expansién de Taylor [ y el

teorema de Euler [J, ésto con el fin de representar el anterior modelo como
un PCL(q, M).

Observacién: Se tiene que d(p) y AT (p)p son funciones homogéneas de
orden 0 respecto a p. Segun el teorema de Euler podemos afirmar que:

(vd;(p)]p =0, parai:1,..,n
(5.1)
(VAT (p)p|p =0

Ahora, aplicando la expansion de Taylor de primer orden para la funcién

2Expansién de Taylor[13]: Sea f un funcién real y  un vector de R" , la expansién en series de
Taylor de f(x) al rededor de xg esta dada por:

Of (zo)

9f (o)
ox (

ox

f(x) = f(zo) + T —xg) + - Donde:

= [Vf(z)].

3Teorema de Euler[13]: F : R — R" es homogénea de grado n si y solo si Vf(z)x = nf(x)
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di(p) y AT(p)p al punto p se obtiene :

di(p) = d(p) +[vdi(p)|(p — D)

d(p) = d(p) + [vei(p)lp 52
Al(pp = AT(p)p

Denotemos por D = [Vd;(p)] la matriz Jacobiana de derivadas parciales

de primer orden y d = d;(p).

Una vez linealizadas estas funciones, procedemos a formular el modelo
de equilibrio walrasiano como un problema PCL( g, M) es decir, con las
condiciones de un PCL, esto es:

Sean

u=—ATp, v=Ay+b—d+ D. se tiene que:

u = —Alp>0,

v = Ay+b—-d+D >0 (5.3)
plv = 0
ylu = 0

EL sistema de ecuaciones lineales (11) satisface las condiciones Karush-
Kuhn-Tucker, de esta manera tendriamos el sistema w =q + Mz

()62 (L 5)G)

0 —A”
(35 )

Donde;
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Las condiciones de un modelo de equilibrio Walrasiano deben cumplir las
mismas condiciones de un PCL, pues:

z>0puesy >, p=>0y
w > 0 pues wy, wi, wy, ws > 0.
Ademas

z7w =20

5.0.5. Ejemplo de un modelo de equilibrio Walrasiano

Consideremos el caso con tres productos (Un sector productivo y dos
recursos o mercancias). El productor maximiza sus beneficios y el consu-
midor maximiza su utilidad (Los precios los toman como dados).

Como hipétesis tenemos que AT = [1 — 1 — 1] es la matriz de tecnologfa y
bT = (0,5, 3) el vector de las dotaciones iniciales. La funcién de demanda
de los consumidores, es una funcion tipo Coob Duglas:

a;(bap2 + bsps)

di(plap27p3) — ) 1= 17 273
bi

Donde a® = (0.9,0.1,0)

Por tanto el vector de demanda esta dado por:

p1
d — 0.5p2+0.3p3
P2

0

El problema de equilibrio walrasiano consiste en encontrar un nivel de
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actividadﬁ Y y un precio py, p2, p3 tal que:

—ATy >0 — —p1 +p2+p3 >0
0 y 4.5p2+2.7ps
P1
b+Ay—d>0 — 5]+ |-y |— |22 ] >0
3 —y 0
y ' (-ATy) =0 +— y(—p1 +p2+p3) =0
plb+Ay—d)=0 — pl(b+ Ay —d) =0
Es decir:
Wy = —p1 +p2+p3 >0
wy =y — L2 >0
w2:5—y—0'5mp# > ()
w3:3—y ZO

Yywo + prwi + paws + pswz =0

(5.4)

Estas ecuaciones me modelan el equilibrio econémico walrasiano. Nuestro
interés es poderlo resolver mediante el algoritmo de Lemke, dado que (5.4)
no es un sistema lineal, lo primero que realizaremos sera linealizarlo con

la primera expansién de Taylor.

4Cantidad producida del producto j.
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Tendriamos que:
d(p) = d(p) +[Vdi(p)]p

LOp 2T _ (APt 2T5
1 p?

5 3
o1+ 5 D2t 53

_ 0.55,40.355 _ 0.3
D2 D2

0.3
P2+ 5, P3

0
dy — dy1p1 + di2pe + disps

= dy — daaps + dazps
0

Ahora, las ecuaciones (5.4) ya linealizadas son :

wo = —p1 + p2 + p3 >0

we =5 — Yy — dy + dygpa — dogps >0

ws =3 —y > 0 (5.5)
Y,P2, D3 Z 0
ywo + pawa + p3ws =0

Estas ecuaciones cumplen las condiciones del PCL( g, M), ahora como
tenemos 3 mercancias cada una con un precio pi, p2, p3 se fija un precio
unitario, en el cual los otros dependan de él.

Si fijamos p; = 1 obtenemos primer problema de complementariedad
PCL( g1, M;). y debemos encontrar y, ps, p3
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—P1 0 1 1
(g1, My) = S5—dy|,| -1 dy d
3 -1 0 O

Si fijamos p, = 1 debemos encontrar y, pi, p3, y el PCL seria:

— Do 0 -1 1
(g2, M) = —dy —dppa |, | 1 din —dis
3 -1 0 0

Si fijamos p3 = 1 debemos encontrar y, pi, po, vy el PCL seria:

—P3 0 1 1
(g3, M3) = —dy —dizps |, | =1 dy dos
5—dy — dggﬁg -1 0 0

Ahora para hallar el equilibrio para el problema anterior, se usa una se-
cuencia de problemas de complementaridad lineal, las cuales convergen a
la solucién del problema. En el articulo (An algorithm based on a sequen-
ce of linear complementarity problems applied to a Walrasian equilibrium
model: An example[13]) se puede apreciar el algoritmo para que esta se-
cuencia de problemas de complementariedad converja a la solucién.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se propuso comparar la eficacia y eficiencia entre dos
métodos para resolver PCL( g, M): uno Directo(Pivotante) y el otro ite-
rativo; de estos tipos de métodos escogimos los mas eficientes como lo
es el Método pivotante propuesto por Lemke y el método iterativo tipo
Newton. Este ultimo mediante la reformulaciéon con la funcién de comple-
mentariedad minimo.

Los experimentos numeéricos nos ayudaron a evidenciar la efectividad del
método de Newton para matrices grandes, como también su eficiencia
en el tiempo que tarda en hallar la solucién. Asi mismo, se ve cémo es
mas eficiente y eficaz el método de Lemke para matrices de dimension
pequena, pues la cantidad de éxitos fue mayor que la de Newton y la
diferencia entre sus tiempos es muy pequena; ademas, en la construccién
de la matriz B para matrices semidefindas positivas se obtuvo problemas
en la singularidad de dicha matriz, razén por la cual el método no puede
determinar la solucién. De ahi que, es de suma importancia el estudio de
diferentes clases de matrices para el PCL.

Ahora con base en estos experimentos podemos sugerir usar el método de

48
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Newton cuando las matrices( M7 o M) son de dimensién grande, pues la
matriz B ya no tiene problemas de singularidad y el tiempo de convergen-
cia es lineal(eficiente).Cuando la matriz sea semidefinida positiva (M;) y
su dimension sea menor que 10, usar el Método de Lemke, pues nos da
suficiente garantia de que encuentra una solucién, y emplea un tiempo de
ejecucion muy similar al de Newton. Cuando la matriz es definida positiva
(Ms) y ademads la dimensién sea menor que 10, se puede usar cualquier
de los dos métodos, pues su diferencia es muy poca.
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