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Introduccion

La geometria diferencial es considerada una de las dreas mas importantes en el campo
de las matemadticas y de una creciente actividad investigativa. Debido a sus numerosas
aplicaciones, especialmente en fisica e ingenieria, ha tenido un gran desarrollo desde sus
inicios hasta la actualidad. En particular, el concepto de forma diferencial, el cual aparece
a principios del siglo XX como una generalizaciéon de funciones, y en algin sentido, se
define de manera analoga a campos vectoriales en espacios euclidianos, tiene numerosas
aplicaciones en el campo de la fisica. Conceptos basicos en electricidad, magnetismo, ter-
modinamica entre otros, pueden ser formulados y estudiados de mejor manera en térmi-
nos de formas diferenciales. En el presente documento “ Sobre formas diferenciales en
variedades y algunos conceptos relacionados”se realiza un estudio sistematico de formas
diferenciales, incluyendo entre otros aspectos importantes, la definicion de algunas ope-
raciones entre ellas, tales como: el producto exterior, el pullback y la derivada exterior.
Ademas, se extienden resultados de diferenciabilidad a variedades y, con el fin de mostrar
el Teorema de Stokes en este contexto, se presenta detalladamente conceptos de integra-
cién en variedades diferenciables.

El documento se encuentra dividido en cinco capitulos, en los cuales es desarrollado
la parte tedrica necesaria para alcanzar el objetivo. En el primer capitulo, se realiza una
introduccién a funciones k—lineales y alternantes sobre un espacio vectorial de dimension
finita en donde se definen algunas operaciones tales como el producto tensorial y el pro-
ducto exterior; en el segundo capitulo, se presenta el concepto de vector tangente en un
punto p de R™, como una derivacion en p, de tal manera que el vector tangente coordena-
do e;, coincide con la derivacién parcial 0;. Habiendo desarrollado esta idea, se considera
una k—forma diferencial como una funcién k—lineal y alternante que asigna a cada punto
p un k—covector en el espacio tangente 7,R". Por tltimo, en éste capitulo se define el
producto exterior y surge la nocién de diferenciacién para formas diferenciales en R™. A
lo largo del tercer capitulo, se establece por primera vez el concepto de variedad, siendo
dotada de estrutura topoldgica y diferenciable, considerandose como el espacio base para
generalizar lo desarrollado en R"™; los conceptos de espacio tangente en p € M, forma
diferencial y las operaciones mencionadas anteriormente se extienden de manera natu-
ral. En el cuarto capitulo, se hace uso de la informacién presentada anteriormente, con
el fin de desarrollar la integracion de formas diferenciales sobre variedades, presentando
gran relevancia lo que significa una variedad orientada y una variedad con frontera. Asi
mismo, la integraciéon de Riemman en R"™ y particiones de la unidad, juegan un papel
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central en la parte tedrica para definir la integral de una n—forma con soporte compacto
sobre una variedad orientada. De esta manera, se desarrolla lo necesario para formular y
probar el Teorema de Stokes. Finalmente se incluye un tltimo capitulo, en el cual se hace
una aproximacion a la integracion sobre variedades Riemannianas, para lo cual se explica
brevemente el concepto de forma de volumen asociada a una métrica Riemanniana en
variedades Riemannianas orientadas. Esta teoria es fundamental para abordar problemas
de investigacion en esta area.



Capitulo 1

Preliminares

La teoria desarrollada por el mateméatico aleman Hermann Grassmann en el siglo XIX,
posteriormente conocida como Algebra exterior de multicovectores, es la base tedrica que
se introduce en el primer capitulo, puesto que en él se estudian funciones multilineales
alternantes sobre un espacio vectorial; fundamento principal para la teoria de formas
diferenciales. En particular, el clculo vectorial en R? es generalizado a R™. Por ejemplo,
el producto exterior de multicovectores desarrollado en esta seccién no es mas que una
exensiéon del producto cruz en R3. A continuacién se fijan las notaciones y se hace un
breve repaso de los conceptos basicos que se usaran a lo largo del trabajo.

1.1. Un breve repaso sobre tensores

1.1.1. El espacio dual

Sea V' un espacio vectorial real y, como es usual, se denota por V* el espacio dual de
V. Esto es, V* es el espacio vectorial de todos los funcionales lineales f : V — R. Un
elemento f € V* es llamado covector.

Si bien la anterior definicion es valida para espacios vectoriales generales, por el obje-
tivo del trabajo, en adelante se considera solo espacios vectoriales de dimension finita con
coeficientes en R. En este caso, dimV = dimV*. De hecho, si

B:{el,...,en}

es una base de V, entonces
* 1 n
B —{a e, QU },

donde o : V — R es el covector definido por

Z. (1, sii=j;
Mej):éf:{o si i

es una base de V*, la cual se denomina base dual (asociada a B).
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Note que si f € V*, existen escalares A,...\, tales que

=1

Por tanto f(e;) = A;, para todo j =1,...,n. Asi, f € V* se puede expresar en la forma

F=> fle).
i=1
Para otros aspectos relacionados con el espacio dual, ver [4, Pdginas 171-175].

1.1.2. Permutaciones

Dado un conjunto no vacio A, se denota por Sy4 el grupo de biyecciones de A sobre A
con la composicién como operacién del grupo, el cual se denomina grupo de permutaciones
de A. Sin > 1 es un nimero natural, S, denota el grupo de permutaciones del conjunto

{1,...,n}.

Definicién 1. Una permutacion o € S, es un ciclo de longitud r, r < n, si existe
I ={ay,as,...,a,} C{1,...,n} tal que

i) o(a;) = aj1, para todoi=1,...,r—1, y o(a,) = aq;

ii) o(a;) = aj, para todo a; ¢ 1.

Un ciclo de longitud r también es llamado un r— ciclo.

En tal caso, el ciclo o es denotado por (a;...a,) y al nimero r es llamado longitud
de ¢. Una transposicién es un 2—ciclo, no es mas, que un ciclo de la forma (ab) en el que
se intercambia a con b.

Dos ciclos (aj...am) y (b1...b,) de S, son disjuntos si los conjuntos {as,...,a,}y
{b1,...b., } no tienen elementos en comuin.

Observacion 1. Toda permutacion de S, se puede descomponer en un producto de ciclos
disjuntos. Esta descomposicion es unica, salvo el orden de los factores, ver [5, Pagina 50].

Ejemplo 1. En S; encontramos que

(s

Observacion 2. Ya que todo ciclo puede ser escrito como un producto de transposiciones,
entonces toda permutacion de S, distinta de la identidad se puede descomponer como
producto de transposiciones. En el caso de un m—ciclo o = (aj asy...a,) € Sy, se tiene

345 67
5 71 2 4

) = (135)(26)(47).

D N

(a1 ag...an) = (a1 ay) - (a1 a3)(a; az).
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Ejemplo 2. De acuerdo al ejemplo anterior

(5537015 0)-s9eeun=-asuseeun

Una permutacion es par o impar, si es el producto de un nimero par o impar de
transposiciones respectivamente. El signo de una permutacién, denotado por sgn(o), se
define por 1 si la permutacién es par y —1 si es impar. Es facil ver que el signo de una
permutacién satisface la igualdad

sgn(oT) = sgn(o)sgn(T).

Estos y otros resultados sobre el grupo de permutaciones pueden ser estudiados en [5,
péaginas 49-54].

1.1.3. Funciones multilineales

Se denota por V¥ = V x --- x V el producto cartesiano de k “copias”del espacio
—_———

k—factores
vectorial V.

Una funcién f : V¥ — R es k— lineal si es lineal en cada argumento. Esto es,
fG.;av+bw,...)=af(...,v,...)+bf(...,w,...)

paraa,b e Ryv,w e V.

Es claro que el conjunto de funciones k—lineales con las operaciones usuales de suma
y producto por escalar de funciones es un espacio vectorial; denotado por Li(V'). Una
funcién en Li(V') se denomina un k—tensor covariante sobre V.

Ejemplo 3. Sea {ey,...,e,} la base estindar para R™, el producto punto definido por

n

flo,w)=v -w= Zviwi,

i=1
donde v = "> v'e; yw = > w'e; es una funcién bilineal.

Ejemplo 4. Sea f(vy,...,v,) = det[vy,...,v,], considerada como una funcion de n vec-
tores columna vy, ...,v, € R" es n—lineal.

Definicién 2. Dada una funcion k—lineal f y o € Sk, la funcion k—lineal o f definida
por la formula

(af)(vl, S ,Uk) = f(Ua(l), . 7Ua(k))-
La funcion k—lineal f : V¥ — R es simétrica si

f(vg(l), e ,Ug(n)) = f(vl, Ce ,Un)
para toda permutacion o € Sy (of = f). Se dice que f es alternante si
f(Wo(t), - -3 Vo)) = sgn(o) f(v1, ..., vp)

para toda permutacion o € Sy (of = sgn(o)f).
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Ejemplo 5.
i) El producto punto f(v,w) =v-w en R™ es simétrico.
it) El determinante f(vy,...,v,) = detlvy,...,v,] en R™ es alternante.

i11) Dado un espacio vectorial V' y f,g € V*, la funcion
fAg:VxV =R

definida por
(f N g)(u,v) = fu)g(v) — f(v)g(u),

es alternante.

Lema 1. Sea 0,7 € S;, y f una funcion k—Ilineal sobre un espacio vectorial V', entonces

T(of) = (To)f.
Demostracion. Dados vy, ...,v, € V,

T(of)(v1,...,0k) = (0 f)(Vra), - - Vi)
=f (vf(aa) ) Ur(o(k)))
fve 3 V(ro)(k)
(7

o)f ('Ul,...,vk),

lo cual completa la prueba. O

En el presente trabajo presenta gran interes el espacio vectorial A(V') de todas las
funciones k—lineales alternantes sobre un espacio vectorial real V. Los elementos de Ag (V)
son llamados k—covectores. Un O—covector no es méas que una constante, asi que se
acostumbra a usar la identificacion Ay(V) = R. Ademads, un 1—covector es un covector.

Definicién 3. Sea V' un espacio vectorial y f una funcion k—lineal sobre V. Se define el
operador simétrico de f, el cual se denota por S f, mediante la formula

(Sf)(vlv"‘7 Zf UU‘(l k:))

og€eSy,

De igual manera se define el operador alternante de f por

(Af) (W1, o) = > sgn(0) f(Ve(t); - - Vory)-

o€S),
La siguiente proposicion justifica el nombre de Sf y Af.
Proposicion 1. Sea f una funcion k—lineal sobre un espacio vectorial V', entonces
i) La funcion k—lineal Sf es simétrica;

i1) La funcion k—lineal Af es alternante.
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Demostracion. i) La k—linealidad de Sf se sigue del hecho que of es lineal para toda
o € Si y el conjunto de funciones k—lineales es un espacio vectorial. De otro lado, dada
una permutacién 7 € Sy y vy, ...,0x €V,

T(SF) (v, k) = (SF)(vr)s - vr)
= D S Wotrs -+ Votriay)

ocESk

= Z(UT)f(U1, ey UR)

cESk

= (Sf)(v1,..., k)

ya que la aplicacion o — 70 es claramente una biyeccion de Sy sobre si mismo.

ii) Como en el caso anterior, la k—linealidad de Af se sigue del hecho que o f es lineal para
toda o € Si v el conjunto de funciones k—lineales es un espacio vectorial. Para 7 € Sy y
vy,...,0 €V, por el Lemal,

T(Af) (o1, o8) = (Af)(vrqr), -5 V)
=D 59n(0) f(Votry: -+ - s Votr(k)

ocESk

= sgn(r) Y sgn(o7) f(Uor(1))s -+ s Vo(r))

€S

= sgn(7)(Af)(v1,...,vx)

Nuevamente es usado el hecho que 7o recorre todas las permutaciones en Sy cuando o
recorre todas las permutaciones en Sj. O

Observacion 3. De la definicion de Sf y Af y el hecho que la cardinalidad de Sy es
k!, se sigue que si f es k—lineal y simétrica, entonces Sf = klf y si f es k—lineal y
alternante, entonces Af = k!f.

Ejemplo 6. Calculemos Af para una funcion f 3—lineal sobre un espacio vectorial V.

Primero se puede notar que S3 estd compuesto por las seis permutaciones (1), (1,3)(1,2),
(2,3)(2,1), (1,2), (1,3) y (2,3). Ademds, dado que sgn(1) = +1, sgn(1,3)(1,2) = +1,
sgn(2,3)(2,1) = +1, sgn(1,2) = —1, sgn(1,3) = —1 y sgn(2,3) = —1, entonces

Af(vy,v9,v3) = Z sgn(o)o f (v, v2, v3)

oES3
= f(v1,v2,v3) — f(v1,v3,v2) + f(va,v3,01)
- f(027vlav3) + f(v?nUl;UZ) - f(’U37'U2,U1),

para todo vy, ve,v3 € V.
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1.1.4. Producto tensorial

En matematicas, el producto tensorial, denotado por ®, se puede aplicar en diversos
contextos tales como vectores, tensores, matrices, espacios vectoriales, entre otros. Aqui,
es usado una definicion en el contexto de los tensores definidos en la seccién anterior.

Sean f una funcién k—lineal y ¢ una funcién [—lineal sobre un espacio vectorial V. Su
producto tensorial es la funcién (k + [)—lineal f ® g definida por

(f ® g)(vla s 7vk+l) — f(vla <. 7Uk)g(Uk+17 v 7vk+l)7
para vy, ...,V € V.

Ejemplo 7. Dado un espacio vectorial V', sea B = {ey,...,e,} una base de V y B* =
{at, ..., a"} la base dual correspondiente.
Si B :V xV — R es una funcion bilineal en V, escribiendo v,w € V en la forma
= Y v'e; yw = Y wle;, por bilinealidad se expresa a B en términos del producto
tensorial de la siguiente manera:

= Zviij(ei,e] Za w)gij = Zgl] '@ o) (v,w),
donde g;; = B(e;, ej) € R.

Observacion 4 (Asociatividad del Producto Tensorial). Si f,g y h son funciones multi-
lineales sobre un espacio vectorial V', entonces

(f@g®h=[f(gRh).
En efecto, si f es k—lineal, g |—lineal y h m—Ilineal sobre V, entonces

(f®g)@h)(vr, . Vkgiem) = (f @ @) (V1 -+, Vs R(Vkgig1, - - - Vkgiom)

= f(?)h e )g(U]H_l, c. ,vk+l)h(vk+l+1, e a”k-l—l—&-m)
:f(vl,... k)9 @ h)(Vks1, -y Vkgiam)
= (f@ (@) (v, Vktirm),

para todo vy, ..., Vkiiim € V.

1.1.5. Producto exterior

Dadas f y g funciones multilineales alternantes sobre un espacio vectorial V', se estd
interesado en un producto que también sea alternante. Este es conocido como producto
exterior o wedge y se define como sigue

f/\g—k,l, (f®9).

para f € Ap(V)y g € A;(V). Més precisamente, f A g es el (k + [)—covector dado por

1
(f A g)(vb o 7vk+l) = m Z Sgn(a)f(vo(l)v <o >/Ucr(k))g(vo(k+l)7 cee 7vo(k+l)>?

O'GS;C+1
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V1, ..., Vg € V.

Como el producto exterior es definido en términos del operador alternante, por la
Proposicion 1 se tiene que f A g es alternante.

Ya que Ag(V) =R, sic e Ry ge A(V), el producto exterior ¢ A g no es nada mas
que la multiplicacién por escalar. De hecho,

(cNg)(vg,...,v) = ll‘ Z sgn(0)cg(Vo(), - - -, Vo)) = %[Z!cg(vh o)) =cg(vr, .., 0),
oeS)
para vy,...,v € V.
Ejemplo 8. Si f,g € V* = Ay (V), entonces
(f A g)(u,v) = fu)g(v) = f(v)g(u),
para todo u,v € V.
Ejemplo 9. Sean V un espacio vectorial, f € Ay(V) y g € A1(V). Dados vy,vq,v3 €V,

(f A g) (01,02, 03) = = [f (01, 02)9(vs) — F(vr,03)g(v2) + Flvn, v3)g(n)

211!
— f(v2,v1)g(v3) + f(vs, v1)g(v2) — f(vs3,v2)g(v1)].
De aqui y las igualdades
flu,v2) = = f(va,v1),  f(ur,v3) = —f(vs,v1) y f(ve,v3) = —f(vs,02),
las cuales son vdlidas por ser f alternante, se sigue que
(f A g)(vr,v2,v3) = f(vr,02)g(vs) — f(v1,v3)g(v2) + f(v2,v3)g(v1).

Ejemplo 10. En el caso f,g € As(V), se procede como en el ejemplo anterior para
calcular f N\ g. Dados vy, v9,v3,v4 €V,

(f Ag)(Ul,vg,v3,v4) -

Usando el hecho que f y g son alternantes se obtiene

(f A g) (U17 V2, U3, U4) - f(vlu U2)g(v37 U4) - f(U17 US)Q(UQ; U4) + f(/Uh U4)g(027 U3>+
f(v2,v3)g(v1,v4) — f(v2,04)g(v1,v3) + f(vs,v4)g(v1, v2).
Los ejemplos anteriores muestran que f A g puede ser expresado, salvo signos, como
una suma de productos de la forma f(vr)g(vs), donde I = (i1, ..., ix), J = (J1,---, 1),
i <o <ldg, g1 <o <Ji,vr = (Vig,-.-, ) Y05 = (Vjy,...,0;). Este punto es retomado
mas adelante.
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Algunas propiedades del producto exterior

Proposicién 2 (Anticonmutatividad del producto exterior). Dado V' un espacio vectorial,

frg=(=1"gnf,
para todo f € A(V) yge A(V).

Demostracion. Sea T € Sk la permutacion

V2 T B VS R
Tkt okl o1 k)

Entonces, para toda o € Sy,
o(l)=o0r(l+1),...,0(k) =07(l + k),

ok+1)=071(1),...,0(k+1)=0o7(l).

Asi, para vy, ..., 05 €V,

Af @)1, vkp) = D> 8gn(0) f (Vo1 - - Vo)) Watks)s - - - > Valhin)

0ESK+1

= Z Sgﬂ(d)f(UUT(H_l), Ce 7'Ucrr(l+k))g<'Um—(1), ce 7/007'(1))

UESkJrl

= SgTL(T) Z sgn(m‘)g(vm(l), cee 71)07'(1))f(va7'(l+1)7 cee 7Uof(l+k))

UESk+l

= sgn(1)A(g ® f)(v1,. .., Vk4)-

Teniendo en cuenta que o recorre todas las permutaciones en Si.;, también lo hace o7.
Finalmente, al dividir por k!l!, se obtiene

fAg=sgn(t)gAf.

Ahora se prueba que sgn(7) = (—1)*.. Para ilustrar el procedimiento, se muestra solo el
caso k = [. En tal caso, 7 puede expresarse en la forma

( 1 ..k E+1 ... 2k
T =

A k):“k+””«k%%

lo cual muestra que el sgn(7) = 1 si k es par y seré -1 en otro caso. Asi, sgn(t) = (—=1)¥*

(-1

o

Observacion 5. Se sigue de la proposicion anterior que si k es impar y [ € Ap(V),
entonces

FAf=EDRFAf= (DA
de donde f N\ f = 0. En particular esto es vdlido para f € V*.
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Ahora se prueba que el producto exterior es asociativo. Utilizando el siguiente lema.

Lema 2. Sea f una funcion k—lineal y g una funcion l—lineal sobre un espacio vectorial
V. Entonces

i) ACA(f) ® g) = KIA(f ® 9);
i) A(f © A(g)) = NA(f ® g).

Demostracion. Para i), consultar [1, Lemma 3.24]. Probemos ii). Por definicién,

A(f®@Alg) = > sgn(o (f ® > sgn(t ) .

UESk+l TESl

Por otro lado, 7 € S} puede verse como una permutacién en Sy, definiendo (abusando
de notacién) 7(:i) =i, sii € {1,...,k} y 7(k+j) := 7(j), para j = 1,...,l. Entonces 7
satisface f ® (rg) = 7(f ® g) de donde

A(f@Ag) = > > sgn(o)sgn(r)(o7)(f ® g).

UESk+l TES]

Dado 7 € 5, fijo, 7 es también considerado un elemento de Sj.; como se explica arriba,
se tiene que p = o7 recorre todas las permutaciones en Siy; cuando o recorre todas las
permutaciones en Si;. Luego p = o7 aparece una sola vez en la doble suma, para o fijo,
lo cual implica que aparece [! veces en el total. Asi, la ecuacion anterior puede ser reescrita
como

A(f @A) = D sgn(o)sgn(n)(on)(f@g)+---+ > sgn(o)sgn(m)(om)(f @ g)

TESk+1 €Sk
=1 Y sgn(pu(f ®g)
HESk+1
=UA(f ® g).
La ultima igualdad obtenida al reemplazar y = o7 y aplicar la Definicion 3. O]

Proposicién 3. Sea V' un espacio vectorial real. Entonces
(fAg)Nh=fN(gnh),
para todo f € A(V), g€ A(V) yh e An(V).

Demostracion. Por definicién de producto exterior y el Lema 2, se tiene

(F Mg b= G AL A ) @ )

o 1
~ (k£ DIml k!

kot D)!
= mA((f ®g)®h)

A((f®g) @ h).

A(A(f®g) @ h)

1
~kNm!
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Por otro lado,

1
m!‘l(f ® (g Ah))

1 1
= V@ Al @ k)

1

fA@AR) =

La igualdad se obtiene ya que el producto tensorial es asociativo, ver la Observaciéon4. [
El resultado anterior justifica omitir los paréntesis en un producto exterior con multi-

ples factores. Mas precisamente, bajo las hipétesis de la proposicion anterior,

(fAGNh=FAN(GANR)=FfANgNh= A(f ®g®h).

Elllm!

Claramente esto puede ser extendido a més factores como sigue: si f; € Ay, (V'), entonces

1
m/l(f1®~-®fr)-

En el caso particular del producto exterior de k 1-covectores o, ..., a* sobre un espacio
vectorial V, se tiene que

fl/\.../\frz

(@ ANy, o) = AP @@ ") (v, ..., v)

= >~ sgn(0)a (we) -+ 0* (voqn) (1.1)

€Sy,

= det[a’(vj)].

Una base para el espacio de k-covectores

Sea V' un espacio vectorial real n—dimensional y B = {ey,...,e,} una base de V' y
B* = {a!,...,a"} la base dual correspondiente. Asi,

a'(ej) = 5;, para todo 1<14,j <n.

Dado un multiindice I = (iy,...,4), se escribe e; para denotar (e;,,...,e;) y a! para
denotar o' A --- A a’. Aqui, el multiindice I = (iy,...,ix) es estrictamente ascendente
(de longitud k) si

1< <o < < n.

Con esta notacién, se prueba que si I = (iy,...,i) y J = (j1,---,Jjr) son multiindices
estrictamente ascendentes, entonces

I I 17 si I:J
a(es) =90 _{0, si T#J (1.2)
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Por (1.1) se tiene que '
al(ey) = detla’(e;))ics jes-

Asi, en el caso I = J, [o'(e;)]ier jes es la matriz identidad I y por lo tanto
ol(ey) =det I}, = 1.

Ahora, sea I # J y [ el menor indice tal que i; # j;. Sin pérdida de generalidad se supone
que i; < j;, entonces se concluye que 7; es diferente a ji,...,j_1, ya que j, = iy < 7; para
todo s € {1,...,l — 1}. De manera similar, i; es diferente a ji, ..., j,, ya que i; < j; < Js
paratodos € {l +1,...,n}. Asi, lal—ésima fila de la matriz [a'(e;)];er jes €std compuesta
por ceros, de donde su determinante es cero. Esto completa la prueba de (1.2).

Proposicion 4. Con la notacion de arriba, se tiene que las funciones k—lineales alter-
nantes o, I = (iy < -+ < iy) forman una base para el espacio Ax(V) de funciones
k—lineales alternantes sobre V.

Demostracién. Para ser probada la independencia lineal, suponemos Y c;a! = 0, donde
cr € Ry I recorre todos los multiindices estrictamente ascendentes de longitud &.

Dado un multiindice estrictamente ascendente .J de longitud k, existe un tnico coefi-
ciente ¢; con I = J. Luego, por (1.2),

0:ZCIQI(GJ) :ZC[5§:CJ.

1 1

Es probado ahora
{ o' | I es un multi-indice estrictamente ascendentes de longitud k}

genera a A,(V). Sea f € A,(V) daday es probado que f = > f(er)al. Sig =" fler)al,
entonces g € A(V) y cuando es aplicado g a ey, donde J es un multiindice estrictamente
ascendente de longitud k, por (1.2)

gles) =Y flenal(es) =) flends = fles). (1.3)

Para probar que f = g, por multilinialidad de f y g, es suficiente mostrar que f(e;) =
g(ey) para todo J = (ji,...,Jr) multiindice de longitud k. Ya que f,g son alternantes,
suponiendo j; # j; para t # s; de no ser asi, se tendria f(e;) = g(e;) = 0. Con esta con-
dicion sobre J, sus componentes pueden reorganizarse para obtener un nuevo multiindice
I = (Jiy,--.,Ji) estrictamente ascendente de longitud k. Asi, si o € Sy es la permutacién
o(s) = ig, entonces o(J) = I. De aqui, por definicién de of y por ser f alternante, se
sigue que

fler) = f(esn) = o f(es) = sgn(o)f(es).
Similarmente

gler) = gleo(n) = oges) = sgn(o)g(es).
De aqui y (1.3) se concluye que f = g. O]
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Observacion 6. Como corolario se sigue que, si V' es un espacio vectorial de dimension
n, entonces Ax(V'), el espacio vectorial de los k—covectores en V| tiene dimension (Z) ;
nimero de formas posibles de escoger un subconjunto de k nimeros de {1,...,n}.

Ademds, si k > dimV, entonces Ap(V) = 0. En efecto, dado un multiindice estricta-
mente ascendente I = (iy < --+ < i), en la expresion ol = o A---Aa'*, es claro que hay
por lo menos dos factores que son iguales. Sin pérdida de generalidad, o = o = «, ya
que a es un 1—-covector, entonces por la Observacion 5, a N a = 0. De aqui, se concluye
At AN att =



Capitulo 2

Formas diferenciales en R"

A manera de motivacion para el tema central de la presente monografia, en este capitu-
lo se estudian conceptos asociados a formas diferenciales en R". Para alcanzar este obje-
tivo, primero se presenta la nocién de espacio tangente en un punto p de R”, el cual se
denota por T,R". Este espacio es introducido de manera habitual; como un espacio de
vectores “geométricos” y luego se presenta como un espacio de derivaciones. Lo anterior
porque para nuestros propositos resulta mas adecuado utilizar funciones lineales en el
espacio tangente en p. Posteriormente, utilizando el algebra exterior de multicovectores
sobre el espacio tangente, son definidas las formas diferenciales ademéas de algunas opera-
ciones entre ellas, tales como el producto exterior y la nocién de diferenciacion de formas
diferenciales, la cual es conocida como derivada exterior.

2.1. Espacio tangente en R”

El espacio tangente en un punto p € R" es definido como el conjunto
T,R" :={(p,v) | v € R"},

el cual puede considerarse como el conjunto de vectores v en R"™ con punto inicial en p.
En algunos casos es escrito v, para denotar el elemento (p, v). La figura (2.1) muestra una
representaciéon de un vector tangente en p € R? del espacio tangente en dicho punto.

Este conjunto tiene estructura natural de espacio vectorial real n—dimensional con las
operaciones usuales

(up +vp) = (u+0), y Avp) = (Av),.

Es claro que si {E1, ..., E,} es una base de R™, entonces {(p, E1), ..., (p, E,)} es una base
de T,R™. También, es facil ver que la aplicacién que envia v, a v es un isomorfismo canénico
del espacio vectorial T,R™ sobre R". Luego, es costumbre escribir v en lugar de v, o de

(p,v), cuando no hay posibilidad de confusién. En adelante, se denota por {e,...,e,} a
la base estandar de R™ (o de T,R") y es usado (z', ..., z™) para las coordenadas estdndar
de R™.

Es importante observar que si bien 7),R" es isomorfo a R" para todo p € R", si p # ¢,
entonces T,R" N T,R™ = ().

19
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(p.v)

Figura 2.1: Espacio Tangente.

2.1.1. Vectores tangentes como operadores

El primer objetivo es proporcionar una generalizaciéon de vectores tangentes a varie-
dades diferenciables. Si f es una funcién real diferenciable en p y v € R”, entonces la
derivada direccional de f en p en la direccién de v es el nimero real

Duf(p) = lim flott)—flp) _d

t—0 t

donde ¢ es la curva ¢(t) = p + tv, t en alguna vecindad de 0. Por la regla de la cadena

D.I) = v o ),

i=1

n

por lo cual, el operador D, se puede escribir en la forma

0
D, = Zuaxi. (2.1)

Si f,g son funciones diferenciables en p y son iguales en una vecindad de p, entonces
D, f(p) = D,g(p). Esto se sigue de (2.1) y el hecho que las derivadas parciales de f y g
coinciden en p. Lo anterior motiva definir una relacion de equivalencia en el conjunto C°
de funciones diferenciables en alguna vecindad de p. Asi, se define

(U, f) ~(V,g) siysolosi existe W CUNV talque f=g¢g en W.

Aqui, U,V son vecindades de p y f, g son diferenciables en p. Es claro que ~ define una
relacion de equivalencia en C7°, la clase de equivalencia de (U, f) se denomina germen
de f en p. El simbolo C° es usado para representar el espacio de gérmenes en p. De
la discusién de arriba, si (U, f) ~ (V,g), entonces D, f(p) = D,g(p), ademéds se puede
considerar a D, como un operador de C’;’O en R. En este sentido, del cédlculo basico D, es
una derivacién en p.

Definicion 4. El operador D, : C;° — R satisface las siguientes propiedades: para todo
a,b € R y todo par de funciones f, g diferenciables en p,
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i) Dy(af +bg) =aD,(f)+bD,(g) (D, es R—lineal);
ii) Dy(fg) = fDyg + gDy,f (D, satisface la regla de Leibniz).

Observacion 7. Por las propiedades de derivadas parciales, es claro que los operadores

0
0;i=—| :C° =R 1=1,....n
a:L‘l P ) Y 7
p
son derivaciones en p. Mas ain, 0; = D.,, 1 =1,...,n. Asi,

, J A
06 = T =8, ij=1..n

A continuacién, se muestra que el espacio de derivaciones en p € R", D,(R)" =
{Dv 1O = R|ve ]R”} es un espacio vectorial de dimensién n.

Teorema 1. Dado p € R", el espacio D,(R™) de derivaciones en p es un espacio vectorial
de dimension n con las operaciones usuales de suma y producto por escalar de funciones.

Demostracion. Primero se supone que T,S € D,(R") y a es un real, entonces 7'+ S €
Dy(R") y T € D,(R"). Dados f,g € C;° y a,b € R, se tiene que

(T'+ S)(af +bg) = T(af +bg) + S(af + bg)
= a(T(f) + S(f)) +b(T(g) + S(g))
= a(T + S)(f) +b(T + 9)(g)

(T'+5)(fg) = T(f9) + 5(f9)
f(T(g) + 5(9)) + 9(T(f) + 5(f))
F(T+5)(g) +9(T + S)(f).

Asi, T+ S € D,(R"). Similarmente se demuestra que o' € D,(R"). Las propiedades de
espacio vectorial son obvias.

En segundo lugar, por la Observacién 7, 0; € D,(R™) para todo i = 1,...,n. Ademsds,
si cy,...,C, son escalares tales que

01814—---—1—0”8”:0,

aplicando al germen representado por 7;(z) = 7, se obtiene nuevamente por la Obser-
vacién 7, que ¢; = 0, para todo j = 1,...,n, de donde B = {0y,...,0,} C D,(R") es
linealmente independiente. Finalmente, B genera a D,(R™). Para ello, se prueba que si
¢ es una funcién constante, entonces 7'(¢) = 0 para toda derivacién 7. De la igualdad
T(c) = ¢T'(1), es suficiente probar que T'(1) = 0, pero esto se sigue directamente de la
igualdad

TH)=TA-)=T1)-14+1-T(Q)=2T(1).
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Ahora, sea T' una derivacién en p y (U, f) un germen en C3°. Sin pérdida de generalidad,
suponer que U es una bola centrada en p y por el Lemma 1.4 en [1, Pagina 6], f puede
expresarse en U en la forma

f(z) = f(p)+ Z(w —p')gi(x)

para algunas funciones diferenciables g; que satisfacen g;(p) = 9;(f). Aplicando T" a ambos
lados de la igualdad anterior y teniendo en cuenta que 7' es una derivacion, entonces

) = YT 1)
= il (T(2")gi(p) + (" — )T (9:))
= gT(:vi)gi(p)-
De aquf v g;(p) = 9i(f), se sigue que
T(f) = 2T,

de donde B genera al espacio de derivaciones D,(R"). O

Observacién 8. De la prueba y (2.1), se puede concluir que si T € Dy(R™), entonces
T = D,, donde v = (T(x1),...,T(x,)). De esto, se sigue que la aplicacion que asigna v
a D, es un isomorfismo del espacio tangente T,(R) al espacio de derivaciones D,(R"), es
decir, T,R™ ~ D,(R"). De esta manera, un vector v € T,(R) se identifica con la derivacion
D,, lo cual justifica la igualdad

n

v(f) =v(f) = Do) =Y _v'di(f),

=1

para toda f € C3°. El vector e; se identifica con la derivacion 0;, para todo i =1,...,n,
razon por la cual nos referimos a {01, ..., 0n|,} como la base candnica del espacio tan-
gente T,R".

Observacion 9. Sean U C R™ un conjunto abierto y f : U — R™ una funcion diferen-
ciable. Para cada punto p € U, la diferencial de f en p, denotada por f.(p) o también por
df,, es la transformacion lineal

f«(p) = dfp : T,R" — Tf(p)]Rm

dada por
f)(p,v) = (f(p), Do f(p))-
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Aqui y en adelante, si f = (f',..., f™), Dof(p) = (Dof (p),..., Dy f™(p)). En el caso
particular en que m = 1,
df,: T,R" — R

estd dada por
n

dfy(v) = df (v) = Y v Ol(f) = v(]):

=1
Ast, la diferencial de las funciones coordenadas en p, viene dada por dx'(v) = v, para
todor=1,...,n

Definicién 5. Un campo vectorial en un conjunto abierto U C R™ es una funcion que a
cada punto p € R™ le asigna un vector tangente (o equivalentemente una derivacion) X,
en T,R"™.

Del Teorema 1 se sigue que si X es un campo vectorial en U, entonces X puede expre-

sarse en la forma
X, = E a;(p
8x1

lo cual induce funciones a; : U — ]R, t=1,...,n. Diremos que X es C'° si las funciones
componentes a; son C'°.

, peU,

Ejemplo 11. Con la terminologia definida anteriormente, el campo vectorial

X(x,y) = Y , <
(@) <\/x2+y2 \/x2+y2)

—y 0 n x 0
/22 4 2 Ox /22 4 42 oy’
Ast, sip=(1,2) y f(z,y) = 2* + y, entonces

2 1 3
237)|p+ = =

es expresado en la forma

X —

Xp(f) = —%(

2.2. Formas diferenciales en R"

Sea TR™ el espacio dual de T,R". Por la Observacion9, si (x',...,2") son las coor-
denadas estandar de R™, entonces, dado p € R",

(dmi)p(gj ‘p) = (5;

De aqui, {(dz'),, ..., (dz"),} serd la base dual para el espacio cotangente T R"™, correspon-
diente a la base canénica {01y, . .., 0nlp} del espacio tangente T,R". Luego, si w € T/R",
entonces

n

w =3 w(@d],)(da’),. (2:2)

i=1
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En particular,

- i
i=1 O

dfp (p)(dl‘i)p,

ver la Observacion 9.
Ahora se define el concepto de forma diferencial en R™, asi como también se presentan
operaciones entre ellas. Comenzando con las formas mas simples, las 1—formas.

2.2.1. 1—formas

Una 1—forma (diferencial) sobre un subconjunto abierto U de R™, es una funcién w
que a cada punto p € R" le asigna un covector w, € T)R". Asi, si TU denota el fibrado
tangente de U C R™; la unién disyunta de los espacios tangentes T, R", p € U, una 1-forma
w sobre U puede ser vista como una funcion de la forma

w:U—TU = | |T,R",

peU

donde | | denota la unién disyunta de conjuntos y w(p) := w, € TyR™
Dado que para todo p € U, {(dz"'),,...,(dz"),} es una base de T;R", entonces

n

Wp = Z a;(p)(dz")p,

=1

donde a;(p) € R. Asi, toda 1-forma w sobre U puede ser expresada en la forma

n
w = E a;dx’,
i=1

para algunas funciones a; : U C R" — R, i = 1,...,n. De hecho, por (2.2), a;(p) =
wy(0;p), para todo i =1,...,n.

Ejemplo 12. Si f € C*(U), U C R" abierto, entonces df es una 1-forma sobre U. Como
se ha visto antes,

df =Y 0,(f)da’.
=1

Esto es, los coeficientes de df en la base {dx',... dz"}, son las funciones a; : U C R" —
R, dadas por
of
3 = az = - 5
a;(p) b(f) = 55 (P)

1=1,...,n.
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Observacion 10. Las 1—formas se encuentran presentes incluso cuando se estd solo
interesado en campos vectoriales definidos sobre un abierto U C R", ya que como X, €
T,R™, para todo p € U, él puede ser escrito (en coordenadas estdndar) como

X Z 8271

Como para cada p € R", tenemos a'(X,) = (dx*)(X,), vemos que los coeficientes de X en
la base estdndar no son mds que los covectores duales a' = dz*. X es escrito en la forma

X:;dx ot

Por convencién, si w es una l-forma y X es un campo vectorial sobre un abierto
n o — 1
U CR" w(X), =w,(X,). En coordenadas, si

i A "9 .
W = Zaidx’ y X = Z;N%, para a;, b € C™,
]:

i=1

entonces "
w(X) = (Z azdx) (ijaxﬂ) Zaibi.
=1 =1

Esto muestra que la funcién p — w(X), es C* en U.

2.2.2. k—formas

Es sabido que si V' es un espacio vectorial real, un k—covector (o k—forma) sobre V
es una funcién k—lineal alternante sobre V. El espacio de k—formas sobre V' es denotado
por Ag(V).

De manera més general al caso de las 1—formas en R", una forma diferencial de grado
k (o simplemente k—forma) sobre un subconjunto abierto U de R", es una funcién w que
asigna a cada punto p en U una funcién k—lineal alternante w, € Ay (7T,R™). Asi, por
Proposicién 4 se tiene en coordenadas estandar, para todo p € U,

Wp = Z ar(p)dz,,, ar(p) € R,

donde la suma se hace sobre todos los multiindices estrictamente ascendentes I = (iy, . . ., ix)
de longitud £ y, como se ha definido antes,

d:pé = (dx™), A ... A (dz™),.

De aqui, la k—forma w acostumbra a expresarse en la forma w = >_ a;dz!, entendiendo
que la suma se hace sobre todos los multiindices estrictamente ascendentes I = (i, . .., i)
de longitud k.
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Observacion 11. El conjunto de k—formas en un subconjunto abierto U de R™, es de-
notado por Q*(U), el cual es un espacio vectorial bajo las operaciones usuales de suma y
multiplicacion puntuales. Es decir, si w,n son k—formas diferenciales, entonces su suma
estd dada por

w+n= Z(a; + by)dx!

y la multiplicacion por escalar estd dada por

Aw = Z \aydz!.

Por convencién, f : U — R es una 0—forma, es decir Q°(U) = C*°(U). De otro lado,
por la Observacion 5 no existen k—formas diferenciales no nulas si k > n, ya que en este

caso, cada término dx’ tendria al menos un factor dz® repetido, lo cual nos lleva a que
dx! = 0.

Ejemplo 13. Sean z, vy, z las coordenadas estdndar de R3. Las 1-formas en R? se expresan
en la forma
w = fdx + gdy + hdz,

las 2-formas en R® tienen la expresién general
w = fdx Ndy + gdx N\ dz + hdy N dz
y las 3-formas en R3 se escriben
w= fdx Ndy N dz,
donde f,g,h : R® — R.

Ahora al aplicar lo estudiado en la Seccién 1 para definir algunas operaciones entre
formas diferenciales en R".

Definicién 6. Dada una k—forma w y una l—forma T sobre un conjunto abierto U C R™.
El producto exterior de w por T es la (k+1)—forma diferencial w7, definida puntualmente
por

(WAT)y =wp ATy, peU.

En coordenadas estindar, siw =Y, ardz’ y T =3 bydx’, entonces

(WAT) = Z(ale)dmI A dz”.
IJ

Note que la suma es realmente sobre multiindices distintos, ya que si I N J # (),
dx! Ndz! = 0.

Ejemplo 14. Sean w,n las formas en R3 dadas por

w = xdx + ydy + zdz Y n = zdx AN dy + ydzx N dz,
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la 3—forma w A n es

wAn=2*dr Adx A dy + xyde Adx A dz + yedy A dx A dy
+ y2dy Adx A dz + zadz Adx A dy + zydz Adx A dz.

Teniendo en cuenta las propiedades del producto exterior hay términos que se anulan,
entonces

wAn=y*dy Ndx Adz + zxdz A dx A dy
= —yde Ady A dz + zade A dy A dz
= (vz —yH)dr Ady N dz.

Observacion 12. Cuando uno de los factores es una 0—forma, el producto exterior es la
multiplicacion puntual de una funcion C* por una l—forma. Mas precisamente,

(fAw)p = f(p) Nwp = f(p)wp.

Proposiciéon 5. Sean w una k—forma, n una l—forma y v una p—forma en U C R™.
Entonces

1) wAMAY) = (wAn) A
i) wAn=(—1)"nAw;
i) sil=p, entonces w A (n+1) =wAn+wAp.

Demostracion. Las parte i) y ii) son consecuencia inmediata de la Proposicién3 y la
Proposicién 2 respectivamente. De otro lado, es facil verificar de manera directa que

wA(n+v) = Z ar(by + cp)dz’ A dz”
= Z arbyde Adx? + Z arepdx’ A dz’
=wAn+wAY,
lo cual prueba iii). O

Observacion 13. Por la parte ii) de la proposicion anterior, como en el caso de funciones
multilineales alternantes, si k es impar yw es una k—forma diferencial, entonces wAw = 0.

2.2.3. Derivada exterior

Cuando f es una funcién diferenciable, la diferencial de f, en coordenadas estandar,
puede expresarse en la forma

Luego, si f es una O—forma, su diferencial es una 1—forma. De manera mas general se
tiene la siguiente definicion.
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Definicién 7. (La derivada exterior de k—formas) Sea k > 1 y w = Y ardz’ € QF(U)
una k—forma sobre un abierto U C R"™. La derivada exterior de w es la k 4+ 1—forma

definida por
dw = Zda[ Ada! = Z ( : %dx’) Adax!. (2.3)

1

Note que d se convierte en un operador lineal entre los correspondientes espacios, esto
es

d: Q"U) — Q)
definido como en (2.3), es lineal. En los siguientes ejemplos es ilustrada la definicién.

Ejemplo 15. Sea w = fdx + gdy una 1—forma en R?, donde f y g son funciones C™ en
R2. Entonces, por propiedades del producto exterior,

dw =df Ndzx + dg N dy
= (fodx + f,dy) A dz + (g.dx + g,dy) N\ dy
= fydy Ndx + gdx N\ dy

= (92 — fy)dz A dy,

donde f, = % Y fy = g—g.

Ejemplo 16. Sea w la 1—forma diferencial en R3 dada por
w = zydxr — y*dy + 3zdz.

Entonces, dw es la 2—forma diferencial

dw = d(xy) Adx — d(y*) Ady + d(32) Adz
= (ydz + xdy) N dz — (2ydy) A dy + (3dz) A\ dz
=xdy Ndr
= —xdzx N\ dy.

Ejemplo 17. Sea w la 2—forma en R?® dada por
w= Pdy Ndz+ Qdz N dx + Rdx N\ dy,
donde P,Q) y R son funciones C*, entonces dw es la 3—forma diferencial

do=dP ANdyNdz+dQ Ndz Ndx + dR N dx A dy

:a—de/\dy/\dz—l-a—Qdy/\dzAdx—i-%dz/\dx/\dy
ox dy 0z

(0P 0Q  0Q
<ax+ay+8z)dx/\dy/\dz.

Proposicién 6. Sean w y n formas diferenciales en R™, entonces
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i) Siw yn son k—formas, d(w+n) = dw + dn;
it) siw es una k—forma y n una l—forma, entonces

dwAn) =dwAn+ (=1 w A dn;

iii) d*w = 0.

Demostracion. La primera parte se sigue directamente de la definicién. Para la segunda
parte, si w = Y ,ardz’ y n = >, bydz’, se obtiene que w An = > asbydz’ A dx’, de
donde

dlwAn) = Z d(azbs) A dx’ A dx’

= (bsdas + asdby) A da' A da?
1,J

— Z byda; A dz’ A dz” + Z ardby A dz’ A da”.
I,J

De aqui, por la Proposicién 5 y la definiciéon de dw,

dwAn) =dorn+> al(=1)ds" Ndby A do’
1,J

=dw An+ (—1)"w A dn.

Para la tercera parte si w = Y, a;dx’, por cdlculo directo
(Z dar N\ dx ) =d <Z Z Osardzt A d:UI>
ZZ (O;ar) Adzt A de! = ZZZ@@@M# Adzt A dal.
I

I =1 =1 j=1
Teniendo en cuenta que si i = j, do' Adax’ = 0y ademés dz® A da? = —da’ A dx?, entonces
d(d(w)) = Z Z(aj&al — 0;0;ar)da’ A dx? A dx' = 0.
I i<j

Aqui, se ha usado el hecho que las derivadas parciales mixtas de funciones C* son iguales.

[]

Definicién 8 (Formas cerradas y formas exactas). Una k—forma w en un abierto U C R"
se dice cerrada si dw = 0, y se dice exacta si existe una (k — 1)—forma n tal que dn = w
en U.

Note que si w es exacta, con dn = w, por la parte iii) de la proposicién anterior, dw = 0
y por tanto w es cerrada.
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Ejemplo 18. Sea w la 1—forma en R?/ {0} dada por

1
W= 7 (—ydx + xdy).

Veamos que w es cerrada. En efecto,

_ 2wy —(2® +y°) +2¢°
(22 +4?) (22 +y?)?
(2% + y?) — 222 —2zy du A d
(@242 Y
2 2 92 2 2) _ 9,2
_ @4y v A dy (=% + %) T de A dy
(2% +y?) (2% +y?)

sde N dr + dy A dx

Un cdlculo muestra que la O-forma f(z,y) = —arctan(z/y) satisface df = w en
{(x,y) € R? |y # 0}. Luego w es exacta en {(z,y) € R?|y # 0}.



Capitulo 3

Formas diferenciales en variedades

Las variedades diferenciables son generalizaciones del concepto de superficie, local-
mente pueden ser consideradas como espacios euclidianos, es decir, para cada punto en la
variedad existe un entorno homeomorfo a un conjunto abierto de R". Esto permite que
en un entorno de cada punto de la variedad se pueda introducir un sistema coordenado,
por medio del cual los conceptos clasicos de calculo, incluyendo entre ellos las formas
diferenciales, se extienden a variedades. Es importante notar que en general las varieda-
des no poseen coordenadas estandar y formas diferenciales es un concepto intrinseco a
cualquier variedad, siendo esto una ventaja al momento de trabajar con ellas. Para fijar
notaciones a continuacion se presenta un resumen de los principales conceptos requeridos
para variedades diferenciables, los cuales pueden ser consultados en [1] o en [3].

3.1. Conceptos basicos sobre variedades diferencia-
bles

Dado un espacio topolégico (X, 7x), 7x denota la topologia de X o la familia de
abiertos en X.

Una variedad topoldgica n—dimensional es un espacio topolégico M, Hausdorff y se-
gundo contable, tal que para todo p € M existe una pareja (U, ¢), la cual es llamado una
carta de M, tal que U € 7(M), p € Uy ¢ : U — R" es un homeomorfismo sobre un
abierto de R™. La carta esta centrada en p € U si ¢(p) = 0.

El ejemplo mas simple de variedad topolégica es R™, cubierto por una sola carta
(R™, 1gn), donde 1gn : R™ — R™ es la funcién identidad.

Definicién 9. Dos cartas (U, : U — R"), (V,9 : V. — R") de una variedad topoldgica
M son C*°-compatibles si las funciones

pop L p(UNV) = o(UNV), Yoy lipUNV)—=yp(UNV)

son C*°.

31
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Figura 3.1: Funciones de Transicion.

Estas dos funciones son llamadas funciones de transicion entre las cartas. Si U NV es
vacio, entonces las dos cartas son inmediatamente C'*°—compatibles. La figura 3.1 muestra
en que sentido se entiende la compactibilidad entre cartas en una variedad diferenciable.

Definicién 10. Un atlas C™ (o simplemente atlas) sobre una variedad topoldgica M es
una familia de cartas {(U,, ¢o)} que satisfacen

i) M=U,Ua;

i) Para cada par de indices o y [ tal que U, N Uz # 0, las cartas (Uy, ¢0) y (Us, ¢5)
son C'*°—compatibles.

Los atlas Ay = {(Ua,ba)} v Az = {(Vs,95)} son compatibles si todo par de cartas
(Ua, ¢0) € A1 y (V3,95) € Ay son compatibles.

Es claro que la union de atlas compatibles de una variedad topologica M es de nuevo
un atlas de M. Dado un atlas A = {(Ua,, ¢a)}, €l atlas que resulta de unir todos los atlas
compatibles con A, se denomina atlas maximal determinado por A.

Definicién 11. Una variedad diferenciable n—dimensional es una variedad topoldgica de
dimension n junto con un atlas maximal {(Uy, ¢o)} de cartas C—compatibles.

Si (U, ¢) es una carta de una variedad topolégica M, ¢ puede expresarse en la forma ¢ =
(x',...,2"), donde para cada i, ' : U — R. Las funciones z’ se denominan componentes
o coordenadas de ¢.
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Ejemplo 19. R" es una variedad diferenciable con una solo carta (R™,r', ... r™), donde

ri,...,r™ son las coordenadas estindar en R™.

Otros ejemplos de variedades diferenciables pueden ser consultados en [6].

3.1.1. Funciones diferenciables en una variedad

Definicién 12. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Una funcion
f:M—>R
se dice C* en p € M, si existe una carta (U,¢) de p € M tal que la funcién f o ¢~

definida en el subconjunto abierto ¢(U) C R™ es C* en ¢(p). La funcion f se dice C*
en M si es C™ en cada punto de M.

Figura 3.2: Funciones diferenciables en una variedad diferenciable

La diferenciablidad de la funcién f en un punto p es independiente de la carta (U, ¢).
De hecho, si fo ¢t es C en ¢(p) y es supuesto que (V,)) es otra carta de p € M,
entonces sobre ¥(U N'V) se tiene

fov™ = (fop)o(poy™
fovy™tes C® en ¥(p).
Definicién 13. Sean N y M variedades de dimension n y m respectivamente, una funcion

continua F: N — M es C* en un punto p € N si existen cartas (V,1) de F(p) en M y
(U,¢) de p en N tal que F(U) CV y la composicién po F o ¢t es C en ¢(p).
Observacion 14. Como en el caso de la Definicion 12, es posible probar que la definicion

anterior es independiente de cartas.

Proposiciéon 7. St F : N - M y G : M — P son funciones C*° entre variedades,
entonces la composicion Go F: N — P es C'™.

Demostracion. Sean (U, @), (V ) y (W, @) cartas en N, M y P respectivamente. Esco-
gidas de tal forma que F(U) C V y G(F(U)) C W entonces

gpo(GoF)o¢_1 = (gpoGow_l)o(woFogb_l)_
Por hipétesis, ya que F'y G son C*, entonces es claro que o Fo¢ty poGorp?

son C'*°. Como en R" la composicién de funciones C'* es C'*°, se sigue que la funcion
po(GoF)og~tes C®yporlotanto G o F también lo es. O]
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3.1.2. Derivadas parciales

Sean (U, ¢ = (z',...,2")) una carta de una variedad diferenciable n—dimensional M
y f: M — R una funciéon C*°.

Para p € U, la derivada parcial df/0x" de f con respecto a z' en p se define como el
numero real

0 _Of . O(foo™) 0 .
donde (r!,...,7") son las coordenadas estdndar de R™.

Observacion 15. De manera similar al caso de R™, ver Subseccion2.1.1, se define la
nocion de germen de una funcion en un punto de una variedad. El simbolo C3° (o C3°(M))
también es usado para denotar el espacio de gérmenes en p € M. Asi, dada una carta

(U, ¢ = (z1,...,2")), la definicion de derivada parcial induce n operadores
91 cr —R (3.2)
oxt| ~F ’ '
p
i=1,...,n. Es fdcil ver que en el caso particular de las funciones coordenadas x* de ¢,
se obtiene i
i A
- = ¢7. 3.3
= 33

3.1.3. Espacio tangente

Dado p € R", se establece una correspondencia entre los vectores con punto inicial
en p y las derivaciones en p, a través de lo cual es definido el espacio tangente T, R".
Siguiendo estas mismas ideas, dado un punto p en una variedad diferenciable M, se define
el espacio tangente a M en p, el cual es denotado por T, M. Comenzando con la extensién
de derivacion (o vector tangente) al contexto de variedades diferenciales.

Definicién 14. Sea p un punto de una variedad diferenciable M. Una derivacion en p es
una aplicacion D : C°(M) — R que cumple:

i) D(af +g)=aD(f)+ D(g),  para f,geCF(M) y a€R;
i) D(f-g)=D(f)g(p) + f(p)D(g),  para f,g€ Cy.

El conjunto de todas las derivaciones en p, es un espacio vectorial real con las ope-
raciones usuales de suma y producto por escalar de funciones; este espacio sera llamado
espacio tangente a M en p y denotado por T, M. Dada una carta (U, ¢) de p, los operadores
definidos en (3.2) por la férmula (3.1) son claramente derivaciones en p. Ademés, como en
el caso R", puede ser probado que forman una base de T,,M, por lo tanto dimT,M = n.

De lo anterior, dada una carta (U, ¢) de p, si v € T,,M es un vector tangente a M en

p, entonces existen escalares a; := a;(p), 1 = 1,...,n, tales que
+...+ 0
V=01 et an—
ozt dzm |
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de donde, por (3.1),
o
Ozl

af
oxn™

v(f)=a +...+a,

p

)
p

para toda f € C}°. En particular, si f es la i—ésima funcién coordenada z' de ¢, por (3.3)
se obtiene una expresién para v € T,M en términos de coordenadas, a saber,

of of

o(f) = o) (o) + -+ o) 52 ().

Esto muestra que en una carta (U, ¢) de p, todo vector v € T,M tiene la expresién

U_Z azl

3.1.4. Fibrado tangente y campos vectoriales

Dada una variedad diferenciable M, el fibrado tangente de M, denotado por T'M, se
define como la unién disyunta de los espacios tangentes a M. Esto es,

T™ = | | T,M.

peEM

El fibrado tangente T'M puede ser dotado de estructura de variedad diferenciable de
dimensién 2n, siendo n la dimensién de M, ver [7, Pagina 15]. Como en R", un elemento
de T'M puede ser identificado con una pareja de la forma (p,v), donde p € M y v € T, M.
Un campo vectorial diferenciable sobre M es una funcién X : M — T'M diferenciable tal
que X (p) := X, € T,M. Asi, en una carta (U, z',...,2"), X puede expresarse en la forma

X, Zaz 8351 , peU,

lo cual induce funciones a; : U — R, i =1,...,n. Se puede mostrar que X es C* en p si
y solo si, las funciones componentes a; son C*° en p.

3.1.5. Diferencial de una funcién

Definicién 15. Sean N, M variedades diferenciables y F': N — M una funcion C*°. La
diferencial de F' en el punto p € N es la aplicacion

DF, := F, : T,N = TrM,

definida de la siguiente manera: dado X, € T,N, definimos Fy(X,) € TppM por la
ecuacion

(Fu(Xp))f = Xp(fo F) € R,
donde f € Cp, (M).
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Observacién 16. Es importante notar que f o F' € C5°(N), luego el lado derecho de la
igualdad estd bien definida. También, es facil probar que F, es una aplicacion lineal.

Como en el cdlculo basico, si F': N — M y G : M — P son funciones C'*° entre
variedades y p € N, entonces

(GoF),=G,0F,.

De aqui, se sigue facilmente que si ' : N — M es un difeomorfismo' entre variedades
diferenciables y p € N, entonces F, : T,N — Tpy) M es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Es importante mencionar

3.2. Formas en variedades diferenciables

3.2.1. 1-Formas diferenciales

Sea M una variedad diferenciable y p un punto en M. El espacio dual T); M del espacio
tangente 7, M es llamado el espacio cotangente a M en p. Un covector en p es un elemento
wp de Ty M. De manera similar a la definicién de fibrado tangente, el fibrado cotangente
se define como la unién disyunta de los espacios cotangentes. Asi, T*M denota el fibrado
cotangente de M, entonces

T*M = | | T; M.
peEM
Una 1—forma diferencial en M es una funciéon w que asigna a cada punto p en M un
covector w, en p. Asi, una 1—forma diferencial w en M es una funcién de M en T*M
satisfaciendo la condicién w, € T;M. Se Denota por Q'(M) el espacio de 1—formas
diferenciales en M.

Por ejemplo, si f: M — R es una funciéon C*°, la diferencial de f es una 1—forma en

M, ya que para todo p € M, df, : T,M — R, la cual estd definida por

([df)p(v) =v(f),  veTM,

es lineal. En particular, si (U, z',...,2") es una carta coordenada de M, entonces se tiene
que dxt,...,dz"™ son 1—formas en U. Por lo desarrollado anteriormente, si

n

. 0
_ %
v Z Vo

=1
entonces dz'(v) = v'. En consecuencia, dado p € U, los covectores {(dz'),,..., (dz"),}
forman una base para el espacio cotangente T M, dual a la base {9/9z"|,,...,0/02z"|,}

del espacio tangente 1), M. Por lo tanto, en coordenadas locales, df se expresa en la forma

df =) o
=1

1Un difeomorfismo entre variedades es una funcién F : N — M biyectiva C* cuya inversa F~! es
también C°.
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Mas atn, cada 1—forma w en U puede ser escrita como combinacién lineal

n
w = E a;dx’,
i=1

donde los coeficientes a,; son funciones reales definidas en U.

Observacién 17. La 1—forma diferencial w es C si y sélo si en cualquier carta (U, ¢)
los coeficientes a; : U — R son C* para todo i = 1,...,n, ver [1].De estd manera es
entendido el sentido en el cual se presenta el concepto de forma diferencial.

Definicién 16. Dada una 1—forma diferencial w sobre una variedad diferenciable M y
un campo vectorial X sobre M, éllas inducen una funcion w(X) : M — R dada por

w(X)y = w(X)(p) = wp(Xp), p € M.

Proposicién 8 (Linealidad de una 1—forma sobre funciones). Sea w una 1—forma en
una variedad diferenciable M y X un campo vectorial en M, entonces w(fX) = fw(X).

Demostracion. Sea p € M, por linealidad de las 1—formas diferenciales y como w(X) esté
definida puntualmente tenemos que

w(fX)p = wp(f(p)Xp) = F(P)wp(Xp) = (Jw(X))y.
O

Proposicién 9 (Suavidad de una 1—forma en términos de campos vectoriales). Una
1—forma diferencial w sobre una variedad M es C'* si y sélo si para cada campo vectorial
X sobre M, la funcién w(X) es C> en M.

Demostracion. (=) Se supone que w es una 1—forma diferenciable C* y X es un campo
vectorial C'™ sobre una variedad M. Sea (U, x!,...,2") una carta en M, entonces w =
Saidz'y X =3 0/0/0x7 donde a;, 1’ son funciones C™ en U. De aqui, w(X) en U puede
expresarse en la forma

w(X) = (Y o) (Z b %) ~ Y a,

la cual es una funcién C* en U. Como U fue tomado arbitrario, la funcién w(X) es C*
en M.
(<) Sea w una 1—forma diferenciable sobre M. Dado p € M, se escoje una carta

coordenada (U, ', ..., 2") de py en esta carta w = Y a;dx’ con a; siendo funciones reales
definidas en U.
Se toma un entero j en el conjunto {1,...,n}, se considera el campo vectorial X =

0/027, el cual es C* en U. Existe un entorno V; C U de p y un campo vectorial X sobre
M que coincide con X en V;. En el entorno V;
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de donde a; es una funcién C* en V;, ya que w(X) es C*°. Como consecuencia, en la
interseccion V' := N;V; todas las funciones a; son C'°, lo cual implica que la 1—forma
diferencial w es C*° en V), y por tanto en M. m

Ejemplo 20. Sean x,y las coordenadas estindar en R? y sean

dos campos vectoriales sobre R%. La una 1—forma w sobre R? — {(0,0)} tal que w(X) =1
yw(Y) =0 se encuentra de la siguiente manera.

se escribe w en la forma w = aydx + axdy, donde a1, ay son funciones de R* —{(0,0)}
en R, se tiene que w(X) y w(Y') estan dados por

0
w(X) = (ar1dx + azdy) (—y% + x@—y) = —a1y + asx
(Y) = (a1dx + aqdy) 2_'_2_ +
w(¥) = (ardz + axdy) | 25 y@y = a1 + agy.

Las condiciones w(X) =1 y w(Y) =0 conducen al siguiente sistema 2 X 2

—ya; +xaz =1
xay + yaz =0,

cuya solucion viene dada por ay = x2_—+yy? Y ay = %ﬂﬂ Por lo tanto se ha encontrado que

w\T = dx —d

satisface las condiciones pedidas.

Pullback de 1—formas

Sean M, N variedades diferenciales y F' : N — M una funcién C*°. Dado un punto
p € N, la diferencial de F' en p,

F*’p : TpN — TF(p)M,

es una funcion lineal que envia vectores de TN en vectores de T M. La codiferencial
de F' en p, denotada por (F*,p)v , se define como la aplicacion lineal

(F.,)" TipM — Ty N,

dada por
(F*yp)v (WF(p))(Xp) = WF(p)(F*,p(Xp))~

Asi, la codiferencial de F, la cual se considera como una aplicacion dual a la diferencial,
devuelve covectores en F'(p) de M a N. De ahora en adelante es utilizado la notaciéon F*
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para la codiferencial, en lugar de (F%, p)v. Con esta notacion, si w es una 1—forma en M,
su pullback F*w es la 1—forma en N dada por

(F'w)p(Xp) i= F(wr@) ) (Xp) = wrp) (Fe(Xp))-

Se llama F*(wp(y)) al pullback del covector wp(,) mediante F.

También es definido el pullback para funciones de la siguiente manera. Si F' es una
funciéon C* de N a M y g € C*°(M), el pullback de g bajo F' se define por F*g = go F' €
C>®(N).

A continuacion, se presentan algunas propiedades del pullback de 1—formas.

Proposicién 10 (Conmuntatividad del pullback con la diferencial). Con la notacion
anterior,

F*(dh) = d(F*h),
para cualquier funcion h € C°(M).
Demostracion. Dado p € N y X, € TN, por definiciéon de codiferencial,
(E"dh)y(Xp) = (dh)p) (Fi p(Xp)) = d(h o F),(X,),
de donde se sigue la tesis. O]
Observar que (F*dh),(X,) = X,(ho F), para todop e Ny X, € T,N.

Proposiciéon 11 (Pullback de una suma y un producto). Con la notacion anterior, si
w, 7€ Q' (M) yge C®(M), entonces

i) F*(w+71) = Frw + F*7;
W) Fr(gw) = (F7g)(Fw).
Demostracion. 1) Sea X, € T,N, entonces

(F™(w +7))p(Xp) = (w4 7)pp) (Fe (X))
wr(p) (F(Xp)) + 7o) (Fe (X))
= (£

w)p(Xp) + (F77)p(Xp).

ii) Sea X, € T,N, entonces

]

Proposiciéon 12 (Suavidad del pullback de una 1—forma suave). Si w es una 1—forma
C*®enM yF:N— M es suave, entonces el pullback F*w es una 1—forma C*> en N.
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Demostracién. Dado p € N, sea (V,¢) = (V,y',...,y") una carta de F(p) € M. Existe
una carta (U, ¢) = (U,z',...,2") de p € N tal que F(U) C V. Luego, en V, w = >_ a;dy’
para algunos a; € C*°(V') y por lo tanto, por la proposicién anterior, en U se tiene

Frw = Z(F*ai)F*(dyi)
_ Z F* z
= Z a;o F)d(y' o F)
_ Z aFZdI]

Ya que los coeficientes (a; o F ) son todos C'*°, se sigue que la 1—forma F*w es C*° e
U y por consiguiente en p. Como p es arbitrario en IV, el pullback F*w es C* en N. D

3.2.2. k-Formas diferenciales

En esta seccién se extenderd a variedades diferenciales lo descrito en la Seccion 2.2,
donde fue desarrollado la teoria de formas diferenciales en R™. Como en esa seccién, se
hace uso de los conceptos desarrollados en el primer capitulo de este trabajo. Se hace ne-
cesario recordar que dado un espacio vectorial V, A(V') denota el espacio de k—tensores
alternantes sobre V.

Sea M una variedad diferenciable. Un campo k—covector en M es una funciéon w que
a cada punto p € M le asigna un k—covector w, € Ag(T,M). Un campo k—covector
es también llamado una k—forma diferencial sobre M. Se denota QF(M) a el espacio de
k—formas diferenciales sobre M.

Como en el caso de 1-formas, una k—forma diferencial w sobre M y campos vectoriales
Xi, ..., Xk sobre M, inducen la funcién real w(X7, ..., Xy), definida en M por la férmula

(W(X1s - X)) () = wp((Xa)p, -+ (X)),
pe M.

Proposiciéon 13. Sea w una k—forma diferencial sobre una variedad M. Para cuales-
quiera campos vectoriales X1, ..., Xy y cualquier funcion h : M — R,

W(Xl,...,hXi,...,Xk) :hW(Xl,...,XZ‘,...,Xk).
Demostracion. Sea p € M

WXty .., h X, X)) (p) = wp((X1)p, - - (D) (Xi)ps - -+, (X )p)
= h(p)wp((X1)ps - -+, (Xi)ps - -+, (Xk)p)-

Esto es posible ya que w(Xj, ..., Xj) estd definida puntualmente y ademés w, es R—lineal
en cada argumento. O
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Observacién 18. Sea (U, z', ..., 2") una carta coordenada de una variedad diferenciable
M. Para todo p € U, {(dz")p, ..., (dz"),} es la base dual del espacio cotangente TyU =
TxM, correspondiente a la base {01y, ...,0ul,} de T,U = T,M. Por lo tanto, por la
Proposicion 4, una base para el espacio de k—covectores A (T,M) viene dada por

{(dz"™)y Ao A (da™), |1 <idy < -+ <ip <n}.

De aqui, st w € Q¥(M), entonces para cada p € M, w, puede expresarse en la forma

Wp = Z Qiy..ip (D) (dq;il )p Ao A (dxik)]”

donde la suma se hace sobre todos los multiindices de longitud k estrictamente ascendentes
I = (i1,... i), con 1 <iy < --- < <n. De manera mds general, al omitir el punto p,

se escribe . .
w = Z aiy o (dz ) A - A (da'™)

o bien, de forma mds compacta,
w = Za;dzl donde dz! =dx™ A -+ Adz* Y oar = Qi .-

Ast, similarmente al caso de 1-formas, puede ser probado que una k—forma diferencial
w es suave si y sélo si, en cada carta (U,z',... z"), las funciones componentes ar son
suaves, lo cual es equivalente a que para cualesquiera campos vectoriales Xy, ..., Xy sobre
M, la funcion w(Xy, ..., Xg) es suave en M, ver [1].

Ahora se mostrard una expresiéon local para un tipo especial de k—formas diferenciales.
Seguidamente se prueba que una forma diferencial definida en un entorno de una variedad
puede ser extendida a toda la variedad. Por comodidad, en adelante j; ,, denota el conjunto

de multiindices de longitud k estrictamente ascendentes I = (iq,...,4), con 1 < i3 <
- <1 < n.
Proposicién 14. Sea (U, x!, ..., 2") carta de una variedad M vy sean f1, ..., f* funciones

suaves en U. Entonces

df* Ao ANdfF = Z 8x“ 1Y) e 2 (A A A (da).

Ie.]k: n xlk)

En particular, df* A\ -+ A df" = det [0f'/0x| dz A -+ - A da™.

Demostracién. Se ha visto que la k—forma diferencial df' A --- A df¥ puede expresarse
en la forma

df' A N =) cpda?t A A da

Je]kn

para algunas funciones ¢; : U — R. Ahora, por (1.1),

(df* A A (DO, )—det{afl}

oxti
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y por (1.2),
ZchxJ(@-l, ce0hy) = ZCJ(S}] = ¢y.
J J

Por lo tanto ey = d(f1, ..., f*)/o(z™, ... x'™). O

Proposiciéon 15. Sea M una variedad diferenciable y w una forma diferencial suave, la
cual esta definida en un entorno U de p € M. Entonces, existe una forma diferencial ©
suave en M que coincide con w en un entorno V-C U de p.

Demostracion. Existe una funcion p : M — R con soporte compacto contenido en U, la
cual es identicamente 1 en un entorno V' C U de p. Se define w como sigue:

5o p(q)w, para qeU
a 0 para q ¢ U.

Si g ¢ U entonces g ¢ Supp p, asi que hay un conjunto abierto que contiene a ¢ en el cual
w es 0, ya que suppp es cerrado. Por lo tanto w es C* en cada punto ¢ ¢ U. Como en el
abierto U w es el producto de dos funciones suaves, entonces w es también suave en U.
Finalmente, ya que p =1 en V', @ coincide con w en V. O

Pullback de k—forma diferenciales

Sea F': N — M una funcion suave entre variedades diferenciables. Se ha definido el
pullback de una 0—forma (funciones suaves sobre M con valores en R) y de 1—formas
sobre M, ahora se define el pullback de k—formas.

Dados dos espacios vectoriales V,W y L : V — W una aplicacion lineal, el pullback
de k— covectores bajo L se define a través de la aplicacién lineal

L*: A(W) — Ag(V)
dado por
L*(a)(vy,...,vk) = a(L(vy), ..., L(vg)).

De esta manera, como F, es una aplicacién lineal de T, N en TrM, ella induce una
aplicacion pullback de k—formas sobre cada espacio tangente

F* = (Fip) + Ay(TppyM) — Ap(T,N),
la cual esta definida por
(F*w)p(vr, .. v) i= F¥(wpp)) (V1, -+, 0) = Wi (Fepv1, - -5 Fap k), (3.4)

para todop € N y v; € T,N.
De manera andloga a la prueba de la Proposicién 11, se puede concluir las siguientes
propiedades del pullback de k—formas.

Proposicién 16. Sea F': N — M una funcion C™ entre variedades. Dados w, T € QF(M)
y ¢ M — R una funcion suave, entonces

i) F¥*(w+71) = F*w + F*1;
i) F*(pw) = (p o F)F*w.
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Producto exterior para k—formas diferenciales

Con lo desarrollado en los preliminares del presente trabajo, con respecto a producto
exterior, esta nocién es extendida a formas diferenciales sobre una variedad, siendo defi-
nido como sigue: dada una k—forma w y una [—forma 7 sobre M, el producto exterior
wAT esla (k+1)—forma en M tal que

(WAT),=w, AT,  paratodo pe M.

Observacién 19. En una carta (U,x',... ;2") de M, w y T tienen expresiones w =
Stardzt y 1 =Y bydx?, con componentes ar,b; funciones en U. Luego, si w y T son
suaves, entonces las componentes de w A 7 en la carta U, son producto de funciones
suaves en U. Por lo tanto w A\ T es suave si w y T lo son.

Proposicion 17. Si F: N — M es una funcion C* entre variedades, w y T son formas
diferenciales en M, entonces

Fr(wAT)=FwAF*T.

Demostracion. Sean p € N y vy,...,vpqy € T,N. Por (3.4) y definicién de producto
exterior para k—formas tenemos

(F*(w A\ T>>p(U1, Ce 7vk+l>

= (Wrp) A TrE)) (Fap v, o Fap Ugr)
1

= WA(WF(p) ® TF(p))(F*J) Vlyenny F*,p Uk?+l)
1

TR Z s9(0)(Wr) (Fep Vo) - -+ Fup Vo)) (7o) ) (Frp Voks)s - -+ Frp Vokrn))
o aeSkH
1 . .

=i 2 S9N F @)1y, - Vo) (F ) (i), - Vi)
o UESk-H
1

= apAF W), @ (Fr 7)) (v, V)

= ((F*'w) A (F*7T))p(v1, ..o, Ugpa)-

3.2.3. Derivada exterior de k—formas

Dada una funcién diferenciable sobre una variedad M (una 0-forma sobre M), se define
la derivada exterior de f como su diferencial df. Asi, la derivada exterior de una O-forma
es una 1-forma.

En general, en un entorno coordenado (U, z!,... z") de p € M, dada una k—forma
w € QF(M), puede expresarse en la forma w = Y aydx!, siguiendo la misma idea de la
definicién dada para derivada exterior de k—formas en R", la derivada exterior de w es la
(k + 1)—forma dw, escrita en la carta (U, z', ..., ™), en la forma

dw = Z(daj) Ada! = Z(dal) Adax!.
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Puede ser probado que dw esté bien definido, independiente de la carta, ver [1, Seccién 19].
Como en el caso R", se demuestran propiedades analogas a las dadas en la Proposicion 6,
las cuales son resumidos por conveniencia. Sean w y 7 formas diferenciales en M, entonces

i) Si wy n son k—formas, d(w + n) = dw + dn;
ii) si w es una k—forma y 7 una [—forma, entonces

dwAn) =dwAn+ (=1)Fw A dny;

iii) d%w = 0.

Como en el caso de 1—formas, en formas diferenciales de grado superior, serd probado
que el pullback conmuta con la derivada exterior.

Proposicién 18. Sea F : N — M una funcién suave entre variedades. Si w € QF(M),
entonces d(F*w) = F*(dw).

Demostracion. En la Proposicion 10 es probado el caso k = 0. Para el caso k > 1, sean
pe Ny (V,yl,...,y™) una carta en M de F(p). En V

w = Za;dy“ A Ady',
para algunas funciones a; que son C*° en V. Luego
Frw = Z(F*CLI)F*dyil A A F*dy'®
=> (ajo F)dF" A--- NdF™,

y por lo tanto
d(F'w) =Y d(ajo F) NdF" N--- AdF™. (3.5)
Por otro lado, el pullback de dw es dado por
F*dw = F* (Zdal/\dy“ /\---/\dyi’f>
= Fday NFrdy' A--- A Fdy™
= d(F*aj) NdF" A~ AdF™
= d(ajo F) NdF" A+ NdF™.

De aqui y (3.5) se concluye que dF*w = F*dw. O

Ejemplo 21. Dado U el conjunto abierto (0,00) x (0,7) x (0,27) en R3. Sea F : U —
R3 la funcién dada por F(p,¢,0) = (psinpcosl, psingsinb, pcos¢). Si x, y,z son las
coordenadas estindar en R, se prueba que

F*(dx ANdy A dz) = p*singdp A do A db.
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Como el producto wedge conmuta con la diferencial se tiene que

Fde =dF*z =d(x o F)
= d(psin ¢ cosh)
=sin¢cosfdp + pcos@cosdp — psin¢sinb db.

De manera similar

F*dy = sin¢sinfdp + pcos ¢sin b do + psin ¢ cos 6 db;
F*dz = cospdp — psin ¢ do.

Por la Proposicion 17,

F*(de Ndy Ndz) = F*dx N F*dy N F*dz
= (sin¢cosOdp + pcos¢pcoshdp — psin¢sinf db)
A (sin ¢ sin @ dp + pcos ¢sinf do + psin ¢ cos 6 db)
A (cospdp — psin ¢ do)
= —p*sin® pcos?Odp A dO A dp + p*sin ¢ cos® ¢ cos® O dp A dO A dp
+ p?sin® ¢sin®0dO A dp A dp — p?sin ¢ cos® psin® 0.dl A do A dp.

Calculos adicionales conducen a
F*(dx Ndy A\dz) = p*singdp A do A db.

Observacién 20. Sean F : N — M una funcién suave entre variedades y w € QF(M),
una k—forma suave. Dado p € N y (V,y,....y™) una carta en M de F(p), existe una
carta (U, z',...,2") en N de p tal que F(U) C V. Por la Proposicién 12 y propiedades del
pullback bajo el producto exterior, se puede deducir que para w =Y, ardy™ A --- A dy'™,

Frw = Z(F*aI)F*dyil A A F*dy'

B TR o LiLIELED Pty

< O(ait .. )

De esto se sigue que F*w es una k—forma suave en U, ya que las funciones componentes
lo son. En consecuencia, F*w es una k—forma suave en N.



Capitulo 4

Integracion en variedades
diferenciables

Para definir integracion de n—formas diferenciales sobre variedades diferenciables
n—dimensionales, es necesario abordar primero el concepto de orientaciéon en una va-
riedad y sus diversas caracterizaciones. Para formas en R"”, la integral de una n—forma
se define en términos de la integral de Riemann de cierta funcion; sobre un entorno coor-
denado de una variedad, la integral de una n—forma sobre este entorno es definida como
una cierta integral en R”, mediante el pullback de la n—forma y es extendida a toda la
variedad con ayuda del concepto de particiones de la unidad. Finalmente, en el capitulo se
formula y demuestra el Teorema de Stokes, para lo cual es necesario introducir variedades
con frontera y conceptos relacionados a ellas.

4.1. Orientaciones

Es importante recordar que en el calculo vectorial las integrales de linea y de superficie
dependen de la orientacién de la curva o superficie sobre la que tiene lugar la integracion.
En el contexto de variedades también es esencial tener una nocion de orientacién para
poder definir la integral; este es contenido de la primera seccién de este capitulo.

4.1.1. Espacios vectoriales y orientaciones

Una orientacion en un espacio vectorial n—dimensional V' es una clase de equivalen-
cia entre bases ordenadas; dos bases ordenadas son equivalentes si su matriz cambio de
base tiene determinante positivo. Es claro que esto define una relacion de equivalencia
en el conjunto de bases ordenadas de V' y que existen exactamente dos de tales clases, a
cada una de estas clases se les denomina una orientacion de V. En el caso que dos bases
ordenadas sean equivalentes, ellas tendran la misma orientacién. Al fijar arbitrariamente
una orientacion pu, la otra clase de equivalencia se denomina orientacion opuesta de p y
es denotada por —pu.

46
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Ya que el espacio A, (V') es unidimensional, se puede utilizar n—covectores de V' para
especificar una orientacion en V.

Lema 3. Sea V' un espacio vectorial de dimension n, uy, ..., Uy, vy, ...,0, € V y se afirma

que 7 =1,...,n

_ )
u; = g v; ;.

=1

Si A =[d}] y B es un n—covector, entonces

Blu, ..., u,) = (detA)S(ve, ..., 0,).

Demostracion. Como [ es lineal en cada uno de sus n—argumentos, entonces

Blug,...,uy) =p (Zvila?, . .,Zvinafl”) = Zalf ceam By, . v).

Ahora, ya que [ es alternante, se sabe que f se anula en aquellas n—uplas (v;,,...,v;,)
para las que existen s,[ con ¢5 = 7;. Por lo tanto se puede considerar que la suma anterior
se realiza sobre todos los multiindices I = (iy,...,4,), con is # i, si s # [. Asi, I es una
permutacién oy de {1,...,n}, donde o;(j) = i;. De lo anterior, y

B(viys - v;,) = (sgnop)B(ve, ..., vn),

se concluye que

B(ula s )un) - Z (SgTLO'I)CLZf o 'aiz,nﬂ(vlu s 7Un)

or€ESH

= (detA)B(v1, ..., Up).
O
Observacion 21. Es posible relacionar orientaciones en' V' con el espacio vectorial A, (V).

i) Sean B un n—covector en V- y {uy, ..., un}, {v1,...,v,} bases ordenadas de V. Si
B(ur, ... uy) yB(v, ..., v,) tienen el mismo signo, entonces por el lema anterior, se
deduce que det A > 0 y por lo tanto las bases ordenadas {uy,...,u,} y {vi,...,v,}
son equivalentes.

it) De lo anterior, un n—-covector B determina la orientacion de la base ordenada
(U1, ..., 0n), st B(V1,...,0,) > 0.

i11) Dos n—covectores 5y B’ en'V determinan la misma orientacion si y solo si f = a3’
para algiun numero positivo a. De aqud,

B~pB & B=aB para algin a >0

define una relacion de equivalencia en el conjunto de n—covectores no nulos en V.
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iv) Como conclusion, una orientacion en V' puede determinarse mediante una clase de
equivalencia de bases ordenadas o por clases de equivalencia de n—covectores no
nulos en V.

Ejemplo 22. Sea {e;, s} la base estandar para R? y {a', a?} la base dual correspondiente.
Entonces, el 2—covector a* A o determina una orientacion para R?, ya que

(a' Aa?)(er,ep) =1 >0,

es considerada la orientacion estdndar para R2.

4.1.2. Espacio tangente y orientaciones

Sea M una variedad diferenciable. Para definir una orientacion en M, se aplica lo
desarrollado en la secciéon anterior en cada espacio tangente de M.

Un marco en un subconjunto abierto U C M es una n—upla (X, ..., X,,) de campos
vectoriales (posiblemente discontiunuos) definidos en U, tal que en cada punto p € U la
n—upla (X1(p), ..., Xn(p)) de vectores es una base ordenada de 7, M. Un marco global es
un marco definido sobre toda la variedad, mientras que un marco local en p es un marco
definido sobre un entorno de p.

Observacion 22. Se define una relacion de equivalencia entre marcos en U de la siguiente
forma:

(X1, X)) ~ (Y1, Vo) & (Xa(p), - Xa(p) ~ (Vi(p), - -, Ya(p)

para todo p € U. De acuerdo a lo desarrollado en la seccion anterior, si se escribe Y; =
> a5X; para cada j, entonces los marcos (X1,...,X,) y (Y1,...,Yy) son equivalentes si

y solo si la matriz cambio de base A = [aé] tiene determinante positivo en cada punto en
U.

Definicién 17. Una orientacion puntual en una variedad M es una funcion que asigna
a cada punto p € M una orientacion p, en T,M.

Para relacionar estos conceptos, se dird que una orientacion puntual en M es simple-
mente una clase de equivalencia entre marcos (posiblemente discontinuos) en M.

Definicién 18. Una orientacion puntual p en M, se dice continua en p € M si existe un

entorno U en el cual p estd representado por un marco continuo, es decir, existen campos

vectoriales continuos (Yi,...,Y,) en U tal que pg, = [(Y1(q), - .., Yn(q))] para todo q € U.
La orientacion puntual p es continua en M, si es continua en cada punto p € M.

Una orientacién puntual continua en M es llamada una orientacién en M. La variedad
M sera orientable si tiene una orientacion.

Ejemplo 23. El espacio euclidiano R™ es orientable con orientacion dada por el marco
global continuo (0/0r,...,0/0r"), donde (r',...,r") denotan las coordenadas estindar
en R™. En general, una variedad con una sola carta (U,zt,..., 2™) es orientable, ya que
(0/0z,...,0/0x™) es un marco global continuo de M.
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Observacion 23. Es importante mencionar que existen variedades diferenciables no
orientadas, es decir, en ellas no es posible definir una orientacion puntual continua.
Algunos ejemplos de variedades no orientadas son la banda de Mobius y su prueba es
desarrollada en [1, Pdgina 240].

4.1.3. Formas diferenciales y orientaciones

Ahora se muestra una forma equivalente de definir variedad orientable a través de
formas diferenciales. Mas precisamente, se prueba que una variedad es orientable si y sélo
si existe una n—forma que no se anula, es decir una n—formas distinta a la n—forma nula
(w, # 0). El siguiente lema auxiliar, es 1til para demostrar el Teorema.

Lema 4. Una orientacion puntual [(Xi,...,X,)] en una variedad diferenciable M es
continua si y sélo si para cada punto p € M hay un entorno coordenado (U,z',... x™)
tal que la funcion

(dz' A - Ada™) (X, ..., X,)

es positiva en todo punto de U.

Demostracion. (=) Sea = [(Xi, ..., X,)] es una orientacién puntual continua. Entonces
para cada p € M hay un entorno W en el que p es representado por un marco continuo
(Y1,...,Y,) de campos vectoriales definidos en W. Se escoje un entorno coordenado conexo
(U,z',...;2") de pcon U C W y sea d; = 9/0z". Luego, en U, Y; puede expresarse en la
forma

Y; =) 0o, j=1,....n

de donde la funcién matricial [b}] : U — G L(n,R), que en cada punto es la matriz cambio
de base entre los marcos, es continua. Por Lema 3,

(de' Ao Ndx™) (Y, .. Y,) = (det[bi])(da! A Ada™)(0h, ..., 0n) = det[bl] # 0

en todo punto de U, ya que [b;] es una matriz cambio de base y por tanto no singular. De
aqui, por ser U conexo, la funcién de valor real (dz' A -+ A dz™)(Y7,...,Y,) es positiva
en todas partes o es negativa en todas partes de U. Sin pérdida de generalidad la funcion
es positiva en U, ya que en caso contrario se considera la carta (U, 7!, 22 ..., 2"), donde
7l = —al.

En U, se tiene p = [(X1,...,X,)] = [(Y1,...,Y,)], entonces la matriz cambio de base
C = [Cﬂ con X; =), c?Y% tiene determinante positivo. Nuevamente, por el Lema 3, en U

(dz' A ANda™) (X4, ..., Xn) = (det C)(dz' A --- Ada™)(Ya,...,Y,) > 0.

<) Sea (U, x!, ..., 2") una carta de p en la cual se cumple que (dz'A- - -Adz™) (X1, ..., X,,) >
0. Asf, si X; = >~ a%0;, entonces
(da' Ao ANda™)(Xy, .., Xy) = (det[al])(da' A -+ Ada™)(0h, . .., 0n) = det[al] > 0.
Se sigue que [(X1,...,X,)] = [(O1,...,0,)], lo cual prueba que p es una orientacién

puntual continua en p. Por lo tanto, como p es arbitrario se concluye que p es continua
en M. [
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Particiones de la unidad

Una coleccién {A,} de subconjuntos de un espacio topolégico S se dice localmente
finito si cada punto ¢ € S tiene un entorno W que intersecta a solo un niimero finito de
conjuntos A,.

Definicién 19. Una particion C* de la unidad en una variedad es una coleccion de
funciones C* no negativas {p, : M — R} ., tal que:

i) La coleccion de soportes {Supp pa},ca €5 localmente finita.

i) Y pa=1.

Dado un cubrimiento abierto {U,},.4 de M, la particién de la unidad {pa}, ., €s
subordinada al cubrimiento abierto {U,} si Supp po, C U, para cada a € A.

En cada punto g € M residen solamente un nimero finito de conjuntos Supp p., aqui
pa(q) # 0 solamente para un numero finito de «, de ello se desprende que la suma sea
finita para cada punto.

Teorema 2. Una variedad n—dimensional M es orientable si y solo si existe una n—forma
que no se anula en ningun punto de M.

Demostracion. (=) Sea pu = [(X1,...,X,)] es una orientacién puntual en M. Por el
Lema4, para cada punto p existe un entorno coordenado (U, z!,...,z") de p, en el que se
cumple

(dz' A - Adx™)(Xq, ..., X,) > 0. (4.1)

Dada {(U,, z}, ..., 2")} una coleccién de cartas que cubren a M satisfaciendo la condicién
anterior y sea {p,} una particion C*° de la unidad subordinada al cubrimiento abierto
{U,}. Luego, la n—forma w = Y__ padal A -+ A dz estd bien definida, es C* en M y
ademds, por (4.1), dado p € M fijo,

Wp(X1(D), -+ Xu(P) =D palp)(dal A+ Adal)p (X1 (p),- ., Xu(p)) > 0.

Por lo tanto, w es una n—forma que no se anula en ninguna parte de M.
(<) Sea w es una n—forma que no se anula en M. Para cada punto p € M por conveniencia
se escoje una base ordenada (X;(p),..., X, (p)) de T,M tal que

wp(X1(p), ..., Xu(p)) > 0.

Fijado p € M y (U,z',...,2") un entorno coordenado conexo de p. En coordenadas, w
tiene la forma w = fda! A --- A da™, donde f es una funcién C* que no se anula en U.
Por ser f continua y U conexo, la funcién f es positiva en todas partes o es negativa en
todas partes.

i) Si f > 0, entonces en la carta (U, z',...,2"), se cumple

(dz' A - Ada™)(Xy, ..., X™) > 0.
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ii) Si f <0, entonces en el entorno (U, —x', 2% ... z") se cumple

(d(—z")Y A~ Ada™) (X, ..., X,) > 0.

Asi, por el Lemad, p = [(Xy,...,X,)] es una orientacién puntual continua en M. ]

Observacion 24. Es importante notar que sobre una variedad n—dimensional, si dos
n—formas w y W' no se anulan, entonces w = fw' para alguna funcion f: M — R que no
se anula en M.

i) Sobre una variedad conera M, si una funcion continua f no se anula, entonces
f es positiva en toda parte o negativa en toda parte en M. Luego, en el espacio
de n—formas C* que no se anulan, se define una relacion de equivalencia de la
siguiente manera:

w~w & w=fw paraaguna f>0 en M.

ii) Una orientacion u = [(Xi,...,X,)] sobre una variedad orientable conexa M se
le asocia la clase de equivalencia w de n—formas que no se anulan en M tal que
w(Xy,...,X,) > 0. Luego a p— w y —p — —w Asi, w determina la orientacion
[(X1,...,X,)] y reciprocamente también se cumple, ya que estd correspondecia es
biinivica.

it1) w es llamada forma orientada en M y en este caso, se escribe [w]| para denotar la

orientacion determinada por w. Por ejemplo, dx* A---Adx™ es una forma orientada
en R".

4.1.4. Atlas y orientaciones

Se finaliza esta seccién con un resultado que establece una condicién necesaria y sufi-
ciente en términos de las caracteristicas de un cierto atlas de la variedad.

Sea F : (N,|wn]) = (M, [wn]) un difeomorfismo entre variedades orientadas. F' pre-
serva orientacion si [F*wy] = [wy]| y F invierte orientacion si [F*wy| = [—wn].

Proposicion 19. Sean U y V' conjuntos abiertos de R™ con orientacion estdndar heredada
de R™. Un difeomorfismo F : U — V preserva orientacion si y solo si el determinante
jacobiano det[0F"/0x?] es positivo en todo U.

Demostracion. Seanx!,... 2" yyi,...,y" las coordenadas estdandar de U C R"y V C R”
respectivamente. Entonces, por propiedades del pullback tenemos que

F*(dy' A~ Ndy™) = d(F*y') A~ Ad(F*y™)
=d(y' o F)A---Ad(y" o F)
=dF' N NAF"

Fi
= det {g }dml/\---/\dx”.

]

Se sigue que F' preserva orientacién si, y sélo si det[0F'/0x?] es positivo en todo punto

de U. O
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Ejemplo 24. Sean U = (0,00) x (0,27) C R? con coordenadas (r,0) y F : U — R? la
funcion dada por F(r,0) = (rcos@,rsinf), F preserva orientacion, puesto que

orL ol cos —rsinf
det | o0~ 99 = det [ } =r>0.

oF?  9F? sinf rcosf
or 00

De lo anterior, F' es un difeomorfismo en su imagen que preserva orientacion.

Definicién 20. Un atlas de una variedad diferenciable M se dice orientado, si para
cualquier par de cartas (U, z',...,2") y (V,y',...,y") con interseccién no vacia, el de-
terminante jacobiano det[0y'/0x’] es positivo en todo punto de U N'V.

Teorema 3. Una variedad diferenciable M es orientable si y solo si tiene un atlas orien-
tado.

Demostracidn. (=) Sea p = [(X*,..., X™)] es una orientacién de M. Por Lema4, para
cada punto p € M hay un entorno coordenado (U, z',...,z") en el cual

(dz' A+ Ada™)(XE, ..., X™) > 0.
Se afirma que {(U,z',...,2")} es un atlas orientado para M. En efecto, si (U, z!,... z")
vy (V,yh,...,y") dos cartas que se interceptan, en U NV

(dz' A~ Ada™)(XE, ..., X™) >0 y (dy* A~ Ady™) (XY ..., X™) > 0.

De aqui, ya que (dy' A- - -Ady™) = det[0y"/0x?|(dz A- - -Adx™), se sigue que det[dy" /OxT] >
0 y se concluye que {(U,z',...,z")} es un atlas orientado.

(<) Para la otra implicacién, se supone que {(U,z',... 2")} es un atlas orientado
de M y sean p € U y p, el representante de la clase de equivalencia de la base ordenada
(/02 ,,...,0/02™|,) de T,M. Por la Definicién 20, si (V,y',...,y") es otra carta de
M tal que p € V, entonces det [0y’ /dx’] > 0. De aqui, las bases (9/dz%,,...,0/0x"|,)

y (0/0y,,...,0/0y"|,) estdn relacionadas, es decir, p, es una orientacién puntual bien
definida. Es continua, ya que para cada punto p hay un entorno coordenado (U, z', ... z")
en el cual p = [(0/0z,,...,0/z™|,)] es un marco continuo. O

Observacion 25. Dos atlas orientados {(Uq, ¢a)} y {(Vs,¢g)} sobre una variedad M se
dicen equivalentes si las funciones de transicion entre los atlas

¢a Ow,gl : wﬁ(Ua N V,B) — (ba(Ua N Vﬁ)a

tienen determinante jacobiano positivo para todo «, . Es claro que esto define una rela-
cion de equivalencia en la familia de atlas orientados de M.
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4.2. Variedades con frontera

La manera mas clara de construir el concepto de variedad con frontera es usar como
ejemplo ‘H", el semiespacio superior cerrado de R". Es decir,

7‘[”:{(.%1,...,1'”)ER”::{,‘”ZO},

w
int(JH™)

P d(j{n)

Figura 4.1: Representacion de ‘H"

dotada con la topologia del subespacio heredada de R™. En este conjunto se puede
distinguir claramente dos tipos de puntos y dos tipos de conjuntos abiertos dependiendo
si interseptan o no a la frontera de H"™. Més precisamente, se presentan los siguientes
casos:

i) El interior de H", denotado por (H")°, es el conjunto de puntos de H™ con z™ > 0.
ii) La frontera de H", denotada por OH", son aquellos puntos de H™ con z" = 0.

iii) Se distinguen dos tipos importantes de bolas abiertas: aquellas centradas en puntos
del interior de H™ y aquellas con centro en puntos de la frontera de H". Claramente,
todo subconjunto abierto de H"™ puede ser escrito como unién de esta clase de bolas
abiertas.

Figura 4.2: Abiertos en H"

Con lo anterior, se pretende extender los conceptos asociados a una variedad al caso de
variedades con frontera. Un espacio topoldgico M es localmente H", si para cada punto
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p € M, existe un entorno U de p homeomorfo a un subconjunto abierto de H™. Asi,
una variedad topoldgica con frontera es espacio topoldgico segundo contable, Haudorff y
localmente H".

Para n > 2 una carta en una variedad n—dimensional es definida como antes, teniendo
en cuenta que también son validos entornos de puntos de la variedad homeomorfos a
conjuntos abiertos de H". Cuando n = 1 se admiten dos modelos locales; uno de ellos
H' = {reR|z >0} yelotro L! = {x € R|z < 0}, luego, una carta en una variedad
unidimensional es una pareja (U, ¢) donde U es homeomorfo a un subconjunto abierto de
H' o L. Un atlas C™ es una coleccién de cartas {(U, ¢)} que cubre a M y en cualquier
par de cartas (U, ¢) y (V) la funcién de transicién o ¢! : ¢(UNV) = (U NV) es
un difeomorfismo. Con esto una variedad diferenciable o C* con frontera es una variedad
topoldgica junto con un atlas C'*° maximal.

Definicién 21. Un puntop € M es llamado punto interior(o frontera) si en alguna carta
(U, ¢) el punto ¢(p) es un punto interior(o frontera) en H™.

Note que los conceptos de punto interior y frontera estan bien definidos con total
independencia de las cartas, ya que si (V,1) es otra carta, entonces por [1, Proposicién
22.4], el difeomorfismo 1) o ! envia el punto ¢(p) a ¥ (p) en tal forma que ambos son
puntos interiores o ambos son puntos frontera. Como es habitual, la frontera de la variedad
M se denotara por OM.

Observacion 26. Puede ser probado que el interior de una variedad diferenciable con
frontera es una variedad diferenciable n—dimensional sin frontera. Veremos ensequida que
la frontera de una variedad diferenciable es una variedad diferenciable (n—1)—dimensional
sin frontera. De manera particular, las variedades unidimensionales con frontera tienen
como frontera conjuntos discretos y las variedades cero dimensionales tienen frontera
vacia.

Dada M una variedad diferenciable con frontera, p € OM y (U, ¢) una carta en M de p.
Sea ¢ = ¢lunan la restriccion de la funcion ¢ a la frontera. Ya que ¢ es un difeomorfismo
que envia puntos frontera en puntos frontera, entonces

¢ UNOM — OH" =R"!

es un homeomorfismo con su imagen. De otro lado, si (U, ®) y (V,1) son dos cartas en
M de p, entonces

Y o(d) ¢/ (UNVNOIM) —p(UNVNIM),

es C™ (en R™71).
Ast, un atlas {(Uy, ¢o)} suave de M induce un atlas {(Uy N OM, ¢olu.non)} suave de
oM.
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4.2.1. Espacio tangente, formas y orientaciones

Tal y como en el caso de variedades, los conceptos de espacio tangente, espacio cotan-
gente, formas diferenciales y orientaciones, pueden ser definidos en variedades con frontera.
Por ejemplo, el espacio tangente T, M es el espacio vectorial de todas las derivaciones que
actian sobre el algebra C°°(M). De manera particular, dado p en la frontera del semi-
plano superior H?, es sabido que 9/9x|, y 0/dy|, son derivaciones en C°°(H?). Asi, el
espacio tangente T, H? es el espacio vectorial 2—dimensional con origen en p; sin embargo,
aunque d/0y|, es un vector tangente en p y su opuesto —d/0dy|, también lo es, no existe
una curva a través de p en H? con vector velocidad —3/dy|,. Este ejemplo muestra que
en variedades con frontera, no es posible en general definir los vectores tangentes como
velocidades de curvas en la variedad, lo cual no excluye que algunos si se puedan ver como
velocidades de curvas.

Habiendo definido plano tangente en cada punto de una variedad con frontera, la
definicion de orientacion en este contexto es la misma que la definicién de orientacion dada
en la Definiciénl7 para el caso de variedades diferenciables. Como en ese caso, es posible
establecer las mismas equivalencias para que una variedad con frontera sea orientable en
términos de la existencia de n—formas que no se anulan en M y de la existencia de atlas
orientado.

4.2.2. Campos vectoriales que apuntan hacia afuera

Definicién 22. Sean M una variedad con frontera y p € OM. El vector tangente X, €
T,M apunta hacia adentro si X, ¢ T,(0M) y existen € > 0 y una curva suave c : [0, €) —
M que satisface c¢(0) = p, ¢((0,€)) C M° y (0) = X,. De acuerdo a lo anterior, un
vector tangente X, € T,M apunta hacia afuera si —X, apunta hacia dentro.

Ejemplo 25. En H? el vector 0/9y|, apunta hacia adentro, mientras que —9/dy|, apunta
hacia afuera en un punto p que se encuentre sobre el eje horizontal. En este caso, el vector
tangente 0/0y|, estd determinado, por ejemplo, por la curva c(t) = p + teq, t > 0.

Definicion 23. Un campo vectorial a lo largo de OM es una funcion X que asigna a cada
punto p € OM un vector X,, € T,M (en lugar de T,0M ).

En un entorno coordenado (U, z!,...,2") de p en M, el campo vectorial X puede
expresarse en la forma
Xg=) a5 a€OM.
i q

De igual manera a como se ha dicho antes, X es suave a lo largo de OM si, y sélo si las
funciones a' : OM — R lo son. Es claro que en coordenadas, un vector X, apunta hacia
afuera si, y sélo si a"(p) < 0.

Proposicion 20. Sobre una variedad M con frontera OM existe un campo vectorial suave
que apunta hacia afuera a lo largo de OM .
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Demostracién. Sea (U, x), ..., 2") una coleccién de entornos coordenados que cubren a

la frontera OM y sobre cada U, se define el campo vectorial suave X, = —0/0z", el cual
apunta hacfa afuera a lo largo de U, N OM. En OM, sea {p,}, C°° una particién de la
unidad subordinada al cubrimiento abierto {U, N OM} de OM. Luego, X = > po X, es
un campo vectorial suave que apunta hacia afuera a lo largo de OM, puesto que,

i) X Es suave porque sus funciones coeficientes son suaves en 0M;
ii) X apunta hacia afuera ya que para p en la frontera, a,(p) = —>_ pa(p) < 0.
]

A continuacion, se caracteriza la definicién de orientacién en la frontera, utilizando
n—formas que no se anulan, teniendo en cuenta la teoria desarrollada en [1, Seccién 20.4].

4.2.3. Orientaciones sobre la frontera

Definicién 24. Sean X un campo vectorial suave sobre una variedad diferenciable M y
w una n—forma diferenciable. Dado p € M, es definido la (n — 1)—forma diferenciable
TxW por

(Txw)p(Xa, ..o, Xn)p = wp(X, Xoy oo, X)) ps

donde X, ..., X, son campos vectoriales en M. Txw es llamada multiplicacion interior
o contraccion de w. Para 1—formas w en M, se tiene que Txw = w(X) y para 0—formas
diferenciables (funciones) f en M se tiene x f = 0.

Proposicion 21. Sea M una variedad n—dimensional orientada con frontera. Si w es
una n—forma orientada en M y X es un campo vectorial suave que apunta hacia afuera
en OM, entonces Txw es suave y es una (n — 1)—forma que no se anula en OM. De aqui,
la frontera de una variedad orientable, es orientable.

Demostracion. La suavidad de la contracciéon 7xw es inmediata de la definicion, lo siguien-
te es probar que Txw no se anula en M, puesto que, si Txw se anula en algin p € M.
Entonces, (Txw),(va,...,v,) = 0 para vs,...,v, € T,(OM), en particular si {es,...,e,}
es una base para T,,(0M), se tiene que (Txw),(e2, ..., e,), = 0. Dado que X, no pertenece
al generado por {es, ..., e,}, se sigue que {X,, €s,...,€,} es una base para T,M y por lo
tanto

Wp(Xp, €2, ... 6) = (Txw)p(ea, ..., e,) =0.

Se sigue que w, se anula en dM, lo cual es una contradiccién. O

La siguiente proposiciéon proporciona una forma de obtener una orientacién de una
variedad M a partir de una orientacién de su frontera y reciprocamente.

Proposicion 22. Sea M una variedad orientada n—dimensional con frontera. Sean p €
OM y X, un vector que apunta hacia afuera en T,M. La base ordenada (v, ..., v,) de
T,,0M representa una orientacion de OM en p siy solo si la base ordenada (X, va, ..., vp)
para T,M representa una orientacion de M en p.
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Demostracion. Sea w una n—forma orientada en M.
(=) Por la Definicién 24, si (vy, . . ., v, ) representa a la orientacién en p € M, entonces

0 < (Tx,wp)(V2, - -, Vn) = Wp(Xp, V2, ..., vp).

Asi, (X, vq,...,v,) representa la orientacion de p € M. De forma similar, se prueba la
otra implicacién. O

Ejemplo 26. La proposicion anterior, permite encontrar una orientacion de la frontera
de H". Sean w = dz* A--- Ada™ la orientacion estandar de H™ y el campo vectorial suave
—0/0x™ que apunta hacia afuera en OH"™. Entonces,

T 9/oun (W) = —Tojoun (' A - A dz™)

i=1
= (=1)"dz' A Ada" T

donde el simbolo ™ sobre dx® significa que dz® es omitido en el producto wedge. A conti-
nuacion, algunos ejemplos:

i) la orientacion de OH' = {0} viene dada por —1;
ii) la orientacion de OH? es dz', la cual coincide con la orientacién en la recta real;

iii) por ultimo, la orientacion de OH? estd dada por —dx' A dx?, la cual determina una
orientacion en el plano (en el sentido de las manecillas del reloj).

4.3. Integracion

Para introducir el concepto de integracion de formas diferenciales en R™ serd de im-
portancia teorfa clasica de integracién de Riemann, la cual puede ser consultada en [1].

4.3.1. Integraciéon de formas diferenciales en R"

Sean z', ..., 2" las coordenadas estdandar en R”, cada n—forma en R" es posible iden-
tificarla con una funcién, ya que, si w es una n—forma en R", existe una tnica funcion
f:R" — R tal que w = fdax' A --- A dz". Reciprocamente, cada funcién f : R® — R
determina una tnica n—forma w = fda! A --- A da™.

Definicién 25. Sea w = fdaz' A --- A dz"™ una n—forma C* en un conjunto abierto
U C R" con coordenadas estdndar z',...,x™. La integral de w sobre un subconjunto
A C U es definida como la integral de Riemann de f sobre A. Esto es,

/Aw:/Af(x)dxl/\---/\dx” ::/Af(x)dxl-ndx”,

si la integral existe.
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Es importante resaltar que en la anterior definicion se debe tener en cuenta el orden
de los covectores dz'. Por ejemplo si n = f(x)dz* A dz' es una 2-forma sobre A C R?
entonces

/An = /A —f(x)dz" A da® = —/Af(x)da:'1 Adr? = —/Af(:c)d:clde.

Comportamiento de la integral frente a un cambio de variables

Se puede observar que la integral de una n—forma w = fdz' A---Adx™ en un conjunto
abierto U C R" se transforma bajo un cambio de variables determinado por un difeomor-
fismo T : V C R® — U C R". Como antes, sean z',...,2" las coordenadas estandar en
Uy yt ...,y las coordenadas estdndar en V. En este sistema, la i—ésima componente
de T viene dada por T" = z' o T = T*(z"). Si J(T') denota la matriz jacobiana de T, por
Proposicién 14, tenemos que

dTH A - NdT™ = det[J(T)|dy* A -+ A dy".

Ahora, teniendo en cuenta las propiedades del pullback sobre formas diferenciales y la
conmutatividad del pullback con la derivada exterior, se obtiene que

/T*w:/T*(fdxl/\---/\dx”)
v v

:/(foT)(dT*a:l/\---/\dT*x”)
v (4.2)
:/(foT)(dTl/\~-/\dT”)

- /V(f o Tdet[J(T)|dy* A--- N dy".

De otro lado, por la féormula de cambio de variables para la integral de Riemann,

/Uw:/dexl---dm”:/V(foT)|det[J(T)]|dy1---dy”.

/T*w-:l:/w,
v U

donde el signo se escoge dependiendo del signo del determinante. Lo anterior muestra
que la integral de una n—forma no es un invariante bajo difeomorfismos de V' en U. Sin
embargo, es claro que si el difeomorfismo preserva orientacion,

/V T = /U o, (4.3)

De aqui y (4.2), se sigue que
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4.3.2. Integracion de formas diferenciales en variedades

La definicién de integral de formas sobre una variedad diferenciable n—dimensional,
presenta algunas caracteristicas distintivas, tales como

i) la variedad M debe ser orientable;
ii) como en el caso de R, solo podremos integrar n—formas;
iii) las n—formas “admisibles”deben tener soporte compacto.

Sea M una variedad orientada n—dimesional con un atlas orientado {(U,, ¢o)}, €l cual
determina una orientacién de M, y sea QF(M) el espacio vectorial de k—formas C* con
soporte compacto en M.

Si (U, ¢) es una carta en el atlas orientado y w € Q2(U), entonces, como ¢ : U — ¢(U)
es un difeomorfismo, se tiene que (¢~!)*w es una n—forma con soporte compacto en el
subconjunto abierto ¢(U) C R™. Se define la integral de w sobre U por

/Uw . /as(m(gb_l)*w'

La definicién anterior es independiente de la eleccién de ¢. En efecto, si (U, 1)) es otra
carta, entonces por la Definiciéon 20, ¢ o =1 : ¢(U) — ¢(U) es un difeomorfismo que
preserva orientacién. Luego, por (4.3), se tiene que

/‘f"U)(gb_l)*w - /111(U)(¢ N = /MU)(@/)‘I)*w.

A continuacion se extendiende el concepto de integracién a n—formas sobre toda la va-
riedad. Para ello es importante las siguientes observaciones:

i) Sean w € QF(M) y {pa} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento
abierto {U,}. Ya que la coleccién de soportes de p, es una familia localmente finita
(cada punto de la variedad pertenece a maximo un numero finito de soportes),
entonces para cada x € M, (p,w)(x) es cero excepto para un ndmero finito de
indices «. Luego, w puede escribirse en la forma w = ) p,w. Méas ain, como w
tiene soporte compacto, las funciones p,w son idénticamente cero en M excepto
posiblemente para un ntmero finito de indices «.

ii) Como el soporte de una funcién es cerrado y supp(paw) C supp poNsupp w, entonces
supp(paw) es compacto, por ser un subconjunto cerrado de un compacto.

De las observaciones anteriores, dado un indice «, p,w es una n—forma con soporte com-
pacto contenido en U, y por lo tanto la integral fUa pow esta bien definida. Ademas,
existe maximo un numero finito de tales integrales que no son cero. Con esto, definimos
la integral de w sobre M como la suma finita

I
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La definicién anterior es independiente del atlas orientado y de la particion de la unidad
subordinada a este cubrimiento. Sean {Vj3} otro atlas orientado de M que determina
la misma orientacién del atlas {U,} y {73} una particién de la unidad subordinada a
este cubrimiento. Por lo tanto, {(Ua N Vs, ¢Q|Uamvﬁ)} y {(Ua N Vs, TB|UaﬁV5)} son también
atlas de M, los cuales determinan la misma orientacién. Asi, ya que w puede expresarse
como w = » 5 ypw, se tiene que

Z/ paw:Z/ paZ’Yﬁw:ZZ/ pa’Yﬁw:ZZ/ Pa VW,
— Ju. o Ju. - Ju. o G Jvanvs

ya que el soporte de la funcién p,7ys esta contenido en U, N V3. Por simetria se obtiene

que
DY IETEED 55 Y Ay
g Vs a 8

aﬂV5
De aqui, la integral de una n—forma con soporte compacto sobre una variedad orientable
M estd bien definida.

Proposicion 23. Sea w una n—forma con soporte compacto en una variedad orientada
M. Si —M denota la misma variedad M, pero con orientacion opuesta, entonces

[l

Demostracion. Por la definicion de integral en variedades, es suficiente mostrar la prueba
en una carta (U,¢) = (U,z',...,2") de un atlas orientado de M y para 7 € Q}(U). Es

decir, es suficiente probar que si (U, ¢) = (U, —x', 2%, ..., 2™) es una carta con orientacién

opuesta a (U, ¢), entonces
[o@r==[ i
o(U) o(U)

Dadas r!,...,r" las coordenadas estdndar en R", se sabe que r* = 2% o ¢! para i =
1,2,...,n. En el caso de la funcién (/5, se tiene la misma equivalencia, excepto para i = 1,
caso en el cual tenemos r! = —z! o 95_1. Como en la carta (U, ¢), T puede expresarse en
la forma 7 = fda' A --- A da™, para alguna funcién diferenciable f, entonces

((5’1)*(fd1:1 A Ada™)
(fod d(xtod ™Y Ad@2od™ ) A---Ad(z"0p™?) (4.4)
=—(fo &_l)drl Adr2 A -« Adr™.

Similarmente, se obtiene

(6 r=(foop Ndr' A--- Ndr".
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Por otro lado, ya que ¢ o ¢! (U) = ¢(U) es un difeomorfismo con determinante
jacobiano |J(¢ o ¢~ )| = | — 1| = 1, se sigue de (4.4) que,

/~ (¢7)'7 = _/ (foo Hdr---dr"
o(U) B(U)
= —[ (fog (oo )I(¢od )dr!---drm
o(U)

:_/ (fog Hdr'---dr™
$(U)

—— [ @
o(U)
[l

Observacion 27. La integral de n—formas sobre variedades diferenciables con frontera
se define de manera similar.

De la definicién de integral de n—formas, se hace en general dificil realizar el calculo
de una integral, dado que se necesita conocer una particiéon de la unidad subordinada
a un atlas, lo cual no es facil determinar. Por tal razdn, se hace necesario introducir el
concepto de integral sobre un conjunto parametrizado.

Definicién 26. Un conjunto parametrizado en una variedad orientada n—dimensional
M es un subconjunto A C M junto con una funcion suave F' : D — M, donde D C R™ es
un dominio de integracion compacto, tal que A = F(D) y F restringido a int(D) es un
difeomorfismo que preserva orientacion. La funcion F' es llamada una parametrizacion de

A.

Observacion 28. Sean A un conjunto parametrizado sobre una variedad diferenciable
n—dimensional orientada M y F : D — M, G : D — M dos parametrizaciones de A.
Si w es una n—forma, no necesariamente con soporte compacto, puede ser probado [6,

Pdgina 356] que
/F*w:/ Gw.
D D

Ast, tiene sentido definir la integral de w sobre A por

/u):/F*w7
A D

donde F' : D — M es cualquier parametrizacion de A C M. FEsta definicion coincide
con la dada anteriormente en el caso en que A es una variedad, ver [6]. De esta ma-
nera, la integral de una n—forma sobre una variedad orientable M se puede calcular de
forma mas sencilla, si M se escribe apropiadamente como union disyunta de conjuntos
parametrizados.

Se ilustra la observacién anterior al calcular la integral de una 2—forma sobre la esfera

S2
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Ejemplo 27. Sea w la 2-forma en la esfera unitaria S* C R® dada por
w=xdy Ndz —ydr Ndz + zdx N\ dy.

Calcular fSQ w. Una parametrizacion en coordenadas esféricas de la esfera S? viene dada
por
F(p,0) = (sinpcos b, sinpsinb, cos p),

donde D = {(¢,0) e R?*| 0<p<m 0<60<2r}. Yaque
F*z = sinycosé, F*y = sinpsinf Yy F*z = cos p,
se tiene que
F*dz = cos g cos 0 dy — sin ¢ sin 6 db;
F*dy = cos psin 0 dy + sin ¢ cos 0 db;
F*dz = —sinp dep.
De aqui, por propiedades del pullback, se sigue que

Fro=F(rxdyNdz—ydr Ndz+ zdz A dy)
= F*o(F*dy N F*dz) — F*y(F*dx N\ F*dz) + F*z(F*dz N F*dy)
= (sin ¢ cos 0)[(cos @ sin @ dp + sin p cos 0 df) A (—sin p dyp)]
— (singsin #)[(cos g cos @ dp — sin @ sin 6 dh) A (—sin p dy)]
+ (cosp)[(cos p cos O dp — sin psind df) A (cos @ sin @ dp + sin ¢ cos 6 df)]
= —sin® pcos? 0df A dp — sin® psin® 6 d A dy
— cos® psin psin? 0 df A dp + cos? @ sin @ cos? O dp A db
= sin® o dp A df + cos? Osin p dp A db.

De aqui, F*w =sinpdp ANdf en D. Asi,

2 7r
/w:/F*w:/ / sin g dpdf = 4.
52 D o Jo

4.3.3. Teorema de Stokes

Para la prueba del Teorema de Stokes en variedades, se asume que en R" y H" el
teorema se cumple. Para ilustrar, se hace la prueba en el caso n = 2, el caso general sigue
la misma técnica, ver [6].

Sean z, %y las coordenadas estdndar en H? y la orientacién determinada por la 2-forma
dxAdy, la cual determina la orientacién estandar en la frontera, dada por 7_g/5, (dxAdy) =
dx, donde 7 denota la contraccién definida en la Definicion 24. Sea

W= f(l‘,y)dfﬂ +g($7y)dy

una 1—forma suave, donde f, g tienen soporte compacto en H?2. Existe a > 0 tal que los
soportes de f y g estdn contenidos en el rectangulo [—a,a] x [0, a], lo cual implica que
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el soporte de las derivadas parciales de f, g también estdn contenidos en [—a,a] x [0, a].
Entonces, como se ha visto antes, dw esta dada por

dw = (g2 — f,)dx A dy,

de lo cual se obtiene que

/ dw:/ Iz dxdy—/ fy dzdy
H? H? H?
:/ / G da:dy—/ / fy dydz (4.5)
0 —o00 —o0 J0
:/ / gxdxdy—/ / fy dydzx.
0 —a —a JO0

a

De aqui, como

/a 9e(r,y) dr = g(z,y)

—a

_0 oy /Oafyu,y) dy = f(z,y)

/7{2dw—/_2f(x,0)dx.

Por otro lado, como la frontera de H? es el eje 2 y dy es cero en la frontera, se tiene que
w = f(z,0)dz en la frontera. Por lo tanto

[ [ oo

lo cual prueba el teorema de Stokes en H2. La demostracién del teorema de Stokes en R?
sigue el mismo argumento.

0

—a

entonces

Ahora estan las condiciones para probar el teorema principal de esta seccién. Por
convencion, dada M una variedad n—dimensional orientada con frontera OM y w una
. * .
(n — 1)—forma sobre M, se expresa la integral faM 1*w por faM w, donde 2 : OM — M es
la funcién inclusion.

Teorema 4 (Teorema de Stokes en variedades). Sea w una (n — 1)—forma con soporte
compacto sobre una variedad orientada n—dimensional con frontera M. Entonces

Jaw=] (46)

Demostracion. Se supone que w tiene soporte compacto en una carta (U, ¢). Entonces
por la definicién de integral, conmutatividad del pullback con la derivada exterior y como
(¢~1)*w tiene soporte compacto en ¢(U) C H™, se tiene que

[aw= [ @hyan= [ agetye).
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Como el Teorema de Stokes es valido en H", entonces se cumple que

[y = [ @y

De aqui, por ser ¢|ynan : U NIOM — ¢(U) N OH™ un difeomorfismo que preserva orien-

tacion, se sigue que
[ oye= ] w
oM oM

de donde se concluye (4.6) en el caso que w tenga soporte compacto en una carta.

Para probar el caso general, sea {p,} una particién de la unidad subordinada al cu-
brimiento abierto {U,} . Entonces, para todo «, la funcién p,w es una (n — 1)—forma con
soporte compacto contenido en U,. Ademas, como fue mencionado anteriormente, p,w es
idénticamente cero, salvo posiblemente un nimero finito de indices «a. Asi,

Ju? =2

ZZC;/Md(p(M)
:;</Mdpa/\w+/Mpa/\dw>
) e )

Como ) po = 1, se obtiene (4.6). O

Ejemplo 28. Una importante aplicacion del Teorema de Stokes es el resultado cldsico del
Teorema de Green, el cual en R? se obtiene como sigue. Sean D un dominio reqular en
el plano con frontera 0D y w la 1-forma Pdx 4+ Qdy en D, donde P y Q) son funciones
reales suaves en D. Entonces,

P
/ Pd:v—l—Qdy:/ w:/dw:/ (@—i)dxdy,
aD aD D p \ Oz dy

la cual es la formula clasica del Teorema de Green estudiada en cdlculo en varias variables.

Ejemplo 29. Sea M una variedad diferenciable con frontera. Si w es una forma cerrada
en M, entonces la integral de w sobre OM es cero. En efecto,

/ w:/ dw =0,
oM M

ya que dw =0 en M.



Capitulo 5

Breve introduccion a la forma de
volumen

Las formas diferenciales tienen aplicaciones a diversas areas de la matematica y en
especial son muy utiles en geometria diferencial. Una de las tantas aplicaciones de lo
desarrollado en este documento es en analisis geométrico, en el cual es esencial la inte-
gracién sobre variedades Riemannianas. Vale la pena resaltar que la definicion de integral
es presentada para n—formas en variedades n—dimensionales y no asi, para funciones de
valor real que si pueden ser integradas en variedades Riemannianas mediante una forma
diferencial particular que depende de la métrica, la cual es llamada forma de volumen Rie-
manniano. Se finaliza la presente monografia con una introduccién a algunos conceptos
asociados a esta temaética.

5.1. Variedades Riemannianas y la forma de volumen

Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Riemanniana en M es un 2-campo
tensorial simétrico, suave y definido positivo en cada punto de M. La variedad M junto
con una métrica Riemanniana ¢, se denomina una variedad Riemanniana, la cual sera
denotada por (M, g). De la definicién es claro que si g es una métrica Riemanniana sobre
M, entonces para cada p € M, g, es un producto interno en 7, M, tal y como es mencionado
en [2].

En coordenadas locales (U, z',... 2"), una métrica Riemanniana se expresa en la
forma

g = gzjdxz X da’ = gz]dxl dl’j,

a9\ _ .
azmw)—gw

donde g;; = ¢ (

Observacién 29. Sea (M,g) una variedad Riemanniana y p € M. Dado un entorno
coordenado (U, z', ..., 2™) de p, el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt aplica-
do al marco coordenado [(0/0x',...,0/0x™)] nos permite garantizar la existencia de un
marco ortonormal [(X1,...,X,)] en cada punto q € U.

65
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Proposicién 24. Sea (M,g) es una variedad Riemanniana orientada n— dimensional.
Existe una unica n—forma orientada w en M tal que

w XXM =1, (5.1)
para cada marco ortonormal local orientado de M.

Demostracion. Dado que M es orientable, existe al menos una n—forma que no se anula
en M. Para construir una de tal n—formas que satisfaga (5.1), se asume su existencia,
denotada por w y veamos que caracteristicas debe cumplir. En particular, debe estar
definida localmente.

Se toma un marco ortonormal local orientado [( X1, ..., X,,)] y sea (a!, ..., a") el marco
dual correspondiente. Luego, en este entorno local, w se expresa en la forma

w=falA---Aam

Por lo tanto, por (5.1) y (1.1), se obtiene que f = 1, de donde w presenta la expresién
local

w=a'A---Aa" (5.2)
Esto muestra que w esta determinada de manera tnica. _
La existencia se prueba a continuacién. Sea [(X7, ..., X,,)] otro marco ortonormal local
orientado y (a',...,a") el marco dual correspondiente. Se define la n—forma

w=a A---Aa"
y sea XJ@ =53 i a?X ;. Ya que los marcos son ortonormales y ambos determinan la misma
orientacién en M, se tiene que la matriz cambio de base A = [a!] satisface det[A] = 1. De
aqui, B B s B B
w(Xy, ..., X,) =det[d? (X;)] = det[A] =1 =w(Xy,...,X,),

de lo cual se concluye que w = w. De esta manera se puede definir la n—forma w en un
entorno de cualquier punto p € M por (5.2), con respecto a cualquier marco ortonormal
local orientado. Claramente esta n—forma satisface (5.1). O

La n—forma anterior es llamada forma de volumen Riemanniano, la cual es denotada
por dV;. La siguiente proposicion muestra como se expresa dV; en un entorno coordenado.

Proposicién 25. Sea (M, g) una variedad Riemanniana orientada. Dado (U, x', ... a™)
un entorno coordenado, la forma de volumen Riemanniano se expresa en la forma

dV, = y/det(gij) dz* A -+ A dz™,

donde g;; son las componentes de g en éstas coordenadas.
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Demostracién. Sea (U,z', ..., 2™) un entorno coordenado de p, entonces en éstas coor-
denadas dV;, = fdz! A --- A dz™ para alguna funcién suave f > 0; encontremos f. Dado
[(X1,...,X,)] un marco ortonormal local orientado en un entorno de p y (a',...,a") su

marco dual asociado, entonces

P ,
or Z @ X,

J

para algunas funciones a?. Luego,

) i) , N 0
f‘“(%m%)—“ hooha (a_a_>

= det {aj (ai’ }

= det[a]].

N—

Por otro lado,

lo cual es la componente 7, j de la matriz producto AA”, donde A = [ag |. Asi,
det[g; ;] = det[AAT] = (det[A])?,

de donde se sigue que f = det[A] = £4/det[g;;]. Como se ha supuesto que los marcos
determinan la misma orientacion, se obtiene f = y/det[g;;], lo cual completa la prueba. [

Observacion 30. Sea M una variedad diferenciable n—dimensional. Es importante re-
cordar que solo es posible integrar n—formas, sin embargo, si se estd interesado en integrar
funciones de valor real con soporte compacto y M es una variedad Riemanniana orienta-
ble, tiene sentido definir la integral de f sobre M como la integral de la n—forma fdVj,
la cual tiene soporte compacto en M. Cuando M es compacta, se define el volumen de M
por Vol(M) = [, dVj.



Conclusiones

En el presente documento se desarrolld la teoria basica de formas en variedades dife-
renciables, extendiendo los conceptos de diferenciacién e integracion de funciones en R”
al contexto de variedades; el lenguaje de formas diferenciales es el mas adecuado para este
fin, ademas de ser importante para la extension de otros conceptos de interés, tanto en
matematicas como en otras areas, a variedades diferenciales. Destacamos los conceptos de
electricidad y magnetismo.

A continuacién se muestran resultados relevantes del documento:

» Detalladamente se describe el espacio de k—formas diferenciales QF(M) sobre una
variedad diferenciable M; se demuestra que es un espacio vectorial y se presenta de
manera explicita una base para este espacio.

= Tal como se desarroll6 en R”, los conceptos de producto exterior, derivada exterior
y pullback de formas diferenciales, se extendieron a variedades diferenciables.

= Se estudian diferentes caracterizaciones de orientacion de variedades diferenciables
con o sin frontera, las cuales son usadas posteriormente para definir integracién en
variedades.

= Se presenta de manera clara la integral para n—formas diferenciales con soporte
compacto sobre variedades diferenciables n—dimensionales orientadas y compactas.

s El Teorema de Stokes en variedades es formulado y probado, abordando todos los
conceptos necesarios para este resultado.

= Se hace una muy breve introduccion a variedades Rimannianas con el fin de mostrar
la integracién de funciones de valor real con soporte compacto, con respecto a la
n—forma de volumen. Esta tematica es de gran interés para futuros trabajos de
investigacion.
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