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Resumen

En este proyecto se propone investigar sistemas fuertemente correlacionados gene-
rando para ello, estados mezclados entre pequenos grupos de fermiones y bosones los
cuales se pueden permutar estando sujetos a un potencial arménico en una red 6ptica
a bajas temperaturas. En este caso, se construye una banda de energia a través del
hamiltoniano Hubbard-Fermi con el propdsito de determinar la energia fundamental
de las diferentes mezclas de particulas en redes opticas.

El método que se sigue es la diagonalizacién matricial de diferentes estados mecani-
co cuanticos con el fin de observar el comportamiento de las energias del sistema en
presencia de fermiones o bosones usando el hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard,
en el cual se tiene en cuenta la simetria de configuracion del estado fundamental a
través de una funcién de bosones y la interaccién entre particulas vecinas.

El resultado que se pretende obtener es el comportamiento de la energia fundamental
compuestas por iones atrapados en las redes 6pticas en términos de los cambios que
se susciten cuando se permutan diferentes tipos de particulas considerando las po-
sibles correlaciones cuanticas que faciliten los diferentes procesos fisicos que aqui se
producen. En particular, la idea de trabajar con fermiones y bosones es también
mostrar estados macroscopicos de la interaccion entre las diferentes especies que se
analizan a través de la teoria de campo medio.



Introduccion

La materia condensada es un campo de la fisica que se ocupa de las caracteristicas
fisicas de la materia. Siendo objeto de una alta investigacion cientifica, ofrece resulta-
dos experimentales y tedricos que permiten mejorar aspectos de la tecnologia actual
y la convierte en una de las lineas con mayor desarrollo técnico, cientifico y tec-
nolégico[1]. Como soporte fundamental de las investigaciones dentro de este campo
estan las redes épticas, las cuales son herramientas creadas debido a la interseccion
de multiples rayos laser en los cuales se atrapan diferentes atomos para una manipu-
lacién controlada de los mismos[2], lo cual es de gran importancia para la fabricacién
de diferentes materiales con caracteristicas deseadas para su aplicacién como: los
fermiones pesados, algunos materiales orgdnicos, las manganitas, los ruthenatos, los
cupratos, los superconductores de hierro y muchos més.

Recientemente la investigacion de sistemas fuertemente correlacionados se ha enca-
minado fundamentalmente en la capacidad de atrapar iones en potenciales periddicos
que se crean por medio de redes opticas. Tales sistemas permiten obtener un mayor
conocimiento de fenémenos que ocurren a nivel atéomico como las transiciones de
fase, especialmente la transicién entre superfluido y aislante de Mott[3]. En gene-
ral, tales fendmenos emergentes son tan diversos y surgen de las interacciones entre
sus elementos constituyentes y el entorno. El resultado de investigaciones de estos
fenomenos ha generado diferentes aplicaciones de utilidad para la sociedad y ha des-
pertado el interés en ser este campo de la fisica, donde saber describir de forma
matemadtica las interacciones entre particulas es crucial[4].

Teniendo en cuenta lo anterior, se va a realizar el estudio de un sistema conformado
por un anillo de tres sitios con una cantidad controlada de bosones y fermiones[26], a
través del modelo Bose-Fermi-Hubbard (BF H)[5]. Se analizaran las configuraciones
posibles de estas particulas en el estado fundamental, teniendo en cuenta que estas
hacen parte de una red éptica se obtendran las curvas de energia que describen las
diferentes fases presentes[6].



Este trabajo se encuentra dividido en tres capitulos. En el primer capitulo se reali-
za una introduccién a los fendmenos emergentes en materia condensada ademas de
algunos elementos necesarios para la elaboracién este trabajo de grado. En el se-
gundo capitulo se presentan los métodos necesarios para describir sistemas atomicos
frios para obtener el modelo BFH. En el tercer capitulo se realiza la descripcion del
modelo BFH aplicado en las distintas configuraciones de las particulas en el esta-
do fundamental, y asi obtener las curvas de energias para analizar la estructura del
estado fundamental al igual que las fases presentes en el sistema.
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1. Fendmenos Emergentes en Materia
Condesada

1.1. Resumen

En este trabajo se explora la interaccién entre sistemas de baja dimensionalidad,
correlaciones fuertes y fluctuaciones cuanticas que dan lugar a nuevos estados emer-
gentes de la materia en sistemas cuanticos de la materia condensada. Por “fenémenos
emergentes” se hace referencia a un sistema de muchos cuerpos cuyos miembros in-
teractian entre si produciendo un comportamiento colectivo complejo, el cual es cua-
litativamente diferente del comportamiento de las partes constituyentes al cambiar
las escalas de energia. El analisis tedrico del acoplamiento entre fermiones y bosones
en redes 6pticas por ejemplo, es en la actualidad un trabajo desafiante ya que mues-
tra interacciones entre particulas que hacen posible el estudio de correlaciones entre
ellas, generando restricciones de tipo geométrico y energético, lo cual limita el nivel
de prediccion de fenémenos criticos debido a las diferentes fluctuaciones cuanticas a
muy bajas temperaturas.

1.2. Fisica de la Materia Condensada

La materia condensada es un campo de la fisica, de alta investigacién cientifica
y desafio intelectual que toca, los fundamentos de la mecénica cudntica, mecanica
estadistica, ingenierfa y ciencia de materiales, ofreciendo resultados tedéricos y expe-
rimentales, proyectando un aumento de velocidades de procesamiento y capacidad
de almacenamiento de informacién, en la tecnologia actual; convirtiéndola en una de
las lineas con mayor desarrollo técnico, cientifico y tecnoldgico.

En materia condensada los fenémenos emergentes involucran interacciones entre
quarks y leptones, formando atomos y moléculas en enormes cantidades, responsables
de modelar la denominada materia a escala macroscépica. Este tipo de sustancia exis-
te en varios estados. Los estados mas comunes son el estado sélido, liquido y gaseoso.



La fase condensada se refiere a atomos y otras particulas microscopicas en posiciones
muy cercanas y experimentan importantes efectos de interacciones de corto alcance,
por tal razon el estado gaseoso no pertenece a la materia condensada. Ademas de las
fases liquidas y sélidas existen otro tipo de fases exdticas, en la cuales se destacan
las fases a bajas temperaturas como: el condensado de Bose-Einstein, gas de Fermi,
liquido de Fermi, condensado fermiénico, liquido de Luttinger y superfluido [7, 8]. Ac-
tualmente, la investigacion en esta area se ha encaminado al estudio de atrapamiento
de gases ultrafrios degenerados cuanticamente en potenciales periédicos creados por
redes Opticas, que han abierto el camino a la realizacion de nuevos sistemas en ma-
teria condensada. Tales sistemas, permiten obtener un mayor conocimiento de los
problemas fundamentales de la fisica de muchos cuerpos mas alla del acoplamiento
débil involucrando el régimen de campo medio y la transicion entre superfluido y
aislante de Mott en el formalismo de los sistemas fuertemente correlacionados, del
cual surgen nuevos fenémenos, como el magnetismo cudntico.[3] En general, estos
fenémenos emergentes pertenecen a las transiciones de fase cuantica y sus mecanis-
mos dependen fuertemente de la geometria de red y de la interaccion entre los atomos
atrapados [2]. El interés del estudio experimental y tedrico de estos efectos se con-
centra en multiples aplicaciones tecnolégicas. Por ejemplo, los sistemas nanoscopicos
fuertemente correlacionados pueden utilizarse en el proceso de preparacion y ma-
nipulacion controlada de diferentes estados cudnticos usados en la actualidad en la
informacion cuéntica, al igual que en sistemas de nanoelectromecéanica, microscopia
de resonancia magnética, transporte del calor en sistemas nanoscépicos y transporte
del espin.[9, 4]

1.3. Fendémenos criticos y Transiciones de Fase

1.3.1. Transiciones de Fase

En materia condensada existe una rica variedad de procesos fisicos descritos y exa-
minados a través de transiciones de fase influenciadas por la temperatura, densidad,
presién y campos externos. El interés por entender dichas transiciones, se debe a que
este es un fenémeno en el que se produce un cambio drastico entre los diferentes esta-
dos termodinamicos generando una caracterizacion de las propiedades macroscopicas
analizadas tedricamente como el surgimiento de una discontinuidad en funciones que
representan cantidades fisicas como la energia interna (E) y la entropia (S) del
sistema.[10]

Conforme a la taxonomia de las transiciones de fase es referida al grado de singu-

laridad. Cuando la derivada de primer orden de la energia libre (F') muestra una
discontinuidad, la transicién es de primer orden. En la préactica, las transiciones de
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primer orden se identifican por estar asociadas con un calor latente o entalpia de
transformacién. La transicién se llama continua, si las derivadas de segundo u orden
superior de la energia libre muestran una discontinuidad. Por ejemplo, las Transi-
ciones de fase de segundo orden son continuas en la primera derivada, pero exhiben
discontinuidad en una segunda derivada de la energfa libre [11, 10].

1.3.2. Fendémenos criticos

Durante los tltimos 30 anos, el area de fenémenos criticos se ha convertido en una de
las ramas de la fisica de la materia condensada que ha despertado el interés cientifico,
debido a su influencia en las transiciones de fase ocurridas en la naturaleza facilitan-
do el estudio de sistemas, en particular a muy bajas temperaturas donde el término
de fenémenos criticos se refiere a las propiedades termodinamicas cercanas a una
temperatura critica T de una transicion de fase de segundo orden como la ocurrida
de aislante a conductor.[12]

El comportamiento de magnitudes fisicas con la temperatura en las proximidades
de las transiciones de fase se puede explicar mediante exponentes criticos descripto-
res de la naturaleza de las singularidades, en varias cantidades mensurables. Tales
cantidades son seis, comtinmente denotados por letras griegas: a, 8,7, 0,n,v [14, 13].
A continuacién, se muestra la dependencia de capacidad calorifica (C'), magnetiza-
cién (M), susceptibilidad () y la ecuacién de estado con los exponentes criticos|[12]:

C~t™,
M ~Jt)°,
X~
M ~H"5,

(1.1)

Donde t es una temperatura reducida dada por:

_T-Tc
=5

(1.2)

En el limite ¢ — 0, cualquier cantidad termodinamica se puede descomponer en
una parte ‘“regular”, que permanece finita, mas una parte “singular” que puede
ser divergente o tener derivadas divergentes. La parte singular se supone que es
proporcional a cierta potencia de t, generalmente fraccional[12]. Los dos tltimos
exponentes, se refieren a la funcién de correlacién (I'(r)), que tiene la forma de
Ornstein-Zernike[13]

D(r)ish rPe s, (1.3)
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entonces, 1 y v, se definen a partir de la longitud de correlacién () y la decadencia
de la ley de orden (p)

~ ¢,
&~ It )
p=d—2+n.

Donde d es la dimensionalidad del espacio.[13]

1.4. Sistemas Fuertemente Correlacionados

Los sistemas fuertemente correlacionados son aquellos donde la interaccion entre las
particulas no se puede despreciar lo que hace que el problema sea muy dificil de
resolver puesto que no se puede simplificar a una teoria efectiva de una particula
como en los metales descritos por la teoria del liquido de Fermi. Un ejemplo de ellos
es el aislante de Mott.[3]

1.4.1. Transicion de Mott

Las transiciones entre fases metalicas y aislante pueden interpretarse en algunos ca-
sos en la representacion de bandas. Para ello se considera un metal simple con un
nimero par de electrones por atomo, dado que el nimero de estados en cualquier
banda es el doble del nimero de las celdas unitarias, los materiales que poseen un
nimero par de electrones por atomo y que cristalizan en una estructura con una
celda unitaria monoatomica deberian tener bandas completamente llenas o vacias a
menos que las bandas se superpongan. Los niveles de energia atémica se recuperan
en el limite de grandes distancias cuando los atomos se independizan. La superpo-
sicién entre bandas desaparece a un valor critico de la distancia interatéomica. Si la
banda interior estd completamente llena y la banda superior esta vacia, el sistema
se vuelve aislante. Es decir, un sélido cristalino hay bandas de energia con estados
cudnticos en el espacio de Fourier permitidos y otros prohibidos (gap). Si todos los
estados cuanticos de la udltima banda ocupada estan llenos, obtenemos un aislante
y, si estd parcialmente llena, tenemos un metal. Para los parametros de red maés
pequenos, el material es metalico. En este tipo de transicion de metales a no metales
se conoce como la superposicion de bandas o transicion de Wilson. Los aislantes se
conocen como sistemas de Bloch-Wilson[3]. En la figura (1.1) se observa una repre-
sentacién de un aislante de Mott en una red 6ptica donde se observa interacciones
atractivas entre atomos ultrafrios de gran importancia para la caracterizaciéon de si-
muladores cudnticos.
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Figura 1.1: Estado de aislante Mott metaestable con interacciones atractivas [16].

Teniendo en cuenta lo anterior, en un cristal constituido de 4&tomos monovalentes! los
electrones fuera de la coraza forman una banda media llena y el sistema es metalico
incluso si la distancia entre atomos es tan grande que la superposicién de las funcio-
nes de onda es exponencialmente pequena y la probabilidad de que un electrén salte
a sitios vecinos es casi insignificante. Esto se debe a que las interacciones electréon-
electrén no se tienen en cuenta en los cdlculos de la estructura de la banda. Si la
funcion de onda de la banda media llena descrita en términos de funciones extendi-
das de Bloch o en estados de Wannier localizados, genera una energia mucho mas
alta que las configuraciones con un electrén en la que actia la repulsion de Coulomb
intra atémica que crea una banda suficientemente estrecha, las fluctuaciones de carga
se bloquean y los electrones se localizan. De esta forma, Mott sugirié que el factor
dominante que determina si un sistema de electrones es metélico o no metélico es la
competencia entre la energia cinética y la energia de Coulomb que tiende a unir los
electrones a los atomos.[3, 15, 18]

1.5. Redes ()pticas

La interaccién de particulas fuertemente correlacionadas ha despertado mucho in-
terés a la comunidad cientifica durante la ultima década, debido a las potenciales
aplicaciones en sistemas frios tales como redes épticas las cuales presentan diferentes
tipos de transiciones. Estas transiciones se pueden detectar a partir del estudio de las
energias del estado fundamental para determinados potenciales y un niimero contro-
lado de fermiones y bosones. Permitiendo estudiar el comportamiento de energias del
estado fundamental en términos de potenciales de interaccién controlando el nimero

! Atomos monovalentes son aquellos que tienen valencia o niimero de oxidacién igual a uno.
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de fermiones y bosones. [19]

Una red 6ptica se genera superponiendo dos rayos laser en contrapropagacién. Debi-
do a la interferencia entre los dos rayos laser se forma una onda estacionaria 6ptica
con periodo %, en la cual los dtomos pueden quedar atrapados. En la figura (1.2)
observamos una representacion en tres dimensiones de una red optica con atamos de
rubidio atrapados los cuales se observa una conductancia. De manera més general,
al elegir los dos rayos laser para interferir bajo un angulo inferior a 180°, también
se pueden fabricar potenciales periddicos con un ciclo més largo. El potencial 6ptico
mas simple posible se forma superponiendo dos haces contrapropagantes, esto genera

un potencial de captura de la forma:
V(rz)=—Vy-e 2/ gin? (k2), (1.5)

donde el vector de onda de la luz laser es k = 27”, Vo la profundidad maxima del
potencial de red que es cuatro veces mayor que el potencial de atrapamiento,z es la
direccién de propagacién, r es la distancia entre cada pozo de potencial y w(z) es
el ancho de cada pozo [2]. Asi mismo, los potenciales periddicos en dos dimensio-
nes pueden formarse superponiendo dos ondas estacionarias a lo largo de direcciones
ortogonales. El potencial éptico resultante en el centro de la trampa, es entonces
una suma simple de un potencial puramente sinusoidal en ambas direcciones. Para
la creacion de una red optica tridimensional, tres ondas estacionarias ortogonales
deben superponerse. El caso mas simple de ondas estacionarias independientes, sin
interferencia cruzada entre rayos laser de diferentes ondas estacionarias, se puede
realizar eligiendo vectores de polarizacién ortogonales y también utilizando longitu-
des de onda ligeramente diferentes para las tres ondas estacionarias.[9] De manera
semejante se utiliza un confinamiento magnético, que también debe tenerse en cuenta
para el confinamiento arménico total de la nube atémica.

Las principales ventajas que ofrecen las redes épticas son:

i) Los atomos se mueven en un potencial que puede ser controlado dindmicamente.
La profundidad del potencial puede cambiarse controlando las intensidades
de los rayos 6pticos, haciendo que las interacciones entre los dtomos puedan
también ser cambiadas. Ademas, eligiendo frecuencias ligeramente diferentes
de los haces involucrados, es posible hacer una red moévil donde los diferentes
sitios (o trampas) se mueven con una cierta velocidad manejable.|[2]

i1) Se puede elegir la geometria y la constante de la red.[20]

i11) En una red 6ptica la dimensién del gas cudntico se puede cambiar de 3D a 1D
0 2D.[20]

Esencialmente, las investigaciones se han centrado en iones atrapados, que consisten
en aislar atomos individuales en un entorno controlado, de forma que no exista
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Figura 1.2: Atomos de rubidio atrapados en una red optica, utilizados para exhibir
una conductancia diferencial negativa [17].

ninguna interferencia con el entorno. Ademas de atrapar atomos, las redes dpticas se
han utilizado ampliamente para cristales foténicos. También son 1tiles para clasificar
particulas microscépicas. Los atomos en una red éptica proporcionan un sistema
cuantico ideal donde todos los parametros se pueden manipular. Por lo tanto, pueden
usarse para estudiar efectos que son dificiles de observar en cristales reales. Los
mejores relojes atomicos del mundo usan atomos atrapados en redes Opticas, para
obtener lineas espectrales estrechas que no se ven afectadas por el efecto Doppler y
el retroceso.[1, 8]
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2. Sistemas atémicos frios: Métodos y
Propiedades

2.1. Resumen

La materia formada por iones pesados hacen parte de los sistemas complejos que
presentan un amplio rango de comportamientos colectivos, dentro de los cuales se
pueden ennumerar la superconductividad, la superfluidez y el magnetismo cudntico;
el entendimiento y control de la naturaleza de la materia ha generado avances tec-
nolégicos que han transformado de manera trascendental y en multiples aspectos, la
vida cotidiana asi como la concepcion del entorno. Desde un punto de vista basico
y fundamental, estos avances se resumen en haber alcanzado un control sin prece-
dentes de los estados cuanticos de sistemas 6pticos y materiales en muchos de sus
grados de libertad. Los atomos y moléculas a temperaturas extremadamente bajas
mantienen un acoplamiento coherente tanto con otros atomos que los rodean como
con el campo electromagnético al que estan sujetos. Estos sistemas pueden mantener
su coherencia cuantica al evolucionar ante campos magnéticos y 6pticos controlados.
El control cuantico permite el desarrollo de protocolos ttiles para la ingenieria y la
fisica fundamental. Por ejemplo, se puede implementar lo que se llama un “simulador
cuantico” que corresponde a la realizacién de sistemas efectivos que simulan con alta
precisiéon estados entrelazados titiles para el entendimiento de la materia condensada.
En este contexto, es fundamental el andlisis de primeros principios que rigen el estu-
dio de sistemas colectivos de baja dimensionalidad y su aplicaciéon en nanociencia y
nanotecnologia. A continuacion se mencionan dichos fundamentos para el estudio de
redes Opticas y iones atrapados que es la base fundamental de este trabajo de grado.



2.2. Método de Enlace Fuerte

2.2.1. Formulacion general

El método de enlace fuerte analiza los estados propios atémicos que se localizan
en pozos individuales y permite que se generen estados microscépicos de manera
colecitva a primeros vecinos facilitando una probabilidad finita de que el electron se
encuentre en un pozo vecino. En la vecindad de cada punto, se puede considerar un
hamiltoniano completo del cristal periddico, H, que puede ser aproximado por el de
un solo dtomo situado en un punto determinado, (Hy)[15]. Ademds asumiendo que
los niveles enlazados (¥,,) del hamiltoniano atémico estan bien localizados se puede
determinar la ecuaciéon de Schrodinger para un dtomo en el origen:

Hat\pn = Enana (21>

en donde se necesita que la funcién de onda W, (r) sea muy pequena cuando r
exceda una distancia del orden de la constante de red[15]. Considerado lo anterior,
se conforma un hamiltoniano del cristal (H) como

H=H,;+ AU (r), (2.2)

en el cual AU (r) contiene todas las correcciones al potencial atémico requerido para
producir el potencial completo del cristal.! A través de la descripcién de Bloch se
desarrolla las funciones propias para el hamiltoniano (2.2), para las cuales se debe
encontrar las N combinaciones lineales de las funciones de onda degeneradas que
satisfacen la condicién de Bloch?, en donde las combinaciones lineales son:

Ui (r) =Y M, (r = R), (2.3)

donde el vector de onda K varia a través de los N valores en la primera zona de
Brillouin y el vector R en la red de Bravais [15]. La funcién de onda (2.3) satisface
la condicién de Bloch con el vector K, mientras que continua mostrando el caracter
atomico de los niveles. Del mismo modo, las bandas de energia tienen poca estruc-
tura, entonces para remediar esta deficiencia U, () se vuelve mas pequena, pero no
exactamente cero, antes de que AU (1) sea apreciable. Esto sugiere una solucién a la
ecuacién completa del cristal que conserve la forma general de la ecuacion (2.3):

U(r)=Y " (r—R), (2.4)

R

Ver apéndice B. Técnicas de Aproximacién.

2La condicién de Bloch o teorema de Bloch describe el movimiento de los electrones en un
sélido, basandose en la idea de que un sélido posee una estructura microscépica periddica, es decir:
U (r+ R) = ¢!E-EBY (r), para cada R en la red de Bravais.
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donde ¢(r — R) son las funciones de Wannier que se estudian en la seccién 2.2.2.
Si el producto AU (r) ¥, (r), diferente de cero, es excesivamente pequeno, se puede
esperar que la funcién ¢ (r) este muy cerca de la funcién de onda atémica [15],

6 (r) = ba¥u(r), (2.5)
en el cual b, son coeficientes. La ecuacién de Schrodinger del cristal es:
HY(r) = (Hy + AU (1)) ¥ (r) = e(K)¥(r). (2.6)

Si se considera la funcién de onda atémica U¥, (donde el subindice m indica un nivel
especifico) ésta se integra sobre todos los r usando el hecho de que,

/ U Ho U () dr = / (Ho W, (1)) U (r)dr = E,, / UL (2.7)
De esta forma se determina que [15]:
(e(K) — En) / U (r)W(r)dr = /\I’TH(T)AU(T’)\D(T)CZT, (2.8)
y usando la ortonormalidad de las funciones de onda atémica,
[ v = b, (29)
se llega a una ecuacién de valores propios que especifica los coeficientes b, (K) y las

energias propias de Bloch ¢(K)[15]:

n

e (r)W,,(r — R)eiK'Rdr) bn
>/

2 (Z JRZGICIGIATE R)eiK‘Rdr> b
n R#0

La ecuacién (2.10) nos describe la estructura de las bandas en un sélido.

(e(K) = Bn) b = — (e(K) = Ew) ) (

2.2.2. Funciones de Wannier

Las funciones de Bloch para cualquier banda pueden escribirse en la forma (2.3)
en la que se basa la aproximacion de enlace fuerte. Las funciones ¢ desempenan el
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papel de las funciones de onda atémica que se conocen como funciones de Wannier.
Para establecer que cualquier funcién de Bloch U, k() se pueda escribir en la forma
(2.3), primero se escribe como funcién de vector K para un r fijo [15]. Si W, k() es
periédica en la red reciproca, se puede realizar una expansion en series de Fourier
de ondas planas con vectores de onda en la red directa. Asi, para cualquier r fijo, se
puede escribir:

Ui (r) = fulR, 1), (2.11)

donde los coeficientes en la suma dependen de r, asi como de los vectores de onda, ya
que para cada r se genera una funcién diferente de K que se estd expandiendo.[18] La
ecuacién (2.11) es de la forma de la ecuacién (2.3), siempre que la funcién f,(R,r)
dependa de r y R. Pero si r y R son desplazados por el vector de red Ry, entonces f
no tiene cambios como una consecuencia directa de la ecuacién (2.11). Asi f,(R,r)
tiene la forma:

fu(R,7) = ¢n(r — R), (2.12)

que es la nueva funcién de Wannier [15].

2.2.3. Segunda Cuantizacién

Adecuar un formalismo fisico y matematico construido a partir de una base de estados
localizados {|i)} en cada i—ésimo atomo facilita que el hamiltoniano de interaccién
de enlace fuerte se pueda analizar de manera mas sencilla eligiendo un conjunto de
estados que estudie la interaccion colectiva. Tal eleccién, depende de la medida de
los estados atémicos originales que se superponen con sus vecinos.[21]

Considerando C’Z-T el operador de creacion y C; el operador de aniquilacién de un
electrén en el estado |¢;), se forma el hamiltoniano aproximado Hy, para un electrén
en una coleccién de pozos de potencial de la forma?

Hy, =Y UCLC, (2.13)

donde Uj; es la energia del estado ligado en el sitio ¢. Para un electrén en el estado
|¢;) se generan funciones de onda que se extienden hacia los pozos vecinos, dando al
electrén una amplitud finita para saltar a un sitio adyacente [21]. A esta amplitud
de salto t, se le anade un efecto en términos de los operadores de creacién y ani-
quilacién como: —tC’lT Cy. Haciendo esto para todos los sitios y teniendo en cuenta
solo los vecinos mas cercanos, se tiene el modelo completo de enlace fuerte en una

3Ver apéndice A. Clasificacién de las Particulas.
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dimensién[21]:

1

Hy=> —t{C]Cii +C},,Ci} + Y _UCIC. (2.14)

El término de superposicién entre los orbitales vecinos se denomina amplitud de salto
y esta dada de la forma:

t=— /drgb*(r — p)Ho(r), (2.15)

donde ¢ son las funciones de Wannier. Los estados propios deben obedecer el teo-
rema de Bloch, asi que teniendo una combinacion lineal de orbitales atomicos como
soluciones estimadas para los estados propios del hamiltoniano completo del cristal,
se puede llegar a:

) = Wy () = \/LN S R, (- — R), (2.16)

donde R son los vectores reticulares y N es el nimero de celdas en el cristal.[21]

2.3. Modelo de Heisenberg

El modelo de Heisenberg es un modelo mecanico cuantico de muchos cuerpos que
ayuda al estudio de fenémenos colectivos entre los conocidos se destacan tanto los
fenémenos criticos como las transiciones de fase y las interacciones magnéticas, de
comun acuerdo con otros modelos como el de Ising e involucra también los efectos
de espin. En esta seccién se describe dicho modelo para un conjunto de particulas
que indican un modelo colectivo trivial.

Considerando dos atomos de Hidrégeno separados por una distancia R como se

muestra en la figura (2.1), donde a y b representan los nicleos, 1 y 2 simbolizan los

electrones, r,, v 71, son las distancia del nicleo al electrén, r,, y 1, las distancias

del nucleo al electron vecino y 712 la distancia entre los electrones [18, 3]. Los dtomos

de Hidrégeno en el estado fundamental, son descritos por los hamiltonianos:
R _, e? R _, e?

HY(1) = ——V3 — H)(2) = ——V2— :
o(1) om 1 ATegTay 4 0(2) om 2 Admegry,

(2.17)

Sean W, (1) y ¥, (2) las funciones de onda espaciales del estado fundamental, es decir:

HEW,(1) = EgWa(1),  HYW,(2) = Eoly(2), (2.18)
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1 Mz 2

-4— Electrones

-%— Nicleo

Figura 2.1: Modelo para dos atomos de Hidrégeno [18].

donde Ej es la energia del estado fundamental del atomo de Hidrégeno. Las funciones
de onda moleculares del Hidrégeno de orden cero pueden escribirse como[18]:

Uy = W, (1)Wh(2) £ e (2)Ws(1). (2.19)

Tomando la aproximacién de Heitler-London* para las funciones de onda no norma-
lizadas, se obtiene que:
f \I/iH\I/idTldTQ
EL = 5
f \I/:th 1d7’ 2

en donde 7; = dx;dy;dz;. Utilizando las funciones de onda reales para estados esta-
cionarios, se generan los correspondientes valores propios normalizados[18]:

HH (2.20)

1
U, (1,2) = m[ 1(1,2) £ Uy(1,2)], (2.21)

en el cual, S es la integral de solapamiento® y,

\111(172) - qja(l)q]b(2)v (2'22>

\112(172) - \Ija(2)\11b<l)
Sea W, una funcién simétrica en el intercambio de coordenadas 1y 2, y U_ es una
funcién antisimétrica en el intercambio de coordenadas® 1 y 2 [18]. Asi, la funcién
de onda total W es una superposicién de ambas funciones. Denotando «(i) como
la funcién de onda del electrén i con “espin hacia arriba” y 5(j) como la funcién

4La aproximacién de Heitler-London es también conocida como método de enlace de valencia y
es empleada para determinar la variacion energética cuando dos dtomos, cada uno con un electréon
se acercan y forman una molécula.

°La integral de solapamiento estd definida como: S = [ W¥y(1,1)Us(1,2)dridr

Sver apéndice A. Clasificacién de las Particulas
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de onda del electrén j con “espin hacia abajo”, entonces la funcién de onda total se
puede escribir como[18]:

1 EIUPR
Wy = T () +0y) \/5[ (1)B(2) —a(2)B(1)]
a(1)a(2)
) , 1 (2.23)
U = N T (U1 —Ty) ¢ 5l all)B(2) +a(2)5(1)]
B(1)B(2).

La funciéon U7 tiene espin total igual a 0, es decir, que es un estado singlete que
corresponde a espines antiparalelos y la funcion U, tiene espin total igual a 1, se
refiere a un estado triplete que corresponde a espines paralelos. Tomando este caso
de dos particulas se escribe un hamiltoniano efectivo de espin [7]. Sea S; y Sy los
operadores de espin para las particulas 1 y 2. Entonces:

(S1+S,)° =S2 4 S2+ 28, - Sy, (2.24)

. 2 ol -
puesto que los valores propios de S? y S2 son %, se puede escribir para un ¢ apro-

piado’,
1 3h?

S1 - S0 = 5[ (S1+ )" — 7] ¢. (2.25)

El hamiltoniano efectivo de espin para dos electrones en los dtomos diferentes se
denota como

H=—-2JS,-Ss, (2.26)

donde J se llama la constante de intercambio y J = J(R) es dependiente de la
separacién de los dtomos|7]. Si hay varios electrones en el mismo dtomo y si J es la
constante para todos los electrones en el mismo atomo, se expresa por

H==> JogSa-Ss (2.27)
a,B

en donde S; y S; se refiere a los operadores de espin asociados con los atomos k
y (. Esta tltima expresion se denomina como hamiltoniano de Heisenberg para un
sistema de espines interactivos.|7]

"Las funciones ¢ son de la forma de ecuacién (2.23), dependiendo si los espines son paralelos o
antiparalelos.

23



2.4. Modelo de Ising

Uno de los fenémenos mas interesantes en la fisica del estado sélido es el ferromag-
netismo. En algunos metales, una fraccién finita de los espines de los atomos se
polariza espontaneamente en la misma direcciéon, dando lugar a un campo magnéti-
co macroscépico. Esto ocurre, sin embargo, solo cuando la temperatura es inferior a
una temperatura caracteristica conocida como la temperatura de Curie. Por encima
de la temperatura de Curie los espines se orientan al azar, entonces no producen
ningtn campo magnético neto. El modelo de Ising es un intento crudo de simular la
estructura de una sustancia ferromagnética.[12, 24]

En este modelo, el sistema considerado es una matriz de N puntos fijos llamados
sitios de red, que forman una red periédica n—dimensional (n = 1,2,3). Asociado
con cada sitio de la red se determina una variable de espin S; (i = 1,..., N) que se le
asigna +1 o —1. Si §; = +1 se dice que el i—ésimo sitio tiene “espin hacia arriba” y
si S; = —1, se dice que tiene “espin hacia abajo”[12]. Un conjunto dado de nimeros
{S;} especifica una configuracién de todo el sistema y la energia de configuracién
dada por {S;}, se define como

N
(ig) i=1
donde el subindice I representa Ising, ¢;; es la energia de interaccién, H es el campo
externo y el simbolo (ij) denota un par de espines de vecinos mas cercanos. No hay
distincién entr?v (i) y (j7). No hay distincion entre (ij) y (ji). Asi, la suma sobre
ol

(i) contiene %=, donde ~y es el niimero de vecinos més proximos de cualquier sitio

dado [12], por ejemplo:

4, Red bidimensional cuadrada
v7=1< 6, Red ctbica simple (2.29)

8, Red cubica centrada en el cuerpo.

La energia de interaccion €;; y el campo magnético externo H, son constantes. La
geometria de la red se tiene en cuenta en el problema a través de v y €; [12]. Para
simplicar, se especializa el modelo en el caso de las interacciones isotropicas, de modo
que todos los ¢€;; sean iguales a un nimero dado e. Asi, la energia se tomara como

N
Er{Si} =—€) SiS;—H S (2.30)
(i5) i=1

El caso € > 0 corresponde al ferromagnetismo y el caso € < 0 corresponde al antife-
rromagnetismo [12].
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2.5. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard® se introduce para modelar correlaciones electrénicas en ban-
das estrechas de energia con una serie de tratamientos aproximados. Un sélido con-
siste en iones y electrones condensados en una estructura cristalina, dado que los
iones son mucho méas pesados que los electrones, se puede considerar que los iones
forman una red estatica[5]. En esta aproximacién, la dindmica de los electrones es
gobernada por el hamiltoniano

H=Y (P? F0) - 3 Vi - X, (231)

2m —
1<i<j<N

donde N es el nimero de electrones, V;(X) es el potencial periédico de los iones y,

62

(2.32)
es la repulsién de Coulomb entre electrones [5]. A pesar de la aproximacién drastica
suponiendo una red estatica, el hamiltoniano (2.31) es demasiado complicado para
ser resuelto exactamente. Este hamiltoniano tiene todas dificultades de un sistema
de muchos cuerpos. Por esta razén se usan aproximaciones como lo es campo medio?,
que es aplicada a la ecuacién (2.31)[9]. Esta aproximacion se transforma en funcién
del potencial auxiliar V4(X) como

H= ; (;P; + V(Xi)) + > UKLX)), (2.33)

1<i<j<N

donde se introdujo unos potenciales efectivos de uno y dos cuerpos, V(X) y U(X,Y)
comol5]:

V(X) = Vi(X) + Va(X),
1 (2.34)
URX,Y) = Ve(X = Y) = o (Va(X) + Va(Y)).
Las aproxiamciones de campo medio a H se reducen a simplemente fijar U(X,Y)
igual a cero. Para esto, el potencial auxiliar debe ser elegido de tal manera que los
elementos de matriz del potencial efectivo de dos cuerpos U(X,Y) entre los estados
propios del hamiltoniano de una particula se vuelvan pequefios [5],

(X, P) = ;Pi +V(X). (2.35)

m

8L]eva el nombre en honor a John Hubbard, quien en una serie de articulos propuso una serie
de tratamientos aproximados asociados al problema de muchos cuerpos.
9Ver apéndice B. Técnicas de Aproximacién.
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Dado que el potencial de un cuerpo V(X) el cual es periddico, las funciones propias
de hy son funciones de Bloch, es decir, son de la forma:

Gar(X) = ™F U (X), (2.36)

aqui U, x(X) tiene la periodicidad de la red, k es el cuasimomento y « el indice de
la banda [5]. El vector de causimomento k corre sobre la primera zona de Brillouin.
Siendo las funciones propias del hamiltoniano de una particula hq,

h19ar(X) = earpar(X), (2.37)

las funciones ¢, x(X) constituyen la base de estados de una particula[5]. Una base
de una particula complementaria es proporcionada por las funciones de Wannier
0a(X —R;), donde R; es un vector de red y ¢,(X) se define como:

$a(X) = % D par(X), (2.38)

aqui L denota el niimero de iones [5]. Las funciones de Bloch se expresan en términos
de las funciones de Wannier por medio de la inversa de Fourier,

an(X) = % Z eERip (X —R,). (2.39)

Introduciendo los operadores de creacién C’lk de electrones de espin a, en estados de
Bloch!® e introduciendo las transformadas de Fourier, se tiene que[21]:

on a \/— Z T C;rlk a’ (24())

Usando la ecuacién (2.39), se puede expresar el operador de campo, que crea un
electréon de espin a en la posicién X, de dos maneras diferentes,

=D V(X)CL, = Zcb (X = R)C. (2.41)
ak

La férmula general que relacién los formalismos cuantificados es [5]:

H=Y)" / dz® Ul (X)h U, (X)
aTi
(2.42)

+_ bz / dzdy® U (X)W (VU (X, Y)Wy (Y) T, (X).
a,b="1,

10Ver apéndice A. Clasificacién de las Particulas.
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Expresando el hamiltoniano (2.31) en segunda cuantizacién en la base de los estado
de Wannier, se tiene quel[5]:

_ E T § : § : B 5
H = tzo;Ooaz aOOfJ, + o;k:l’y aza Bg bCVk,bO&’a? (243>
,1,5,a a,B8,7,6 a,b
Z7j7k7l

aqui los elementos de la matriz de salto ¢7; estan dados por:
1 )
= /m%;(x ~R)ha(X —R;) = 7 D BT, (2.44)
k

. , . ., ) .
del mismo modo, el parametro de interaccion Ugff se expresan como integrales de

superposicion,
Ui = [ a8~ ROSH(Y ~ R)UK V) (¥ -~ R)o(X - Ri).  (245)
Luego, introduciendo los operadores de nimero de particulas n; = C +Cit y niy =

C’ 1Ciy, al igual que la consideracion de una sola banda en donde o = 1 el hamilto-
nlano se reduce a [21]:

H=—-tY Cl.Cia+U> nyny. (2.46)

Aqui el simbolo (7, j) denota la suma sobre pares ordenados de vecinos més cercanos
[21, 5].
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3. Redes ()pticas y Iones Atrapados

Una red éptica esta formada por la superposicion de multiples rayos laser proporcio-
nando un patrén de onda estacionaria. En esta interaccién, los atomos interaccionan
con el laser y el campo eléctrico del mismo inducen un momento dipolar en los ato-
mos que a su vez se relaciona con el sistema. Esta interaccion modifica la energia de
los atomos de una manera que depende tanto de la intensidad de la luz como de la
frecuencia del laser. A medida que los haces interactian entre si, se crean regiones
con mayor y menor intensidad de luz donde los atomos colocados en la red tenderan
a buscar los puntos de intensidad minima o maxima dependiendo de la frecuencia
del laser, que permite aislar atomos individuales en un entorno controlado, de forma
que no exista ninguna interferencia con el ambiente.

Esta es una herramienta muy importante en el campo de la ciencia, al igual que el
campo tecnoldgico, cuyo estudio esta lleno de fenémenos fascinantes que permiten
ampliar la frontera del conocimiento, suministrando mejoras tecnoldégicas que han
demostrado ser utiles en numerosas aplicaciones como la detecciéon cuantica, que ex-
plica cémo la interaccién radiacién-materia optimiza el transito de la informacién [2].
Asi mismo, las redes Opticas de iones atrapados posibilitan la fabricacién de relojes
de alta precision y su aplicacién a sistemas de posicionamiento global [33]. De ma-
nera semejante, tales redes facilitan la produccién de circuitos integrados capaces de
realizar operaciones binarias aumentando la velocidad de los elementos electrénicos
[32]. Otras aplicaciones importantes de estos dispositivos mecanico cudnticos esta en
el campo de la salud, por ejemplo, en los espectrémetros de masas que son utiliza-
dos para deteccién de enfermedades infecciosas que causan una elevada mortalidad
y morbilidad [34]. En este contexto, es fundamental el anélisis de redes épticas con
iones atrapados para el estudio de sistemas colectivos de baja dimensionalidad con
potencial aplicacién a la industria de la nanotecnologia.A continuacién se presenta
una base formal para el estudio de redes épticas con bosones y fermiones en estado
fundamental para observar sus propiedades y una aplicacién en el entorno de este
trabajo de grado.
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3.1. Modelo de Bose-Fermi-Hubbard

Una vez realizada la descripcién preliminar del comportamiento de particulas con
espin y sus interacciones a corto alcance en un dispositivo mecanico cuantico usando
los diferentes modelos tedricos previamente descritos, se pretende realizar el estudio
de sistemas fuertemente correlacionados en materia condensada a través de redes
dpticas que tienen en cuenta la interaccién de bosones y fermiones [5, 6]. La descrip-
cion formal de esta observacion, se realiza a través del modelo Bose-Fermi-Hubbard
(BF H) que optimiza el analisis fisico de la dindmica de las particulas entre los ato-
mos de los sélidos que tiene en cuenta bosones y fermiones. Dicho hamiltoniano se
expresa como [6]:

HZHb—i-Hf—i-be—l-Hbf, (31)

donde Hj, es el hamiltoniano para los bosones, H es el hamiltoniano de los fermiones,
Hy, es el hamiltoniano de la interaccién bosén-bosén y Hyy el hamiltoniano de la
interaccién bosén-fermién, que son descritos como

He— T3 (860 +€46). e ()
(L,m)

3
Uy b

Hy, = - DM () — 1), (3.2)

=1

3
Hyp = Uy Y i

=1

Aqui, bt ((S) son los operadores de creacién (aniquilacién) para los bosones y f f < f >

son los operadores de creacién (aniquilacién) para fermiones'; los operadores niimero
de uso de regular en mecénica cusntica son #¢ = 1€ donde € € {b, f} [6]. El término
T¢ es el coeficiente de tunelamiento entre préoximos vecinos. La interaccion intra e
inter especies es controlada por Uy > 0 y Uy respectivamente, donde Uy, es el
potencial de interaccién entre bosones y Uys es el potencial de interaccién entre
bosones y fermiones, cuyo valor se establece més adelante.[6]

3.2. Configuracion del Estado Fundamental

El estado fundamental de un sistema compuesto de iones atrapados representa el
nivel de menor energia posible el cual se simboliza a través de un vector en notacion

Ver apéndice A. Clasificacién de las Particulas.
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de Dirac que contiene toda la configuracién del sistema de la siguiente manera [6]:

) =2, |¥), = |nf.nf,nf) @ nf.nb,nf),. (33)
para el cual se debe verificar que,
n{ +nf+nf =Ny y n)+nb+nf=N, (3.4)

en donde, Ny es el nimero de fermiones y N, es el nimero de bosones. En una
configuracion de tres bosones y un fermién en una red éptica se observa dos ca-
sos especificos en relacién con la interaccién entre bosones (b) y fermiones (f) [6].
El primer caso corresponde a una interaccion repulsiva y un nimero de fermiones
constante, (Ny = 1), donde los vectores de estado correspondientes a los niveles mas
bajos de energfa tienen la siguiente forma [6]:

|1>+ - |17070>f ® |O’370>b7
12), = [1,0,0), ®10,1,2), 5)
‘3>+ — ’07()’ 1>f ® ’0727 1>b7

|4>+ - |17070>f ® |]-7 17 1>b

En el segundo caso, se consideran las interacciones atractivas entre bosones y fermio-
nes mantiendo constante el nimero de fermiones (N; = 1) y los vectores de estado
correspondientes a los niveles més bajo de energia tienen la siguiente forma [6]:

|]'>— — |0707 ]->f ® |07073>b7
2) —11,0,0), ®[2,0,1),,
2)- —[1,0,0); @[2,0.1), 56
‘3>—_>|17070>f®’17072>b7
[4)_ —10,1,0), ®[1,1,1),.

3.2.1. Configuracién de Estado Fundamental con Cuatro Bo-
sones y un Fermién

Considerando ahora la configuracion de tres sitios, cuatro bosones y un fermién en
la red éptica, se observa dos casos especificos en relacién con la interaccién entre los
bosones (b) y fermiones (f). El primer caso corresponde a una interaccién repulsiva
para el cual se conforma unos vectores de estado idoneos para los niveles de mas baja
energia de la siguientes forma [6]:

|1>+_>|17070>f®’0’272>b7
2y, — [1,0,0), ®10,1,3), ,
2), = 11,00, ®10,1,3), .
‘3>+ - |0707 1>f ® ’27 17 1>b7
|4>+ - |170a0>f ® |27171>b'
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En el segundo caso, describe las interacciones atractivas entre bosones y fermiones
que se representan a través de vectores de estado de los niveles de menor energia asi:
‘1>— — ’07 Oa 1>f ® ’07 074>b )
|2>— — |17 Oa O)f ® |37 07 1>b )
|3>— - |17 07 O>f ® ’17 27 1>b )
|4)_ — |0, 1,0>f ®1,2,1),.

(3.8)

3.3. Resultados

El estudio del estado fundamental de un sistema de un anillo de tres sitios con una
mezcla de Bose-Fermi para una pequena cantidad de atomos se realiza a través del
modelo BF H. El sistema inicialmente se encuentra con tres bosones y un fermién
sin la presencia de ningin campo externo, al mismo tiempo se mantiene fija la in-
teraccién entre bosones y fermiones a un valor de |Uys| = 10 [6]. De las propiedades
del potencial de interacciéon bosén-fermion se evidencia dos regiones, especificamente
para Uy > 0 que indica la interaccién repulsiva, en el caso contrario para Uyy < 0
corresponde a la interaccion atractiva, correspondientes a la interaccion boson- fer-
mién. En el primer caso (Uyy > 0), los vectores correspondientes que describen este
comportamiento son de la forma de la ecuacién (3.5), a los cuales se les asigna un
esquema adecuado dado por la figura (3.1) que representa la organizacién de cada
boson y fermion presente en el sistema.

W

(a) Esquema del Esquema del (¢) Esquema del Esquema del
estado: [1), = estado 12), = oestado: [3), = estado 4y, =
|1a0a0>f®|0a350>b ‘150?0>f®‘07172>b |07071>f®|072a1>b |1a0a0>f®|1a 9 >b

Figura 3.1: Esquema de las configuraciones de estado de tres Bosones (circulos azules)
y un Fermién (circulo rojo) para interacciones repulsivas.

En la figura (3.1) se observa cémo evolucionan los estados desde una configuracién
inicial hasta una configuracion con menor energia y mayor estabilidad, dada por
distribucién de las diferentes particulas. Principalmente se realiza un analisis de las
energias de cada estado para la determinacion del estado fundamental, a través del
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hamiltoniano BF' H dado en la ecuacion (3.1), el cual se aplica a los vectores de esta-
do (3.5), obteniendo unas curvas de energia representadas en la figura (3.2) donde se
aprecia que a medida que cambia la intensidad de la interaccion bosoénica, el estado
fundamental modifica su simetria al igual que transforma su estructura desde una
mezcla de estados |1) y |2), para pequenos valores de Uy, hasta el estado |4), para
valores grandes de Upy,.

50
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Figura 3.2: Energia de repulsién de los estados (F) en funcién del potencial de
interaccién Bosén-Bosén (Uy,) para un sistema de tres Bosones y un Fermién en una
red optica.

Se observa claramente que el estado fundamental en esta region es la superposicién
de los estados |1), y [2), para valores Uy, pequenos que evoluciona hasta alcanzar
el estado [4) para valores grandes de Uy. De la figura (3.2) se examina que no se
consigue un tnico estado de minima energia, debido a las interacciones entre bosones
y fermiones imposibilitan alcanzar dicho estado principalmente por la competencia
entre bosones y fermiones por dominar el sistema. Al igual se observa de la figura
(3.2) que para pequenas cantidades de potencial de interaccién bosén-bosén (Uy)
se exhibe un estado de superfluidez dado por los estados |1), y [2), en contrapo-
sicion con la region aislante que aparece para valores de interaccién bosén-boson
més grandes la cual se encuentra dominada por el estado [2), y cambia hacia el
estado [4),. En la regién entre (107" — 10°) se encuentra un punto critico donde
hay una transiciéon de la fase de superfluido hacia un aislante. Con respecto al es-
tado |3), se observa que es muy inestable debido a la configuracion de cada uno
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de los bosones y el fermién que se observa en la figura (3.1). Ademads, también se
analiza en la curva de energfa del estado |3), de la figura (3.2) que a medida que se
aumenta la interacciéon bosén-bosén se aumenta la energia del estado con una ten-
dencia hacia una superposicién con el estado [2), . Asf mismo se nota una brecha de
energfa entre la superposicién de estados [1), y |2), con respecto a los estados |4) vy
|3) . debido a la fuerte repulsién del bosén en relacién con otros bosones y el fermién.

En el segundo caso, (Uyy < 0) correspondiente a la interaccién atractiva entre bosones
y fermiones, donde los vectores correspondientes que describen este comportamiento
son de la forma (3.6), para los cuales se asigna un esquema de configuracién adecuado
dado por la figura (3.3) que representa la organizacién de cada bosén y fermién en
el anillo de tres sitios.

wow e

(a) Esquema del Esquema del (c) Esquema del Esquema del
estado: |1)_ = estado 2)_ = estado: |3)_ = estado 4)_ =
|0,0,1>f®|0,0,3>b \1,O,O>f®\2,071>b |1,0,O>f®|170,2>b |O,1,0)f®|1,1,1)b

Figura 3.3: Esquema de las configuraciones de estado de tres Bosones (circulos azules)
y un Fermién (circulo rojo) para interacciones atractivas.

Al igual que en el anterior caso, en la figura (3.3) se observa cémo evolucionan los
estados desde una configuracion inicial hasta alcanzar una configuracién con menor
energia y mayor estabilidad. Basicamente se realiza un analisis de las energias de
cada estado para la determinacién del estado fundamental lo cual se alcanza a través
del hamiltoniano BF H el cual se aplica a los vectores de estado (3.6) obteniendo
unas curvas de energia representadas en la figura (3.4) donde se aprecia el cambio la
intensidad de la interacciéon bosénica. El estado fundamental cambia desde el estado
|1)_ hasta |2)_ para valores de Uy, pequenio cambiando hasta el estado |4)_ para
valores de Uy, grandes. En este caso aparece una fase aislante correspondiente al
estado fundamental |1)_, la cual es dominante en el sistema para una menor fuerza
de interaccion entre bosones. Ello permite determinar una fase aislante inducida por
las interacciones y la ocupacién bosénica de los sitios del anillo que esté fuertemen-
te desequilibrada. A medida que se aumenta la interaccién entre bosones, aparece
una nueva region de superfluido y luego el estado fundamental del sistema vuelve
a estar dominado por el estado aislante que corresponde a [4) _. Con la interaccién
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entre bosones cada vez mayor, la regién del superfluido se rompe en varios filamen-
tos separados por el estado aislante |2)_ que aparece debido a la interaccién entre
bosones y fermiones. Este cambio en la estructura del estado fundamental se sigue
en la figura (3.4), al igual se observa un punto critico en (10°) en donde ocurre la
transicion de fase de aislante a superfluido. Este estado es muy inestable, semejante
al estado |3)_, debido a la fuertes interacciones entre bosones. En la figura (3.4) se
observa una brecha de energia o gap entre los diferentes estados debido a las diversas
configuraciones para los bosones y fermiones en el anillo que se ven reflejadas en las
fuerzas de interaccién entre las particulas.
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Figura 3.4: Energia de atraccién de los estados (F) en funcién del potencial de
interaccién Bosén-Bosén (Uy,) para un sistema de tres Bosones y un Fermién en una
red optica.

3.3.1. Configuracién de Estado Fundamental con Cuatro Bo-
sones y un Fermion

El estudio del estado fundamental de un sistema de un anillo de tres sitios con una

mezcla de Bose-Fermi con cuatro bosones y un fermién se analiza a través del modelo

BF H. El sistema inicialmente no esta afectado por campos externos, al mismo tiem-
po se mantiene fija la interaccién entre bosones y fermiones a un valor de |U,s| = 10.
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En este caso también se evidencian dos regiones para la interaccién entre bosones y
fermiones, para Uy > 0 que indica una interaccién repulsiva y para Uy < 0 corres-
pondiente a una interaccién atractiva.

En el primer caso, (Uys > 0) los vectores que describen este comportamiento son de
la forma (3.7), a los cuales se les asigna un esquema adecuado dado por la figura
(3.5) que representa la organizacién de cada bosén y fermion presente en el sistema.

WYY

(a) Esquema del Esquema del (¢) Esquema del Esquema del
estado: [1), = estado [2), = estado: [3), = estado 4y, =
|1,0,0>f®|0,2,2>b \1,O,O>f®\071,3>b |O7071>f®|27171>b |1,0,0>f®|2,1,1)b

Figura 3.5: Esquema de las configuraciones de estado de cuatro Bosones (circulos
azules) y un Fermién (circulo rojo) para interacciones repulsivas.

En la figura (3.5), las configuraciones de los diferentes estados evolucionan en bus-
ca del estado de minima energia donde el estado |4), aqui se observa que hay una
interaccién entre bosones y fermiones considerable debido a la adiccién del bosén
adicional con respecto a la figura (3.1). Para conseguir las propiedades del estado
fundamental se utiliza el hamiltoniano BF' H para obtener la energia del sistema
sobre los vectores de estado (3.7) representados en la figura (3.5). Las curvas de
energia que describen este estado se muestran en la figura (3.6), ellas presentan la
evolucién del estado fundamental desde una mezcla de estados [1), v [2), a [3),
hasta una mezcla de estados |3), y |4) . Estos resultados comparados con el caso
anterior muestran cambios significativos en la energia que dependen esencialmente
de la interaccién bosén-boson.

En interaccion repulsiva entre bosones y fermiones, se suprime la fase aislante para
valores muy grandes del potencial de interaccion bosén-bosén. En el sistema bosénico
con cuatro bosones se encuentra presente una pequena fraccion de fase superfluida
observada en la figura (3.6), por lo tanto, no puede ocurrir un estado aislante en su
totalidad, debido a que las fases aislantes ocurren solo en la presencia de fermiones,
con una fuerza de interaccién entre bosones y fermiones diferentes de cero. En este
caso el sistema con el fermion posee poca movilidad, debdio al aumento de bosones
que se ve reflejada en la figura (3.5). Esta poca movilidad del fermién provoca la
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Figura 3.6: Energia de repulsion de los estados (EF) en funcién del potencial de
interaccién Bosén-Bosén (Uy,) para un sistema de cuatro Bosones y un Fermion en
una red éptica.

anulacién de la fase aislante observada en la figura (3.6).

El segundo caso, (Uyy < 0) corresponde a la interaccion atractiva entre bosones y
fermiones representadas a través de los esquemas de las configuraciones dadas por la
figura (3.7).

ER

(a) Esquema del Esquema del (c) Esquerna del Esquema del
estado: |1)_ = estado 2)_ = estado: [3)_ = estado 4)_ =
|0,0,1>f®|0,0,4>b \1,0,0>f®\3,0,1>b |1,0,0>f®|172,1>b |0,1,0>f®|1,2,1>b

Figura 3.7: Esquema de las configuraciones de estado de cuatro Bosones (circulos
azules) y un Fermién (circulo rojo) para interacciones atractivas.

En la figura (3.8) se observa la estructura del estado fundamental cambia desde
una mezcla de estados dados por |1)_ y |2)_ hasta una mezcla de estados |3)_ y
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|4) _, en donde la interaccién entre bosones y fermiones anula la regién aislante como
consecuencia de la poca movilidad del fermion en el sistema, por lo cual la fase
superfluida es la dominante en la configuracion con cuatro bosones y un fermion. En
general, en un sistema de tres sitios, los limites de las regiones aislantes son llevados a
valores de interaccion entre bosones mas grandes a medida que se aumenta la cantidad
de los bosones. En la interaccién repulsiva, (Uys > 0), el fermién gana movilidad
cuando se incrementa la fuerza de interaccién entre bosones Uy, provocando que
salte a sitios con menor ntimero de ocupaciéon permitiendo la presencia de la fase
aislante en el sistema. En el caso de interaccién atractiva, (Uyy < 0), el fermién
estd anclado a un sitio con el mayor nimero ocupaciéon de bosones suprimiendo por
completo la fase aislante.
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Figura 3.8: Energia de atraccién de los estados (F) en funcién del potencial de
interaccién Bosén-Bosén (Uy,) para un sistema de cuatro Bosones y un Fermion en
una red Optica.

3.4. Conclusion

En este capitulo se presenta un analisis del estado fundamental de un sistema a
pequena escala de una mezcla de Bose-Fermi en una configuracién de tres sitios,
empleando el hamiltoniano BF H para determinar la energia de un red éptica cuan-
do se involucran fermiones y bosones y las interacciones entre ellos. Los diferentes
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resultados que se muestran en este capitulo permiten determinar que el sistema ad-
mite dos fases: una aislante y una superfluida. En las diferentes configuraciones se
trabajo variando la cantidad de bosones y una cantidad constante de fermiones, con
el propdsito de determinar si la manipulacion de las particulas permite controlar el
tipo de fase en el mecanismo cudntico. Aqui preliminarmente se trabaja con tres
bosones para las cuales hay una presencia fuerte de las fases antes mencionadas.
Cuando se realiza la adicion de un bosén se anula casi por completo la fase aislante
quedando el sistema dominado por la fase superfluida. Este comportamiento es 1til
en la informacién cuantica debido a que se generan prototipos a través de los cuales
se realiza control cuantico con la manipulacién de las interacciones entre los porta-
dores y se analiza su respuesta como un colectivo por medio de la inyeccién de una
cantidad controlada de atomos donde las redes 6pticas proporcionan un medio para
el desarrollo de la informacién cuantica.
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4. Conclusiones Generales

En este trabajo se obtuvo el comportamiento de la energia del estado fundamental
dada las interacciones fuertemente correlacionadas en una red éptica. En los dife-
rentes casos que se mostraron previamente, se evidencian cambios relevantes en el
comportamiento de le energia cuando se cambia o se controla el nimero de fermio-
nes o bosones. Estas modificaciones que se suceden evidencian diferentes cambios de
estados como superfluido y aislante cuando el potencial de interaccién bosén-bosén
aumenta dejando ver potenciales transiciones de fase en la red optica cuando diferen-
tes particulas interaccionan en el sistema. El formalismo usado para el analisis de la
energia del estado fundamental en este mecanismo cuéntico de estudio, es el modelo
Bose-Fermi-Hubbard (BF H) que describe el comportamiento de las particulas en la
red 6ptica usando el formalismo de segunda cuantizacién y operadores de creacion y
destruccion para bosones y fermiones.

En la red éptica de este trabajo, se analiza una mezcla de Bose-Fermi considerando
un esquema de configuracién de tres sitios con una cantidad especifica de bosones y
fermiones establecida en la literatura para cada esquema de anillos, donde las particu-
las se permutan hasta alcanzar el nivel de energia mas estable el cual se representa
a través de las curvas de energia del estado fundamental. Los valores de potencial
de interaccién bosén-bosén Uy, recorren un rango de valores de 10™* a 10?2 en donde
cada permutacién tiene una respuesta especifica con respecto a dicho al potencial de
interaccion, permitiendo determinar fases aislantes y superfluida que ocurren en el
modelo prototipo.

En los diferentes casos, las curvas muestran brechas de energia entre cada estado
generadas por las interacciones repulsivas y atractivas entre bosones y fermiones pro-
vocando un cambio en la organizacion del estado fundamental a medida que varia el
potencial de interaccion bosén-bosén. Los diferentes comportamientos de las energias
fundamentales en cada anillo estudiado, permiten analizar el comportamiento del sis-
tema en funcion de la adicion controlada de bosones que reorganiza cada esquema
de configuracion, mostrando asi una fase dominante que determina las propiedades
del cada estado. De igual forma, usando la teoria de fenémenos criticos y sistemas



fuertemente correlacionados se logra determinar el punto critico donde se realizan
las diferentes transiciones de estado en la red optica fabricadas a través de nuevos
materiales. En general todo este andlisis y resultados contribuyen al entendimiento
fisico y facilita la creacién de nuevos nanodispositivos como circuitos electrénicos de
mas alta precision aplicables a la informacién y computacion cuantica.
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Apéndice A. Clasificacion de las
Particulas

A.1. Particulas idénticas

En nanociencia y nanotecnologia, al igual que en materia condensada el estudio de las
particulas juegan un papel indispensable para el entendimiento de una gran variedad
de procesos fisicos, entre los que se destacan el transporte cuantico, la superconduc-
tividad los efectos de sistemas fuertemente correlacionados y redes opticas. En este
contexto, diferentes fenémenos emergentes que ocurren en nanodispositivos también
son de capital importancia; para los cuales el andlisis de las particulas idénticas son
una herramienta fundamental. Las particulas idénticas son objetos o corptsculos que
tienen las mismas masas, cargas, tamanos y de manera general las mismas propieda-
des fisicas. En mecdanica cuantica, las cantidades medibles de un sistema mecéanico
cuantico estacionario son los valores esperados de los operadores que representan los
observables del sistema. Si el sistema consiste en particulas idénticas, estos valores
esperados no deben cambiar cuando las coordenadas de dos particulas se intercam-
bian en la funciéon de onda. Por tanto, se requiere que para cualquier estado posible
U del sistema y para todos los observables B se cumpla quel:

A

/de\IJ*(:El,...,xj,...,mk,...,:BN)B\II(:El,...,xj,...,mk,...,:er) =

N

N *
/d e (21, .., 2, Ty, aN)BY (2, Ty, X, TN,

para todos los pares (j, k). Aqui las coordenadas z = (r,S), denotan la posicién y
los grados de libertad de las particulas. Utilizando la notacion:

/dx—;/df‘r y /de—/dxlfdxg.../de, (A.2)

en cierta medida, la ecuacién (A.1) define un sistema de particulas idénticas. Usando
la ecuacién (A.1), se generan las propiedades de la funcion de onda y de los operadores

LGross e at. ref [23], pdgina 4



que describen un sistema de particulas idénticas. Al hacerlo, solo se necesita que
los valores esperados permanezcan sin cambio alguno cuando se intercambiar dos
particulas, ya que cada permutacién posible de las particulas puede expresarse como
una secuencia de transposiciones. En términos matematicos, cada permutacion P se
expresa como un producto de las transposiciones Pjy:

P =][Pm (A.3)

Los operadores que corresponden a transposiciones de particulas son autoadjuntos y
unitarios, por lo tanto:

S s oy

Pyl =Py = Pl (A4)
En particular, los operadores de permutacion conmutan con el hamiltoniano de un
sistema considerado, de tal forma?:

[ﬁ,pjk} =0, paratodo (j,k). (A.5)

Las transposiciones Pj; se expresan como operadores con la accién sobre una funcién
de onda de muchas particulas:

PV (xy, ..., %oy Thy ooy &) = V(T1, 0o Ty oo, Ty e oo, TN). (A.6)
La “identidad”de las particulas esta ligada a la simetria de los estados mecanocuanti-
cos tras el intercambio de las particulas. Esto da lugar a definir:

i) Si ]5],@\11 = 4, para todo (j, k), entonces la funcién ¥ es simétrica.

i1) Si ]%k\ll = —U, para todo (j, k), entonces la funcién ¥ es antisimétrica.?

Asi, la funcién de estado de un sistema de particulas idénticas debe ser simétrica o
antisimétrica. Si Wg es simétrica y W 4 es antisimétrica, estd claro que para cualquier
posible permutacién P, se tiene que:

PUs=+Tg,

. (A7)
PV, =sgn(P) Uy,

donde sgn (P) = +1, si P contiene un nimero par de transposiciones y sgn (P) = —1,
si P contiene un numero impar de transposiciones. Operando con el operador de
transposiciones se obtiene:

PypVsg=Vg y PjV¥y=—V,, paratodoslos (j,k). (A.8)
Donde las funciones simétricas con respecto al intercambio de particulas idénticas
describe una coleccién de bosones, mientras que las funciones antisimétricas especi-
fican una coleccién de fermiones.*

2Gross e at. ref [23], pagina 7
3Gross e at. ref [23], pagina 6
4Gross e at. ref [23], pagina 7
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A.1.1. Estados Completamente Simétricos y Antisimétricos

Comenzando con los estados de particulas individuales |i) : [1) ,]2), .... Los estados de
particulas individuales de las particulas 1,2, ..., v, ..., N se denotan por [i),, |i),, ...,
)., + - 1) y- Esto permite escribir los estados basicos de un sistema de N —particulas
como

i1, oyl IN) = 00y ey - JIN) s (A.9)

donde la “particula 1”7 estd en el estado |i;), y al “particula a” en el estado |i4),,.
Siempre que |i) forme un conjunto ortonormal completo, los estados del producto
definidos anteriormente también representan un sistema ortonormal completo en el
espacio de los estados de N —particulas. Los estados bésicos simétricos y antisimétri-
cos se definen como

Si|ll,Z2,...7ZN> = ﬁ (j:]_)P_Plll,ZQ,...,ZN>, (A].O)
P

en otras palabras, se aplica todos los N! elementos del grupo de permutacion Sy de N
objetos y para fermiones se multiplica por (—1) cuando P es una permutacién impar,
en consecuencia, los estados definidos en (A.10) son de dos tipos: Completamente

simétricos y completamente antisimétricos®.

A.2. Bosones

A.2.1. Estados, Espacio de Fock, Operadores de Creacién y
Aniquilaciéon
Para bosones se especifica completamente los nimeros de ocupacién los cuales se

denotan como 1

ol ...
niynot. ..

|n1,n2,...> :S+|i1,i2,...,’iN,’iN> (All)
aqui, nq es la cantidad de veces que ocurre el “estado 1”7, ny el nimero de veces que
ocurre el “estado 2”7.... Alternativamente: n; es el numero de particulas en el estado
1, ngy es el nimero de particulas en el estado 2,. ... La suma de todos los nimeros de
ocupacién no debe ser igual a la cantidad total de particulas:

=1

Aparte de esta restriccién, n; puede tomar cualquiera de los valores 0,1,2,.... El

factor (ni!ng!...)~Y2, junto con el factor \/LNf' contenido en S, tiene el efecto de

SFranz Schwabl. ref [26], pdginas 8-10
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normalizacion |ny, ne, . . .). Estos estados forman un conjunto completo de estados de
N —particulas completamente simétricos. Estos espacios extendidos son conocidos
como el espacio de Fock.

Ahora definiendo operadores de creacion y aniquilaciéon que conducen desde el espacio
de estados de N —particulas al espacio de estado de N + 1 particulas:

d;r|...,ni,...>:\/ni+1|...,ni+1,...),
&Z],nl,>:\/ﬁl\,nl—1,>,

Las relaciones anteriores de los estados dan lugar a las relaciones de conmutacién de
Bose:

para n; > 1. (A.13)

ai,a;] =0 [af,af] =0 a4 ] = 6. (A.14)

177

El estado general de muchas particulas es:

1

Normalizacién®:

d+|”_ 1) || ﬁ (A.16)

A.2.2. Operador Nimero de Particula

El operador se define como:

El operador para el nimero total de particulas esta dado por:
N=> i, (A.18)
i

aplicando este operador a los estados |...,7;,...), se produce’:

N|ny,ng,..) = (Z n> Iny,na, .. .) . (A.19)

SFranz Schwabl. ref [26], paginas 10-13
"Franz Schwabl. ref [26], pgina 13

44



A.3. Fermiones

A.3.1. Estados, Espacio de Fock, Operadores de Creacion y
Aniquilacion

Para fermiones, se consideran los estados S_ |iy, s, ...,iy) definidos en (A.10) que

también se representan en la forma de un determinante:

1 i)y i)y oo iy
_ 1,09, .., IN) = — . A.20
v 1 N | (4.20)
lin)y lin)g o lin)y

El determinante de estados de una particula se llama determinante de Slater. Si
alguno de los estados de una sola particula en (A.20) es el mismo, el resultado es
cero. Esta es una afirmacién del principio de Pauli: Dos fermiones idénticos no deben
ocupar el mismo estado.

Ahora introduciendo el operador de creacion dl se define de tal manera que al apli-
carlo dos veces sobre un estado sea igual a cero, para lo cual se tiene:

vy g, ..y in) = a;tal .. af [0),
. . . AdoAt A (A21>
igyin, .o yin) = a5 ag |0)

dado que estos estados son iguales excepto en signo, se define el anticonmutador

CcOomo:
laf,a7] =o0. (A.22)

El anticonmutador encontrado en (A.22), se obtiene el conmutador de los operadores
Ay B que estan definidos por:

[A,B] = [A,B], = AB + BA

A.23
[A,B] =[A,B]_ = AB — BA. ( )
En resumen, los efectos de los operadores de creacion y aniquilacion son:
1 —ny)(—1)%i<i™ sni+1,.
L S aal D ey

ny(—1)%i<i J|...,ni—1,...>,

para los cuales se definen las siguientes reglas de anticonmutacién para fermiones®:

177

@i, a1 =0, [af,a7], =0, [a,a]], = dy. (A.25)

8Franz Schwabl. ref [26], pdginas 16-19
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Apéndice B. Técnicas de Aproximacion

B.1. Aproximacién de Hartree

El anélisis de sistemas fisicos que trabajan con muchas particulas e interacciones
usando métodos de aproximacién, es fundamental al momento de describir propie-
dades fisicas, tal como ocurre en sistemas de baja dimensionalidad o fuertemente
correlacionados como las redes Opticas que interactiian con bosones y fermiones. La
reduccion de dimensiones y el contacto con diferentes medios juegan un papel bésico
en nanociencia y en nanotecnologia donde los métodos de aproximacion son los fun-
damentos més apropiados para su estudio detallado. Asi por ejemplo, se puede citar
el estudio de fenémenos criticos y transiciones de fase. En 1929 D.R. Hartree propuso
un enfoque mediante el cual se puede definir un potencial autoconsistente, en donde
se asume que el sistema de electrones esta caracterizado por la densidad numérica
ne(r) y los electrones no experimentan interacciones uno a otro, solo a través del

potencial de Coulomb creado por la densidad de carga p(r) = —en.(r). El potencial
de Coulomb en el punto r es:
1 p(r") e / Ne
o) = — [ — &' , B.1
Pe=e(r) 47‘(’60/ " i ame | O e (B

y por lo tanto, el potencial eficaz de Hartree de una particula es:

2
Te ~ e
donde &% =

lr — 1|’ dmeg

Vi(r) = —epe_o(r) = éQ/dr/ (B.2)

Para una interaccién general de dos particulas el potencial de Hartree se expresa
como

Vy(r) = /dr'U(r —1rne(r). (B.3)

El potencial efectivo total V,¢(r) que actiia sobre los electrones incluyen el potencial
externo Ve, (1) debido a los iones, tiene la siguiente forma:

Veff = Vion(r) + VH(T) (B4)



La densidad numérica tiene que ser calculada autoconsistentemente a partir de la
funcién de onda de estado fundamental ¥ del sistema de muchos electrones como el
valor de esperado del operador de densidad numérica n(r) definido:

ne(r) = (n(r)) = <‘1’|i5(7“—ﬁ)|‘1’>- (B.5)

La funcién de onda del sistema de muchos cuerpos se construye a partir de las
soluciones de la ecuacion de Schrodinger de una particula:

2

27:716 V2¢)\<7') + ‘/;ff(r>¢A(T) = 5)\¢)\<7~)’ (B6)

donde se calcula el conjunto ortonormal completo de funciones propias de una sola
particula y las energias correspondientes. En la aproximacion de Hartree, la funcién
de onda de muchos cuerpos ¥y se escribe como un producto de las funciones de onda
de los estados ocupados de una sola particula:

q]H = ¢/\1,01 (Tla Sl)¢>\2702 (T2> SQ) o ¢>\N570'NE (TNe7 SN5)7 (B7)

donde la funcién de onda ¢y, 4, (r;, S;) denota el producto de las funciones espaciales
y de espin. Al sustituir esta funcién de onda en (B.5), el requisito de autoconsistencia
para la densidad conduce a:

Ne
ne(r) == dg d£ e dg 5¢*170'1 (61)¢*27o’2 (g ) T qb*Ne,o'Ne (g e)
Zz:;/ 1/ 2 / Ne @\ Y 2 by N,
X 6(T - Ti)¢A1,01 (51)¢A2,02 (52) T ¢>\N€70N8 <€Ne)7

en donde &; es una notacion para r; y S;. Las funciones de espin, se obtienen facil-
mente que para una cantidad independiente del espin como la densidad electrénica
el producto de las funciones de espin en (B.8) da la unidad. La integracién sobre las
variables espaciales puede realizarse utilizando la ortonormalidad de las funciones de
onda de una sola particula. Entonces:

(B.8)

Ne
ne(r)=>_ / dry / dry--- / ArN O o0 (T11) D200, (T2) = DA o, (TNL)
i=1

X 5(T - TZ')¢>\170'1 (T1)¢A2,02 (TQ) e ¢>\N670'Ne (rNe) (BQ)

Ne
= loa (.
i=1
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Un electron en el estado A; siente solo los potenciales generados por otros electrones
N, — 1, es decir, el potencial efectivo que actiia sobre ese electron es:

Vit (1) = Viml) + &Y [ '% (B.10)
T

y las funciones de onda de una sola particula tienen que calcularse a partir de las
ecuaciones:

P00 + Vin{1)e ~2Z / w2, 1) = con ), (B2
J#l

conocidas como las ecuaciones de Hartree. Para una integracion general de dos

particulas, tiene la formal:

h2
B 2me

(1) + Vien(r)oa, (1) + Z / dr'U(r —r') |, (7”/)‘2 Dx, (1) = ex, 05, (7).
g%

(B.12)

B.2. Aproximacién de Hartree-Fock

El efecto de los electrones que se tiene en cuenta en la aproximacion de Hartree
es simple, principalmente en el manejo del espin y el cumplimiento del principio
de exclusién de Pauli, para lo cual se lograr una mejor aproximacién asumiendo
una mejor forma para la funciéon de onda. Dado que los electrones son fermiones,
la funcion de onda total tiene que ser completamente antisimétrica, es decir, tiene
que cambiar de signo siempre que las variables espaciales y de espin de cualquier dos
electrones se intercambian:

\Ij(...,’I"Z',SZ'...,T]‘,S]‘,...) = —\I’(...,T’j,Sj...,T’Z’,SZ',...). (B13>

La funcién de onda que satisface este requisito puede escribirse en forma compacta
como determinante de Slater:

¢,\1,01(7“17 51) ¢,\1,01(7“27 52) ¢A1,al (7”Ne> SNE)
90071, 9,00 (T2, S 200 (TN SN,
S 1 Do, ( 1,51) O ( 2,52) ' Org,o N N.) (B.14)
N,! : : - :
QS)\NE,O'Ne (Tl,Sl) QS)\NE,O'NG (TQ’S2) tte QSANevUNe (rNe7SNe)

1Jens Sélyom. ref [3], paginas 18-20
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Evaluando el valor esperado de la energia con esta funcién de onda, se obtiene:

Eyr = (H Z/d%

N2
—l—% /dr/dr'—wsiﬁrr),: ’¢Ai<r)‘2 (B.15)

/ 1 * * / /
- /Qﬁ/wwt7f%¢%vwhvw&vw&v»

ij=1

'Lon( )] ¢)\i (T)

A diferencia de la aproximacién de Hartree, no hay necesidad de imponer la restric-
cién j # 1, puesto que las contribuciones procedentes de los términos j = i se anulan
entre si en los dos ultimos términos. Para obtener las funciones de onda optima que
al mismo tiempo satisfacen la condicion de ortogonalidad, las restricciones son refor-
zadas por el método de los multiplicadores de Lagrange?. La variacién independiente
con respecto a ¢y, y @3, conduce a:

2
- V00, (1) + Vi) ~QZ/d"% (1)

7”—7’

Ne -~ (B16>
_ 52 Z drfw% (7«)5%% — gz\iCbAi(T)-

Como en la aproximacion de Hartree, los valores de los multiplicadores de Lagrange
en el minimo dan los valores propios energéticos y se les denota por &, para dis-
tinguirlos de las energias obtenidas en la aproximacién de Hartree. El factor oy, o,
aparece porque solo pueden intercambiar particulas con idénticos espines. Por su-
puesto, similar a las ecuaciones de Hartree, estas ecuaciones tienen que ser resueltas
de manera consistente. El potencial de Hartree local introducido en la ecuacién (B.3)
se escribe en términos de las funciones de onda de una sola particula en la forma:

Vi = Zel/dr'U(r —7') ’qﬁ,\j(r')‘Q, (B.17)

en contraste con el término de Hartree, el término de intercambio solo se escribe en
términos de un potencial de intercambio no local V,(r, ") definido por:

—Z/drUr—r )63, (1) 6, (1)60,.0, 00, (1) = / (Yo, (F)dr'. (B.18)

2El método de los multiplicadores de Lagrange, es un procedimiento para encontrar los maximos
y minimos de funciones de miltiples variables sujetas a restricciones.
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Las ecuaciones de Hartree-Fock son entonces equivalentes a las ecuaciones de Schrodin-
ger no locales son®:

/ HUL (7 )on, ()1 = Ex,60, (1), (B.19)
donde,
1 h?
Hip = (— V% Vign(r) + VH) 5(r — 1)+ Vilr,1). (B.20)

B.3. Teoria de Campo Medio

En materia condensada, la teoria de campo medio estudia el comportamiento de
grandes y complejos disenos estocédsticos de un modelo determinado. Tales mode-
los consideran un gran nimero de componentes individuales que interactiian entre
ellos. El efecto de un elemento en cualquier otro es aproximado a un solo resultado
esperado, convirtiendo un problema de muchos cuerpos en un problema de un solo
cuerpo, lo que proporciona una herramienta para el estudio de las interacciones entre
las diferentes especies. Considerando un modelo ferromagnético; por ejemplo, cada
espin de un electrén estd en un campo magnético local b, que es el campo externo
h (que se supone que es muy pequeno), mas el campo proporcionado por los espines
vecinos. El valor medio m de un espin en el campo k' debe seguir la ley de Curie, es
decir, debe ser proporcional a i’ e inversamente proporcional a T

oh

- (B.21)

m =

donde c¢ es una constante. La teoria de campo medio asume que el campo debido a
los espines vecinos es una funcién del promedio de todos los espines, a saber, m. Si
m es muy pequeno, este campo es lineal en m. Asi, se tiene que:

K = h+am, (B.22)
donde a es una constante. Se puede combinar (B.21) y (B.22) para obtener:

h 1
m — w = m = f(hc + acm), (B.23)

sabiendo que T¢ = ac,

mT = hc+mlc = m (T —T¢) = he
he (B.24)

:} —
e T T

3Jend Solyom. ref [3], paginas 24-26
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om 1
or — (T —1T¢)

La ecuacién (B.25) es la ley de Curie-Weiss®.

X = (B.25)

B.3.1. Campo Medio

Considerando el siguiente Hamiltoniano®:

H = —% Z Jijo-io-j — Z th'I (B26>

i#] i

La dificultad en el tratamiento radica en la presencia de la interaccién o;0;. Obser-
vando la ecuacién (B.26), se notara que el termino 0;0; se escribe en la forma:

i#]

Evidentemente, el termino entre el paréntesis de (B.27) actia sobre la variable o;
como un campo interno (molecular) dependiente de i creado por la interacciones de
los j(# i)—espines con el i—ésimo. Sin embargo, el campo interno depende de los
estados microscdpicos locales en los sitios ¢, es decir, en la configuracién o’ . La
construccién de un campo interno que actiie como un campo externo seria inttil,
a menos que se libere de la dependencia o;. Una eleccién apropiada para el campo
molecular serd el valor mas probable de la suma entre paréntesis en (B.27), es decir,

1
—§ZJ,-]-<0—]->. (B.28)
J#
Esta es la aproximacion conocida del campo medio para el campo molecular. En

donde se aplicara el procedimiento de campo medio (M F') de forma mds consistente
escribiendo la variables de Ising o;;

o; = <O'z> + (SO'Z‘, (B29>

donde do; es la salida de o; del valor medio (;). El término o;0; en (B.26), se
convierte en:
0,05 = Ui<0j> + <0i>0j - <Ui><0j> + (501‘50']‘. (B30)

4Shang-Keng Ma. ref [13], paginas 34-38
5Este Hamiltoniano es conocido como el Hamiltoniano de Ising, que pertenece al modelo de Ising.
(Este modelo se puede observar en el capitulo 2. Sistemas Atémicos Frios: Métodos y Propiedades).
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En esta etapa se descuidara el término de la fluctuacion do;d0; en la ecuacién (B.30).
Ademas, reemplazando la interaccién o;0; con los tres primeros términos de la ecua-
cién (B.30). El hamiltoniano (B.26) se escribe en la forma reducida®,

H==Y n'lo; - A((0)), (B.31)

donde,
hi!l = hi+ " (B.32)
conel MF,
1
h't = 3 > Ji){oi) (o), (B.33)
J#i

y

A=) A Ai= %Z Jij{o) (o). (B.34)

JFi

SD.I. Uzunov. ref [14], paginas 176-177
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