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Resumen

En esta tesis mostramos la existencia y la analiticidad de soluciones de onda viajera para

el sistema de ecuaciones tipo Ostrovsky

(ur + vty + Ugzy + (UV)g + vUg), + fu =0,

(V¢ + VUg + Vg + (W) g + vug), +yv =0,

que modela la evolucién de ondas largas de pequenia amplitud en un fluido con rotacién.
Para tal efecto caracterizamos las soluciones de onda viajera como puntos criticos de un
funcional definido adecuadamente. La existencia de estos puntos criticos se sigue de la

aplicacion del Teorema de Paso de Montana.
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Introduccion

Hace mas de 200 anos, el ingeniero escocés John Scott Russell (1808-1882) realizé un
extraordinario descubrimiento cientifico: el fenémeno de onda solitaria u onda viajera.
Mientras realizaba experimentos para determinar un diseno maés eficiente de botes para
viajar a lo largo de un canal, J. S. Russel observo en la superficie del canal la propagacién
de una ondulacién que viajaba aparentemente a una velocidad constante, sin cambiar su
forma y que su trayectoria describia una curva suave; la siguié por varios kilémetros y noté
que esta onda no parecia debilitarse remontando la corriente. Este evento tuvo lugar en el
Canal Unién en Hermiston (Escocia), muy cerca del campus Riccarton de la Universidad
de Heriot-Watt (Edimburgo).

Algun tipo de explicacién para la existencia de ondas viajeras aparecié solo hasta el ano
1870 con los trabajos realizados por Joseph Boussinesq. Este fisico-matematico prob6 que
bajo algunas consideraciones especiales la situacién se puede modelar mediante la ecuacion

diferencial uno dimensional no lineal,
3 h?
Ut — ghtige — g S + 5 Uze =0,
2 3 v

donde u representa la elevacion superficial de la onda, g es la constante gravitacional y h
es la profundidad media del fluido. Ademds, demostré mateméticamente la existencia de

ondas viajeras con velocidad ¢ > 0, es decir, mostré la existencia de soluciones de la forma
u=u(r — ct).

En 1895, dos mateméticos holandeses, Diederik Johannes Korteweg (1848-1941) y su estu-
diante Gustav de Vries (1866-1934), obtuvieron una ecuacién satisfactoria que describe el
perfil de la onda viajera. Esta ecuacién estd basada en la suposicién de que la profundidad
del agua es pequeiia en comparacion con la amplitud de las ondas. La ecuacién propuesta

por D. Korteweg y G. de Vries denominada ecuacién Korteweg-de Vries (ecuacion KdV),

Ut + UlUy + Ugzy = 07
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es uno de los modelos clasicos no lineales mas relevantes en el estudio de ondas de agua de
gran elongacion y de pequena amplitud en dimensién espacial uno. En la ecuacion KdV

representa la elevacion superficial de la onda y no se considera el fenémeno de rotacién.

Es conocido que la situacion fisica de la evolucién de una onda en un fluido se describe en
términos de dos variables fundamentales: la elevacién superficial y la velocidad potencial.
En particular, los modelos para ondas no lineales son derivados del ”problema general de
ondas en un fluido”mediante un proceso de aproximacién, bajo la imposicién de algunas

restricciones de los parametros que afectan la propagacién de las ondas.

Hoy en dia se conocen muchos modelos uno-dimensionales de ecuaciones diferenciales que
describen la evolucién de ondas en un fluido en términos de la elevacién superficial bajo di-
ferentes consideraciones, entre los cuales destacamos la ecuacion Benjamin-Bona-Mahony,
la ecuaciéon Camassa-Holm y ecuaciones tipo Boussinesq. La ecuacion 1D-Benney-Luke se
destaca como un modelo para la evolucién de ondas de gran elongacién y pequena ampli-
tud en un fluido en términos de la velocidad potencial. En todos los modelos anteriores
se ha probado la existencia de soluciones de onda viajera; en algunos casos se ha deter-
minado soluciones explicitas y en otros casos se ha mostrado la existencia tedrica de tales
soluciones. Ademés es de anotar que los mencionados modelos no consideran rotacién en
el fluido.

Es interesante el hecho de que el fendmeno de onda viajera se presente en otras situacio-
nes fisicas como en problemas de 6ptica, electromagnetismo, actustica, fisica del plasma,
dindmica de electrones, etc. Ademads, el uso de ondas viajeras tiene diferentes aplicaciones,

en especial en el envio de senales y las telecomunicaciones.

El uso de ondas viajeras fue propuesto en 1973 por Akira Hasegawa, de los laboratorios Bell
de la empresa AT&T, para mejorar el rendimiento de las transmisiones en las redes 6pticas
de telecomunicaciones. En 1988 Linn Mollenauer y su equipo transmitieron ondas solitarias
a mas de 4.000 km usando el efecto Raman (nombre de un cientifico indio que describié una
forma de amplificar las senales en una fibra 6ptica). En 1991, también en los laboratorios
Bell, un equipo transmitié ondas solitarias a méas de 14.000 km utilizando amplificadores de
Erbio. En 2001 los solitones (ondas viajeras de energia finita) encontraron una aplicacién
préctica con el primer equipo de telecomunicaciones, que los utilizaba para transporte de

trafico real de senales sobre una red comercial.
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L. A. Ostrovsky en 1978 en el articulo [8] dedujo la ecuacién uno-dimensional
(ut + uug + Ua:xz)g; = Yu,

como un modelo para la evolucién de ondas largas de pequena amplitud en un fluido
considerando la rotacion. En este modelo u representa la elevacién superficial de la onda y
es obtenida del problema general de fluidos por medio de un proceso de aproximacién para
eliminar la variable que representa la velocidad potencial. Este modelo ha sido bastante

estudiado y en particular se ha mostrado la existencia de soluciones de onda viajera.

Recientemente, A. Alias en su tesis doctoral (ver [1]) derivé el sistema de ecuaciones

uno-dimensional no lineal

(Ut + g + Ugzr + n(uV)y + MVVE + QVges),, + Pu+ v =0,

(vt + Vg + Vg + Ovg + P(uV)y + quuy + Augay), + pu + yv =0,

como un modelo para la evoluciéon de ondas largas de pequena amplitud en un fluido
considerando la rotacién, y considerando las dos variables para el fenémeno como son la
elevacién superficial v y la velocidad potencial v. En este caso, desde el punto de vista
fisico, parece mas apropiado y realista estudiar la evolucién de ondas en un fluido con
rotacion a través del sistema anterior, sin la eliminacién de la velocidad potencial como es

el caso de la ecuacion de Ostrovsky.

Ahora bien, cuando se estudia un sistema de ecuaciones relacionado con un modelo fisico
es importante mostrar la existencia y unicidad de solucién para el problema de valor
inicial asociado, asi como es importante mostrar la existencia de soluciones especiales como
las denominadas soluciones de onda viajera. Hasta el conocimiento de quien realizé este
trabajo no existen resultados de esta indole para el sistema de ecuaciones anteriormente
descrito.

A. Esfahani y S. Levandosky en el trabajo [5] mostraron la existencia de ondas viajeras
para el caso particular,

Ut + Uggy + VU = 07

(V¢ + Vage + (wv)z), = y0.
Para acercarnos un poco mas al estudio del modelo completo derivado por A. Alias, en el
presente trabajo proponemos estudiar la existencia de ondas viajeras para el caso parti-

cular,
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(u + uty + Ugge + (U0)z + VUy), + fu =0,
(1)

(Ve + Uz + Vg + (U0) g + vug), +yv = 0.

Aprovechando la estructura Hamiltoniana del sistema (1), usando una técnica variacional,

mostraremos la existencia de soluciones de la forma
u(z,t) = w(x —ct), v(x,t)=z(x—ct), (2)

donde la técnica de aproximacién variacional radica en caracterizar las soluciones de onda
viajera como puntos criticos de un funcional adecuado y la existencia de dichos puntos
criticos se obtiene como consecuencia del Teorema de Paso de Montana. Ademas en este
trabajo demostraremos que las soluciones de onda viajera del modelo (1) son funciones

analiticas en el sentido de que admiten un desarrollo en serie de Taylor.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 describimos la
caracterizacién variacional de las soluciones de onda viajera como puntos criticos de un
funcional adecuado. En el Capitulo 2 mostraremos la existencia de soluciones de onda
viajera para el sistema de ecuaciones (1), usando el Teorema de Paso de Montana. En el
Capitulo 3 estableceremos que las soluciones de onda viajera son funciones analiticas. A
lo largo del trabajo C' denotara una constante genérica cuyo valor puede cambiar de linea

a linea.
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Capitulo 1

Aproximaciéon Variacional

Notemos que el sistema de ecuaciones diferenciales (1) se puede escribir en la forma equi-

valente
Up + Uy + Ugpe + (UV)g + v, + BO U =0,
(1.1)
Vg + Vg + Vage + (U0)g + uny +y0, v =0,

donde el operador 9, ! se define por

0 h(z) = / " h(s)ds.

Es facil ver que si (u,v) es una solucién de la forma (2) para el sistema anterior, entonces
(w, z) debe satisfacer el sistema de ecuaciones
1,2  n_ _ 1,2 _pa-2..\ _
(cw —sw? —w" —wz — 52° — B0, w) =0,

L,2_ n 1,2 -2\ _
(cz — 522 — 2" —wz — 3w? —49;%2) =0.

Por lo tanto existen constantes Ay y Ao tales que

C’UJ—%’U)Q—’U)”—U)Z—%ZQ—ﬁa;QU) = Ay,
(1.2)
cz— 322 — 2" —wz — Jw? — 40,22 = A,.
Ahora bien, si consideramos soluciones (w, z) con la propiedad de que,
w(”)(y) — 0, z(”)(y) — 0, cuando |y|] > o0, n=-2,-1,0,1,2,
entonces tenemos que el sistema de ecuaciones (1.2) toma la forma
cw— sw? —w" —wz— 122 - Bow =0, (1.3)
cz—%zQ—z”—wz—%wQ—'ya;Qz = 0. .



Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar la existencia de soluciones para el sistema

de ecuaciones (1.3) en el espacio Y = Y (R) definido por
Y = {(w,2) € HY(R) x H(R) : (8, 'w,d;'2) € L*(R) x L*(R)},

dotado con la norma

2l = ([ (02 @ 0 ) 22 () (0127 do)

-

en donde H! = H'(R), es el espacio de Sobolev estdndar definido como la completacién

lol2 = /R (v + (v/)?)d

Aqui C§°(R) denota el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte com-

del espacio C§°(R) y norma

pacto en R, es decir,
C*(R) ={f € C®R) | f(z) =0 para todo x € R\ K, donde K es compacto}.

El soporte de una funcién f : R — R se denota por supp f y se define como la clausura

del conjunto {x € R | f(z) # 0 }. También consideramos el espacio
(CEXCE)R) ={(f,9) | (f(z),9(z)) =0 para todo z € R\K, donde K es compacto},

y definimos supp (f,g) como la clausura del conjunto {:c eR | (f(z),9(x)) # 0 } si
(f,9) € (C3° xC§°)(R). Ademas, para 1 < p < ooy £ un subconjunto de R, consideramos
el espacio

PQ)={f: Q>R | fesmedibley /Q|f(:r)|pdx < oo},

con norma i
£l = ([ 1f@P dz)”,

Q
donde fQ f(x) dz denota la integral de Lebesgue. Ademés consideramos el espacio

L@ ={f: QR | [ esmedibley (3 M>0) (|f(@)| <M pet. ze9) },

con norma

[fllze(@) = [Ifllo = inf {M | [f(z)] <M pect. z€Qf.
También definamos el espacio

LP

loc

Q) ={f: Q=R | xxfeLPQ), paratodo K CQ compacto},
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donde g representa la funcién caracteristica relativa a K.

Ahora, para lograr el objetivo usaremos el conocido método variacional, el cual ha sido
utilizado en diferentes modelos de ecuaciones no lineales (ver [4], [9], [11], [12], entre
otros trabajos). En este método las soluciones se caracterizan como puntos criticos de un

funcional definido adecuadamente. En efecto, si definimos en el espacio Y el funcional

Je(w, z) = I.(w, z) — G(w, 2),

donde
1
I(w,z2) = 2/ (cw? + (') + B(9, 'w)? + 2 + (2)? + 7(9, 1 2)?) da,
R
G(w,z) = 1/ 1w3—|—w22—}—sz—|—123 dx
=5 L \3 3 ’

entonces I.,G,J. € CY(Y,R) y las derivadas en (w,z) en la direccién de (W, Z) estdn
dadas por

(Il(w,2),(W,Z)) = /(CwW+w/W/+58;1wa;1W +c2Z 427 + 70,120, 7) dx,
R

1 1 1 1
(§w2W + §z2W +wzW + §w2Z + §z2Z + sz> dz.

Una prueba detallada del anterior calculo la presentaremos en el siguiente capitulo. Luego,

(@' (w2),07.2)) = [

R

usando integracién por partes, tenemos que
(I(w,2), (W, 2)) = / (cwW 4w/ W'+ B0 WIS\ W  c2Z + 2/ 7' +~0512072) da
R

= /(cwW—w"W—B(‘?;QwW—i— c2Z — "7 —40;%27) dx
R
_/ cw—w"—Bo 2w\ (W
-~ Jr cz—2"—~v0;%2 Z
1,2 1.2 w
<G'(w,z),(VV,Z)> :/ ?w +?z + wz
R §w2—1—522+wz A

entonces concluimos que

Je(w, 2) = I(w, 2) = G'(w, 2) = <

dx

y también que

dx,

1,2 1.2

cw—w"—B0;%w — 3w? — 322 —wz
cz—2" =072z — fw? — 322 — w2

Por lo tanto, si (w, z) es un punto critico del funcional J. en el espacio Y entonces (w, z) es
una solucién del sistema de ecuaciones (1.3). Es decir, (w, z) es una solucién de onda via-
jera. De esta manera debemos demostrar la existencia de puntos criticos para el funcional

J.. Para esto usaremos la siguiente versién del Teorema de Paso de Montana.



Teorema 1 (Teorema 1.15 en [12]) Sean X un espacio de Hilbert, ¢ € C1(X,R), e € X,
r >0 tales que |le|]|x >y

V= inf @(v)>p(0)=p(e).

[0l x=r

Entonces, dado n € N, existe v, € X tal que
o(on) =6, oa) =0 en X'y 529
donde

0= fnf mix ¢(v(t)) y T'={y€C((0,1],X):7(0) =0,7(1) =€}



Capitulo 2
Existencia de Ondas Viajeras

En este capitulo, para el sistema de ecuaciones (1.1) mostraremos la existencia de solu-
ciones de onda viajera, con valores fijos de los parametros v, 8 > 0 y velocidad de onda
¢ > 0. Es decir, mostraremos la existencia de soluciones del sistema de ecuaciones (1.3) en
el espacio Y, lo que es equivalente a mostrar la existencia de puntos criticos del funcional

J. definido como
Je(w, 2) = I(w, z) — G(w, 2),

donde los funcionales I, y G estdn definidos en Y por

1
I(w,z) = Q/R (cw? + (W) + B(9; 'w)? + c2* + (2)* + (0, 12)?) du,
G(w,z) = 1/ ! w3+wz2+w2z—|—lz3 dx.
’ 2 Jr \3 3

Para establecer la existencia de un punto critico no trivial para el funcional J,., probaremos
inicialmente algunas propiedades de los funcionales I. y G. Primero recordemos que el

espacio de Sobolev H¥(Q), k € Z*, se define como la completacién del espacio C$°(Q) con

k 2
yuuzk(mzmzo/g[v(m)} dz,

donde © = (a,b) es un intervalo abierto en R no necesariamente acotado.

la norma

Ademads definimos el espacio H = H(R) por
H={we HY(R) : 8, 'w € L*(R)},
el cual esta dotado del producto interno
(u, v)3 = (u,v) 1wy + (07 'u, 8;1U>L2(R). (2.1)
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Este producto interno induce la norma

D=

1 1
ol = (w,0)3, = (il g + 107 w2 ) * = ( / (w?+ W) + (07 w)?)dr )%,

la cual es equivalente a la norma

| g ) + 105 wll L2 (r)-

Teniendo en cuenta el producto interno (2.1) el espacio H tiene las siguientes propiedades:
es un espacio de Hilbert, es un espacio reflexivo, el espacio de funciones C§°(R) es denso
en H; adicionalmente dado que la inclusién H!(R) < L?(R) es continua para 2 < ¢ < oo,
concluimos que la inclusion H < LY(R), 2 < ¢ < oo es continua. Ademds la inclusién
H — L} .(R), 2 < ¢ < oo es compacta (ver Lema 3.3 en [6] y Observacién 1.1 en [5]).
Es decir, si {uy,} es una sucesién acotada en H y K C R es cualquier compacto, entonces
existe u € LI(K) tal que u, — w en LI(K). Para conocer detalles sobre la técnica para

demostrar este tipo de resultados se puede ver la prueba del Teorema 7.2 en [12].

Note que si u € H entonces 9, 'u € L*(R) y por tanto para cualquier v € L?(R) y cualquier

compacto K tenemos que

/agluvdx:/xfgf);luvdx,
K R

donde x g es la funcién caracteristica relativa a K. Los resultados anteriores los usaremos a
lo largo del desarrollo de este trabajo. Ahora, notamos que el espacio Y (ver introduccién)
es de tal manera que

Y =HxH,

esta dotado con la norma

1
1w, 2)lly = (lwll3, + [12]17)2

la cual es equivalente a la norma

[(w, 2)lly = llwlln + [zl

y (C3° x C§°)(R) es denso en Y.

En el siguiente lema mostraremos algunas propiedades fundamentales de los funcionales

I., Gy J..



Lema 1 Supongamos v, 3,c > 0. Entonces
1. Los funcionales 1., G y J. estdn bien definidos en Y.

2. El funcional 1. es no negativo. Mds ain, existen constantes positivas C1 = C1(8,7, ¢),

Cy = Cy(B,, ) tales que
Cill(w, 2) |5 < Le(w, z) < Cal|(w, 2)|3-- (2.2)
3. 1.,G, J. € CHY,R).

Demostracién. Si (w,z) € Y, entonces w,w’, z,2',0; 'w, 0,12z € L?(R), por lo tanto

tenemos que

I(w,2) = ;/R (cw? + (w')? + B(9, 'w)? + c2? + (2/)? + (0, '2)?) dz

2727272
= Ca(8,7, )| (w, 2)[[5-

(Bl 2 "2 -1, 42 2 "2 —1_32
§max< >/R(w + (W) + (8, 'w)® + 22+ () + (8, '2)7) da

De forma similar obtenemos que

T(w.2) = 5 [ (e + () + B0 w0 + 2+ ()P +9(0; 1)) da

[V

=

B
VR
N | @™
N2
IR
N =

) / (w? + (W) + (9, 'w)? + 22 + () + (9, 12)?) da
R

De lo anterior se sigue que el funcional I. estd bien definido en Y, es no negativo y la
desigualdad (2.2) se satisface. Ahora, observemos que el funcional G esta bien definido en

Y. Mas atin, mostremos que existe una constante C' > 0 tal que

|G (w, 2)] < Cll(w, 2)ly- (2.3)

En efecto, si (w,z) € Y entonces, usando el hecho de que la inclusion H — LI(R) es

continua para g > 2, vemos que existe una constante positiva C' tal que para toda u € H,
[ullza < Cllull- (2.4)
Ademids puesto que ||(w, z)|ly = ||w||x + ||z|l3 se sigue que

lwllag < (w, )y y [zl < [ (w, 2)]y- (2.5)



Entonces, usando desigualdad de Holder y las desigualdades (2.4) y (2.5), obtenemos que

/\w3dx:/]w\]w\2dx
R R

< Jlwll 2@ lwlFam
< C||lw|3,

< Oll(w, 2)|ly,
y de manera similar obtenemos que
[ 1#1dz < Clw. 2
R
Ademss
/R w2 de < wll 2y |1y < Cllwll iz 1213 < Clltw, )1},
y también
Wzl da < [w||Zagyll2ll 2@y < Cllwlllzll 2@ < Cll(w, 2)[15-
R ®)

Por ello podemos ver que existe una constante C' > 0 tal que

Gl < [

R
< Cll(w, 2)l5-

1 1
(g\w?’\ +wa?| + |we] + §\z3y)dx

Por lo tanto, el funcional G esta bien definido en Y, ademas existe una constante C' > 0
tal que la desigualdad (2.3) se cumple.
Finalmente, es posible demostrar que I.,G,J. € C'(Y,R). En efecto, si definimos los

funcionales I (w, z), Is(w, z) e I3(w, z) por

L(w,z) = /R(w2 +22)dz, I(w,z)= /R((w/)2 + (")) dz,

obtenemos que

1
(B(w,2), (W, 2)) = lim — (L((w,2) + (W, 2)) = (w, 2))
~ fm L 2 2 9 2
—}g%t R((w+tW) +(z4+t2) —w z)dm
1
=lim - [ (2t(wW + 22Z) + 2 (W? + Z%)) dx
t—=0t R
:2/(wW+zZ)d:c.
R



De igual manera obtenemos que
(I (w,2),(W,Z)) = Q/R(w’W’ +2'7Z") du.
Ademss,
(3w, 2), (W, 2)) = lim + (Ts((w, 2) + £, 2)) ~ Ts(w, 2))
= 2/R(ax1waxlw + 0,120, 7) dx
En consecuencia,
(Il(w,2), W, Z)) = /R(cvaLw'W'+ﬁa;1w8;1W +c2Z+2 7 4071 20,1 Z) da

Mostremos ahora que I; € C*(Y,R). En efecto, sea {(wy, zn)}» una sucesién en Y tal que
(wn, 2n) — (w,2) en Y, y veamos que

Hl—é(wna ZTL) - Ié('w, Z)HY/ — 0.

Sea (W,Z) € Y tal que |[[(W,Z)|ly = 1. Entonces usando los cédlculos anteriores y la

desigualdad de Holder vemos que
[(T1(wn, 2n) — 1 (w, 2), (W, Z))| = [(I1(wn, 2n), (W, Z)) — (I1(w, 2), (W, Z))]
<2/| + (2, — 2)Z]|dx
< 2([Jwn—wllL2@) Wl 2@y + 120 — 2l L2@) 1 2l 2 (r))
< 2([Jwn — w2y + 20 = 2l L2@)IW, Z2)|ly

< 2([lwn = wll + 20 = 2[ln)

= 2||(wp, zn) — (w, 2)|ly — 0.

Asi, hemos demostrado que el funcional I] es continuo. Andlogamente se puede ver que I}

es continuo. Ademas,
(T3 (wn, 20) — Iz(w, 2), (W, Z))| = [{I5(wn, 2n), (W, Z)) — (I3(w, 2), (W, Z))|
< 2/(aglwn—aglw)ajWJr(8;1zn—8;12)8;12\dx
R
< 2([Jwn — wlia + 20 = 2l2) (W, Z) Iy
= 2”(11)”,2’”) - (va>HY — 0,

de donde se concluye que Ij es continuo. Por lo tanto I es continuo y esto significa que

I. € C1(Y,R). Para el caso del funcional G' observemos que



(G'(w,2), (W, Z)) = lim %(G((w, 2) + W, 2)) - G(w, 2))

t—0

1
=lm —(G(w+tW,z+tZ) — G(w, z))
t—0 ¢

1 1
= lim — / ((w +tW)3 + (w+tW) (2 +t2)* + (w + tW)% (2 + t2)
t—0 2t R 3

1 1 1
+ g(z +tZ)% — gw?’ —wz® —w?z — 323>da§
1 1
= lim — W2 W AtwW? + 2 W3 4 2w2W + 2wz Z+twz? 4+ 22W
t—0 2 R 3

+ 2twW Z+262W Z+2W Z? 4t Zw? +w? Z+ 2 W2 Z 4+ 22 Z + 1222 +42 Z3)

1
=5 / <(w2 + 2wz 4 2H)W + (w? + 2wz + z2)Z> dx.
R

Mostremos ahora que G € C1(Y,R). Para ello consideramos {(wy, z,)}» una sucesién en

Y tal que (wp, z,) — (w,2) en Y y veamos que
|G (wn, zn) — G'(w, 2)|lyr — 0.
En efecto, sea (W, Z) € Y tal que ||(W, Z)|ly = 1. Entonces aplicando la desigualdad de

Holder y teniendo en cuenta que la inclusién H < LP(R) es continua para p > 2, se sigue

que

(G (wn, 2n) = G'(w, 2), (W, 2))] = (G (wn, 20), (W, Z)) = (G (w, 2), (W, Z))]|

; /R<(w" +2)2(W + Z) — (w + 2)*(W + Z)>dx

/ﬂ{(( 721—w2)+2(wnzn—wz)+<zz_22)>(W+Z)dx

2

1
< 2/ (w2 —w?)+2(wp 20 —w2)+ (22— 22)||W + Z|da
R

1
< 2/ <|wi—w2\—|—2|wnzn—wz|+ \zg—z2|>|W—i—de
R

< (lwp—w?|| 2@y Hlwn zn—wz| 2 w)
Hlza—22l 2 @) IWZ | 2w

< C(lwp—w?|lpH|wn za—wz || 3+ 22=22 140 (W || 1H| Z | 19¢)
<O(wp=w? |3+ [wpzn —wzlla+ || 25— 2 l5) | (W, 2) |ly-

Ahora, dado que ||(W, Z)|ly =1y ademés w,, » w y 2z, — z en H, concluimos que

(G wn, 20) =G, 2,(W,2))| < Cll|lwy —w? |+ wnzn —wella+ 12— 2% [l32) = 0.
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Con ello hemos demostrado que el funcional G’ es continuo, esto es G € C1(Y,R).
|
De la prueba del lema anterior vemos que la derivada del funcional J. en (w,z) en la

direccién de (W, Z) esta dada por

(Je(w, 2), (W, 2)) = (Ie(w, 2), (W, Z)) = (G'(w, 2), (W, Z))

1 1
= /(cwW +w' W'+ Bo; wd, TW — inW — 522W —wzW
R

1 1
+e2Z 427 + 4012017 - 511)22 — 522Z —wzZ)dz,

y ademés J. € C1(Y,R). Asi observamos, después de usar integracién por partes, que si
(w, z) € Y es un punto critico del funcional J., entonces (w, z) es una solucién del sistema

(1.3) en el espacio Y. Ademds podemos ver que
(J(w, 2), (w,2)) = 2I.(w, z) — 3G(w, 2) = 2Jc(w, z) — G(w, 2).
En el siguiente lema B, ({) denotard la bola en R de centro ¢ y radio r > 0.

Lema 2 Sea {(wy, z,)}n una sucesion acotada en'Y y supongamos que existe una cons-

tante positiva r tal que

lim sup/ (w2 4 22) dzx | = 0. (2.6)
n—oo CGR BT(C)
Entonces
TLILII;O G(wn, zn) = 0. (2.7)

Demostracién. Sean ( € Ry r > 0, entonces usando la desigualdad de Holder y el hecho

de que la inclusiéon H'(B,(¢)) < L(B,(()) es continua para g > 2, vemos que

/ |wn|3daz:/ Wy | |w|? dz
Br(¢) Br(¢)

< lwnll 2B, ¢y llwnllfas, )

< Cllwnll 25, lwnllin s,

2
< CHw”H%Il(BT(C)) <§2£/B(C) |wn|2 d!L‘)

2
< Cllwnll3 s,y ( Sup / <<>(w’2‘ + zg)d;c> :

11



Ahora, cubriendo a R por bolas de radio r, de tal forma que cada punto de R esté contenido

a lo mas en dos bolas, tenemos que

1

2

/ |wn|3d:c30||wnu%p®(sup / <w,%+z,%>dx) .
R CER J B (¢)

En consecuencia, bajo las hipétesis del lema, concluimos que

lim /\wn|3d$ = 0.
R

n—o0

De forma similar obtenemos que lim,, fR |2,|? dz = 0. También notemos que

2 2
Wpl||2zn|” dr < ||wn| 2B, Zn,
[ o ol e < ok, ool o

< Cllwal 28, ey 12nllFr 5,0y

< Cl%”?{l(Br(C)(igﬂg/B ©

|wn|2dfc> ’

2 2, .2 :
SCHZnHHl(BT(C)<Su£/ (C)(wn—l—zn)dm’) .

ce

Nuevamente, cubriendo a R por bolas de radio r, de tal forma que cada punto de R esté

contenido a lo mas en dos bolas, concluimos que

2

/ rwnuznﬁdzscu<wn,zn>r\%(sup / <w2+zz>dx>
R B, (¢)

¢eR

En consecuencia, bajo las hipétesis del lema, concluimos que

n—o0

lfm /\wnuzn|2dx =0.
R

De manera similar se prueba que

lim /\wn\2\znydx:0.
n—oo R

Por lo tanto

1 1
nh—>Holo G(wWn, 2n) = 3 nlggo . <§w2 + wn22 + w2z, + ng’l) dz = 0.

|
Para demostrar la existencia de un punto critico no trivial para el funcional J, utilizaremos
el Teorema de Paso de Montana. En el siguiente resultado verificamos que en efecto el

funcional J. satisface las hipétesis dadas en el Teorema, 1.

12



Lema 3 Supongamos que v, B,c > 0. Entonces

1. Existe p > 0 suficientemente pequeno tal que

Ye)= inf  J.(w,z)>0.
ll(w,2)lly=p

2. Erxiste e € Y tal que |lel]ly > p y Je(e) <0.

3. Si d(c) se define como

6(c) = ;’Ielgtren[% Je(y(1),  T'={yeC([0,1,Y) : 7(0) = 0,7(1) = e},

entonces 0(c) > ¥(c) y existe una sucesion {(wn, zn)}n en'Y tal que

Je(Wny 2n) = 6(c),  Ji(wn,2,) =0 en Y (2.8)

Demostracién. De las desigualdades (2.2)-(2.3), tenemos que para todo (w,z) € Y

I(w,2) = Ci||(w, 2)|[y,  G(w,2) < C|l(w, 2)[fy-

Luego
Jc(wa Z) = IC(U), Z) - G(w7 Z)

> Cill(w, 2)Il§ = Cll(w, 2)[[¥

> (Cr = Cli(w, 2)Iy)ll(w, )3

Entonces para p > 0 suficientemente pequeno tal que
Ci — pC > 0, (2.9)

concluimos para ||(w, z)|ly = p que
Je(w, z) > (Cy — pC)p* =€ > 0.
En particular, también tenemos que

Y(e)= inf  J(w,z)>e>0. (2.10)
ll(w,2)lly=p

Ademds, para cualquier ¢t € R vemos que t(w,z) € Y y

Je(t(w, 2)) = Le(t(w, 2)) — G(t(w, 2))
= 2 I.(w, 2) — 3G (w, 2)
= t?(I.(w, 2) — tG(w, 2)).

Ahora, no es dificil probar que existe (wy, 20) € (C5°(R) x C§°)(R) CY tal que G(wp, z9) >0.

13



Luego tenemos que

i = —00.
Jim Je(¢(wo, 20)) = —00
Entonces, existe ty > 0 tal que e = to(wp, z0) € Y satisface
toll(wo, 20)[ly = llelly > p,  Je(e) < Je(0) = 0.

La tercera parte sigue por aplicacion directa del Teorema de Paso de Montana.

|

A continuacién tenemos el resultado principal de este capitulo. En la demostracién utiliza-
remos el siguiente resultado de espacios reflexivos. Si X es un espacio reflexivo y (zy,), es
una sucesion acotada en X, entonces (), tiene una subsucesiéon que converge débilmente
(ver Teorema 5.73 en [10]).

Teorema 2 Supongamos 7, [3,c > 0. Entonces el sistema (1) admite soluciones de onda

viajera no triviales en el espacio Y.

Demostracién. Demostraremos que 6(c) definido en el Lema 3 es en efecto un valor
critico para el funcional J,.. Para ello sea la sucesién {(wy, zn) }n en Y obtenida en la parte

(3) del lema anterior. Observemos que a partir de (2.10) se sigue que

d(c) > I(c) >e>0. (2.11)

Teniendo en cuenta la derivada en (wy,, z,,) en la direccién de (wy, z,) y usando la definicién

de J., obtenemos que

<Jé(wn, Zn), (W, zn)> = 2[.(Wn, zn) — 3G (Wn, 2n)
= 2Jc(wn, zn) — G(wy, 2p,). (2.12)

Por ello tenemos que
I (wp, 2n) = Je(Wn, 2n) + G(wn, 2n) = 3Jc(Wn, 2n) — <Jé(wn, Zn), (W, zn)> . (2.13)

Ahora bien, como J.(wy, z,) — d(c), entonces para n suficientemente grande vemos que
Je(wp, zn) < 6(c) + 1.
Similarmente, como J.(wy,, z,) — 0, entonces para n suficientemente grande tenemos que
|<Jé(wn,zn), (wn,zn)>| < ||Jé(wnaZn)HY’H(wnazn)HY < (wn, z0) ||y
Luego de (2.2) y (2.13) concluimos que
Cull(wn, 20) ¥ < Le(wn, 2a) < 3(3(c) + 1) + [[(wn, 20) Iy

14



Entonces
C1l|(wn, 20) 13 = | (wn, 20) ly < 3(5(c) +1).

Ahora, de la desigualdad anterior obtenemos que

1 \? 1
(m (w2l — W) < 3(6(0) + 1) + 1o

Es decir, la sucesion {(wy, z,)}n es acotada en el espacio Y. Afirmamos ahora que

€ = lim sup/ (wn)* 4 (20)?) dz | > 0.
n—oo CER Bl(c)

Si suponemos que

lim sup/ (wn)? + (2,)?) dz | =0,
n—oo CER Bl(()

entonces, por el lema 2 concluimos que

lim G(wp, 2z,) = 0.

n—oo

Notemos que de (2.11)-(2.12) se sigue que

0<e<de)= lim J.(wp,z,)

n—o0

n—0o0

= iy (ol 20) = 3 (L2 () )
— lim <Jc(wn,zn) - %(2Jc(wn,zn) - G(wn,zn)))

n— oo
= inh_{rgo G(Wn, zn)

=0,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, existe una subsucesion de {(wn, zp)}n, que

denotaremos de la misma forma, y una sucesién (, € R tales que

/ ((wn)? + (2n)?) da > % (2.14)
B1(¢n)

Definimos ahora la sucesion (wy, (), Z,(x)) = (wp(x + ), 2n(x + (). Para esta sucesién

se verifica que

[(@n, Z0)ly = [(wns 2n)llys Je(@n, Zn) =6y Jo(in, Zn) =0 en Y7,

15



Entonces, {(wy,, Z,) }» es una sucesién acotada en Y. Por lo tanto, para alguna subsucesién

de {(wn, 2n) }n, denotada de la misma forma, y para algin (w,z) € Y obtenemos que

(W, Zp) — (w,2), cuando n — oo (converge débilmente en Y').

2

Puesto que la inclusion ‘H < Lj,_ .

(Q) es compacta entonces vemos que
Wy —w, Z,—2z en L2 (R).
Notemos que los limites de la convergencia débil y la convergencia local son los mismos.

Ahora, tenemos que w # 0y z # 0, ya que utilizando la desigualdad (2.14) se sigue que

/ (w? 4+ 2?)dx = lim ((Wn)* + (20)°) da
B1(0) 7700 J By (0)
= lim (wn)? + (20)?) dx
n—oo Bl(Cn)
6*
> —.
-2

También notemos que si (W, Z) € (C°xC§°)(R) entonces para K = Supp (W, Z), tenemos

que
(I'(w,2), (W, Z)) :/ (cwW +w' W'+ B0, ' wd "W +c2Z + 2/ Z' +~0,1 20,1 Z) da
K

=1m | (cw, W+, W' + B0, ", 0 ' W 42, Z+ 2, 7' +~40; 12,0, 1 Z)dx

n—00 J i z

=lim (I}(n, %), (W, Z)) .

n—oo

Como consecuencia de esto, sigue que

/w,%dea/ w?W dz, /EgZda:—>/ 227 dx
K K K K

/wnéanm%/ wzW dzx, /wnEnde%/ wzZ dx.
K K K K

En efecto, observemos que

’/ w,%de—/ w?W dx
K K

g/ (2 — w?|| W da
K
< @7 — || z2(s0) W | 2 () — 0

Ademas,

’/ zﬁzm-/ 227 dx
K K

< [ - 21210
K

<% - ZQHLQ(K)”W”LQ(K) — 0.
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De forma similar, tenemos

’/ u?néanx—/ wzW dx
K K

g/ (2 — w2|[ W] da

K

< N[nZn — w2 2() Wl £2(x) — 0.
Por lo tanto hemos demostrado que

(G'(w,2), (W, Z)) = lm (G (ibn, Z), (W, Z))

n—o0

y también que

(Jw, 2), (W, 2)) = lim_ (JL(in, ), (W, 2)) = 0.

im
n— oo
Ahora, si (W, Z) € Y, usando la densidad de (C§° x C§°)(R) en Y, existe una sucesién
(Wh, Zy) € (C° x C§°)(R) tal que (Wy,, Z,) — (W, Z) en Y. Por lo tanto,

(20,2, (W 2)) | < [ {202, (W2 2) = (W Zu) | (T 2), (W Z0)
< 12, 2) I O, 2) — (W, Zo)ly
+ | <Jé(w7 Z)? (Wm Zn)> ‘ — 0.

Asi tenemos que J/(w, z) = 0. Es decir que (w, z) € Y es una solucién no trivial para el
sistema de ecuaciones (1.3).
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Capitulo 3

Analiticidad de Ondas Viajeras

En este capitulo demostraremos que cualquier solucién del sistema (1.3) es una funcién
regular y analitica. Para demostrar esto usaremos que para k > 0 existen constantes

K1, K5 > 0 tal que para todo v € H*(R),

Kol < /R (1+ €25 [B(6) 2 de < Kollv]2n.,

donde la transformada de Fourier de una funcién f definida en R esta dada por

1

ff: 1
©=

/ e f(x) da.
R

Ademas, utilizaremos el siguiente resultado (ver Proposicién 16 (c) en F. H. Soriano [11]).

Proposicién 1 Para s > 1 existe una constante C3 > 0 tal que para todo p y k € Z,

p—1
2 : < B
kvt Ak =k (k1 + 1) (kp+1)° — (k+1)°

Teorema 3 Supongamos B,7v,c > 0. Si (w,z) € Y es una solucion del sistema (1.3),
entonces w, z son funciones analiticas, es decir, para cada (o € R existe R > 0 tal que las

series

kw kz
ZDk!(CO)(fU—CU)ka ZDM(CO)(iU—CU)k
k k

convergen absolutamente a w(x) y z(x) respectivamente para todo x € Br((p).

Demostracién. Inicialmente estableceremos que w,z € H¥(R) para cualquier k& > 0, si
(w,z) €Y es una solucién del sistema de ecuaciones (1.3). Asi, usando que si f € H*(R),

k> 141, entonces f € C'(R), concluimos que (w, z) es una solucién regular.
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En efecto, si (w,z) € Y y dado que la inclusién H*(R) < L*(R) es continua, tenemos

que las funciones
1 1
fl = 5'11)2, f2 = wz, f3 = §Z27 (31)

pertenecen a L?(R), puesto que aplicando desigualdad de Holder se sigue que
[ wa)? do < i< 218 < Clluliss 215> < Clw. 2.

Ademas

/R (w)* do < w3 lwl2s < Cllwld g w2 < Clltw, 2)l1,
y también que
/R (2 da < |23 2122 < Ol 1212 < Cll(w, 2115

Ahora, tomando transformada de Fourier en el sistema (1.3) y usando que

—_

v (&) = (i6)" 5(€)

obtenemos que 13 o~ 15 o
W — sw? + W —wz — 522+ 7w =0,
~ 1 /\2 9~ — 1/\2 —9~
z— 52+ 867wz — zw+v§ 2 =0.
En consecuencia vemos que @ y z satisfacen

F16) + F2(6) + f3(6)
iyt

f1(©) + f2(9) +f3<5>)

@(6)252( ) 2(5)252( €+t +y

Por lo tanto, existe una constante My = Mi(53,~,¢) > 0 tal que

/R(l + 162 |@f dg < My /R (1A + 152+ fs|2> dé = My (|Ifuli3z + f2lF2 + ||f3|%2)
y ademas

Jaiepriepas < an [ (1FR+1RE+15R) de =0 (LA + 12l + 1Al )

Esto implica que w,z € H?(R). Ahora, dado que H'(R) es una algebra para [ > 1, (ver
Teorema 3.4 en [7]) vemos que w?, 22, wz € H?(R). Por lo tanto fi, f2, f3 € H*(R).

Ademads, podemos probar que existe una constante Ma= Ms(/3,7,¢) >0 tal que

[+l s < by [ Qe (FPHRHEP) de <M1+ R+ Al
R R
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y ademas

e 2 de < o [ L4162 (1B PHEP4HFP) e <M (AR el 4 1)
R R

De lo anterior, teniendo en cuenta que f1, f2, f3 € H?(R), concluimos que w, z € H*(R).
Como H'(R) es una &lgebra para | > 1, vemos que w?, 22, wz € H*(R). Por lo tanto
f1, f2, f3 € H*(R). En consecuencia, utilizando sucesivamente los razonamientos anteriores
concluimos que w, z € H!(R) para todo [ > 0, por lo que w?, 2%, wz € H'(R). Por tanto
f1, f2, f3 € H(R). Ahora, probemos la analiticidad de w y z. Primero, establezcamos el

resultado bajo la suposicién de que existe R > 0 tal que para todo k € Ny := NU {0},

o], = i o

donde DFw = w®) y DFz = 2(F)_ Si ¢y € R, mostraremos que existe r > 0 tal que las
siguientes expansiones de Taylor de w y z convergen respectivamente en la bola B, ({p),
DFw (¢ DFkz(¢
wia) = 3 20 oy = 3 2

k! k!
k k

Trabajemos primero con w. Si hacemos { = x — (p, entonces por el Teorema de Taylor

(con residuo), tenemos que

N—-1 k N
w(x) = Z DZ'(CO)CIC +En(z), Enlz)= WCN_
k=0 : !

De otro lado, utilizando la desigualdad (3.3) y la inclusién continua H(R) — L*®(R),
tenemos para k € Ny que
k!
< 2
Yy~ CR (k+1)2

Si tomamos r > 0 de tal manera que 2rR < 1, entonces concluimos para || < r que

[Dw(z)] < HDkaLw = CHDkaHl(R) = C’H(Dkw,Dkz)

N!

RN NV ¢N|

— (N 41)2N!
rR)N

= C(J(V +>1)2

< C(rR)Y

< o2~ N,

|€N(:c)] — ‘DN“’(CO""K)CN‘
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En otras palabras, la serie de Taylor de w converge en Br((p). De igual manera se prueba

que la serie de Taylor de z converge en Br((p).

Para completar la demostracion solamente necesitamos demostrar que existe R > 0 tal
que (3.3) se satisface para todo k > 0. Para esto, argumentaremos por induccién sobre k.
Dado que w,z € H Z(R), [ > 0, tenemos el resultado para k = 0, 1. Ahora, supongamos que
la desigualdad (3.3) se verifica para k € Z* fijoy R > 0 (el cual escogeremos después).

Aplicamos ahora el operador D¥ a cada una de las ecuaciones del sistema (1.3) y obtenemos

que
cD*(w) — $D*(w?) — D*2(w) — D¥(wz) — 1D*(2?) — BD* 2w =0,
cD*(z) — $D*(2%) — D*2(2) — D¥(wz) — 1D*(w?) —yDF2(2) =0.

Luego, multiplicando respectivamente el sistema de ecuaciones anterior por D¥w y DFz e

integrando por partes tenemos que
/ [C(Dkw)2—i—(Dk—H’w)z—i—ﬁ(Dk_lw)Q} dr
R
1 1
= /Dk(wQ)Dkwd:E—I—/Dk(wz)Dkwd:L‘+/Dk(zQ)Dkwdm,
2 Jr R 2 Jr
y también que
/ [C(Dkz)2+ (Dk+lz)2+7(Dk—lz)2} da
R

1 1
= /Dk(zQ)Dkzda:—{—/Dk(wz)Dkzdx—i—/Dk(wQ)Dkzdaz.
2 Jr R 2 Jr

Recordando la definicién del funcional I., vemos de las expresiones anteriores que

21.(D*w, D¥2) = % <Dk(w2),Dkw>L2 + <Dk(wz),Dkw> + % <D’“(,22),Dkw>L2 (3.4)

L2

+ % <Dk(z2), Dkz>L2 + <Dk(wz), Dkz> + % <Dk(w2), Dkz>

L2 L2’

Usando la desigualdad de Hélder obtenemos que
[(DF(w2), DRw) | < D" (w2)]| 2| Dreo]l
< ||D*(wz)|| 2| D*wl |3

< ||D* (wz) | g2 |(D*w, D*2) [y
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Asi como
k k
[(DFw2), D"2) || < D (ws)|pa | D"z 2
< ||D* (w2) | 2 |1 D*2ll

< || D* (wz)| g2 |(D*w, D*2) [y

Ademds, podemos observar que
[(DF@?), D) | < |IDFw?) g2l Dol s
< |[D* () 2| DFwllx
< | D" ()2 (D" w, D*2) |y,
y también que
[(DF@?), D¥2) || < [ID*w?)|2l| D¥) o2
< |ID* ()12 |1 Dl

< 1D (w?)ll 2| (D*w, D*2)]ly.

Similarmente,
(D42, DRw) | < DM g2 DFw s
< ||D ()2 | DMl
< || D5 )|z | (DFw, DE2) -
y

[(DF(2), DR2) 1 < D) 2|1 DF

< ID* ()|l 2 |(D*w, D*2) |y

< 1D (%)l | D 2l

Entonces, aplicando en (3.4) los estimativos obtenidos previamente y la desigualdad (2.2)

concluimos que
k. k LOL ok o k Lokg2 Lok 2
I(D%w, D%2)lly < 5 { SIID™(w )|z + [D¥(w2)l| 2 + I D™ (=7)l| 2 + S [D*(27) |2
1
DM @)l + 1D 12 )
< | DF(w?)| g2 + [|1D* (wz)l| g2 + [|1D*(2%) | 2.
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Ahora queremos estimar los términos del lado derecho. Notemos que si u,v € H'(R) para

cualquier [ > 1, tenemos para k € Z* que

k—1
k
DF(uv) = (DFu)v + Z ( > DF=My D™y + uD¥v.
m=1 \"

Entonces vemos por ejemplo que

k—1
k
DF(wz) = (D*w)z + Z ( > DF=MyD™ 7 + wD¥z. (3.5)
m=1 \"

Usando la hipétesis inductiva y la inclusién continua H — L>°(R), tenemos que

y ademas

I(D*w)z|| g2 < [|DFwl| 2| 2]| oo

< Caf| DMl 2|23

< Oy (D*w, DF2) |y ||(w, 2)|ly
k!
(k+1)2

k!
2 pk

() (o )

< CyC?RF

lwD 2|2 < [lwl|zo | D* ]| 2

< Collwllwl|D*2| 2

< Co||(D*w, DF2) |y ||(w, 2) ||y
k!

(k+1)2

k

|
2 pk ™

- (efger) (eom i )

< CyC?RF

Similarmente obtenemos que

ID*wD™ 2|2 < | DF " w|| 2| D™ 2| o

< Co|| DF =™ | g || D™ 234
< Co|| DF =™ |3 || D™ 2|5

< Gof|(DF7" " w, DM [y (D™ w, D™2)ly
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Por lo tanto, usando la hipétesis inductiva en el lado derecho y la Proposicién 1, obtenemos

k=1 /g k—1 ol
Z HDkfmemzH <Oy —_— HDk*mfle |ID™z||
= \m L2 — (k —m)!m! H s
k—1
k!
<G Z (k —m)!m! 8
m=1
(Dt DEmL) | (D™, D)y
< oue? ’“Zl El(k —m — 1)Im! -
= (= m)tml(k — m)2(m + 1)2
k—1 kl
< C 02 . Rk‘—l
= mZ:l (k —m)2(m + 1)
1
< CCRIREY Y 5 5
bt (k1 +1)%(k2 + 1)
< C3CoC?KIRF 2
(k + 1)1RFH! o (k+2)?
=|({C———— | | C2C3CR "+ ] .
( (k+2)2 2 k2(k + 1)
Observemos que existe una constante M > 0 tal que % < M. En consecuencia, para

R > 0 suficientemente grande de tal forma que
CoC3CMR™* < 5, CoCMR - < 5,

podemos concluir que (k

+ 1! .
DF < O REFL
I (wz)|]L2_C3(k+2)2R

De manera similar se obtiene que

|
1D*(2) e < 0 KD e

k+1)!
ki, 2 < ( k+1
ID* @)l < €3 LR S

3(k+2)2 ’

En otras palabras, hemos probado para R suficientemente grande que

k+1)!
uww%m+wmwwmﬂw%mwsc&%§mﬂ. (3.6)

Utilizando la desigualdad (3.6), demostraremos que

k+1 k41 < (k+1)! ey
(D", D)y < e

Para hacer esto, aplicamos el operador D*t! a las ecuaciones del sistema (1.3), luego

multiplicando respectivamente por D*+t1w y D¥*1z y usamos integracién por partes para
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obtener
<Dk+1(w2)’Dk+1w> + <<Dk+1(wz)’Dk+1w>
L2 L2

Dk+1(22),Dk+1z> (3.7)

L2

<Dk+1(w2)7 Dk+1Z>L2> '

QIC(Dk+1w, Dk+lz) —

i <Dk+1(z2)7Dk+1w> i

L2

+

N = N =
/\

<Dk+1(wz)’ Dk+1z> +
L2

NN = o) =

A continuacién vemos que

‘<Dk+1(wz), Dk+1z>

= |( D*(wz), D**22
< )

L2 L2
< || DF (wz)|| 2 [ DV 22]] 2
< [|D* (wz) | 2| D" 213

< [ID* (wz) | g2 |(D* 1w, D2 |y

De manera similar obtenemos que

(DM, D) | < DAl (D, D)

También que

_ ‘<Dk(22),Dk+2z>
L2

‘ <Dk+1(22)’ Dk+1z>

L2
< |ID*()l2 1 DF22] 2
< ID*() |2 1D 2l

< 1D () g2 |(D*F w, DEFL2) |y

Por lo tanto
L(D*'w, DF12) < (HD’“(w%HLz+HD’%wz)uLg+|rD’“<z2>HLz) |(D* 1w, D) .

Luego, de las desigualdades (2.2) y (3.6) concluimos que
I(D** w, D)y < D (w?)] 2 + [ DM(w2) ]| g2 + 1 D* (%) 2
(k+1)!

< CiRk—i-l
— (k+2)? ’

como desedabamos. Asi hemos probado la analiticidad de (w, z).
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Conclusiones

En este trabajo de investigacién, realizamos un estudio tedrico sobre soluciones de onda
viajera para un sistema de ecuaciones tipo Ostrovsky. Teniendo en cuenta esto, se han

alcanzado los objetivos inicialmente planteados, ya que:

» Caracterizamos las soluciones de onda viajera con velocidad ¢ del sistema (1) como

puntos criticos de un funcional adecuado J..

= Mostramos la existencia de puntos criticos del funcional J,.

» Probamos que las soluciones de onda viajera obtenidas para el sistema (1) son fun-

ciones analiticas.
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