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Director
Carlos Alberto Trujillo Solarte
Profesor de la Universidad del Cauca

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educación

Departamento de Matemáticas
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Resumen

El siguiente trabajo de investigación contiene el estudio de una familia de códigos de-
nominada códigos ortogonales ópticos, los cuales son de vital importancia en sistemas
de acceso múltiple por división de código. La investigación se centra principalmente en
el estudio de la correlación de varias familias de códigos y también de conjuntos de Si-
don, primordial para construir familias de códigos óptimos para infinitos valores de la
longitud y peso. En el trabajo se combinan diferentes herramientas teóricas de Teoŕıa
de Números, Cuerpos Finitos, Combinatoria, entre otras. Los resultados de este estudio
muestran que bajo ciertas condiciones es posible obtener códigos óptimos que mejoran
los resultados presentados hasta el momento. También presentamos algunos problemas
abiertos para futuras investigaciones. Algunos resultados importantes obtenidos durante
el desarrollo de este trabajo se presentan publicados y otros en proceso de publicación.

Palabras clave: correlación, código ortogonal óptico, conjunto de Sidon, acceso múltiple
por división de código, cuadrados latinos mutuamente ortogonales, conjuntos diferencia,
teoŕıa de números.
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Abstract

The following research work contains the study of a family of codes called optical ortho-
gonal codes, which are of vital importance in code division multiple access systems. The
research focuses mainly on the study of the connections of several families of codes and
also of Sidon sets, essential to build families of optimal codes for infinite values of length
and weight. In the work, different theoretical tools of Number Theory, Finite Fields,
Combinatorics, among others, are combined. The results of this study show that under
certain conditions it is possible to obtain optimal codes that improve the results pre-
sented so far. We also present some open problems for future research. Some important
results obtained during the development of this work are published and others are in the
process of being published.

Keywords: correlation, optical orthogonal code, Sidon set, code division multiple access,
mutually orthogonal Latin squares, difference sets, number theory.
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4. Códigos Ortogonales Ópticos en dos dimensiones 51
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Capı́tulo 1
Introducción

Un problema importante que se presenta en los sistemas de comunicación consiste en
diseñar técnicas de acceso múltiple. En este contexto, múltiple hace referencia al hecho
de que varios usuarios tengan la posibilidad de establecer una comunicación simultánea
por medio del uso del mismo canal de comunicación, evitando las interferencias que
puedan ocurrir (interferencia de acceso múltiple (en inglés, multiple access interference
(MAI)). En la actualidad, existen varias técnicas de acceso múltiple, una de éstas se
denomina acceso múltiple por división de código (en inglés, code division multiple access
(CDMA)). En un CDMA, varios usuarios asincrónicos hacen uso del mismo canal de
comunicación de manera simultánea. El objetivo del CDMA consiste en extraer los datos
con la información deseada incluso bajo la presencia de los datos de otros usuarios. Para
lograr este objetivo se construye un conjunto de secuencias llamadas palabras código que
cumplan las siguientes condiciones de correlación:

cada secuencia es fácilmente distinguible de cada una de sus versiones ćıclicas;

cada secuencia es fácilmente distinguible de las otras secuencias (incluyendo sus
versiones ćıclicas).

La clase de secuencias llamada códigos ortogonales ópticos satisfacen las condiciones an-
teriores. Matemáticamente, algunas herramientas utilizadas en la construcción de éstos
códigos son la teoŕıa de diseños, geometŕıa proyectiva, teoŕıa de códigos, teoŕıa de núme-
ros, cuerpos finitos, entre otros, [6, 3, 22, 8, 9].
Por otro lado, un conjunto de Sidon es un subconjunto de un grupo con la propiedad de
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2 Caṕıtulo 1. Introducción

que todas las diferencias no nulas entre sus elementos son distintas. Alternativamente, un
conjunto de Sidon puede ser considerado como un código ortogonal óptico con una sola
palabra código. Sin embargo, un código con una sola palabra código no es muy útil en
la práctica, razón por la cual las construcciones de conjuntos de Sidon en grupos finitos
han sido modificadas para obtener códigos ortogonales ópticos con más de una palabra
código [22, 30, 27].

El propósito de este trabajo de investigación consiste en describir y analizar en detalle
la propiedad de correlación de algunas familias de códigos ortogonales ópticos, aśı como
de los conjuntos de Sidon sobre grupos finitos con el objetivo de optimizar el cardinal de
los códigos estudiados tanto en una como en dos dimensiones.

En general, se realiza un enfoque algebraico para el estudio de la correlación. Sin
embargo, también se realiza un tratamiento computacional que describa algunos de los
procedimientos matemáticos usados en las construcciones. En este sentido, se hace uso del
sistema de algebra computacional SAGE para programar los algoritmos correspondientes
a cada una de las construcciones discutidas aqúı.

El siguiente trabajo esta dividido en 6 caṕıtulos. El presente caṕıtulo presenta una
introducción del trabajo. En el Caṕıtulo 2 describimos los conceptos de código ortogonal
óptico y conjuntos de Sidon en una y dos dimensiones. También presentamos algunas
construcciones importantes de ambos conceptos. En el Caṕıtulo 3 presentamos un análisis
de la propiedad de la correlación cruzada para las construcciones asintóticamente ópti-
mas de códigos ortogonales ópticos y cómo los resultados obtenidos pueden ser usados
para obtener nuevas familias de códigos óptimos teniendo en cuenta ciertas condiciones
sobre sus parámetros. El Caṕıtulo 4 contiene nuevas construcciones de códigos ortogo-
nales ópticos en dos dimensiones obtenidos a partir del estudio de la correlación de los
conjuntos de Sidon en una y dos dimensiones. En el Caṕıtulo 4 presentamos una cons-
trucción recursiva para códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones. Los resultados
obtenidos en este trabajo de investigación son presentados en el Caṕıtulo 5. Finalmen-
te, en el Caṕıtulo 6 presentamos algunas conclusiones y problemas abiertos obtenidos
del trabajo de investigación. Incluimos el Apéndice A con los principales algoritmos en
SAGE empleados en el presente trabajo.

El contenido descrito anteriormente se realizó con el fin de alcanzar los siguientes obje-
tivos.

1. Estudiar la estructura de las construcciones de códigos ortogonales ópticos asintóti-
camente óptimos.

2. Analizar la estructura y propiedades de las construcciones de conjuntos de Sidon
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en dos dimensiones con el propósito de encontrar nuevas construcciones de códigos
ortogonales ópticos en dos dimensiones.

3. Realizar una búsqueda computacional y estudiar nuevos conjuntos de Sidon en
una dimensión para generar códigos ortogonales ópticos en una dimensión usando
la construcción recursiva dada por Chu y Golomb [8].

4. Diseñar algoritmos para ejemplificar los conceptos y construcciones de códigos or-
togonales ópticos obtenidos en esta investigación.

Los resultados más reelevantes obtenidos durante el desarrollo de este trabajo de
investigación pueden consultarse en los siguientes art́ıculos:

H. M. Ruiz, L. M. Delgado and C. A. Trujillo, “A New Construction of Optimal
Optical Orthogonal Codes From Sidon Sets,” in IEEE Access, vol. 8, pp. 100749-
100753, 2020.

H. M. Ruiz, J. J López and C. A. Trujillo, “Some two-dimensional optical ortho-
gonal codes from Sidon sets”. Sometido a evaluación en IEEE. Octubre 2022.

Algunas charlas y minicursos que fueron importantes para el desarrollo y la divulga-
ción de los resultados obtenidos en esta investigación se resumen a continuación:

Códigos ortogonales ópticos y conjuntos B2[g]. VIII Encuentro Nacional de Ma-
temáticas y Estad́ıstica, Universidad del Tolima, Ibagué-Colombia, Mayo 2-4, 2018.

Second Colombian Workshop on Coding Theory (CWC 19), Universidad del Norte,
Barranquilla-Colombia, Enero 15-18, 2019.

A new construction of optimal orthogonal codes from Sidon sets. Congreso Nacional
de Matemáticas, Universidad del Cauca, Popayán-Colombia, Junio 10-14, 2019.

Introducción a la teoŕıa de códigos. Seminario Altenua Online, Universidad de
Nariño, San Juan de Pasto-Colombia, Abril 22, 2021.

Cuadrados latinos y algunas de sus aplicaciones. Seminario de estudiantes de
posgrado en matemáticas SESPOMAT, Universidad del Cauca, Cauca, Popayán-
Colombia, Marzo 14, 2022.



4 Caṕıtulo 1. Introducción

Construcciones combinatorias de códigos ortogonales ópticos. Marco de interac-
ción de la combinatoria aditiva y la teoŕıa de códigos, Universidad Politécnica de
Catalunya, Barcelona-España, Abril 22, 2022.

Some two-dimensional optical orthogonal codes from Sidon sets. II conferencia de
matemáticas aplicadas e industriales (MAPI 2), Universidad Pontificia Bolivariana
de Medelĺın, Medelĺın-Colombia, Junio 8-10, 2022.

Algunas construcciones combinatorias de códigos ortogonales ópticos. Seminario
Aritmética y Geometŕıa en Valparáıso, Universidad de Valparáıso, Valparáıso-
Chile, Julio 4-11, 2022.

Participamos también en importantes reuniones, seminarios y pasant́ıas con investi-
gadores e investigadoras internacionales que proporcionaron algunas ideas usadas en el
desarrollo de este trabajo.

Elliptic Curves: Arithmetic and Computation, CIMPA research school, Universidad
de la República, Montevideo-Uruguay, Febrero 11-22, 2019.

Pasant́ıa, Universidad Autónoma de México, campus Juriquilla, Querétaro-México,
Julio-Octubre 2019. Investigadora encargada: Amanda Montejano.

Pasant́ıa, Universidad Autónoma de Zacatecas, Zacatecas-México, Julio 2021. In-
vestigador encargado: Mario Huicoechea.

Pasant́ıa, Universidad Autónoma de México, campus Juriquilla, Querétaro-México,
Noviembre-Diciembre 2021. Investigadora encargada: Amanda Montejano.

Pasant́ıa, Universidad Politécnica de Cataluña, Barcelona-España, Febrero-Marzo
2022. Investigadores encargados: Juanjo Rué y Oriol Serra.

Pasant́ıa, Universidad de Valparáıso, Valparáıso-Chile. Julio 2022. Investigadora
encargada: Amalia Pizarro.



Capı́tulo 2
Preliminares

Iniciamos el siguiente trabajo de investigación presentando los conceptos básicos sobre
códigos ortogonales ópticos y conjuntos de Sidon tanto en dimensión uno como en dimen-
sión dos. La noción de código ortogonal óptico, dada por Chung, Salehi y Wei en [9], fue
motivada por un problema que se presenta en algunos sistemas de comunicación. Este
problema consiste básicamente en buscar técnicas y códigos adecuados que permitan que
varios usuarios puedan utilizar un único canal de comunicación, evitando la interferencia
de acceso múltiple que dichas comunicaciones ocasionan. Para reducir la interferencia
en mención se diseñan códigos con buenas propiedades de autocorrelación y correlación
cruzada.

2.1. Códigos ortogonales ópticos en una dimensión

Definición 2.1. Sean n,w, λ enteros positivos. Un código ortogonal óptico C con paráme-
tros (n,w, λ) es una familia de secuencias binarias (palabras código) de longitud n, peso
de Hamming w y correlación igual a λ que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Autocorrelación: para todo x ∈ C y todo entero positivo t ̸≡ 0 mód n se tiene

n−1∑
i=0

xixi+t ≤ λ. (2.1)

5



6 Caṕıtulo 2. Preliminares

2. Correlación cruzada: para todo x, y ∈ C con x ̸= y y todo entero positivo t se tiene

n−1∑
i=0

xiyi+t ≤ λ, (2.2)

donde la suma que aparece en los sub́ındices de las Ecuaciones 2.1 y 2.2 es módulo n.

El número de palabras código de C es el tamaño del código ortogonal óptico y se
denota por |C|. Desde el punto de vista de las aplicaciones, los códigos ortogonales ópticos
de gran tamaño son más importantes. Para un conjunto de valores dados de n, w y λ, se
denota al mayor tamaño posible de un código ortogonal óptico con parámetros (n,w, λ)
por Φ(n,w, λ). Un código que alcanza este valor se llama óptimo. La cota superior de
Johnson para códigos correctores de errores de peso constante se puede adaptar para
derivar una cota superior para el tamaño de un código ortogonal óptico con parámetros
(n,w, λ). La cota de Johnson para Φ(n,w, λ) esta dada por

Φ(n,w, λ) ≤
⌊
1

w

⌊
n− 1

w − 1

⌊
n− 2

w − 2

⌊
· · ·

⌊
n− λ

w − λ

⌋
· · ·

⌋⌋⌋⌋
, (2.3)

donde ⌊x⌋ denota la función piso. En particular, para un código ortogonal óptico con
parámetros (n,w, 1), se tiene

Φ(n,w, 1) ≤
⌊

n− 1

w(w − 1)

⌋
. (2.4)

Un problema de interés en este campo consiste en determinar los valores exactos de la
función Φ(n,w, λ), aśı como de las construcciones expĺıcitas de los códigos que alcan-
zan dichos valores [9]. Cuando no es posible encontrar dichas construcciones óptimas se
buscan construcciones asintóticas.

Definición 2.2. Sea F una familia de códigos ortogonales ópticos con parámetros
(n,w, 1) y tamaño L. Decimos que F es asintóticamente óptima si

ĺım
n→∞

L

Φ(n,w, 1)
= 1.

En esta investigación trabajamos con familias de códigos ortogonales ópticos con
λ = 1. Para este caso, es conveniente representar los elementos de un código ortogonal
óptico desde un punto de vista conjuntista, con el propósito de enunciar y analizar sus
propiedades de correlación. Un código ortogonal óptico C con parámetros (n,w, 1) puede
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ser considerado como una familia de conjuntos cuyos elementos pertenecen al conjunto
de enteros módulo n, denotado por Zn, donde cada conjunto tiene tamaño igual al peso
w. Si x = (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ C, entonces x en notación conjuntista puede ser escrito
como

{k ∈ Zn : xk = 1}.

Sean A,B ⊂ Zn y x ∈ Zn. La función de representación de x, denotada por RA−B(x) se
define por

RA−B(x) := |A ∩ (x+B)| , (2.5)

donde x + B = {x + b : b ∈ B}. Esta función cuenta el número de veces en las que x
puede ser escrito como diferencia de un elemento de A y un elemento de B. Utlizando
la notación conjuntista de un código y la función de representación, podemos enunciar
las Propiedades (2.1) y (2.2) para un código ortogonal óptico con pámetros (n,w, 1) de
la siguiente manera:

1. Autocorrelación: para toda A ∈ C y todo x ̸≡ 0 mód n se tiene

RA−A(x) ≤ 1. (2.6)

2. Correlación cruzada: para todo A,B ∈ C con A ̸= B y todo x ∈ Zn se tiene

RA−B(x) ≤ 1. (2.7)

Por otra parte, para un subconjunto X de un grupo aditivo G, denotamos por ∆(X) el
conjunto de diferencias no nulas de X, es decir

∆(X) = {a− b : a, b ∈ X, a ̸= b}. (2.8)

Usando la notación anterior y la representación conjuntista para un código ortogonal
óptico podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposición 2.1. [9] Sea C un código ortogonal óptico con parámetros (n,w, 1). Enton-
ces

1. Para todo X ∈ C
|∆(X)| = w(w − 1).

2. Para todo X, Y ∈ C con X ̸= Y

∆(X) ∩∆(Y ) = ∅.
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Los métodos para construir códigos ortogonales ópticos pueden ser clasificados en
dos casos: construcciones directas e indirectas [9]. Las construcciones directas usan es-
tructuras matemáticas como geometŕıa proyectiva, campos finitos, teoŕıa de diseños,
combinatoria, entre otras, mientras que las construcciones indirectas usan algoritmos
computacionales tales como el algoritmo Greddy y algoritmo Greddy acelerado. Descri-
bimos a continuación algunas construcciones directas.
Los códigos ortogonales ópticos están relacionados con los diseños de empaquetamien-
to ćıclicos óptimos [36]. Sea F una familia de subconjuntos de tamaño w del anillo
de enteros módulo n denotado por Zn. Los elementos de F se llaman bloques base. Si
∆(F) =

⋃
A∈F ∆(A), cada elemento de Zn aparece exactamente una vez en ∆(F) y para

cada A ∈ F los conjuntos de la forma A + i ⊂ Zn con 0 ≤ i ≤ n − 1, son disjuntos
dos a dos, entonces la familia F se denomina un diseño de empaquetamiento ćıclico con
parámetros 2− (n,w, 1).

Si F es un diseño de empaquetamiento ćıclico con parámetros 2 − (n,w, 1), enton-
ces la deficiencia L de F se define como aquel conjunto de enteros no cero en Zn los
cuales no pertenecen a ∆(F). Si además, L puede ser particionado en subconjuntos
L1, L2, . . . , Lm tales que para cada 1 ≤ i ≤ m el conjunto Li ∪ {0} forman un subgrupo
de Zn de orden gi, entonces el diseño de empaquetamiento con parámetros 2− (n,w, 1)
se llama (g1, g2, . . . , gm)−regular. Cuando m = 1, se dice simplemente que el diseño de
empaquetamiento es g−regular.

Los resultados siguientes son consecuencia inmediata de las definiciones anteriores.

Proposición 2.2. [36] Una condición necesaria para la existencia de un diseño de em-
paquetamiento ćıclico con parámetros 2− (n,w, 1) y deficiencia L es

n− |L| − 1 ≡ 0 mód w(w − 1).

Proposición 2.3. [36] Un diseño de empaquetamiento ćıclico con parámetros 2−(n,w, 1)
y deficiencia L es óptimo, si el tamaño de L verifica 0 ≤ |L| ≤ w(w − 1).

Otra construcción de códigos ortogonales ópticos óptima fue presentada por Salehi y
otros en [9] y se fundamenta en el uso de ĺıneas y puntos sobre una geometŕıa proyectiva
finita. La construcción menciona que existe un código ortogonal óptico con parámetros
(n,w, 1) generado a partir de una geometŕıa proyectiva PG(d, q), donde d es un entero

positivo y q es una potencia de un número primo tal que n =
qd+1 − 1

q − 1
y w = q + 1. El

número de palabras código es igual a
qd − 1

q2 − 1
cuando d es par y

qd − q

q2 − 1
cuando d is impar.

En ambos casos se alcanza la cota de Johnson.
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Por medio de métodos combinatorios, Chung, Salehi y Wei en [9] construyen códigos
ortogonales ópticos óptimos con parámetros (n, 3, 1) para todo n ̸≡ 2 mód 6.

El trabajo de Wilson en [33] sobre diseño de bloques incompletos balanceados también
ha sido una fuente para construir códigos ortogonales ópticos óptimos con parámetros
(n,w, 1). Las construcciones se describen a continuación.

Teorema 2.1. Construcción 1 (Wilson): Sean w = 2m+ 1 y p = w(w− 1)r + 1, donde
m y r son enteros positivos tales que p es un número primo. Sean α una ráız primitiva
módulo p y c = (w − 1)r. Denotemos por Si para 0 ≤ i ≤ c− 1, al conjunto

Si = {αi+jc : 0 ≤ j ≤ w − 1}.

Sea ik el ı́ndice del conjunto Si que contenga al elemento αkc − 1, para cada 1 ≤ k ≤ m.
Si i1, . . . , im son todos distintos módulo m, entonces los conjuntos S0, Sm, . . . , S(r−1)m

pueden ser tomados como palabras código de un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (p, w, 1).

Teorema 2.2. Construcción 2 (Wilson): Sean w = 2m y p = w(w − 1)r + 1, donde
m y r son enteros positivos tales que p es un número primo. Sean α una ráız primitiva
módulo p y c = wr. Denotemos por Si for 0 ≤ i ≤ c− 1, al conjunto

Si = {αi+jc : 0 ≤ j ≤ w − 2} ∪ {0}.

Sean i0, i1, . . . , im−1 los ı́ndices de los conjunto Si que contengan a los elementos
1, αc − 1, . . . , α(m−1)c − 1 respectivamente. Si i0, . . . , im−1 son todos distintos módulo m,
entonces los conjuntos S0, Sm, . . . , S(r−1)m pueden ser tomados como palabras código de
un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (p, w, 1).

Moreno y otros autores en [23] construyen tres familias de códigos ortogonales ópticos,
dos de ellas para λ = 1. Resumimos a continuación dichas construccciones.

Familia A. Sean p un número primo y m un divisor de p− 1. Considere el conjunto

F = {f(x) = ax+ b : f(x) ∈ Fp[x], a ̸= 0}.

Sea α un elemento primitivo de Fp y G = {αsi : i = 0, . . . ,m− 1} el subgrupo de F∗
p de

orden m, donde m = (p − 1)/s. Sobre F se define la siguiente relación de equivalencia:
f1(x) ∼ f2(x) si y solo si existen v ∈ G y u ∈ Fp tales que f1(x) = f2(vx) + u. Es
fácil probar que cada clase de equivalencia contiene mp elementos. Sea FA el conjunto
de representantes de las clases de equivalencia, entonces |FA| = p(p−1)

pm
= s. Para cada
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f(x) ∈ FA se construye una matriz Af de tamaño p×m cuyas componentes son

Af (i, j) =


1 si f(αsj) = p− 1− i,

0 otro caso

para 0 ≤ i ≤ p − 1 y 0 ≤ j ≤ m − 1. Para cada componente igual a 1 en la matriz Af

consideramos el sistema de congruencias

x ≡ j mód m

x ≡ i mód p
(2.9)

donde Af (i, j) = 1. Si Sf es la solución de cada sistema de congruencias, entonces

C = {Sf : f(x) ∈ FA}

es un código ortogonal óptico asintóticamente óptimo con parámetros (pm,m, 1) y s
palabras código.

Familia B: Sean m un entero positivo, p un número primo y q = pm. Entonces existe un
código ortogonal óptico asintóticamente óptimo respecto a la cota de Johnson cuando
p → ∞ con parámetros (p(q − 1), p− 1, 1).

Chung y Yang en [11], presentan nuevas construcciones para códigos ortogonales
ópticos asintóticamente óptimos.

Construcción A (Chung and Yang) Sean p un número primo, M y T enteros positi-
vos tales que p − 1 = MT , y n un entero positivo. Existe un código ortogonal óptico
asintóticamente óptimo con parámetros (Mpn,M, 1) y T palabras código.

Construcción B (Chung and Yang) Sean p1, p2, . . . pk números primos impares, M y Ti

enteros positivos tales que pi−1 = MTi para 1 ≤ i ≤ k. Existe un código ortogonal óptico

asintóticamente óptimo con parámetros (Mp1p2 · · · pk,M, 1) y
p1p2 · · · pk − 1

M
palabras

código. En particular, existe un código ortogonal óptico con parámetros (Mp,M, 1) y
p− 1

M
palabras código, el cual es óptimo cuando (M − 1)2 > p− 1.

Estudiamos más en detalle las construcciones asintóticas de códigos ortogonales ópti-
cos en el Caṕıtulo 3. Algunas de ellas se presentan de manera alternativa con el propósito
de analizar su correlación y estudiar bajo qué condiciones se pueden optimizar sus car-
dinales.

Moreno y otros autores en [22], construyen un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (qh − 1, q, 1), para toda potencia prima q y todo entero h ≥ 2.
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Teorema 2.3. Generalización de Bose-Chowla (Moreno y otros autores). Sea q una
potencia prima, h ≥ 2 un entero, θ un elemento primitivo de Fqh y

P = {p(x) ∈ Fp[x] : 1 ≤ deg(p(x)) ≤ h− 1, p(0) = 0 y p(x) es mónico}.

Entonces
C = {{logθ(p(θ) + a) : a ∈ Fq} : p(x) ∈ P}

es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (qh − 1, q, 1). En particular, si
h = 2 el código obtenido coincide con la construcción de conjunto de Sidon dada por
Bose-Chowla.

Chu and Golomb en [8] presentan una de las más interesantes construcciones recursi-
vas para códigos ortogonales ópticos. En su trabajo los autores hacen uso del concepto de
matrices r−simples. Los principales conceptos y resultados se resumen a continuación.

Definición 2.3. Sean G un grupo abeliano de orden n y r un entero positivo. Una
matriz A de orden s × t sobre G se llama r−simple, si el vector diferencia de cualquier
par de columnas de A contiene a cualquier elemento de G a lo sumo r − 1 veces.

Lema 2.1. Para cualquier número primo p y cualquier entero r, con 0 ≤ r ≤ p, existe
una matriz de orden p× pr−1 sobre Zp r−simple.

Teorema 2.4. Suponga que existe un código ortogonal óptico con parámetros (n,w, 1) y
T palabras código. Sea p un número primo no menor que w. Entonces existe un código
ortogonal óptico con parámetros (np, w, 1) y Tp palabras código.

Corolario 2.1. Suponga que existe un código ortogonal óptico con parámetros(n,w, 1) y
T palabras código. Sea m = pr11 pr22 · · · prtt un entero positivo, donde p1, p2, . . . pt son núme-
ros primos menores que w. Entonces existe un código ortogonal óptico con parámetros
(mn,w, 1) y Tm palabras código.

Teorema 2.5. Para cualquier potencia prima q, existe un un código ortogonal óptico
con parámetros (m(q2 + q + 1), q + 1, 1), donde m es un entero positivo cuyos divisores
primos son más grandes que q. También, si m < q2 + q+1 el código obtenido es óptimo
y tiene m palabras código.

Corolario 2.2. Sea q una potencia prima. Si todos los divisores de q2 + q + 1 son más
grandes que q, entonces para cada entero positivo t, existe un código ortogonal óptico
óptimo con parámetros ((q2 + q + 1)t, q + 1, 1).

Un resumen de las construcciones de códigos ortogonales ópticos descritas anterior-
mente se muestran en la Tabla 2.1.
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TABLA 2.1: Parámetros de códigos ortogonales ópticos con λ = 1, aqúı p denota un
número primo y q una potencia de p.
Nombre Parámetros Tamaño Condiciones

Geometŕıa pro-
yectiva* [9]

(
qd+1−1
q−1

, q + 1, 1
) 

qd−1
q2−1

, d par,

qd−q
q2−1

, d impar.

Método combi-
natorio* [9]

(n, 3, 1) ⌊n−1
6
⌋ n ̸≡ 2 mód 6

Generalización
de Bose-
Chowla* [22]

(qm − 1, q, 1)
qm−1 − 1

q − 1
m ≥ 2

Chu-Golomb*
[8]

(m(q2 + q + 1), q + 1, 1) m Cada divisor primo de
m es más grande que
q y m < q2 + q + 1

Chu-Golomb [8] ((q2 + q + 1)t, q + 1, 1) (q2 + q + 1)t−1 Los divisores primos
de q2 + q + 1 son más
grandes que q

Construcción A
de JK [11]

(Mpn,M, 1) pn−1
M

p− 1 = MT

Construcción B
de JK* [11]

(Mp,M, 1) T p − 1 = MT , (M −
1)2 > p− 1

Generalización
construcción B
de JK [11]

(Mp1 · · · pk,M, 1)
p1 · · · pk − 1

M
M | (pi − 1) para i =
1, . . . , k

Chung-Kumar*
[33, 10]

(p, w, 1) r
p = w(w − 1)r + 1

w = 2t+ 1, o w = 2t

Familia A de
MZKZ [23]

(pm,m, t) m divisor de p− 1 m | (p− 1), 1 ≤ t ≤ m

Familia B de
MZKZ [23]

((q − 1)p, p− 1, 1) q
p

1 ≤ t ≤ (p− t)

∗ en la tabla indica que la construcción es óptima respecto a la cota de Johnson.
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En el Caṕıtulo 3, aplicamos la construcción recursiva para códigos ortogonales ópticos,
a los conjuntos de Sidon y analizamos bajo qué condiciones el código obtenido es óptimo.

En la literatura, podemos encontrar una gran lista de publicaciones concernientes
al problema de la existencia de códigos ortogonales ópticos óptimos. Algunos autores
han clasificado las construcciones de códigos ortogonales ópticos óptimos para valores
pequeños de w. Por ejemplo, en [9] se prueba que existen códigos ortogonales ópticos
óptimos con parámetros (n, 3, 1) para todo n excepto para n = 6t+ 2 y t ≡ 2, 3 mód 4.
Cuando w ≥ 4, el problema de la existencia de un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (n,w, 1) permanece aún sin resolver, aunque hay bastantes resultados para
pesos pequeños. Resumimos algunos de ellos para w = 4, 5, 6.

Teorema 2.6. [32] Existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (v, 4, 1)
para todo v ≤ 1212, excepto para v = 25.

Las familias de diferencias perfectas también son útiles para construir códigos ortogo-
nales ópticos. Sea v = k(k− 1)t+1, entonces t bloques Bi = {bi1, bi2, . . . , bik}, 1 ≤ i ≤ t,
forman una familia de diferencias perfecta con parámetros (v, k, 1) sobre el anillo de
enteros Zv, si las tk(k − 1)/2 diferencias de la forma bic − bic′ (1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ c′ < c ≤ k)
cubren al conjunto {1, 2, . . . , (v − 1)/2}.

Teorema 2.7. [32] Si existe una familia de diferencias perfecta con parámetros (g, 4, 1),
entonces

1. existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros ((g + 2)v, 4, 1) para cada
entero v cuyos factores primos son congruentes a 1 módulo 4;

2. existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros ((g + 1)v, 4, 1) para cada
entero v cuyos factores primos son congruentes a 1 módulo 6;

3. si g ≡ 1 mód 48, entonces existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros
((g+7)v, 4, 1) para cada entero v cuyos factores primos son congruentes a 1 módulo
6.

Mostramos a continuación algunos resultados conocidos sobre la existencia de códigos
ortogonales ópticos con parámetros de (n,w, 1) para k = 5 y k = 6.

Teorema 2.8. [17, Hanani] Para cada número primo p ≡ 1 mód 4 con p ̸= 5 existe un
código ortogonal óptico óptimo con parámetros (5p, 5, 1).
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Teorema 2.9. [37, Tang and Ying] Sea v un entero positivo, cuyos factores primos
son congruentes a 1 módulo 4 y más grandes que 5, entonces existe un código ortogonal
óptico óptimo con parámetros (15v, 5, 1).

Teorema 2.10. [20, Chang and Ji] Para cualquier primo p ≡ 1 mód 10, existe un
código ortogonal óptico óptimo con parámetros (4p, 5, 1) y para u = 2, 3 y cualquier primo
p ≡ 11 mód 20 existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (4up, 5, 1).

Teorema 2.11. [20] Existe un un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (gv, 5, 1)
donde g ∈ {60, 80, 100, 120, 140, 160, 180} y v es producto de primos más grandes que 5.

Teorema 2.12. [31] Existe un un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (gv, 6, 1)
donde v es producto de primos congruentes a 7 módulo 12 más grandes que 7 y
g = 15, 20, 105, 140.

Algunos resultados sobre la existencia de códigos ortogonales ópticos óptimos con
parámetros (n,w, 1) para w = 5, 6, 7 se siguen de los resultados sobre empaquetamientos
ćıclicos g-regulares los cuales fueron estudiados por Chang y Ji en [20], por Fuji-Hara y
Miao en [15] y también de resultados sobre familias de diferencias ćıclicas en [3, 33].

2.2. Códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones

Desde el punto de vista de las aplicaciones a las comunicaciones de fibra óptica, la
principal desventaja que presentan los códigos ortogonales ópticos descritos en la sección
anterior consiste en que la longitud de las secuencias se incrementan rápidamente cuan-
do el número de usuarios o el peso del código se incrementan, lo cual requiere del uso
de una banda ancha más larga. De ah́ı que el rendimiento de la banda ancha se reduce
considerablemente y un código con longitudes largas ocasiona que la tasa de chips del
sistema CDMA exceda la máxima tasa de chips disponible.
La razón de esta desventaja es porque los códigos ortogonales ópticos en una dimensión
realizan la propagación de los datos de entrada solo en el dominio del tiempo, mien-
tras que los códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones realizan dicho proceso en
los dominios del tiempo y la longitud de onda, lo cual hace posible que la tasa de chips
sea reducida considerablemente. La llegada de la tecnoloǵıa de multiplexores de división
de longitud de onda (en inglés, WDM length-division-multiplexing) y multiplexores de
division de longitud de onda denso (en inglés, D-WDM) ha hecho posible la propagación
de los datos en ambos dominios, la longitud de onda y tiempo [34] . Estos códigos se les
conoce como códigos de salto de longitud de onda (en inglés, wavelength time hopping
codes), códigos multilongitud de onda, (en inglés, multiple-wavelength codes) o códigos
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ortogonales ópticos en dos dimensiones, los cuales por sus caracteŕısticas tienden a reque-
rir pequeñas longitudes y por lo tanto una baja tasa de chips. En adelante nos referimos a
estos códigos como códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones. La definición formal
se presenta a continuación.

Definición 2.4. Sean m,n,w y λ enteros positivos. Un código ortogonal óptico C en dos
dimensiones con parámetros (m× n,w, λ), es una familia de matrices binarias (palabras
código) de tamaño m× n, con peso de Hamming igual a w que satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Autocorrelación: para cada matriz A = (ai,j) ∈ C y cada entero positivo t ̸≡ 0
mód n se cumple

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ai,jai,j+t ≤ λ.

2. Correlación cruzada: para cada par de matrices A = (ai,j), B = (bi,j) ∈ C distintas
y cada entero positivo t se cumple

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

ai,jbi,j+t ≤ λ,

donde j + t en ambos sub́ındices es módulo n.

El número de palabras código de un código ortogonal óptico se llama el tamaño del
código. En la práctica son de mayor uso aquellos códigos con grandes tamaños. Para
valores fijos de m,n,w y λ, el mayor tamaño posible de un código ortogonal óptico con
parámetros (m × n,w, λ) se denota por Φ(m × n,w, λ). Un código ortogonal óptico en
dos dimensiones con parámetros (m × n,w, λ) con Φ(m × n,w, λ) palabras código se
llama óptimo. La cota superior de Johnson correspondiente para el valor de la función
Φ(m× n,w, λ) se enuncia a continuación.

Teorema 2.13.

Φ(m× n,w, λ) ≤
⌊
m

w

⌊
mn− 1

w − 1

⌊
mn− 2

w − 2

⌊
· · ·

⌊
mn− λ

w − λ

⌋
· · ·

⌋⌋⌋⌋
. (2.10)

En particular, para un código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros
(m× n,w, 1), se cumple

Φ(m× n,w, 1) ≤
⌊
m

w

⌊
mn− 1

w − 1

⌋⌋
. (2.11)



16 Caṕıtulo 2. Preliminares

Actualmente, se pueden encontrar muchos trabajos relacionados con el diseño y cons-
trucción de códigos ortogonales en dos dimensiones [35, 1, 6]. Muchas de estas construc-
ciones son para valores de λ = 1, 2.
Matemáticamente, la teoŕıa combinatoria de diseños, la geometŕıa proyectiva y la teoŕıa
de campos finitos son tres de las principales herramientas teóricas utilizadas en la investi-
gación sobre el diseño de códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones. En este trabajo
de investigación nos encargamos de estudiar algunos códigos ortogonales ópticos en dos
dimensiones para λ = 1 que se puedan obtener principalmente a partir de conjuntos de
Sidon. Describimos a continuación algunas de las construcciones más importantes.
Yang y Kwong en [34] utilizan un código ortogonal óptico en una dimensión para reali-
zar la propagación de los datos en los dominios de la longitud de onda y el tiempo para
construir códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones.

Teorema 2.14. [34, Yang and Kwong] Sean C un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (p, w, 1) y ci = {xi,0, xi,1, . . . , xi,w−1} ∈ C para i = 0, . . . , |C| − 1. Sea F1 la
familia de matrices binarias Ai = (ai,j) de peso w, orden p × p y cuyas componentes
igual a uno para i = 0, . . . , |C| − 1 se encuentran ubicadas en las posiciones descritas en
el siguiente conjunto

{(xi,l + k, jxi,l) : l = 0, . . . , w − 1, j ∈ [0, p− 1], k ∈ [0, p− 1]}.

Si además, se adiciona la familia F2 de matrices binarias de orden p × p y peso w,
Bi = (bi,j) cuyas componentes igual a uno para i = 0, . . . , |C|− 1 se encuentran ubicadas
en las posiciones descritas en el siguiente conjunto

{(j, xi,0), (j, xi,1), . . . , (j, xi,w−1) : j ∈ [0, p− 1]},

entonces F = F1 ∪ F2 es un código ortogonal óptico óptimo en dos dimensiones con
parámetros (p× p, w, 1) y p(p+ 1) |C| palabras código.

Por otra parte, Lee y Seo en [19] realizan la propagación de los datos en los dominios
de la longitud de onda y el tiempo utilizando dos códigos ortogonales ópticos en una
dimensión. El siguiente teorema describe el caso para λ = 1.

Teorema 2.15. [19, Lee y Seo] Sean s y t los tamaños de dos códigos ortogonales ópticos
en una dimensión con parámetros (m, 3, 1) y (n, 3, 1) respectivamente, donde m,n ≡ 1
mód 6. Entonces existe un código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros
(m× n, 3, 1) y 6mst+ms+mt palabras código.

Shurong y otros autores en [29] utilizando un código de salto de frecuencia (en inglés,
frecuency hopping code) y un código ortogonal óptico en una dimensión logran construir
un código en dos dimensiones.
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Teorema 2.16. [29, Shurong y otros autores] Sean p un número primo, k un entero
positivo y C un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (n,w, 1). Entonces existe
un código ortogonal óptico óptimo en dos dimensiones con parámetros (pk × n,w, 1) y
Φ(pk × n,w, 1) palabras código.

Alderson y Mellinger en [1] haciendo uso de ciertos conjuntos de puntos en espacios
proyectivos finitos de dimensión k sobre Fq construyen una familia de códigos ortogonales
ópticos en dos dimensiones.

Teorema 2.17. [1, Alderson y Mellinger] Sea q una potencia prima.

1. Para cada entero positivo par k y cualquier factorización mn = qk+1−1
q−1

existe un

código ortogonal óptico óptimo con parámetros (m× n, q, 1).

2. Para cada entero positivo impar k y cualquier factorización mn = qk+1−1
q−1

con

(q + 1, n) = 1, existe un código ortogonal óptico óptimo en dos dimensiones con
parámetros (m× n, q, 1).

Omrani y otros autores en [24] utilizando polinomios sobre campos finitos y funciones
racionales, logran construir nueve familias de códigos ortogonales ópticos en dos dimen-
siones. Por otra parte, Cao y Wei en [6], proporcionan una descripción combinatoria de
los códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones. La siguiente descripción es para el
caso λ = 1.

Definición 2.5. Un empaquetamiento con parámetros (m × n,w, 1) es un par (X ,B),
donde X es un conjunto con m elementos y B es una colección de subconjuntos de X
(bloques) cada uno con w elementos, tal que cualquier par de elementos diferentes de X
aparece a lo sumo en un bloque. El empaquetamiento es estrictamente ćıclico si cada
bloque bajo la acción de su grupo de automorfismos tiene longitud igual a m.

Teorema 2.18. [6, Cao and Wei] Existe un código ortogonal óptico en dos dimensiones
con parámetros (m×n,w, 1) si y solo si existe un empaquetamiento estrictamente ćıclico
con parámetros (m× n,w, 1).

Con esta equivalencia logran construir infinitas familias de códigos. Uno de los resul-
tados más importantes es el siguiente.

Teorema 2.19. [6, Cao and Wei] Existe un código ortogonal óptico óptimo en dos di-
mensiones con parámetros (m × n, 3, 1) si y solo si m ≡ n ≡ 1 mód 2 y
m(mn− 1) ≡ 0 mód 6.
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TABLA 2.2: Parámetros de algunos códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones. Aqúı
p denota un número primo y q es una potencia de p.
Parámetros Condiciones Tamaño del código Referencia

(m× n, 3, 1) n ≡ 1 mód 2 Φ(m × n, 3, 1) − 1 si m ≡
5 mód 6 y n = 1, Φ(m ×
n, 3, 1) en otro caso

[6]

(m× n, 3, 1) s, t son los tamaños de códi-
gos ortogonales ópticos ópti-
mos con parámetros (m, 3, 1)
y (n, 3, 1) respectivamente,
tales que m,n ≡ 1 mód 6

6mst+ms+mt [19]

(p× p, w, 1) p ≡ 1 mód w(w − 1) Φ(p× p, w, 1) [6]

(pn × p, p, 1) n ≥ 1 Φ(pn × p, p, 1) [6]

(pk × n,w, 1) n es la longitud de un código
ortogonal óptico con paráme-
tros (n,w, 1)

m(mn− 1)

w(w − 1)
[29]

(m× n, q, 1) mn = qt − 1 y t ≥ 1 Φ(m× n, q, 1) [1]

(m×n, q+1, 1) mn = (qt+1 − 1)/(q − 1), t ≥
1, o t ≡ 0 mód 2 o t ≡ 1 mód
2 y (q + 1, t) = 1.

Φ(m× n, q + 1, 1) [1]

Los casos en los que w = 4 o w = 5 también son investigados en [6], sin embargo la
caracterización completa sobre la existencia de dichos códigos para todo valor de m y n
sigue siendo un problema de investigación.
Un breve resumen de algunas de las construcciones más importantes de códigos ortogo-
nales ópticos en dos dimensiones se pueden consultar en la Tabla 2.2.
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2.3. Conjuntos de Sidon

En teoŕıa de números, un problema de importante interés teórico es el de conjunto de
Sidon, llamados aśı en honor al matemático húngaro Simon Sidon quien fue el primero en
presentar el concepto cuando se encontraba investigando temas relacionados con series
de Fourier. Sidon investigó sobre la existencia de aquellos conjuntos de enteros positivos
con la propiedad de que todas las sumas entre dos elementos del conjunto sean diferen-
tes. Esta propiedad es equivalente a la propiedad de que todas las diferencias no nulas
entre cualquier par de elementos del conjunto sean diferentes. Sin embargo, este concep-
to aunque inicialmente fue definido sobre el conjunto de los enteros positivos, puede ser
considerado también en situaciones más generales, como por ejemplo en los grupos abe-
lianos finitos. Estos conjuntos, además tienen importantes aplicaciones principalmente
en teoŕıa de códigos [14].

Definición 2.6. Sean (G,+) un grupo abeliano con elemento neutro igual a e y A ⊂ G.
Se dice que A es un conjunto de Sidon en G, si para cualquier x ∈ G diferente de e, se
cumple

RA−A(x) ≤ 1. (2.12)

Si G = Zn y A verifica la propiedad anterior, entonces se dice que A es un conjunto de
Sidon módulo n.

Un problema importante en esta área consiste en determinar construcciones expĺıci-
tas de conjuntos de Sidon modulares para todo n con el mayor cardinal posible. Este
problema se encuentra actualmente abierto. Hasta la fecha solo se conocen tres cons-
trucciones algebraicas de conjuntos de Sidon modulares. Las construcciones modulares
han sido ampliamente estudiadas por Caicedo, Martos, Gómez, Trujillo, entre otros en
[25, 16, 5, 21]. Resumimos estas construcciones a continuación.

Teorema 2.20. [30, Singer] Sean q una potencia prima, θ un elemento primitivo del
cuerpo finito Fq3 y n = q2 + q + 1. Entonces

S = {a mód n : a ∈ logθ(θ + Fq)} ∪ {0} (2.13)

es un conjunto de Sidon módulo n con q + 1 elementos, donde
logθ(θ + Fq) = {logθ(θ + a) : a ∈ Fq}.

En la construcción de Singer todo elemento de Zn diferente de cero, puede ser repre-
sentado de manera única como diferencia de dos elementos de S.
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Teorema 2.21. [2, Bose-Chowla] Sean q una potencia prima y θ un elemento primitivo
del cuerpo finito Fq2. Entonces

B = {logθ(θ + a) : a ∈ Fq} (2.14)

es un conjunto de Sidon módulo q2 − 1 con q elementos.

En la construcción de Bose-Chowla, todo elemento diferente de un múltiplo de q+1 en
el grupo Zq2−1 puede ser representado de manera única como diferencia de dos elementos
de B.

Teorema 2.22. [28, Ruzsa] Sean p un número primo y θ una ráız primitiva módulo p.
Entonces

R = {x ∈ Zp(p−1) : x ≡ ip− θi(p− 1) mód (p2 − p) donde 1 ≤ i ≤ p− 1} (2.15)

es un conjunto de Sidon módulo p(p− 1) con p− 1 elementos.

En la construcción de Ruzsa, todo elemento diferente de un múltiplo de p o de un
múltiplo de p − 1 en el grupo Zp(p−1) puede ser representado de manera única como
diferencia de dos elementos de R.

Las construcciones anteriores son óptimas en el sentido de que no es posible agregar
un elemento que conserve la propiedad de conjunto de Sidon. Estas conjuntos pueden ser
considerados también como códigos ortogonales ópticos óptimos con un solo elemento.
Vistos de esta manera y por los comentarios hechos anteriormente podemos caracterizar
su conjunto deficiencia L.

Si S es un conjunto de Sidon obtenido por la construcción de Singer, entonces
L = {0}.

Si B es un conjunto de Sidon obtenido por la construcción de Bose-Chowla, entonces
L = {m(q + 1) : 0 ≤ m ≤ q − 2}.

Si R es un conjunto de Sidon obtenido por la construcción de Ruzsa, entonces

L = {mp : 0 ≤ m ≤ p− 1} ∪ {m(p− 1) : 0 ≤ m ≤ p− 1}.

Como mencionamos anteriormente, uno de los principales problemas en conjuntos de
Sidon consiste en determinar el mayor cardinal posible del conjunto de Sidon. Si G es
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un grupo abeliano finito se pretende realizar un estudio del comportamiento asintótico
de la función

f2(G) := máx{|A| : A ⊂ G,A es un conjunto de Sidon }.

El valor de esta función para grupos en general no es conocido aún, sin embargo existen
cotas inferiores y superiores. Usando técnicas sencillas de conteo se puede probar que

f2(G) ≤

⌊
1 +

√
4 |G| − 3

2

⌋
.

Más detalles sobre el valor de esta función pueden ser consultados en [12].

Otros escenarios en los cuales se puede estudiar los conjuntos de Sidon son los grupos
abelianos de la forma Zm × Zn, los cuales se denominan conjuntos de Sidon en dos
dimensiones. Presentamos en los siguientes resultados las únicas construcciones conocidas
hasta el momento en dichos grupos.

Teorema 2.23. [12] Sean p un número primo impar, r(x) y s(x) polinomios sobre Zp

de grados menor o igual a 2 tales que r(x) − αs(x) no es constante para cada α ∈ Zp.
Entonces

A = {(r(x), s(x)) : x ∈ Zp}

es un conjunto de Sidon en Zp × Zp con p elementos. En particular,

A = {(x, x2) : x ∈ Zp}

es un conjunto de Sidon en Zp × Zp.

Teorema 2.24. [12] Sean p un número primo y α una ráız primitiva módulo p. Entonces

B = {(x, αx) : x ∈ Zp−1}

es un conjunto de Sidon en Zp−1 × Zp con p − 1 elementos. Este conjunto puede ser
descrito también como B = {(log x, x) : x ∈ Z∗

p}, donde log x = logα x es el logaritmo
discreto.

Teorema 2.25. [12] Sean q una potencia prima, θ un elemento primitivo de Fq y a ∈ Fq

con a ̸= 0. Entonces

C = {(logθ(θk − a), k) : k ∈ Zq−1, k ̸= logθ a}

es un conjunto de Sidon en Zq−1 × Zq−1 con q − 2 elementos.
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Al igual que en el caso de conjuntos de Sidon en una dimensión, las construcciones de
conjuntos de Sidon en dos dimensiones son óptimas respecto a su cardinal. Dichos con-
juntos pueden ser usados para construir códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones
con m elementos, si se considera las palabras código obtenidas por las traslaciones sobre
la primera componente de cada elemento del conjunto de Sidon en dos dimensiones. La
deficiencia L del código obtenido también esta caracterizada.

Si A es un conjunto de Sidon obtenido por el Teorema 2.23, entonces L = {0}×Zp.

Si B es un conjunto de Sidon obtenido por el Teorema 2.24, entonces
L = ({0} × Zp) ∪ (Zp−1 × {0}).

Si C es un conjunto de Sidon obtenido por el Teorema 2.25, entonces

L = ({1} × Z∗
p) ∪ (Z∗

p × {1}) ∪ {(z, z) : z ∈ Z∗
p}.

Más propiedades de estos conjuntos pueden consultarse en [12, 25, 16, 5, 21].

Nota 2.1. Los códigos ortogonales ópticos puedes verse como una familia de conjuntos
de Sidon cuyos conjuntos de diferencia son disjuntos dos a dos. También los conjuntos de
Sidon en una dimensión pueden considerarse como un código ortogonal óptico con una
sola palabra. Sin embargo, los conjuntos de Sidon se pueden generalizar para construir
códigos ortogonales ópticos con más de una palabra código. Por ejemplo, Singer en [30]
generalizó su construcción para códigos ortogonales ópticos óptimos usando geometŕıa
proyectiva sobre campos finitos. Moreno y otros en [22] generalizaron la construcción
de Bose-Chowla para construir códigos ortogonales ópticos óptimos. En el Caṕıtulo 3
de este trabajo de investigación, construimos un código ortogonal óptico óptimo en una
dimensión que puede ser visto como una generalización de la construcción dada por
Ruzsa para conjunto de Sidon. Este resultado puede consultarse en [27].

Nota 2.2. Los conjuntos de Sidon en dos dimensiones también tienen relación con los
códigos ortogonales. Dependiendo de los grupos sobre los cuales se definen, podemos
obtener códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones con más de una palabra código.
Estudiamos en detalle esta relación en el Caṕıtulo 4.

2.4. Algunas aplicaciones

La tecnoloǵıa de acceso múltiple por división de código (siglas en inglés, CDMA) tiene
potentes aplicaciones. Por ejemplo, se pueden aplicar en comunicaciones inalámbricas,
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transmisión de información multimedia, redes de radio sobre fibra (siglas en inglés, RoF),
construcción de redes de área local (siglas en inglés, LANs) e interconexiones en entornos
hostiles, redes de sensores ópticas, entre otras.

Describimos algunas de estas aplicaciones de manera breve a continuación. Más de-
talles pueden ser consultados en [35].

Óptica del espacio libre
La óptica del espacio libre es una tecnoloǵıa de comunicación óptica que puede soportar
altas velocidades en los servicios de acceso en zonas residenciales y comerciales. Mediante
el despliegue de torres de radiofrecuencia, los enlaces de comunicación punto a punto se
pueden apoyar en un área metropolitana para soportar servicios de altas y veloces tasas
de datos de Gb/s. La tecnoloǵıa CDMA óptica se aplica a la óptica del espacio libre
mediante el empleo de su capacidad de direccionamiento para la creación de redes en
formas que toman ventaja de la comunicación óptica inalámbrica.
Al mismo tiempo, el sistema óptico de la tecnoloǵıa CDMA también se puede utilizar
para comunicaciones infrarrojas inalámbricas para establecer redes de área local (LAN).
Las comunicaciones de enlace ascendente entre las estaciones portátiles y los puntos
de acceso de llamadas se pueden implementar mediante transmisores LED económicos
en cada computadora portátil de la estación. El punto de acceso transmite datos en el
enlace descendente y las estaciones portátiles detectan la dirección de la transmisión para
seleccionar los datos destinados al nodo local, por lo que no se necesita la complicada
sincronización del sistema y, por lo tanto, el costo de implementación es bajo.

Transmisión multimedia
El diseño flexible de la red y la variedad de opciones que presentan los sistemas CDMA
ópticos pueden admitir muchos tipos de medios en una red de comunicación, como voz,
datos, imágenes y video. Esta técnica se puede utilizar para codificar y multiplexar
imágenes creadas por fibra óptica multinúcleo sobre una ruta de fibra común. Un plano
de bits bidimensional N × N que comprende ṕıxeles individuales de una imagen se
codifica mediante un código ortogonal bidimensional de tamaño M × M , donde el
factor de dispersión CDMA es M2. La imagen codificada tiene MN ×MN ṕıxeles, por
lo que se requiere que la fibra de imagen central sea MN × MN para transmitir las
imágenes codificadas. La multiplexación de imágenes en dos dimensiones tiene muchas
aplicaciones, como la transmisión de imágenes médicas, interconexiones ópticas paralelas
entre procesadores y memoria en alto rendimiento informático.

LAN e interconexiones de LAN para entornos hostiles
Debido a que la tecnoloǵıa CDMA óptica es de tipo de espectro ensanchado, tiene capa-
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cidad anti-interferencia. Por lo tanto, se puede aplicar en entornos móviles para aplica-
ciones civiles y militares (por ejemplo, aviones, barcos y campos de batalla). El diseño
flexible del LAN CDMA óptica permite la capacidad en entornos hostiles y no es tan
costosa como las LAN que utilizan otras tecnoloǵıas. También el sistema CDMA óptico
en LAN soporta la confidencialidad de la información en tiempo real, lo cual es una
ventaja en aplicaciones militares.



Capı́tulo 3
Códigos ortogonales ópticos en una
dimensión

En este caṕıtulo estudiamos la correlación de códigos ortogonales ópticos de algunas
familias asintóticamente óptimas, los conjuntos de Sidon y la construcción recursiva
presentada por Wensong Chu y S. W. Golomb en [8]. Lo anterior con el propósito de
obtener nuevas familias de códigos ortogonales ópticos, algunos de ellos óptimos respecto
a la cota de Johnson.

3.1. Correlación en códigos ortogonales ópticos

asintóticamente óptimos

En el caṕıtulo anterior vimos que existen varias construcciones expĺıcitas de códigos
ortogonales ópticos óptimos. Sin embargo, para algunos casos dados de la longitud y el
peso solo se conocen construcciones caracterizadas por contener un número de palabras
código cercano a la cota de Johnson. En esta sección estudiamos dichos códigos los cuales
reciben el nombre de códigos ortogonales ópticos asintóticamente óptimos.
Nuestro objetivo es analizar las construcciones asintóticas que aparecen en [23, 11] con
el fin de caracterizar sus respectivos conjuntos deficiencia para posteriormente establecer
bajo qué condiciones el cardinal de dichos códigos se puede optimizar por medio de la
adición adecuada de palabras código.
Las construcciones de códigos ortogonales ópticos trabajadas en esta sección se presentan

25
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de manera alternativa para identificar sus propiedades de manera eficiente.
Las familias de códigos ortogonales ópticos asintóticamente óptimas a estudiar son:

1. Familia A y B de [23].

2. Construcción A y B de [11].

Definición 3.1. Sea F una familia de códigos ortogonales ópticos con parámetros
(n,w, 1) y tamaño L. Decimos que F es asintóticamente óptima si

ĺım
n→∞

L

Φ(n,w, 1)
= 1.

El siguiente resultado nos permite caracterizar el conjunto deficiencia de los códigos
ortogonales ópticos estudiados en esta sección.

Lema 3.1. Sean x ≡ a mód m, x ≡ b mód n, y ≡ c mód m, y ≡ d mód n con (m,n) = 1,
a ̸= c y b ̸= d. Entonces

x− y ̸≡ 0 mód m,

x− y ̸≡ 0 mód n.

La primera construcción que estudiamos es la familia A que aparece en [23].

Familia A. Sea p un número primo tal que p = ms + 1 para algunos enteros positivos
m y s. Si α es una ráız primitiva módulo p, para k = 0, . . . , s− 1 consideremos las clases
ciclotómicas sobre Fp de ı́ndice s

Hs
k = {αsj+k : j = 0, . . . ,m− 1},

aśı como el conjunto

Ak = {(j,−αsj+k) : j = 0, . . . ,m− 1},

del grupo Zm × Zp. Si Sk denota el conjunto solución en Zpm de los elementos de Ak

(|Sk| = s por el Teorema Chino de los Restos), entonces C ′ = {Sk : k = 0 . . . , s − 1}
es un código ortogonal óptico con parámetros (pm,m, 1) equivalente al código ortogonal
óptico de la familia A, el cual describimos en 2.1.
En efecto, en la descripción de la familia A en 2.1, los elementos de FA pueden ser
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caracterizados por los polinomios de la forma f(x) = αkx−1, dado que si f1(x) = a1x+b1
y f(x) = ax+ b con f1(x) ∼ f2(x), entonces

a1v
−1 = a,

b1 − u = b,

para algunos v ∈ G y u ∈ Zp, donde G es el subgrupo de F∗
p generado por αs . Entonces

podemos elegir a = αk y b = −1 para algún k = 0, . . . , s− 1 para obtener

FA = {f(x) = αkx− 1 : k = 0, . . . , s− 1}.

Por lo tanto, para cada f(x) ∈ FA tal que Af (i, j) = 1, entonces f(αsj) = p − 1 − i, es
decir

αsj+k − 1 = p− 1− i

en Zp. Entonces i = −αsj+k mód p y por lo tanto al reemplazar en el sistema de con-
gruencias establecido en 2.1 tenemos

x ≡ j mód m,

x ≡ −αsj+k mód p.
(3.1)

Esto prueba la equivalencia de los códigos.
Caracterizamos ahora el conjunto deficiencia para esta familia de códigos. Para cada
k = 0, . . . , s− 1 sea

∆(Ak) = {(i− j, αk(αsj − αsi) : 0 ≤ i, j ≤ m− 1, i ̸= j}.

Por la equivalencia probada entre los códigos sabemos que |∆(Ak)| = m(m− 1). Por la
Proposición 2.1 tenemos ∣∣∣∣∣

s−1⋃
k=0

∆(Ak)

∣∣∣∣∣ = sm(m− 1).

Por el Lema 3.1 tenemos que la deficiencia del conjunto cuyos elementos son Ak esta
dada por

L = Zm × Zp \
s−1⋃
k=0

∆(Ak) = {(0, x) : x ∈ Zp} ∪ {(x, 0) : x ∈ Zm}.

Ahora, para cada k = 0, . . . , s− 1, definimos

Sk = {x ∈ Zmp : x ≡ i mód m y x ≡ −αis+k mód p, i = 0, . . . ,m− 1}.
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Entonces, si C ′ = {Sk : k = 0, . . . , s − 1} tenemos que C ′ es un código ortogonal óptico
con parámetros (pm,m, 1) y s palabras código. También

Φ(pm,m, 1) =

⌊
pm− 1

m(m− 1)

⌋
=

⌊
s+

s

m− 1
+

1

m

⌋
.

Note que si s ≤ m− 2, entonces C ′ es óptimo.
Si s = m − 1, entonces por los Teoremas 2.1 y 2.2 es posible optimizar el número de
palabras código de C ′. Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea p un número primo tal que p = ms + 1 para algunos enteros posi-
tivos m y s. Entonces existe un código ortogonal óptico con parámetros (pm,m, 1) y s
elementos. Además, si s ≤ m− 2 el código obtenido es óptimo y si s = m− 1 es posible
agregar adecuadamente palabras código que optimizan el código inicial.

El caso s > m− 1 es posible también optimizarlo combinando algunas contrucciones
de códigos ortogonales óptimos. Por ejemplo, para m = 4 por el Teorema 2.6, se sabe que
existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (v, 4, 1) para todo v ≤ 1212
excepto para v = 25. Por tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea p un número primo tal que p ≡ 1 mód 4 con p < 1212, entonces
existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (4p, 4, 1).

Más generalmente podemos usar la técnica empleada por Marco Buratti en [3] que
se resume en el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sean m = ef o m = ef + 1 con e y f enteros positivos y e impar en
ambos casos. Sea p un número primo tal que al aplicarle el algoritmo de la división a
p− 1 entre m(m− 1) este toma la forma

p− 1 = m(m− 1)t+ r, 0 ≤ r < m(m− 1), r divisible por 2et.

Sea α una ráız primitiva módulo p y ϵ = α(p−1)/e y asignemos a cualquier subconjunto
B = {b1 = 1, . . . , bf} de H =< α >, la lista definida como

LB = (bi − bjϵ
h : [1 ≤ i = j ≤ f, 1 ≤ h ≤ 1

2
(e− 1)] o [1 ≤ i < j ≤ f, 1 ≤ h ≤ e]) + L∗

B

donde L∗
B es la lista nula si m = ef , y es la lista (b1, . . . , bf ) si m = ef + 1.

Sea Hd2s ⊂ · · · ⊂ Hd1 una cadena de subgrupos entre H(p−1)/(2e) y H, y hagamos d0 = 1,
d2s+1 = (p− 1)/(2e).
Supongamos que B satisface:
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1. LB es un subconjunto de H.

2.
s∏

i=0

d2i+1/d2i.

3. Para todo x, y ∈ LB se tiene

xy−1 ∈
s⋃

i=0

(Hd2i−1 \Hd2i) ∪ {1}.

.

Si

I :=

{
s∑

i=0

d2iai : 0 ≤ ai < d2i+1/d2i : i = 0, 1, . . . , s

}
,

entonces la familia F = {αiB · H(p−1)/e ∪ B∗ : i ∈ I}, donde B∗ = ∅ o B∗ = {0}
si m = ef o m = ef + 1 respectivamente, es un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (p,m, 1).

Observación 3.1. Sea n = (p− 1)/(2e), la manera más eficiente de aplicar el teorema
anterior es buscando un subconjunto B de tamaño f de H tal que: cualquier par de
elementos de LB aparecen en distintas clases laterales deHn. Las condiciones enumeradas
para el conjunto B se verifican en este caso tomando la cadena de subgrupos Hn ⊂ H.

Ejemplo 3.1. Sea p = 97 = 6(16) + 1, entonces m = 6 y s = 16. Por el Teore-
ma 3.1, existe un código ortogonal óptico C1 con parámetros (582, 6, 1) y 16 elemen-
tos. De acuerdo a la cota de Johnson para estos parámetros tenemos que faltan 3
elementos para garantizar la optimalidad del código. Con el fin de optimizar el car-
dinal del código, usamos el Teorema 3.3 con e = 1, f = 65, α = 5, ϵ = α96 = 1
y B = {1, 2, 4, 8, 25, 67}. Si n = 48 es fácil mostrar que cada par de elementos de
LB = (95, 93, 89, 72, 30, 94, 90, 73, 31, 92, 75, 33, 79, 37, 54) aparece en diferentes clases la-
terales de H48

0 = {548, 596}

H48
0 = {96, 1}

H48
1 = {92, 5}

H48
2 = {72, 25}

H48
3 = {69, 28}

H48
4 = {54, 43}

H48
5 = {76, 21}

H48
6 = {89, 8}

H48
7 = {57, 40}

H48
8 = {91, 6}

H48
9 = {67, 30}

H48
10 = {44, 53}

H48
11 = {26, 71}

H48
12 = {33, 64}

H48
13 = {68, 29}

H48
14 = {49, 48}

H48
15 = {51, 46}

H48
16 = {61, 36}

H48
17 = {14, 83}

H48
18 = {70, 27}

H48
19 = {59, 38}

H48
20 = {4, 93}

H48
21 = {20, 77}

H48
22 = {3, 94}

H48
23 = {15, 82}

H48
24 = {75, 22}

H48
25 = {84, 13}

H48
26 = {32, 65}

H48
27 = {63, 34}

H48
28 = {24, 73}

H48
29 = {23, 74}

H48
30 = {18, 79}

H48
31 = {90, 7}
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H48
32 = {62, 35}

H48
33 = {19, 78}

H48
34 = {95, 2}

H48
35 = {87, 10}

H48
36 = {47, 50}

H48
37 = {41, 56}

H48
38 = {11, 86}

H48
39 = {55, 42}

H48
40 = {81, 16}

H48
41 = {17, 80}

H48
42 = {85, 12}

H48
43 = {37, 60}

H48
44 = {88, 9}

H48
45 = {52, 45}

H48
46 = {66, 31}

H48
47 = {39, 58}

Por tanto, existe un código ortogonal C ′
2 óptimo con parámetros (97, 6, 1) con 3 ele-

mentos. Si C2 = {6c : c ∈ C ′
2}, donde 6c = {6c mód pm : c ∈ c} tenemos que C = C1∪C2

es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (582, 6, 1) y 19 elementos.

La segunda construcción que estudiamos es la familia B publicada en [23]. Mostra-
mos una construcción alternativa que nos permite optimizar el tamaño del código. Los
resultados de esta construcción se encuentran publicados en [27] por Trujillo, Delgado y
el autor de este trabajo de investigación.

Familia B. Sean p un número primo, h un entero positivo mayor a 1 y α un elemento
primitivo de Fph . Consideremos el siguiente conjunto de polinomios sobre Fph

P = {p(x) ∈ Fp[x] : 1 ≤ grad(p(x)) ≤ h− 1 y p(0) = 0}. (3.2)

Probemos que

C1 = {{ph logα(p(α) + a)− (ph − 1)a : a ∈ Fp} : p(x) ∈ P}

es un código ortogonal óptico con parámetros (p(ph − 1), p, 1) y ph−1 − 1 elementos.

Demostración. La cardinalidad del conjunto es clara. Consideremos la familia de sub-
conjuntos

R = {{(a, logα(p(α) + a)) : a ∈ Fp} : p(x) ∈ P} (3.3)

del grupo (Zp,+) × (Zph−1,+). Veamos la correlación cruzada, para ello necesitamos
probar que cada elemento (a, b) ∈ Zp × Zph−1 puede representarse como la diferencia
(x, y) − (x′ − y′) con (x, y) ∈ X y (x′, y′) ∈ Y de manera única para todo X, Y ∈ R
con X ̸= Y . Supongamos por contradicción que existen a1, a2, a3, a4 ∈ Zp con a1 ̸= a2,
a3 ̸= a4 y p(x), q(x) ∈ P , p(x) ̸= q(x) con grad(p) = i y grad(q) = j tales que

(a1, logα(p(α) + a1)− (a2, logα(p(α) + a2) = (a3, logα(q(α) + a3)− (a4, logα(q(α) + a4).

Entonces

a1 − a2 = a3 − a4 mód p,

(p(α) + a1)(q(α) + a4) = (q(α) + a3)(p(α) + a2).
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Por lo tanto
(a1 − a2)q(α) + a1a4 = (a3 − a4)p(α) + a3a2 (3.4)

en Fph . La Ecuación (3.4) puede ser utilizada para construir el siguiente polinomio

f(x) = (a1 − a2)q(x) + a1a4 − (a3 − a4)p(x)− a3a2,

con coeficientes en Fp, de grado menor que h y que tiene a α como una ráız, por lo tanto
este polinomio tiene que ser igual a cero.
Si j > i, entonces a1 = a2 lo cual es una contradicción, por tanto i = j y dado que
grad(p(x)) > 0 y grad(q(x)) > 0, entonces

(a1 − a2)q(α) = (a3 − a4)p(α),

a1a4 = a3a2.
(3.5)

Por la Ecuación (3.5) tenemos

a1 − a2 = (a3 − a4)u, (3.6)

para alguna unidad u de Zp. Por (3.1) y (3.6) tenemos (a3 − a4)(u − 1) = 0 mód p. Si
u ̸≡ 1 mód p, entonces a3 − a4 ≡ 0 mód p, lo cual es una contradicción. Por lo tanto
u = 1 y aśı q(α) = p(α) lo cual contradice el hecho de que grad(α,Fp) = h.
Veamos ahora la propiedad de la autocorrelación. En este caso podemos tomar
p(x) = q(x) en la anterior prueba. Por (3.5) tenemos que a1, a2, a3 y a4 son ráıces de la
ecuación x2− (a1+a4)x+a1a4 = 0 sobre Fp, entonces {a1, a4} = {a2, a3}. Como a1 ̸= a2
y a3 ̸= a4, entonces a1 = a3 y a2 = a4 lo cual corresponde a la autocorrelación para el
desplazamiento cero.
Finalmente, por el Teorema Chino de los Restos aplicado a cada uno de los elementos
del conjunto R, tenemos que

C1 = {{ph logα(p(α) + a)− (ph − 1)a : a ∈ Fp} : p(x) ∈ P}

es un código ortogonal óptico con parámetros (p(ph − 1), p, 1) y ph−1 − 1 elementos.

Teorema 3.4. Para cualquier número primo p y entero h ≥ 2, existe un código ortogonal
óptico con parámetros (p(ph − 1), p, 1) y ph−1 − 1 palabras código.

El código descrito anteriormente permite construir la familia B de [23] para el caso
t = 1 omitiendo un elemento de cada palabra. Sin embargo, el código obtenido no es
óptimo respecto a la cota de Johnson. Para optimizar, determinemos la deficiencia L de
C1. Por el Lema 3.1, aplicado al conjunto R junto con el Teorema Chino de los Restos,
tenemos que L = Mp ∪Mq, donde Mp denota al conjunto de los múltiplos no cero de p
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módulo p(ph−1) y Mq denota al conjunto de los múltiplos no cero de q módulo p(ph−1)

donde q = ph−1
p−1

.

Ahora consideremos el conjunto

Q = {p(x) ∈ P : p(x) es mónico }.

Entonces, por el Teorema 2.3 la familia de conjuntos

C ′
1 = {{logα(p(α) + a) : a ∈ Fp} : p(x) ∈ Q}

es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (ph − 1, p, 1) y ph−1−1
p−1

elementos.

Sea φ : Zph−1 → Zp(ph−1) dada por φ(x) = px, entonces tenemos que φ es un homomor-
fismo inyectivo. Aplicando φ a cada elemento de C ′ tenemos que

C2 = {{p logα(p(α) + a) : a ∈ Fp} : p(x) ∈ Q}

es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros(p(ph− 1), p, 1) y ph−1−1
p−1

elementos.
Veamos ahora que C = C1 ∪ C2 es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros
(p(ph − 1), p, 1). Es suficiente probar que el código es óptimo y que la propiedad de la
correlación cruzada se cumple para toda X ∈ C1 y toda Y ∈ C2. Probemos primero que

|(X + a) ∩ Y | ≤ 1

para todo entero a. Supongamos por contradicción que

a = x− y = x′ − y′

para algunos x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y con x ̸= x′ y y ̸= y′. Entonces x− x′ = y − y′, lo cual
es una contradicción ya que x− x′ ̸∈ Mp, mientras que y − y′ ∈ Mp. También, dado que
C1 ∩ C2 = ∅, entonces |C| = ph−1 + ph−2 + · · ·+ p2 + p.
Veamos ahora que C es óptimo.

Φ(ph+1 − p, p, 1) =

⌊
ph+1 − p2

p2 − p
+

p2 − p− 1

p2 − p

⌋
= |C|

Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Para cualquier número primo p y cualquier entero h ≥ 2 existe un código
ortogonal óptico óptimo con parámetros (p(ph − 1), p, 1).
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Ejemplo 3.2. Para p = 3 y h = 3 tenemos que p(x) = x3 + 2x + 1 es un polinomio
generador para F27. Sea α una ráız primitiva de p(x), entonces tenemos las siguientes
palabras código para un código ortogonal óptico C1 con parámetros (78, 3, 1).

c1 = {27 logα(p1(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {27, 29, 61}
c2 = {27 logα(p2(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {16, 66, 74}
c3 = {27 logα(p3(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {38, 54, 73}
c4 = {27 logα(p4(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {71, 75, 76}
c5 = {27 logα(p5(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {11, 36, 38}
c6 = {27 logα(p6(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {8, 15, 25}
c7 = {27 logα(p7(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {30, 59, 70}
c8 = {27 logα(p8(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {5, 46, 69}

donde p1(x) = x, p2(x) = 2x, p3(x) = x2, p4(x) = 2x2, p5(x) = x2 + x, p6(x) = 2x2 + x,
p7(x) = x2 + x y p8(x) = 2x2 +2x. También tenemos las siguientes palabras código para
un código ortogonal óptico C2 con parámetros (78, 3, 1).

c9 = {3 logα(p1(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {3, 9, 27}
c10 = {3 logα(p3(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {6, 36, 63}
c11 = {3 logα(p5(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {18, 30, 33}
c12 = {3 logα(p7(α) + a)− 26a : a ∈ Z3} = {12, 21, 54}

Por tanto, C = C1 ∪ C2 es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (78, 3, 1).

Continuamos ahora con la construcción A de [11]. Esta construcción es bastante
interesante ya que explota la estructura del anillo Zpn . Sea p un número primo tal que
p = mt+1 para algunos enteros positivos m y t. Sea α una ráız primitiva módulo pm para
1 ≤ m ≤ n. Para 0 ≤ s ≤ mpn − 1 sea s := (t0, t1) donde t0 ≡ s mód m y t1 ≡ s mód pn.
Para cada 0 ≤ i ≤ pk − 1, 0 ≤ j ≤ t − 1 y 0 ≤ k ≤ n − 1 sea xk

i,j = xk
i,j(s) la secuencia

dada por

xk
i,j(s) =

 1 si t1 = pn−1−kαi(p−1)+j+t0t mód pn

0 en otro caso .
,

donde 0 ≤ s ≤ mpn − 1.

Si

XA =
n−1⋃
k=0

X k,
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donde X k = {xk
i,j : 0 ≤ i ≤ pk − 1, 0 ≤ j ≤ t − 1}, entonces XA es un código ortogonal

óptico asintóticamente óptimo con parámetros (mpn,m, 1) y pn−1
m

palabras código. La
demostración de que XA satisface las propiedades de correlación se puede consultar en
[11].
Por el Teorema Chino de los Restos, los elementos de XA pueden ser expresados en la
forma conjuntista aśı

A(i, j, k) = {s ∈ Zmpn : s ≡ apn − pn−1−kαi(p−1)+j+at(pn − 1) mód mpn con a ∈ Zm},

donde s es la solución del sistema de congruencias

s ≡ a mód m,

s ≡ pn−1−kαi(p−1)+j+at mód pn.

para cada a ∈ Zm. Por el Lema 3.1 tenemos que la deficiencia L de XA expresado en la
forma conjuntista es L = Mm ∪Mpn , donde Mm y Mpn denotan los múltiplos no nulos
de m y pn en Zmpn , respectivamente. Por lo tanto, para garantizar la optimalidad del

código hacen falta Φ(mpn,m, 1)− |XA| =
pn − 1

m(m− 1)
palabras código.

En general no es fácil determinar un código auxiliar con los mismos parámetros y que
permita optimizar el tamaño del código anterior. Sin embargo, es posible encontrar dicho
código cuando p es de la forma p = m(m − 1)q + 1 para algunos enteros positivos m y
q. Para este caso, la cota de Johnson es

Φ(mpn,m, 1) =

⌊
mpn − 1

m(m− 1)

⌋
=

mpn − 1

m(m− 1)
− 1

m

=
pn − 1

m− 1
.

Para alcanzar este objetivo, probamos el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea p un número primo de la forma p = m(m−1)q+1 para algunos ente-
ros positivos m y q. Supongamos que existe un código ortogonal óptico C con parámetros
(p,m, 1) y q palabras código. Para cada x = {x1, x2, . . . , xm} ∈ C sea

Cx = {{xjp
k + ipk+1 mód pn : j = 1, . . . ,m} : k = 0, . . . , n− 1, i = 0, . . . , pn−1−k − 1}.

Si F =
⋃

x∈C Cx, entonces F es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros
(pn,m, 1).
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Demostración. Sea x ∈ C y u ∈ Cx, entonces u = {xjp
k+ipk+1xj mód pn : j = 1, . . .m}

para algunos k e i. Si |∆(u)| < m(m− 1) entonces existen j1, j2, j3 y j4 tales que j1 ̸= j2,
j3 ̸= j4 y

xj1p
k + ipk+1xj1 − xj2p

k − ipk+1xj2 = xj3p
k + ipk+1xj3 − xj4p

k − ipk+1xj4 mód pn.

Entonces

(xj1 − xj2)p
k + ipk+1(xj1 − xj2) = (xj3 − xj4)p

k + ipk+1(xj3 − xj4) mód pn.

Luego
(xj1 − xj2) + ip(xj1 − xj2) = (xj3 − xj4) + ip(xj3 − xj4) mód pn−k.

Luego
xj1 − xj2 = xj3 − xj4 mód p

lo cual contradice el hecho de que C es un código ortogonal óptico. Por tanto,
|∆(u)| = m(m− 1).
Veamos ahora que ∆(u)∩∆(w) = ∅ para u,w ∈ F con u ̸= w. Si u,w ∈ Cx para alguna
x ∈ C, entonces

u = {xjp
k1 + i1p

k1+1xj mód pn : j = 1, . . .m},

w = {xjp
k2 + i2p

k2+1xj mód pn : j = 1, . . .m},

para algunos k1, k2, i1 e i2. Supongamos que ∆(u) ∩∆(w) ̸= ∅, luego existe al menos un
elemento no nulo en común. Por tanto, existen j1, j2, j3, j4 con j1 ̸= j2 y j3 ̸= j4 tales que

xj1p
k1 + i1p

k1+1xj1 −xj2p
k1 − i1p

k1+1xj2 = xj3p
k2 + i2p

k2+1xj3 −xj4p
k2 − i2p

k2+1xj4 mód pn.

Reordenando términos tenemos

(xj1 − xj2)p
k1 + i1p

k1+1(xj1 − xj2) = (xj3 − xj4)p
k2 + i2p

k2+1(xj3 − xj4) mód pn.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que k1 ≤ k2, entonces

xj1 − xj2 + i1p(xj1 − xj2) = (xj3 − xj4)p
k2−k1 + i2p

k2−k1+1(xj3 − xj4) mód pn−k1 .

Si k1 = k2, entonces xj1 − xj2 = xj3 − xj4 mód p, lo cual contradice el hecho de que C es
un código ortogonal óptico.
Si k1 < k2, entonces xj1 − xj2 = 0 mód p, lo cual contradice el hecho de que j1 ̸= j2.
Si u ∈ Cx y w ∈ Cy, para algunas x, y ∈ C con x ̸= y, entonces

u = {xjp
k1 + i1p

k1+1xj mód pn : j = 1, . . .m},

w = {yjpk2 + i2p
k2+1yj mód pn : j = 1, . . .m},
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para algunos k1, k2, i1 e i2. Como antes, supongamos por contradicción ∆(u)∩∆(w) ̸= ∅,
por tanto, existen j1, j2, j3, j4 con j1 ̸= j2 y j3 ̸= j4 tales que

xj1p
k1 + i1p

k1+1xj1 −xj2p
k1 − i1p

k1+1xj2 = yj3p
k2 + i2p

k2+1yj3 − yj4p
k2 − i2p

k2+1yj4 mód pn.

Razonando como antes tenemos las mismas contradiciones del caso anterior. Por lo tanto
∆(u) ∩∆(w) = ∅ para toda u,w ∈ F con u ̸= w.
Finalmente, probemos que el código es óptimo. Tenemos

|Cx| = pn−1 + pn−2 + . . .+ p+ 1 =
pn − 1

p− 1
,

para toda x ∈ C. Por tanto,

|F| = t
pn − 1

p− 1
=

pn − 1

m(m− 1)
= Φ(pn,m, 1).

Usando la construcción A, la familia mF , donde F es la familia del Teorema 3.6 y
mF = {mc : c ∈ F}, donde mc = {mc mód mpn : c ∈ c} obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.1. Sea p un número primo tal que p = m(m− 1)q+1 para algunos enteros
m y q. Si existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (p,m, 1), entonces,
existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (mpn,m, 1) para todo entero
positivo n.

Ejemplo 3.3. Sea p = 41 = 5 · 8 + 1, entonces m = 5 y t = 8. Se puede verificar que
α = 6 es una ráız primitiva módulo 41. Resolviendo las congruencias planteadas en la
construcción A con n = 1 podemos afirmar que el código XA tiene parámetros (205, 5, 1)
y esta conformado por las siguientes palabras código

c1 = {51, 98, 119, 165, 182}
c2 = {67, 99, 101, 170, 178}
c3 = {43, 184, 196, 197, 200}
c4 = {53, 79, 151, 157, 175}

c5 = {25, 64, 86, 113, 122}
c6 = {63, 106, 117, 150, 179}
c7 = {21, 49, 80, 87, 173}
c8 = {13, 70, 89, 112, 126}

Por otra parte, C = {{0, 1, 13, 38, 31}, {0, 32, 6, 27, 8}} es un código ortogonal óptico
con parámetros (41, 5, 1). Si hacemos

c9 = 5{0, 1, 13, 38, 31} = {0, 5, 65, 155, 190} y

c10 = 5{0, 32, 6, 27, 8} = {0, 30, 40, 135, 160},
entonces D = {ci : i = 1, . . . , 10} es un código ortogonal óptico óptimo con parámetros
(205, 5, 1).
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Continuamos ahora con la construcción B de [11]. Sea q una potencia prima, Fq el
campo finito con q elementos, F∗

q = Fq \ {0} y α un elemento primitivo de Fq. Para esta
construcción se utilizan las siguientes suposiciones:

p1, p2, . . . , pk denotan números primos impares con p1 < p2 < · · · < pk.

Existen enteros positivos m y Ti tales que pi = mTi + 1 para 1 ≤ i ≤ k.

αi es un elemento primitivo de Fpi para 1 ≤ i ≤ k.

Sean u = (u1, . . . , uk) ∈ Fp1 × · · · × Fpk , r = (r1, . . . , rk) ∈ ZT1 × · · · × ZTk
y

d = (d1, . . . , dk) ∈ Zk
m tales que

ui = 0 o ui = 1.

Si ui = 0, entonces ri = 0 y di = 0.

Existe i∗ con 1 ≤ i∗ ≤ k tal que u1 = · · · = ui∗−1 = 0, ui∗ = 1 y di∗ = 0.

Si J es el conjunto de todas las 3k-uplas u : r : d que satisfacen las condiciones anteriores,

entonces |J | = p1 . . . pk − 1

m
.

Por el Teorema Chino de los Restos, existe 0 ≤ t ≤ mp1 · · · pk − 1 tal que

t := (t0, t1, . . . , tk),

donde t = t0 mód m y t = ti mód pi para 1 ≤ i ≤ k. Para cada u : r : d ∈ J , sea
Su:r:d = {Su:r:d(t) : 0 ≤ t ≤ mp1 · · · pk − 1} la secuencia de ceros y unos dada por

Su:r:d(t) =

 1 si (t1, . . . , tk) = (u1α
(t0+d1)T1+r1
1 , . . . , ukα

(t0+dk)Tk+rk
k ),

0 en otro caso.

Entonces XB = {Su:r:d : u : r : d ∈ J } es un código ortogonal óptico con parámetros

(mp1 · · · pk,m, 1) y
p1 · · · pk − 1

m
elementos. Podemos notar que los elementos del código

construido anteriormente en la forma conjuntista pueden ser vistos como el conjunto
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solución del siguiente sistema de congruencias.

t = t0 mód m,

t = u1α
(t0+d1)t1+r1
1 mód p1,

t = u2α
(t0+d2)t2+r2
2 mód p2,

...

t = ukα
(t0+dk)tk+rk
k mód pk.

Por tanto, por el Lema 3.1, la deficiencia de XB expresado en la forma conjuntista es
L = Mm ∪Mp1 ∪ · · · ∪Mpk .

Ejemplo 3.4. Con p1 = 7 y p2 = 13 tomamos m = 3, por tanto T1 = 2 y T2 = 4.
Tenemos que α1 = 3 y α2 = 2 son elementos primitivos de F7 y F13, respectivamente.
Un cálculo sencillo muestra que

J = {(0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 2, 0, 0), (0, 1, 0, 3, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0),
(1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 0, 0, 2), (1, 1, 0, 1, 0, 0),

(1, 1, 0, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 1, 0, 2), (1, 1, 0, 2, 0, 0), (1, 1, 0, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 2, 0, 2),

(1, 1, 0, 3, 0, 0), (1, 1, 0, 3, 0, 1), (1, 1, 0, 3, 0, 2), (1, 1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0, 0, 1),

(1, 1, 1, 0, 0, 2), (1, 1, 1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1, 0, 2), (1, 1, 1, 2, 0, 0),

(1, 1, 1, 2, 0, 1), (1, 1, 1, 2, 0, 2), (1, 1, 1, 3, 0, 0), (1, 1, 1, 3, 0, 1), (1, 1, 1, 3, 0, 2)}
⊂ F7 × F13 × Z2 × Z4 × Z2

3.

Para cada (u1, u2, r1, r2, d1, d2) ∈ D resolviendo cada sistema de congruencias

t = t0 mód 3,

t = u13
2(t0+d1)+r1 mód 7,

t = u22
4(t0+d2)+r2 mód 13,

para t0 ∈ Z3 tenemos que

XB = {{105, 133, 35}, {210, 175, 161}, {147, 259, 140}, {21, 154, 98}, {78, 247, 221},
{234, 13, 26}, {183, 16, 74}, {120, 100, 53}, {204, 79, 263}, {15, 58, 200},
{162, 226, 158}, {57, 184, 32}, {225, 142, 179}, {246, 205, 95}, {36, 121, 116},
{99, 37, 137}, {141, 163, 242}, {267, 268, 11}, {66, 55, 152}, {3, 139, 131},
{87, 118, 68}, {171, 97, 5}, {45, 265, 236}, {213, 223, 110}, {108, 181, 257},
{129, 244, 173}, {192, 160, 194}, {255, 76, 215}, {24, 202, 47}, {150, 34, 89}},

es un código ortogonal óptico con parámetros (273, 3, 1).
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En lo que sigue mostramos una serie de definiciones y resultados que permiten op-
timizar el código anterior y además proporcionamos una forma alternativa de construir
familias de diferencias para primos p de la forma p ≡ 1 mód m(m − 1) donde m es un
número primo.

Definición 3.2. Sea B un conjunto con n elementos llamados śımbolos. Un cuadrado
latino de orden n es una matriz de tamaño n × n para la cual los n śımbolos de B
aparecen exactamente una vez en cada fila y en cada columna del arreglo. El conjunto
B se llama conjunto base del cuadrado latino.

Definición 3.3. Dos cuadrados latinos de orden n son ortogonales si al sobreponer uno
de ellos en el otro cada uno de los posibles n2 pares ordenados aparece exactamente una
vez. Un conjunto de cuadrados latinos de orden n es mutuamente ortogonal si cualquier
dos cuadrados latinos diferentes del conjunto son ortogonales.

Un resultado conocido afirma que el máximo cardinal de un conjunto de cuadrados
latinos de orden n mutuamente ortogonales es a lo sumo n − 1 [13], mientras que para
todo n, excepto n = 2 y n = 6 existe un par de cuadrados latinos ortogonales de orden
n. Aunque la existencia de conjuntos de cuadrados latinos de orden n, para n un núme-
ro primo o potencia prima está probada expĺıcitamente, mostramos una construcción
alternativa para estos órdenes en la Observación 3.2, cuya demostración es similar a la
encontrada en [13].

Teorema 3.7. [13] Para toda potencia prima q existe un conjunto de cuadrados latinos
mutuamente ortogonales de orden q con q − 1 elementos.

Observación 3.2. Sea F = {0, a1, . . . , aq−1} un campo finito con q elementos. Para
cada a ∈ F∗ considere los arreglos de tamaño q × q de la forma Ma = (Mi,j), donde
Mi,j = ja + i para 1 ≤ i, j ≤ q − 1. Entonces el conjunto M = {Ma : a ∈ F∗} es
un conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales con q − 1 elementos. Los
cuadrados latinos construidos de esta manera tienen la propiedad de que cualquier par
de filas bien sea del mismo arreglo o de diferentes arreglos, tienen a lo más un elemento en
común al ser superpuestas y que los pares ordenados con componentes iguales obtenidos
al sobreponer dos cuadrados latinos, aparecen en la primera columna.

Usando el hecho anterior podemos demostrar alternativamente un resultado probado
por Jungnickel en [18], el cual generalizamos en el siguiente caṕıtulo en el Teorema 4.6
y del cual deducimos el siguiente resultado importante para el presente caṕıtulo.

Corolario 3.2. Sean p1, p2,m números primos tales que pi ≡ 1 mód m(m− 1) para i =
1, 2. Supongamos que existen códigos ortogonales ópticos óptimos C1 y C2 con parámetros
(p1,m, 1) y (p2,m, 1), respectivamente. Entonces
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1. si p1 ̸= p2 existe un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (p1p2,m, 1),

2. si p1 = p2 existe una familia de diferencias en el grupo Zp × Zp.

Demostración. Como pi ≡ 1 mód m(m − 1) para i = 1, 2, entonces existen enteros
positivos t1 y t2 tales que p1 = m(m− 1)t1 + 1 y p2 = m(m− 1)t2 + 1. Sean

C1 = {{xi,1, . . . , xi,m} : i = 1, . . . , t1},

C2 = {{yi,1, . . . , yi,m} : i = 1, . . . , t2}.

Como m es un número primo, existe un conjunto M de cuadrados latinos mutuamente
ortogonales de orden m con m− 1 elementos. Usemos los números desde 0 hasta m− 1
para denotar las componentes de cada elemento de M .
Consideremos D ⊂ Zp1 × Zp2 como la unión de los siguientes conjuntos

D1 = {{(xi,1, 0), . . . , (xi,m, 0)} : i = 1, . . . , t1},

D2 = {{(0, yi,1), . . . , (0, yi,m)} : i = 1, . . . , t2},

D3 = {{(xi,1, yj,k1), . . . , (xi,m, yj,km)} : i = 1, . . . , t1, j = 1, . . . , t2},

donde (k1, . . . km) es cualquier fila de un elemento de M .
Dado que C1 y C2 son códigos ortogonales ópticos, entonces cada elemento en D sa-
tisface la propiedad de la autocorrelación. Para probar la propiedad de la correlación
cruzada, supongamos por contradicción que existen X, Y ∈ D con X ̸= Y tales que
∆(X) ∩ ∆(Y ) ̸= ∅. Por hipótesis no es posible que esta afirmación se cumpla si
X ∈ D1 ∪ D2 o Y ∈ D1 ∪ D2. Por tanto, supongamos que X, Y ∈ D3, es decir

X = {(xi,1, yj,k1), . . . , (xi,m, yj,km)},

Y = {(xi′,1, yj′,k′1), . . . , (xi′,m, yj′,k′m)}.

Si ∆(X) ∩∆(Y ) ̸= ∅, entonces existen i1, i2, i2 e i4 tales que

(xi,i1 , yj,ki1 )− (xi,i2 , yj,ki2 ) = (xi′,i3 , yj′,k′i3
)− (xi′,i4 , yj′,k′i4

).

La igualdad sobre la diferencia de las primeras componentes implican que i = i′ ya que
C1 es un código ortogonal óptico, por lo tanto, i1 = i3 e i2 = i4. Similarmente, la igualdad
sobre la diferencia de las segundas componentes implican que j = j′ y por tanto ki1 = k′

i3

y ki2 = k′
i4
, sin embargo esto implica que k = k′ lo cual contradice el hecho de que X ̸= Y

o k ̸= k′ y que M es un conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales.
Si p1 ̸= p2, entonces por el Teorema Chino de los Restos aplicado a cada elemento de
X ∈ D se obtiene un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (p1p2,m, 1) y

|D| = |D1|+ |D2|+ |D3| = t1 + t2 + t1t2(m− 1)m = Φ(p1p2,m, 1)
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elementos.
Si p1 = p2 = p, entonces D es una familia de diferencias en Zp × Zp con

|D| = |D1|+ |D2|+ |D3| = 2t+ t2(m− 1)m

elementos, donde t1 = t2 = t.

El resultado anterior podemos generalizarlo usando inducción sobre el número de
primos que satisfacen la condición.

Corolario 3.3. Sean pi para i = 1, . . . , t números primos y m un número primo tales que
pi ≡ 0 mód m(m−1) para todo i. Supongamos que para cada i existe un código ortogonal
óptico óptimo Ci con parámetros (pi,m, 1). Entonces existe una familia de diferencias en
Zp1 × · · · × Zpt. En particular, si todos los primos pi son diferentes, entonces existe un
código ortogonal óptico óptimo con parámetros (p1p2 · · · pt,m, 1).

Combinando el resultado anterior con la construcción XB tenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 3.4. Sean pi para i = 1, . . . , k números primos diferentes y m un número
primo tal que pi ≡ 0 mód m(m− 1) para todo i. Supongamos que para cada i existen un
código ortogonal óptico óptimo Ci con parámetros (pi,m, 1). Entonces existe un código
ortogonal óptico óptimo C con parámetros (mp1 · · · pk,m, 1).

Demostración. Sea C = XB ∪ mD′, donde XB es la construcción B dada por [11],
D′ es el conjunto del Corolario 3.2 visto en Zp1···pk y mD′ = {mX : X ∈ D′} donde
mX = {mx ∈ Zmp1···pk : x ∈ X}. Entonces C es un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (mp1 · · · pk,m, 1). Además

|C| = |XB|+ |mD′| = p1 · · · pk − 1

m
+

p1 · · · pk − 1

m(m− 1)
= Φ(mp1 · · · pk,m, 1).

Ejemplo 3.5. Sean p1 = 7 y p2 = 13 como en el Ejemplo 3.4. Es fácil verificar que
C1 = {0, 1, 3} y C2 = {{0, 1, 4}, {0, 2, 7}} son códigos ortogonales ópticos óptimos con
parámetros (7, 3, 1) y (13, 3, 1), respectivamente. Por el Teorema 3.7, podemos construir
el conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonal de orden 3 con dos elementos

A =

 1 2 3
2 3 1
3 1 2

 ,B =

1 3 2
2 1 3
3 2 1

 .
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Por tanto, por el Teorema 3.2 el conjunto

D = {{(0, 0), (1, 0), (3, 0)}, {(0, 0), (0, 1), (0, 4)}, {(0, 0), (0, 2), (0, 7)},
{(0, 0), (1, 1), (3, 4)}, {(0, 1), (1, 4), (3, 0)}, {(0, 4), (1, 0), (3, 1)},
{(0, 0), (1, 4), (3, 1)}, {(0, 1), (1, 0), (3, 4)}, {(0, 4), (1, 1), (3, 0)},
{(0, 0), (1, 2), (3, 7)}, {(0, 2), (1, 7), (3, 0)}, {(0, 7), (1, 0), (3, 2)},
{(0, 0), (1, 7), (3, 2)}, {(0, 2), (1, 0), (3, 7)}, {(0, 7), (1, 2), (3, 0)}

es una familia de diferencias en Z7 × Z13. Por el Teorema Chino de los Restos

D′ = {{0, 78, 52}, {0, 14, 56}, {0, 28, 7}, {0, 1, 17}, {14, 43, 52},
{56, 78, 66}, {0, 43, 66}, {14, 78, 17}, {56, 1, 52}, {0, 15, 59},
{28, 85, 52}, {7, 78, 80}, {0, 85, 80}, {28, 78, 59}, {7, 15, 52}}

es un código ortogonal óptico con parámetros (91, 3, 1). Luego C = XB∪3D′ es un código
ortogonal óptico óptimo con parámetros (273, 3, 1).

Observación 3.3. Los corolarios anteriores pueden generalizarse aún más eligiendo códi-
gos que no necesariamente tengan la longitud dada en éstos, sin embargo no se puede
garantizar la optimalidad del código obtenido.

Ejemplo 3.6. C1 = {{0, 2, 6} y C2 = {{0, 1, 3}} son códigos ortogonales ópticos óptimos
con parámetros (7, 3, 1) y (8, 3, 1), respectivamente. Considerando los cuadrados latinos

MB,1 =

 0 1 3
1 3 0
3 0 1

MB,2 =

 0 3 1
1 0 3
3 1 0


los subconjuntos D1 = {{(0, 0), (2, 0), (6, 0)}}, D2 = {{(0, 0), (0, 1), (0, 3)}} y
D3 = {{(0,mB,k

j,1 ), (2,mB,k
j,2 ), (6,mB,k

j,3 )} : j = 1, . . . , 3, k = 1, 2} de
Z7 × Z8. Tenemos por el Teorema Chino de los Restos el siguiente código ortogonal
óptico

C = {{0, 16, 48}, {0, 49, 35}, {0, 9, 27}, {49, 51, 48},
{35, 16, 41}, {0, 51, 41}, {49, 16, 27}, {35, 9, 48}}

con parámetros (56, 3, 1). Sin embargo, la cota de Johson para estos parámetros es igual
a 9, por tanto el código obtenido no es óptimo.
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3.2. Códigos ortogonales ópticos a partir de conjun-

tos de Sidon

En esta sección presentamos la construcción recursiva para códigos ortogonales ópti-
cos obtenida por Chu y Golomb en [8]. Esta contrucción es bastante interesante porque
permite obtener códigos con nuevos parámetros, sin embargo la conclusión dada por los
autores respecto a su uso consiste en analizar qué tan lejos están los códigos ortogonales
obtenidos por la construcción de ser óptimos, si el código ortogonal óptico de base es
óptimo. Nuestro propósito en esta sección es usar la construcción recursiva con los con-
juntos de Sidon modulares y analizar dicha conclusión.
En [8] se usa el concepto de matriz r−simple. Recordamos su definición, la cual fue vista
en 2.3.

Definición 3.4. Sean G un grupo abeliano de tamaño n y r un entero positivo. Una
matriz A = (aij) de tamaño s × t sobre G es r−simple, si el vector diferencia entre
cualquier par de vectores columnas de A contiene a los elementos de G a los sumo r− 1
veces.

Presentamos algunos resultados de [8] para el caso λ = 1 y r = 2.

Teorema 3.8. Sea C un código ortogonal óptico con parámetros (n,w, 1). Si existe una
matriz de tamaño w×N 2−simple sobre Zg, entonces existe un código ortogonal óptico
C ′ con parámetros (ng, w, 1) y N |C| palabras código.

Observación 3.4. El código C ′ del teorema anterior puede describirse usando la siguiente
notación. Si C = {Ci : 1 ≤ i ≤ |C|} es un código ortogonal óptico con parámetros (n,w, 1)
donde Ci = {bi,1, bi,2, . . . , bi,w} con bi.j ∈ Zn, 1 ≤ i ≤ |C|, 1 ≤ j ≤ w y D = (dij) es una
matriz de tamaño w ×N 2−simple sobre Zg, entonces se construyen por cada elemento
Ci de C las N palabras código siguientes

Fil = {(bi,j + ndjl) mód ng : 1 ≤ j ≤ w},

donde 1 ≤ l ≤ N .
Luego C ′ puede expresarse en la forma

C ′ = {Fil : 1 ≤ i ≤ |C| , 1 ≤ l ≤ N}.

El siguiente resultado muestra cómo construir matrices 2−simples.

Lema 3.2. Sean p un número primo y f(x) un polinomio en Fp[x]. La matriz D = (dij)
de tamaño p × p, donde dij = ij + f(i) para 0 ≤ i, j ≤ p − 1 es una matriz 2−simple
sobre Zp.
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Combinando los resultados del Teorema 3.8 y el Lema 3.2 se obtiene el siguiente
corolario que nos permite construir familias infinitas de códigos ortogonales ópticos.

Corolario 3.5. Suponga que existe un código ortogonal óptico C con parámetros (n,w, 1).
Sea p el menor número primo mayor o igual a w, entonces existe un código ortogonal
óptico con parámetros (np, w, 1) y p |C| elementos.

Usando el resultado anterior de manera recursiva se obtiene.

Corolario 3.6. Suponga que existe un código ortogonal óptico C con parámetros (n,w, 1).
Sea m = pr11 pr22 · · · prtt un entero positivo, donde pi es un número primo mayor o igual
a w para todo 1 ≤ i ≤ t. Entonces, existe un código ortogonal óptico con parámetros
(mn,w, 1) y m |C| elementos.

Analicemos ahora la aplicación del resultado del Corolario 3.5 a los conjuntos de
Sidon modulares para obtener códigos ortogonales ópticos óptimos. Primero aplicamos
el resultado al conjunto de Sidon tipo Bose.

Teorema 3.9. Sean q potencia prima y θ una ráız primitiva sobre Fq2. Entonces el
conjunto B = {logθ(θ + a) : a ∈ Fq} es un conjunto de Sidon módulo q2 − 1 con q
elementos y deficiencia L igual a L = Mq+1.

Aplicando el Corolario 3.5 al conjunto del Teorema 3.9 obtenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.10. Para cualquier potencia prima q, existe un código ortogonal óptico C
con parámetros (p(q2−1), q, 1) y p elementos, donde p es el menor número primo mayor
o igual a q. En particular, si q es un número primo, el código obtenido es óptimo.

Demostración. La existencia del código es un resultado inmediato por el Corolario 3.5.
Si q es un número primo, entonces q = p y por tanto

Φ(p(p2 − 1), p, 1) =

⌊
p(p2 − 1)− 1

p(p− 1)

⌋
=

⌊
p+ 1− 1

p(p− 1)

⌋
= p = |C| .

El siguiente resultado nos permite caracterizar la deficiencia del código del Teorema
3.10.
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Teorema 3.11. Sea C el código ortogonal óptico del Teorema 3.10, entonces la deficien-
cia L de C es L = Mq+1, donde Mq+1 es el conjunto de los múltiplos no nulos de q + 1
en Zp(q2−1).

Demostración. Sean B = {logθ(θ + a) : a ∈ Fq} = {a0, a1, . . . , aq−1} el conjunto de
Sidon del Teorema 3.9 y D = (di,j) una matriz de tamaño q × p sobre Zp 2−simple,
donde di,j = ij para 0 ≤ i, j ≤ p− 1 y p es el menor número primo mayor o igual a q.
Por la Observación 3.4 tenemos

C = {Cj : 0 ≤ j ≤ p− 1},

donde
Cj = {(ai + (q2 − 1)dij) mód p(q2 − 1) : 0 ≤ i ≤ q − 1}.

Supongamos por contradicción que existen Cj ∈ C y un múltiplo no nulo de q + 1 en
Zp(q2−1), digamos m(q+1) con m ̸≡ 0 mód p(q2−1) tal que m(q+1) ∈ ∆(Cj). Entonces
existen ı́ndices 0 ≤ i ̸= j ≤ q − 1 tales que

(ai + (q2 − 1)dij)− (ail + (q2 − 1)dlj) ≡ m(q + 1) mód p(q2 − 1).

Entonces
ai − al ≡ 0 mód q + 1.

Lo cual contradice el Teorema 3.9.

El código ortogonal óptico obtenido en el Teorema 3.10 no es óptimo si q no es igual
a un número primo, sin embargo en algunos casos es posible optimizarlo agregando un
número de palabras código adecuadas. El número de palabras código a agregar se calcula
de la siguiente manera

Φ(p(q2 − 1), q, 1)− |C| =
⌊
p(q2 − 1)− 1

q(q − 1)

⌋
− p

=

⌊
p+

p

q
− 1

q(q − 1)

⌋
− p

=

⌊
p

q
− 1

q(q − 1)

⌋
.

Teorema 3.12. Sean q una potencia prima no igual a un número primo y C el código
ortogonal óptico con parámetros (p(q2 − 1), q, 1) del Teorema 3.10. Si existe un código
ortogonal óptico óptimo C ′ con parámetros (p(q − 1), q, 1), entonces existe un código
ortogonal óptico óptimo con parámetros (p(q2 − 1), q, 1).

Demostración. Basta agregar al código C todas las palabras código de la forma
(q + 1)c = {(q + 1)c mód p(q2 − 1) : c ∈ c}, donde c ∈ C ′.
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Ejemplo 3.7. Tomemos q = 9. Por el Teorema 3.9 se puede construir el siguiente
conjunto de Sidon

B = {1, 6, 13, 14, 28, 49, 52, 75, 77}

módulo 80. Como el menor número primo mayor a igual a 9 es 11 tomamos p = 11 y
construimos la matriz D = (di,j) de tamaño 9× 11 sobre Z11 2−simple, donde di,j = ij
para 0 ≤ i, j ≤ 10 es

D =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9
0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8
0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7
0 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6
0 6 1 7 2 8 3 9 4 10 4
0 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4
0 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3


.

Luego

C = {{1, 6, 13, 14, 28, 49, 52, 75, 77}, {1, 86, 173, 254, 348, 449, 532, 635, 717},
{1, 132, 166, 315, 333, 477, 494, 668, 849}, {1, 108, 237, 246, 369, 493, 612, 734, 875},
{1, 94, 212, 326, 428, 555, 653, 769, 877}, {1, 235, 289, 334, 406, 637, 692, 748, 813},
{1, 93, 188, 292, 397, 486, 574, 689, 795}, {1, 157, 209, 253, 475, 508, 566, 772, 814},
{1, 155, 174, 372, 413, 609, 646, 797, 828}, {1, 129, 268, 414, 557, 573, 715, 726, 852},
{1, 317, 395, 452, 529, 588, 654, 733, 806}}

es un código ortogonal óptico con parámetros (880, 9, 1). La correspondiente cota de
Johnson es Φ(880, 9, 1) = 12. Si se agrega la palabra código

c = 10{0, 2, 5, 13, 17, 31, 37, 38, 47} = {0, 20, 50, 130, 170, 310, 370, 380, 470}

a C se obtiene un código ortogonal óptico óptimo.

El caso en el que se aplica el Corolario 3.5 al conjunto de Sidon tipo Singer fue
investigado en [8]. Recordamos la construcción de Singer de conjunto de Sidon [30] y los
principales resultados obtenidos para esta construcción en [8].

Teorema 3.13. Para toda potencia prima q, existe un conjunto de Sidon módulo q2+q+1
con q + 1 elementos.
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Teorema 3.14. Para toda potencia prima q, existe un código ortogonal óptico asintóti-
camente óptimo con parámetros (m(q2 + q + 1), q + 1, 1) donde m es un entero positivo
cuyos divisores primos son mayores a q.

Los siguientes resultados muestran bajo qué condiciones es óptimo el código obtenido
por el teorema anterior.

Corolario 3.7. Sean q potencia prima, m un entero positivo tal que sus divisores primos
son mayores a q y q < m < q2 + q + 1. Entonces

Φ(m(q2 + q + 1), q + 1, 1) = m.

Corolario 3.8. Sean q potencia prima. Si todos los divisores primos de q2 + q + 1 son
mayores a q, entonces para todo entero positivo t existe un código ortogonal óptico óptimo
con parámetros ((q2 + q + 1)t, q + 1, 1) .

Por último, aplicamos el Corolario 3.5 a la construcción de conjunto de Sidon tipo
Ruzsa. Recordemos la construcción.

Teorema 3.15. Sean p un número primo impar y α una ráız primitiva módulo p. El
conjunto

R = {(ip− αi(p− 1)) mód p(p− 1) : i = 0, . . . , p− 2}

es un conjunto de Sidon módulo p(p−1) con p−1 elementos y deficiencia L = Mp∪Mp−1,
donde Mp y Mp−1 son los múltiplos no nulos de p y p− 1 en Zp(p−1) , respectivamente.

Aplicando el Corolario 3.5 a la construcción de Ruzsa tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.9. Sea p un número primo impar. Existe un código ortogonal óptico C con
parámetros (p2(p− 1), p− 1, 1) y p elementos.

Veamos qué tan óptimo es el código obtenido en el Corolario 3.9. Para tal propósito
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comparemos su tamaño con la correspondiente cota de Johnson.

Φ(p2(p− 1), p− 1, 1)− |C| =
⌊
p2(p− 1)− 1

(p− 1)(p− 2)

⌋
− p

=

⌊
p2

p− 2
− 1

(p− 1)(p− 2)

⌋
− p

=

⌊
p+ 2 +

4p− 5

(p− 1)(p− 2)

⌋
− p

=


5 si p = 3,

3 si p = 5,

2 si p ≥ 7.

Si p = 3 el peso del código es igual a 2 y este caso siempre se puede optimizar [35]. Si
p = 5 obtenemos el siguiente código

C = {{3, 14, 16, 17}, {3, 34, 56, 77}, {3, 37, 54, 96}, {3, 36, 74, 97}, {3, 57, 76, 94}}

con parámetros (100, 4, 1). Un cálculo muestra que la deficiencia de C es L = M4 ∪M5,
donde M4 y M5 denotan los múltiplos no nulos de 4 y 5 en Z100, respectivamente. Si
se agrega las palabras código c1 = {0, 4, 12, 28} y c2 = {0, 5, 15, 35} a C obtenemos
un código ortogonal óptico con 7 elementos. En este caso no es posible agregar una
elemento más, ya que por el Teorema 2.6 no existe un código ortogonal óptico óptimo
con parámetros (25, 4, 1).
Si p ≥ 7 hacen falta agregar dos palabras código para optimizar el código. Para describir
la forma de dichas palabras código caracterizamos la deficiencia de C.

Teorema 3.16. Sean p un número primo impar y C el código ortogonal óptico con
parámetros (p2(p − 1), p − 1, 1) obtenido por el Corolario 3.9. La deficiencia de C es
L = Mp ∪ Mp−1, donde Mp y Mp−1 denotan los múltiplos no nulos de p y p − 1 en
Zp2(p−1).

Demostración. Sean R = {(ip− αi(p− 1) mód p(p− 1) : i = 0, . . . , p− 2} el conjunto
de Sidon obtenido por el Teorema 3.15 y D = (di,j) la matriz de tamaño (p − 1) × p
sobre Zp 2−simple usada para construir el código ortogonal óptico C del Corolario 3.9.
Entonces

C = {{ip− αi(p− 1) + p(p− 1)di,j : i = 0, . . . , p− 2} : j = 0, . . . , p− 1}.

Supongamos por contradicción que existen ci ∈ C y un múltiplo de p, digamos mp tal
que mp ∈ ∆(ci). Entonces, existen ı́ndices 0 ≤ i ̸= l ≤ p− 2 tales que

(ip− αi(p− 1) + p(p− 1)di,j)− (lp− αl(p− 1) + p(p− 1)dl,j) ≡ p mód p2(p− 1).
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Por tanto,
(ip− αi(p− 1))− (lp− αl(p− 1)) ≡ p mód p(p− 1),

lo cual contradice el Teorema 3.15. El caso p− 1 se demuestra similarmente.

Tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.10. Sea p ≥ 7 un número primo. Suponga que existe un conjunto de Sidon
módulo p2 con p − 1 elementos, entonces existe un código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (p2(p− 1), p− 1, 1).

Demostración. Sea C el código ortogonal óptico con parámetros (p2(p − 1), p − 1, 1)
obtenido por el Corolario 3.9. Como p ≥ 7, entonces basta agregar dos palabras código
adecuadas a C para garantizar su optimización. Por hipótesis, existe un conjunto de
Sidon S = {a1, . . . , aq−1} módulo p2. Si agregamos a C las siguientes palabras código

c1 = (p− 1)S = {(p− 1)ai mód p2(p− 1) : i = 1, . . . , p− 1}

y c2 = pR = {pai mód p2(p− 1) : ai ∈ R}, donde R es el conjunto de Sidon tipo Ruzsa
del Teorema 3.15, obtenemos el resultado deseado.

La aplicación del resultado anterior requiere la existencia de un conjunto de Sidon
módulo p2 con p − 1 elementos para p ≥ 7. Desafortunamente, para este módulo no
existe una construcción expĺıcita de dicho conjunto y la búsqueda computacional se
complica conforme p aumenta. Buratti y Stinson en [4] encontraron computacionalmente
el siguiente conjunto de Sidon módulo 49 con 6 elementos

S = {0, 2, 3, 10, 16, 21, 25}

el cual nos sirve para optimizar el código para p = 7. Para p = 11 encontramos compu-
tacionalmente el conjunto de Sidon

S = {0, 1, 3, 7, 12, 20, 30, 46, 86, 100}

módulo 121 con 10 elementos, para p = 13 encontramos el siguiente conjunto de Sidon

S = {0, 1, 3, 7, 12, 59, 76, 89, 109, 130, 144, 154}

módulo 169 con 12 elementos, pero para los siguientes números primos p ≥ 17 ya no fue
posible encontrar dichos conjuntos, razón por la cual consideramos un problema para
futuras investigaciones.





Capı́tulo 4
Códigos ortogonales ópticos en dos
dimensiones

En el presente caṕıtulo mostramos algunas nuevas construcciones de códigos orto-
gonales ópticos en dos dimensiones que se pueden obtener por medio de conjuntos de
Sidon y por medio de construcciones recursivas. Gran parte de los resultados obtenidos
son propios y hemos incluido algunos que no lo son pero que están relacionados con el
objetivo del caṕıtulo.

4.1. Códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones

a partir de conjuntos de Sidon

Un código ortogonal en dos dimensiones es una familia de matrices binarias de tamaño
m×n con buenas propiedades (en el sentido de las condiciones de correlación dadas en la
Introducción 1) de autocorrelación y correlación cruzada. Su estudio ha sido motivado en
las últimas décadas debido a sus variadas aplicaciones en sistemas de acceso múltiple por
división de código (OCDMA) [9]. Como en el caso de una dimensión, en un OCDMA
a diferentes usuarios se les asigna diferentes códigos durante la transmisión para ser
identificados. Cuando m = 1 tenemos los códigos ortogonales ópticos en una dimensión
estudiados en los caṕıtulos anteriores. Éstos últimos han sido ampliamente estudiados en
[9, 3, 8, 22, 35, 36]. La principal desventaja que presentan los códigos ortogonales ópticos
en una dimensión es el número limitado de usuarios que pueden albergar debido a que el
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tamaño del código es directamente proporcional a la longitud de las secuencias, mientras
que la tasa de datos de información de un solo usuario es inversamente proporcional a
la longitud de las secuencias. Esta dificultad se puede superar de manera eficiente por
medio de los códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones, debido a que estos últimos
trabajan en los dominios del tiempo y la longitud de onda, lo que hace que la tasa
de datos requerida pueda ser reducida considerablemente. En la Figura 4.1 se ilustra
cómo se realiza la transmisión de una palabra código en el dominio del tiempo t para un
código en una dimensión y en los dominios del tiempo t y la longitud de onda λ para un
código en dos dimensiones. El primer código es óptimo, mientras que el segundo código
permite agregar 4 palabras código adicionales obtenidas por las traslaciones verticales
de la palabra código mostrada en b) de la Figura 4.1.

Figura 4.1: a) Código ortogonal óptico en una dimensión con parámetros (22, 5, 1).
b) Código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros (5× 22, 5, 1).

En este caṕıtulo construimos códigos ortogonales ópticos a partir de conjuntos de Si-
don. Algunas construcciones alcanzan el valor de la cota de Johnson correspondiente.
Empezamos definiendo lo siguiente.

Definición 4.1. [34] Un código ortogonal óptico C en dos dimensiones con parámetros
(m × n, k, λ) es un conjunto de matrices binarias de tamaño m × n, cada una de ellas
con peso de Hamming igual a k y que satisfacen las siguientes propiedades:
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1. (Autocorrelación). Para cada matriz

X =


x0,0 x0,1 . . . x0,n−1

x1,0 x1,1 . . . x1,n−1
...

xm−1,0 xm−1,1 . . . xm−1,n−1


en C, tenemos

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

xi,jxi.j+t ≤ λ, (4.1)

para cualquier t ̸≡ 0 mód n.

2. (Correlación cruzada). Para cualquier par de matrices distintas

X =


x0,0 x0,1 . . . x0,n−1

x1,0 x1,1 . . . x1,n−1
...

xm−1,0 xm−1,1 . . . xm−1,n−1

 y

Y =


y0,0 y0,1 . . . y0,n−1

y1,0 y1,1 . . . y1,n−1
...

ym−1,0 ym−1,1 . . . ym−1,n−1


en C, tenemos

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

xi,jyi,j+t ≤ λ, (4.2)

para cualquier entero t.

En ambos casos, la suma j + t es reducida módulo n.

Cuando m = 1, la definición anterior coincide con la definición de código ortogonal
óptico en una dimensión.

Tenemos en cuenta ahora algunos hechos importantes sobre la función de represen-
tación y conjuntos, con el propósito de presentar de manera alternativa la definición de
código ortogonal óptico en dos dimensiones.
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Sean (G,+) un grupo conmutativo finito y A,B ∈ G. La función de representación de
A y B en x ∈ G se define como

RA−B(x) :=| (A+ x) ∩B |, (4.3)

donde A+ x := {a+ x : a ∈ A}.
La función de representación cuenta el número de veces en las que x puede ser represen-
tado como diferencia de un elemento de A y un elemento de B.

De manera análoga al caso de códigos ortogonales en una dimensión, asociamos un
conjunto de pares ordenados a las matrices que forman un código ortogonal óptico como
se muestra a continuación.

Sea C un código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros (m × n, k, 1).
Para cada X = (xi,j) ∈ C asociamos el siguiente conjunto

A = {(i, j) ∈ Zm × Zn : xi,j = 1}.

Usando la función de representación y la notación conjuntista para los elementos de
un código ortogonal óptico en dos dimensiones, podemos enunciar las propiedades de
correlación de la siguiente manera.

1. Autocorrelación: para cada A ∈ C y todo entero t tal que t ̸≡ 0 mód n se cumple

RA−A(0, t) ≤ 1. (4.4)

2. Correlación cruzada: para cada A,B ∈ C con A ̸= B y cualquier entero t se cumple

RA−B(0, t) ≤ 1. (4.5)

En la práctica, se requieren códigos ortogonales ópticos con un gran número de palabras.
Para un conjunto de valores dados de m,n, k y λ, el mayor tamaño posible de un código
ortogonal en dos dimensiones con parámetros (m×n, k, λ) se denota por Φ(m×n, k, λ).
Un código que alcanza este valor se denomina óptimo. La correspondiente cota superior
de Johnson para este caso toma la forma

Φ(m× n, k, λ) ≤
⌊
m

k

⌊
mn− 1

k − 1

⌊
. . .

⌊
mn− λ

k − λ

⌋⌋⌋⌋
.

En lo que sigue, trabajamos con λ = 1. En este caso la cota de Johnson toma la forma
enunciada a continuación.
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Teorema 4.1. (Cota de Johnson) [34]

Φ(m× n, k, 1) =

⌊
m

⌊
mn− 1

k(k − 1)

⌋⌋
. (4.6)

Recordamos ahora la definición de conjuntos de Sidon sobre grupos finitos.

Definición 4.2. [12] Sea (G,+) un grupo conmutativo finito con identidad e y A un
subconjunto no vaćıo de G. Se dice que A es un conjunto de Sidon en G, si para cualquier
x ̸≡ e mód G, tenemos

RA−A(x) ≤ 1. (4.7)

Observación 4.1. Sea (G,+, ·) un anillo conmutativo con unidad. Si A es un conjunto
de Sidon en G, entonces

uA+ b := {u · a+ b : a ∈ A}
es un conjunto de Sidon para toda unidad u ∈ G y todo elemento b ∈ G.

Además de las construcciones de conjuntos de Sidon en una dimensión dadas en los
Teoremas 3.9, 2.20 y 3.15, recordamos también las construcciones en dos dimensiones
en los grupos Zp × Zp, Zp−1 × Zp y Zq−1 × Zq−1, donde p es un número primo y q es
una potencia prima, las cuales fueron estudiadas en los Teoremas 2.23, 2.24 y 2.25. Uno
de los conceptos más importantes a tener en cuenta en las construcciones del presente
caṕıtulo es el de cuadrados latinos mutuamente ortogonales. Recordemos las definiciones
3.2 y 3.3, aśı como algunos resultados sobre cuadrados latinos, los cuales pueden ser
consultados en más detalle en [13].

Definición 4.3. [13] Sean n un entero positivo y A un conjunto finito con n elementos.
Un cuadrado latino de orden n es una matriz de tamaño n× n con la propiedad de que
cada elemento de A aparece exactamente una vez en cada fila y en cada columna. Al
valor de n se le llama el orden del cuadrado latino y A su conjunto base.

Definición 4.4. [13] Sean A = (ai,j) y B = (bi,j) matrices de tamaño n×n. La unión de
A y B denotada por (A,B) es la matriz de tamaño n× n cuya componente ij es igual a
(ai,j, bi,j). Dos cuadrados latinos A y B de orden n son ortogonales si en (A,B) aparecen
cada uno de los posibles n2 pares ordenados exactamente una vez.

Definición 4.5. [13] Un conjunto de cuadrados latinos M1, . . . ,Mr del mismo orden se
llama conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales (siglas en inglés, MOLS),
si cada par de matrices diferentes del conjunto son ortogonales.

Teorema 4.2. [13] Para cualquier potencia prima q, existe un conjunto de cuadrados
latinos mutuamente ortogonales de orden q con q − 1 elementos.
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Presentamos a continuación, la primera construcción de código ortogonal óptico a
partir de un conjunto de Sidon, obtenida por nuestra parte.

Teorema 4.3. Sean p un número primo impar y Ci = {(x, x2) + (i, 0) : x ∈ Zp} para
i = 1, . . . p. Entonces

C = {Cj : j = 0, . . . , p− 1} (4.8)

es un código ortogonal óptico óptimo en dos dimensiones con parámetros (p× p, p, 1).

Demostración. Por el Teorema 2.23 tenemos que C0 satisface la autocorrelación. Por
la Observación 4.1, tenemos también que C1, C2, . . . , Cp−1 satisfacen la propiedad de
autocorrelación.
Para probar la correlación cruzada, sean Ci, Cj ∈ C con i < j. Entonces

RCi−Cj
(0, t) = |(Ci + (0, t)) ∩ Cj| ,

= |(C0 + (i, t)) ∩ (C0 + (j, 0)| ,
= |(C0 + (j − i,−t)) ∩ C0| ,
=RC0−C0(j − i, t),

≤1,

(4.9)

para todo entero t ̸≡ 0 mód p.

Además,

Φ(p× p, p, 1) =

⌊
p

⌊
pp− 1

p(p− 1)

⌋⌋
= p = |C| .

Por tanto, C es óptimo.

De manera similar, usando el Teorema 2.25 y la Observación 4.1 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.4. Sean q una potencia prima, θ un elemento primitivo de Fq, a ∈ F∗
q y

Ci = {(logθ(θk − a), a) + (i, 0) : k ∈ Zq−1, k ̸= logθ a}.

Entonces C = {Ci : i = 0, . . . , q − 3} es un código ortogonal óptico en dos dimensiones,
con parámetros ((q − 1)× (q − 1), q − 2, 1) y q − 2 palabras código.

La siguiente construcción se basa en el Teorema 2.24 con una ligera generalización
que consiste en tomar a q como el cuadrado de un número primo impar.
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Sean p un número primo impar, q = p2 y h ≥ 2 un entero positivo. Sea α un elemento
primitivo de Fqh y

P ={g(x) ∈ Fq[x] : 1 ≤ grad(g(x)) ≤ h− 1 y g(0) = 0},
Q ={g(x) ∈ P : g es mónico}.

(4.10)

Sean

C1 ={{(a, logα(g(α) + a)) : a ∈ Fq} : g(x) ∈ P},
C2 ={{(0, logα(g(α) + a)) : a ∈ Fq} : g(x) ∈ Q}.

(4.11)

subconjuntos de Fq × Zqh−1.

Si C = C1 ∪ C2, afirmamos que

RA−A(x, y) ≤1 para todo A ∈ C y (x, y) ̸= (0, 0) y

RA−B(x, y) ≤1 para todo A,B ∈ C,A ̸= B y para todo

(x, y) ∈ Fq × Zqh−1

(4.12)

Para la primera desigualdad, sea A ∈ C.

Si A ∈ C1, supongamos que existe (x, y) ̸= (0, 0) tal que

(x, y) =(a1, logα(g(α) + a1))− (a2, logα(g(α) + a2)),

=(a3, logα(g(α) + a3))− (a3, logα(g(α) + a3)),
(4.13)

para algún g(x) ∈ P y algunos a1, a2, a3, a4 ∈ Fq con (a1, a2) ̸= (a3, a4). Entonces

a1 − a2 =a3 − a4 y

(g(α) + a1)(g(α) + a4) =(g(α) + a2)(g(α) + a3)).
(4.14)

Por tanto

a1 − a2 =a3 − a4 y

a1a4 =a2a3.
(4.15)

Entonces a1, a2, a3, a4 son ráıces de x2− (a1+ a4)x+ a1a4 = 0 sobre Fq y por tanto
{a1, a4} = {a2, a3} lo cual es una contradicción en cualquier caso.

Si A ∈ C2, supongamos que existe y ̸= 0 tal que

(0, y) =(0, logα(g(α) + a1))− (0, logα(g(α) + a2))

=(0, logα(g(α) + a3))− (0, logα(g(α) + a3)),
(4.16)
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para algún g(x) ∈ Q y algunos a1, a2, a3, a4 ∈ Fq con (a1, a2) ̸= (a3, a4). Entonces

(g(α) + a1)(g(α) + a4) = (g(α) + a2)(g(α) + a3)).

Por tanto,
g(α)(a1 + a4 − a2 − a3) + a1a4 − a2a3 = 0.

Como grad(α,Fq) = h y grad(g(x)) ≤ h−1, entonces a1+a4 = a2+a3 y aśı, como
antes, tenemos que {a1, a4} = {a2, a3} lo cual es una contradicción.

Probemos ahora la segunda desigualdad. Sean A,B ∈ C con A ̸= B y supongamos que
existe (x, y) tal que

(x, y) =(a1, logα(g(α) + b1))− (c1, logα(f(α) + d1))

=(a2, logα(g(α) + b2))− (c2, logα(f(α) + d2)),
(4.17)

para algunos g(x), f(x) ∈ P con g(x) ̸= f(x) y algunos a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 ∈ Fq con
(a1, b1, c1, d1) ̸= (a2, b2, c2, d2). Entonces

a1 − c1 =a2 − c2,

(g(α) + b1)(f(α) + d2) =(g(α) + b2)(f(α) + d1).
(4.18)

Sea r(x) = (g(x) + b1)(f(x) + d2) − (g(x) + b2)(f(x) + d1), entonces r(x) ∈ Fq[x],
grad(r(x)) ≤ h− 1 y r(α) = 0, por tanto r(x) = 0. Tenemos los siguientes casos.

Si grad(g(x)) > grad(f(x)), entonces d1 = d2 y aśı b1 = b2. Si A,B ∈ C1, entonces
por lo anterior a1 = a2 y c1 = c2, lo cual es una contradicción. Si A,B ∈ C2,
entonces a1 = a2 = c1 = c2 = 0 y aśı (a1, b1, c1, d1) = (a1, b1, c1, d1), lo cual es una
contradicción. Si A ∈ C1 y B ∈ C2, entonces a1 = b1 = b2 = a2 and c1 = c2 = 0,
nuevamente una contradicción.

El caso grad(g(x)) < grad(f(x)) se obtiene de manera similar.

Si grad(g(x)) = grad(f(x)), entonces

d2 − d1 =u(b2 − b1),

b1d2 =b2d1,
(4.19)

para alguna unidad u ∈ Fq.
Si A,B ∈ C1, entonces a1 = b1, c1 = d1, a2 = b2 y c2 = d2, entonces por (4.18) y por
(4.19) tenemos u = 1, aśı g(α) = f(α). Como grad(g(x)) = grad(f(x)), entonces
1 ≤ grad(g(x)− f(x)) ≤ h− 1. Como grad(α,Fq) = h y g(α)− f(α) = 0, entonces
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g(x) = f(x), lo cual es una contradicción.
Si A,B ∈ C2, entonces a1 = c1 = a2 = c2 = 0 y aśı g(x), f(x) ∈ Q. Luego u = 1 y
como antes llegamos a una contradicción.
Si A ∈ C1 y B ∈ C2, entonces a1 = b1, a2 = b2 y c1 = c2 = 0, por tanto
a1 = a2 = b1 = b2. Por (4.19) tenemos d1 = d2 lo cual es una contradicción.

Por el teorema de los grupos abelianos finitamente generados, tenemos que existe
un isomorfismo de grupos φ tal que Fq × Zqh−1 ≃ Zp × Zp(qh−1). Usando este hecho,
podemos obtener un código ortogonal óptico φ(C) en dos dimensiones con parámetros
(p× p(qh − 1), p2, 1). Para cada A ∈ φ(C) sea

Ai = A+ (i, 0) para i = 0, 1, . . . , p− 1,

entonces es fácil probar que Ai ̸= Aj para todo i ̸= j y Ai ̸= Bj para todo A,B ∈ φ(C)
con A ̸= B y para todo i, j. Sea

C ′ =
⋃

A∈φ(C)

p−1⋃
i=0

{Ai}.

Entonces

|C ′| = |P| p+ |Q| p
=p(|P|+ |Q|)

=p

(
qh−1 − 1 +

qh−1 − 1

q − 1

)
=pq

(
qh−1 − 1

q − 1

)
.

Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Para cualquier número primo p y cualquier entero h mayor que 1, existe
un código ortogonal óptico óptimo en dos dimensiones con parámetros
(p× p(p2h − 1), p2, 1).

Demostración. Basta probar que el código descrito anteriormente es óptimo.
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Φ(p× p(qh − 1), p2, 1) =

⌊
p

⌊
p2(p2h − 1)− 1

p2(p2 − 1)

⌋⌋
=

⌊
p

⌊
q(qh − 1)− 1

q(q − 1)

⌋⌋
=

⌊
p

⌊
qh − 1

q − 1
− 1

q(q − 1)

⌋⌋
=

⌊
p

(
qh − 1

q − 1
− 1

)⌋
= |C ′| .

Veamos ahora la manera de construir códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones
a partir de códigos ortogonales ópticos en una dimensión.

Sean n1, n2 enteros positivos y w un número primo. Suponga que existen dos códi-
gos ortogonales ópticos C1 y C2 con parámetros (n1, w, 1) y (n2, w, 1), respectivamente.
Podemos escribir

C1 ={{xi,1, xi,2, . . . , xi,w} : i = 1, . . . , |C1|},
C2 ={{yj,1, yj,2, . . . , yj,w} : j = 1, . . . , |C2|}.

(4.20)

Para cada B ∈ C2, construyamos un conjunto de cuadrados mutuamente ortogonales
MB = {MB,k = (mB,k

i,j ) : k = 1, . . . , w − 1} de orden w y conjunto base igual a B.

Consideremos ahora los siguientes subconjuntos de Zn1×Zn2 descritos a continuación.

D1 ={{(xi,1, 0), . . . , (xi,w, 0)} : i = 1, . . . , |C1|},
D2 ={{(0, yi,1), . . . , (0, yi,w)} : i = 1, . . . , |C2|},
D3 ={{(xi,1,m

B,k
l,1 ), . . . , (xi,w,m

B,k
l,w )} : i = 1, . . . , |C1| ,

l = 1, . . . , w, k = 1, . . . , w − 1, B ∈ C2}.

(4.21)

Sean D = D1 ∪ D2 ∪ D3 ⊂ Zn1 × Zn2 , entonces |D| = |C1| + |C2| + w(w − 1)|C1||C2|.
Probamos a continuación que D es un código ortogonal óptico en dos dimensiones con
parámetros (n1 × n2, w, 1).

Teorema 4.6. D es un código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros
(n1 × n2, w, 1) y |C1|+ |C2|+ w(w − 1)|C1||C2| elementos.
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Demostración. Primero probemos la propiedad de la autocorrelación. Sea X ∈ D, si
X ∈ D1 ∪ D2, entonces la afirmación se cumple de manera trivial. Supongamos por
tanto que X ∈ D3, entonces A = {(xi,1,m

B,k
l,i ), . . . , (xi,w,m

B,k
l,w )}, para algunos i, l, k y

B. Supongamos por contradicción que existe (x, y) ̸= (0, 0) tal que RX−X(x, y) ≥ 2,
entonces

(xi1,j1 ,m
B,k
l1,j1

)− (xi2,j2 ,m
B,k
l2,j2

) = (xi3,j3 ,m
B,k
l3,j3

)− (xi4,j4 ,m
B,k
l4,j4

),

para algún (i1, i3) ̸= (i2, i4). Entonces

xi1,j1 − xi2,j2 = xi3,j3 − xi4,j4 mód n1,

mB,k
l1,j1

−mB,k
l2,j2

= mB,k
l3,j3

−mB,k
l4,j4

mód n2.
(4.22)

Como {xi,1, . . . , xi,w} ∈ C1 y {mB,k
l1,j1

. . . ,mB,k
lw,jw

} ∈ C2 y ambos son códigos ortogonales
ópticos, entonces las anteriores ecuaciones implican que (i1, i3) = (i2, i4) lo cual es una
contradicción.
Ahora, probamos la propiedad de la correlación cruzada. Sean X, Y ∈ D con X ̸= Y .
Tenemos los siguientes casos

1. X, Y ∈ D1 o X, Y ∈ D2 o X ∈ D2 y Y ∈ D3.

2. X ∈ D1 y Y ∈ D2.

3. X ∈ D1 y Y ∈ D3.

4. X, Y ∈ D3.

El primer caso es trivial, puesto que el resultado deseado se obtiene por hipótesis de que
C1 y C2 son códigos ortogonales ópticos.
Para el segundo caso, sean

X = {(xi,1, 0), . . . , (xi,w, 0)} y Y = {(0, yj,1), . . . , (0, yj,w)},

para algún i = 1, . . . , |C1| y algún j = 1, . . . , |C2|. Note que si RX−Y (t1, t2) ≥ 2 para
algún (t1, t2) ∈ Zn1 × Zn2 , entonces

xi,l1 − 0 = xi,l2 − 0 mód n1,

0− yj,k1 = 0− yj,k2 mód n2,
(4.23)

lo cual implica que l1 = l2 y k1 = k2 ya que C1 y C2 son códigos ortogonales ópticos,
respectivamente. Sin embargo, esto contradice la suposición de que RX−Y (t1, t2) ≥ 2.
Para el tercer caso, sean

X = {(xi,1, 0), . . . , (xi,w, 0)} y Y = {(xj,1,m
B,k
l,1 ), . . . , (xj,w,m

B,k
l,w )},
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para algunos i, j = 1, . . . , |C1|, algún l = 1, . . . , w, algún k = 1, . . . , w−1 y algún B ∈ C2.
Note que si RX−Y (t1, t2) ≥ 2 para algún (t1, t2) ∈ Zn1 × Zn2 , entonces

xi,k1 − xj,s1 = xi,k2 − xj,s2 mód n1,

0−mB,k
l,s1

= 0−mB,k
l,s2

mód n2.
(4.24)

La segunda ecuación implica que s1 = s2 ya que C2 es un código ortogonal óptico.
Reescribiendo la primera ecuación y usando el hecho anterior se tiene

xi1,k1 − xi3,k2 = 0 mód n1. (4.25)

La ecuación anterior implica que k1 = k2 dado que C1 es un código ortogonal óptico, lo
cual contradice la suposición de que RX−Y (t1, t2) ≥ 2.
Para el cuarto caso, sean

X = {(xi,1,m
A,k
l,1 ), . . . , (xi,w,m

A,k
l,w )} y Y = {(xj,1,m

B,h
f,1 ), . . . , (xj,w,m

B,h
f,w )}

para algunos i, j = 1, . . . , |C1|, l, f = 1, . . . , w, k, h = 1, . . . , w − 1 y algunos A,B ∈ C2.

Note que si RX−Y (t1, t2) ≥ 2, para algún (t1, t2) ∈ Zn1 × Zn2 , entonces

xi,k1 − xj,s1 = xi,k2 − xj,s2 mód n1,

mA,k
l,k1

−mB,h
f,s1

= mA,k
l,k2

−mB,h
f,s2

mód n2.
(4.26)

Reordenando tenemos

xi,k1 − xi,k2 = xj,s1 − xj,s2 mód n1,

mA,k
l,k1

−mA,k
l,k2

= mB,h
f,s1

−mB,h
f,s2

mód n2.
(4.27)

Como C1 es un código ortogonal óptico, entonces de la primera ecuación tenemos

i = j, k1 = s1 y k2 = s2.

Usando lo anterior, la segunda ecuación y el hecho de que C2 es un código ortogonal
óptico tenemos que A = B. Ahora, por construcción del conjunto de cuadrados latinos
mutuamente ortogonales tenemos que l = f y k = h, lo cual contradice el hecho de que
RX−Y (t1, t2) ≥ 2 para algún (t1, t2) ∈ Zn1 × Zn2 .

Usando los elementos del código obtenido en el Teorema 4.6 junto con sus traslaciones
sobre la primera componente en cada elemento es fácil probar el siguiente resultado.

Corolario 4.1. Sea D el código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros
(n1 × n2, w, 1), obtenido por el Teorema 4.6. Entonces existe un código ortogonal óptico
óptimo en dos dimensiones con parámetros (n1 × n2, w, 1) y n1|D| elementos.
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4.2. Construcción recursiva para códigos ortogona-

les ópticos en dos dimensiones

En la presente sección mostramos una construcción recursiva para códigos ortogonales
ópticos en dos dimensiones generalizando la idea que presentaron Chu y Golomb en [8]
para el caso de una dimensión.
Los aspectos más importantes en toda construcción recursiva son los siguientes.

Los códigos obtenidos por la aplicación de la construcción recursiva deben conservar
o disminuir el valor de la constante de correlación λ.

El código obtenido por la construcción recursiva es óptimo o asintóticamente ópti-
mo si el código de partida es óptimo.

Con respecto a lo anterior, en muchas ocasiones uno o los dos aspectos no se satisfacen,
debido a que dependen mucho de los parámetros y propiedades de los códigos utilizados
para construirlos [8].

Las definiciones y resultados mostrados en esta sección fueron presentados por Cao
y Wei en [6] usando herramientas combinatorias como matrices diferencia y empaque-
tamientos estrictamente ćıclicos [13]. Nosotros generalizamos la construcción presentada
por estos autores. Para mostrar la construcción recursiva requerimos de el concepto de
matriz diferencia que es el análogo en algún sentido al de la Definición de matriz r−simple
3.4 usada en la construcción de Chu y Golomb en [8].

Definición 4.6. [6] Sea G un grupo finito de orden v. Una matriz diferencia sobre G
con parámetros (v, k, λ) es una matriz D = (dij) de tamaño k × λv con componentes en
G, tal que el vector diferencia entre dos filas diferentes de D contiene cada elemento de
G exactamente λ veces.

El siguiente resultado en [13] nos proporciona una manera de construir matrices
diferencia.

Teorema 4.7. [13] Sean v y k enteros positivos tales que el m.c.d(v, (k − 1)!) = 1 y
dij = ij mód v para 0 ≤ i ≤ k − 1 y 0 ≤ j ≤ v − 1. Entonces D = (dij) es una matriz
diferencia sobre Zv con parámetros (v, k, 1). En particular, si v es un número primo
impar, entonces existe una matriz diferencia sobre Zv con parámetros (v, k, 1) para todo
2 ≤ k ≤ v.
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Presentamos el principal resultado obtenido en este caṕıtulo, aśı como su demostra-
ción, el cual es omitido en [6], un caso particular de nuestro resultado.

Teorema 4.8. Sea C un código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros
(m× n, k, 1). Si existe una matriz diferencia sobre Zv con parámetros (v, k, 1), entonces
existe un código ortogonal óptico en dos dimensiones C ′ con parámetros (m× nv, k, 1) y
|C ′| = v |C| palabras código.

Demostración. Sea C = {Xl : 1 ≤ l ≤ |C|} un código ortogonal óptico con parámetros
(m× n, k, 1) donde Xl = {(xl,i + s, yl,i) : 0 ≤ i ≤ k − 1} para algún 0 ≤ s ≤ m− 1 con
(xl,i, yl,i) ∈ Zm × Zn para todo 0 ≤ l ≤ |C| e 0 ≤ i ≤ k − 1.
Sea D = (dij) para 0 ≤ i ≤ w − 1 y ≤ j ≤ v − 1 una matriz diferencia sobre Zv con
parámetros (v, k, 1). Para cada Xl ∈ C podemos asumir s = 0 por la Observación 4.1 y
construir v palabras código como sigue

Bl,j = {(xl,i, yl,i) + (0, ndij) ∈ Zm × Znv : 0 ≤ i ≤ k − 1},

para 0 ≤ j ≤ v − 1.

Sea C ′ = {Bl,j + (s, 0) : 1 ≤ l ≤ |C| , 0 ≤ j ≤ v − 1, 0 ≤ s ≤ m − 1}, entonces C ′

es un código ortogonal óptico en dos dimensiones con parámetros (m × nv, k, 1) y v |C|
palabras código. Para probar la autocorrelación y la correlación cruzada supongamos por
contradicción que existen l1, l2, ji y j2, tales que

RBl1,j1,0
−Bl2,j2,0

(0, t) ≥ 2,

para algún t ∈ Znv. Luego, existen i1, i
′
1, i2 e i′2 tales que

(xl1,i1 , yl1,i1 + ndi1,j1) =(xl2,i′1
, yl2,i′1 + ndi′1,j2 + t),

(xl1,i2 , yl1,i2 + ndi2,j2) =(xl2,i′2
, yl2,i′2 + ndi′2,j2 + t).

(4.28)

Entonces

xl1,i1 =xl2,i′1
mód m,

yl1,i1 + ndi1,j1 =yl2,i′1 + ndi′1,j2 + t mód nv,

xl1,i2 =xl2,i′2
mód m,

yl1,i2 + ndi2,j2 =yl2,i′2 + ndi′2,j2 + t mód nv.

(4.29)

Para la autocorrelación tenemos que l1 = l2 = l, j1 = j2 y t ̸≡ 0 mód nv, entonces las
anteriores ecuaciones toman la forma

xl1,i1 =xl2,i′1
mód m,

yl1,i1 =yl2,i′1 + t mód n,

xl1,i2 =xl2,i′2
mód m,

yl1,i2 =yl2,i′2 + t mód n.

(4.30)



4.2. Construcción recursiva para códigos ortogonales ópticos en dos
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Las anteriores ecuaciones implica que RXl−Xl
(0, t) ≥ 2, lo cual contradice la hipótesis de

que C es un código ortogonal óptico.
Para la correlación cruzada tenemos t ∈ Znv y los siguientes casos

1. l1 ̸= l2 y j1 = j2.

2. l1 ̸= l2 y j1 ̸= j2.

3. l1 = l2 = l y j1 ̸= j2.

Obtenemos contradicciones similares a la prueba de la autocorrelación en los casos 1 y
2. Para el caso 3, usando las Ecuaciones 4.29 tenemos

xl,i1 =xl,i′1
mód m,

yl,i1 − yl,i′1 =n(di′1,j2 − di1,j1) + t mód v,

xl,i2 =xl,i′2
mód m,

yl,i2 − yl,i′2 =n(di′2,j2 − di2,j2) + t mód v,

(4.31)

lo cual no es posible ya que D es una matriz diferencia sobre Zv.

Ejemplo 4.1. Las siguientes palabras código

{(0, 0), (1, 1), (1, 4)}, {(0, 0), (2, 0), (1, 2)}, {(0, 0), (2, 2), (2, 3)}, {(0, 0), (2, 1), (4, 0)}

junto con las palabras código obtenidas por traslaciones de la forma (i, 0) para i = 0, . . . , 4
forman un código ortogonal óptico óptimo C con parámetros (5 × 5, 3, 1) como aparece
en [6]. Tomando v = 3, k = 3 y el Teorema 4.7 tenemos que

D =

0 0 0
0 1 2
0 2 1

 ,

es una matriz diferencia sobre Z3 con parámetros (3, 3, 1). Por el Teorema 4.8 tenemos
que el conjunto C ′ que consta de los siguientes elementos

{(0, 0), (1, 1), (1, 4)}, {(0, 0), (1, 6), (1, 14)}, {(0, 0), (1, 11), (1, 9)},
{(0, 0), (2, 0), (1, 2)}, {(0, 0), (2, 5), (1, 12)}, {(0, 0), (2, 10), (1, 7)},
{(0, 0), (2, 2), (2, 3)}, {(0, 0), (2, 7), (2, 13)}, {(0, 0), (2, 12), (2, 8)},
{(0, 0), (2, 1), (4, 0)}, {(0, 0), (2, 6), (4, 10)}, {(0, 0), (2, 11), (4, 5)},

junto con las palabras código obtenidas por traslaciones de la forma (i, 0) para i = 0, . . . , 4
forman un código ortogonal óptico óptimo con parámetros (5 × 15, 3, 1) y 60 palabras
código.
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Observación 4.2. La construcción anterior no siempre produce códigos óptimos si el
código de partida lo es. Por ejemplo, por el Teorema 4.3 existe un código ortogonal óptico
óptimo con parámetros (p×p, p, 1) con p elementos para todo número primo p. Aplicando
la construcción recursiva obtenemos un código ortogonal óptico en dos dimensiones con
parámetros (p × p2, p, 1) con p2 elementos. Sin embargo, la cota de Johnson para estos
parámetros es p2 + p.



Capı́tulo 5
Resultados

Los resultados obtenidos en el presente trabajo de investigación son:

Optimizamos algunas construcciones de códigos ortogonales ópticos asintóticamen-
te óptimos a partir del análisis de la correlación de estos códigos y de las formas
alternativas de presentar dichos códigos. Espećıficamente, logramos optimizar los
códigos enunciados en los Teoremas 3.2, 3.5, 3.1 y 3.4. Además, encontramos una
forma alternativa para construir familias de diferencia como se enuncia en el Teore-
ma 3.6. Cabe destacar que este análisis permite obtener una construcción de código
ortogonal óptico óptimo con parámetros (p(ph − 1), p, 1), para todo número primo
p y h ≥ 2 un entero, cuyo resultado se puede consultar en el Teorema 3.5.

Construimos nuevos códigos ortogonales ópticos a partir del uso de la construcción
recursiva de Chu y Golomb en [8] aplicada a los conjuntos de Sidon en una dimen-
sión. Dichos resultados se pueden consultar en los Teoremas 3.10 y 3.12, y en los
Corolarios 3.9 y 3.10.

Obtuvimos nuevas construcciones de códigos ortogonales ópticos en dos dimensio-
nes a partir de conjuntos de Sidon en dos dimensiones como se muestra en los
Teoremas 4.3, 4.4, 4.5 y también logramos construir códigos en dos dimensiones
a partir de códigos en una dimensión como se muestra en el Teorema 4.6 y el
Corolario 4.1.

Generalizando las ideas de la construcción recursiva de códigos ortogonales en
una dimensión presentada por Chu y Golomb en [7], presentamos una construc-
ción recursiva para el caso de dos dimensiones como se muestra en los conceptos
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y resultados mostrados en la Sección 4.2. El resultado principal obtenido puede
consultarse en el Teorema 4.8.

En general, logramos construir nuevas familias de códigos ortogonales ópticos (al-
gunos de ellos óptimos) en una dimensión y dos dimensiones a partir de la com-
binación de diferentes técnicas como fue el análisis de la correlación de códigos y
conjuntos de Sidon, uso de herramientas combinatorias como los cuadrados latinos
mutuamente ortogonales y construcciones recursivas principalmente.



Capı́tulo 6
Conclusiones

Las conclusiones del presente trabajo de investigación se resumen a continuación.

Las construcciones asintóticas de códigos ortogonales ópticos asintóticamente ópti-
mas estudiadas en este trabajo, en algunos casos particulares de los parámetros in-
volucrados, pueden ser optimizadas a partir de la adición de nuevas palabras código
obtenidas de construcciones auxiliares de códigos. A excepción de la familia B que
aparece en [23], las construcciones no se pueden optimizar completamente debido
a los parámetros, a las propiedades de las estructuras algebraicas sobre las cuales
se definen y a la ausencia de códigos ortogonales ópticos con parámetros parecidos
a los dados en las construcciones. Sin embargo, para algunos casos particulares de
los parámetros se pueden obtener infinitas familias de códigos ortogonales ópticos
óptimos.

Las construcciones de códigos ortogonales ópticos en una dimensión a partir de
la aplicación de la construcción recursiva de Chu y Golomb a los conjuntos de
Sidon modulares conocidos proporcionó nuevas familias de códigos, algunas de
ellas óptimas como en el caso de Bose y Singer. En la aplicación de la construcción
recursiva al conjunto de Sidon tipo Ruzsa queda como problema de investigación
buscar una forma expĺıcita de construir conjuntos de Sidon módulo p2 con p − 1
elementos para todo primo p ≥ 7. La búsqueda computacional no produce buenos
resultados.

Los conjuntos de Sidon tanto en una dimensión como en dos dimensiones permiten
encontrar nuevas familias de códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones e in-
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70 Caṕıtulo 6. Conclusiones

cluso en una dimensión para algunos parámetros particulares de los grupos sobre
los cuales se definen los conjuntos de Sidon.

La construcción recursiva para códigos ortogonales ópticos en dos dimensiones pro-
porciona infinitas familias de éstos. Algunas de las construcciones obtenidas son
óptimas. Dejamos para un trabajo futuro el análisis de determinar cuáles son las
construcciones adecuadas para obtener códigos óptimos por construcción recursiva,
debido a la gran variedad de art́ıculos en la literatura dedicada a este tema.



Apéndice A
Apéndice

Algoritmos en SAGE
En este apéndice se presentan algunos algoritmos utilizados en el presente trabajo y
su implementación en el Sistema de Álgebra Computacional SAGE.
Para el lector interesado, Los algoritmos estan disponibles en el siguiente repositorio

https://github.com/mao138/codigos-ortogonales-opticos

Algoritmo 1 (Código ortogonal óptico). Este algoritmo determina si un conjunto dado
es un código ortogonal óptico en una dimensión con parámetros (n,w, λ), por medio de
la verificación de las propiedades de correlación. Para su implementación en SAGE el
algoritmo recibe una lista, la longitud n y los valores de la autocorrelación a y correlación
cruzada c. Si la lista es un código ortogonal óptico retorna 1 y 0 en caso contrario.

def COO(T,n,a,c):

for X in T:

for Y in T:

if X==Y:

for t in Set(Integers(n)).difference({0}):

C=Set([y+t for y in Y ])

if len(C.intersection(X))>a:

return 0

else:
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for t in Integers(n):

C=Set([y+t for y in Y ])

if len(C.intersection(X))>c:

return 0

return 1

Algoritmo 2 (Cota de Johnson). Este algoritmo calcula la Cota de Johnson para un
código ortogonal óptico. El algoritmo recibe la longitud del código n, su peso w y la
constante de correlación λ.

def Johnson(n,w,l):

if n>=w>l>=1:

c=((n-l)/(w-l)).floor()

for i in range(1,l):

c=c*(n-(l-i))/(w-(l-i)).floor()

d=(c/w).floor()

print d

else:

print ’Los valores de n, w y l deben cumplir n>=w>l>=1’

Algoritmo 3 (Construcción de Moreno, Omrani y Lu [22]). Este algoritmo construye
las palabras del código ortogonal óptico del Teorema 2.3. Recibe los valores del primo
q, el entero positivo m y construye las palabras del código ortogonal óptico óptimo con
parámetros (qm − 1, q, 1).

def moreno(q,m):

P.<x>=PolynomialRing(GF(q))

K.<a>=GF(q^m, name=’a’)

f=K.modulus()

L=[]

for g in [1..m-1]:

T=[]

for p in P.monics( of_degree = g):

T.append(p)

L.append(T)

R=[]

for k in [0..m-2]:

n=len(L[k])

e=Integer(n/q)
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for j in [0..e-1]:

X=[]

for i in [0..q-1]:

X.append(log(L[k][q*j+i](a),a))

X.sort()

R.append(X)

return R

Algoritmo 4 (Construcción de Wilson [33]). Este algoritmo construye las palabras del
código ortogonal óptico de los Teoremas 2.1 y 2.2. Recibe el valor del número primo p,
el entero positivos c y construye un código ortogonal óptico de longitud p, peso (p−1)/c
y λ = 1.

def Wilson(p,c):

w=(p-1)/c

b=(p-1) % c

if b==0:

P=Primes()

if p in P:

F.<a>=GF(p)

t=F.multiplicative_generator()

g=t^c

Q=[]

for i in [1..w]:

Q.append(g^i)

T=Set(Q)

V=[]

for i in [0..c-1]:

U=[]

for j in T:

U.append(j*t^i)

V.append(U)

print(V)

else:

print "p no es primo"

else:

print "c no divide a p-1"

Algoritmo 5 (Tabla de diferencias). Este algoritmo construye la tabla de diferencias
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de dos palabras de un código ortogonal óptico. Recibe las dos palabras X, Y del código
(no necesariamente distintas), el módulo n y construye la tabla.

def trianglesetm(X,Y,n):

k=len(X);

m = matrix(QQ, k, k, lambda i, j:mod(Y[j]-X[i],n));

return(m)

Algoritmo 6 (Construcción de Bose). Este algoritmo construye un conjunto de Sidon
tipo Bose. El algoritmo recibe la potencia prima q y calcula el conjunto de Sidon módulo
q2 − 1 con q elementos.

def Bose(q):

F.<a>=FiniteField(q^2)

B=[]

for i in [1..q]:

B.append(discrete_log(a+i,a))

print B

Algoritmo 7 (Construcción de Ruzsa). Este algoritmo construye un conjunto de Sidon
tipo Ruzsa. El algoritmo recibe el número primo p, una ráız primitiva r módulo p y
calcula un conjunto de Sidon módulo p(p− 1) con p− 1 elementos.

def Ruzsa(p,r):

A=[]

for i in [1..p-1]:

A.append(mod(p*i-(p-1)*r^i,p*(p-1)))

print A

Algoritmo 8 (Construcción A de [11]). Los siguientes algoritmos permiten construir el
código ortogonal asintóticamente óptimo que se encuentra en [11] denominado en dicho
art́ıculo como construcción A.

def dif(A,n):

D=[]

for i in [0..len(A)-1]:

for j in [0..len(A)-1]:

if i!=j:
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D.append(mod(A[i]-A[j],n))

R=[a for a in D]

R.sort()

return(R)

def code(i,j,k,p,m,t,a):

D=[]

for l in [0..m-1]:

D.append(crt(l-l,p^(1-k)*a^(40*i+j+t*l),m,p^2))

D.sort()

return(D)

def todos(p,m,t,a):

H=[]

for i in [0..p-1]:

for j in [0..t-1]:

H.append(dif(code(i,j,1,p,m,t,a),m*p^2))

print(H)
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