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Resumen

El siguiente trabajo de investigacién contiene el estudio de una familia de codigos de-
nominada cédigos ortogonales opticos, los cuales son de vital importancia en sistemas
de acceso multiple por division de cédigo. La investigacion se centra principalmente en
el estudio de la correlacién de varias familias de cédigos y también de conjuntos de Si-
don, primordial para construir familias de cédigos 6ptimos para infinitos valores de la
longitud y peso. En el trabajo se combinan diferentes herramientas teéricas de Teoria
de Numeros, Cuerpos Finitos, Combinatoria, entre otras. Los resultados de este estudio
muestran que bajo ciertas condiciones es posible obtener codigos 6ptimos que mejoran
los resultados presentados hasta el momento. También presentamos algunos problemas
abiertos para futuras investigaciones. Algunos resultados importantes obtenidos durante
el desarrollo de este trabajo se presentan publicados y otros en proceso de publicacién.

Palabras clave: correlacién, cédigo ortogonal éptico, conjunto de Sidon, acceso multiple
por division de cédigo, cuadrados latinos mutuamente ortogonales, conjuntos diferencia,
teoria de ntiimeros.
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Abstract

The following research work contains the study of a family of codes called optical ortho-
gonal codes, which are of vital importance in code division multiple access systems. The
research focuses mainly on the study of the connections of several families of codes and
also of Sidon sets, essential to build families of optimal codes for infinite values of length
and weight. In the work, different theoretical tools of Number Theory, Finite Fields,
Combinatorics, among others, are combined. The results of this study show that under
certain conditions it is possible to obtain optimal codes that improve the results pre-
sented so far. We also present some open problems for future research. Some important
results obtained during the development of this work are published and others are in the
process of being published.

Keywords: correlation, optical orthogonal code, Sidon set, code division multiple access,
mutually orthogonal Latin squares, difference sets, number theory.
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Capitulo

Introduccion

Un problema importante que se presenta en los sistemas de comunicacion consiste en
disenar técnicas de acceso multiple. En este contexto, multiple hace referencia al hecho
de que varios usuarios tengan la posibilidad de establecer una comunicacién simultanea
por medio del uso del mismo canal de comunicacién, evitando las interferencias que
puedan ocurrir (interferencia de acceso miltiple (en inglés, multiple access interference
(MAI)). En la actualidad, existen varias técnicas de acceso miltiple, una de éstas se
denomina acceso multiple por division de cddigo (en inglés, code division multiple access
(CDMA)). En un CDMA, varios usuarios asincrénicos hacen uso del mismo canal de
comunicacion de manera simultanea. El objetivo del CDMA consiste en extraer los datos
con la informacion deseada incluso bajo la presencia de los datos de otros usuarios. Para
lograr este objetivo se construye un conjunto de secuencias llamadas palabras codigo que
cumplan las siguientes condiciones de correlacion:

= cada secuencia es facilmente distinguible de cada una de sus versiones ciclicas;

» cada secuencia es facilmente distinguible de las otras secuencias (incluyendo sus
versiones ciclicas).

La clase de secuencias llamada cddigos ortogonales dpticos satisfacen las condiciones an-
teriores. Matematicamente, algunas herramientas utilizadas en la construccién de éstos
codigos son la teoria de disenos, geometria proyectiva, teoria de cédigos, teoria de ntime-
ros, cuerpos finitos, entre otros, [6, 3, 22, 8, 9].

Por otro lado, un conjunto de Sidon es un subconjunto de un grupo con la propiedad de
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que todas las diferencias no nulas entre sus elementos son distintas. Alternativamente, un
conjunto de Sidon puede ser considerado como un cédigo ortogonal éptico con una sola
palabra cédigo. Sin embargo, un cédigo con una sola palabra cédigo no es muy 1til en
la practica, razon por la cual las construcciones de conjuntos de Sidon en grupos finitos
han sido modificadas para obtener cdédigos ortogonales épticos con mas de una palabra
codigo [22, 30, 27].

El propésito de este trabajo de investigacion consiste en describir y analizar en detalle
la propiedad de correlacion de algunas familias de cédigos ortogonales épticos, asi como
de los conjuntos de Sidon sobre grupos finitos con el objetivo de optimizar el cardinal de
los codigos estudiados tanto en una como en dos dimensiones.

En general, se realiza un enfoque algebraico para el estudio de la correlacion. Sin
embargo, también se realiza un tratamiento computacional que describa algunos de los
procedimientos matematicos usados en las construcciones. En este sentido, se hace uso del
sistema de algebra computacional SAGE para programar los algoritmos correspondientes
a cada una de las construcciones discutidas aqui.

El siguiente trabajo esta dividido en 6 capitulos. El presente capitulo presenta una
introduccién del trabajo. En el Capitulo 2 describimos los conceptos de cédigo ortogonal
6ptico y conjuntos de Sidon en una y dos dimensiones. También presentamos algunas
construcciones importantes de ambos conceptos. En el Capitulo 3 presentamos un anélisis
de la propiedad de la correlacién cruzada para las construcciones asintéticamente 6pti-
mas de codigos ortogonales épticos y cémo los resultados obtenidos pueden ser usados
para obtener nuevas familias de cédigos 6ptimos teniendo en cuenta ciertas condiciones
sobre sus parametros. El Capitulo 4 contiene nuevas construcciones de cédigos ortogo-
nales 6pticos en dos dimensiones obtenidos a partir del estudio de la correlacion de los
conjuntos de Sidon en una y dos dimensiones. En el Capitulo 4 presentamos una cons-
truccién recursiva para codigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones. Los resultados
obtenidos en este trabajo de investigacién son presentados en el Capitulo 5. Finalmen-
te, en el Capitulo 6 presentamos algunas conclusiones y problemas abiertos obtenidos
del trabajo de investigacion. Incluimos el Apéndice A con los principales algoritmos en
SAGE empleados en el presente trabajo.

El contenido descrito anteriormente se realizd con el fin de alcanzar los siguientes obje-
tivos.

1. Estudiar la estructura de las construcciones de cédigos ortogonales 6pticos asintoti-
camente Optimos.

2. Analizar la estructura y propiedades de las construcciones de conjuntos de Sidon



en dos dimensiones con el propdsito de encontrar nuevas construcciones de cédigos
ortogonales 6pticos en dos dimensiones.

3. Realizar una busqueda computacional y estudiar nuevos conjuntos de Sidon en
una dimension para generar codigos ortogonales Opticos en una dimensién usando
la construccion recursiva dada por Chu y Golomb [8].

4. Disenar algoritmos para ejemplificar los conceptos y construcciones de coédigos or-
togonales épticos obtenidos en esta investigacion.

Los resultados mas reelevantes obtenidos durante el desarrollo de este trabajo de
investigacion pueden consultarse en los siguientes articulos:

= H. M. Ruiz, L. M. Delgado and C. A. Trujillo, “A New Construction of Optimal
Optical Orthogonal Codes From Sidon Sets,” in IEEE Access, vol. 8, pp. 100749-
100753, 2020.

= H. M. Ruiz, J. J Lépez and C. A. Trujillo, “Some two-dimensional optical ortho-
gonal codes from Sidon sets”. Sometido a evaluacion en IEEE. Octubre 2022.

Algunas charlas y minicursos que fueron importantes para el desarrollo y la divulga-
cion de los resultados obtenidos en esta investigacion se resumen a continuacion:

» Cddigos ortogonales dpticos y conjuntos Bslg]. VIII Encuentro Nacional de Ma-
tematicas y Estadistica, Universidad del Tolima, Ibagué-Colombia, Mayo 2-4, 2018.

» Second Colombian Workshop on Coding Theory (CWC 19), Universidad del Norte,
Barranquilla-Colombia, Enero 15-18, 2019.

» A new construction of optimal orthogonal codes from Sidon sets. Congreso Nacional
de Matematicas, Universidad del Cauca, Popayan-Colombia, Junio 10-14, 2019.

s Introduccion a la teoria de codigos. Seminario Altenua Online, Universidad de
Narino, San Juan de Pasto-Colombia, Abril 22, 2021.

» Cluadrados latinos y algunas de sus aplicaciones. Seminario de estudiantes de
posgrado en matematicas SESPOMAT, Universidad del Cauca, Cauca, Popayan-
Colombia, Marzo 14, 2022.
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s Construcciones combinatorias de codigos ortogonales opticos. Marco de interac-
cion de la combinatoria aditiva y la teoria de cédigos, Universidad Politécnica de
Catalunya, Barcelona-Espana, Abril 22, 2022.

s Some two-dimensional optical orthogonal codes from Sidon sets. I conferencia de
matemadticas aplicadas e industriales (MAPI 2), Universidad Pontificia Bolivariana
de Medellin, Medellin-Colombia, Junio 8-10, 2022.

» Algunas construcciones combinatorias de codigos ortogonales opticos. Seminario
Aritmética y Geometria en Valparaiso, Universidad de Valparaiso, Valparaiso-
Chile, Julio 4-11, 2022.

Participamos también en importantes reuniones, seminarios y pasantias con investi-
gadores e investigadoras internacionales que proporcionaron algunas ideas usadas en el
desarrollo de este trabajo.

= Elliptic Curves: Arithmetic and Computation, CIMPA research school, Universidad
de la Republica, Montevideo-Uruguay, Febrero 11-22, 2019.

» Pasantia, Universidad Auténoma de México, campus Juriquilla, Querétaro-México,
Julio-Octubre 2019. Investigadora encargada: Amanda Montejano.

» Pasantia, Universidad Auténoma de Zacatecas, Zacatecas-México, Julio 2021. In-
vestigador encargado: Mario Huicoechea.

» Pasantia, Universidad Auténoma de México, campus Juriquilla, Querétaro-México,
Noviembre-Diciembre 2021. Investigadora encargada: Amanda Montejano.

» Pasantia, Universidad Politécnica de Cataluna, Barcelona-Espana, Febrero-Marzo
2022. Investigadores encargados: Juanjo Rué y Oriol Serra.

= Pasantia, Universidad de Valparaiso, Valparaiso-Chile. Julio 2022. Investigadora
encargada: Amalia Pizarro.



Capitulo

Preliminares

Iniciamos el siguiente trabajo de investigacion presentando los conceptos béasicos sobre
cédigos ortogonales épticos y conjuntos de Sidon tanto en dimensién uno como en dimen-
sién dos. La nocién de cédigo ortogonal éptico, dada por Chung, Salehi y Wei en [9], fue
motivada por un problema que se presenta en algunos sistemas de comunicacién. Este
problema consiste basicamente en buscar técnicas y cddigos adecuados que permitan que
varios usuarios puedan utilizar un inico canal de comunicacién, evitando la interferencia
de acceso multiple que dichas comunicaciones ocasionan. Para reducir la interferencia
en mencion se disenan cédigos con buenas propiedades de autocorrelaciéon y correlacion
cruzada.

2.1. Cobdigos ortogonales 6pticos en una dimension

Definicién 2.1. Sean n, w, A enteros positivos. Un cédigo ortogonal 6ptico C con parame-
tros (n,w, \) es una familia de secuencias binarias (palabras c6digo) de longitud n, peso
de Hamming w y correlacion igual a A que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Autocorrelacion: para todo x € C y todo entero positivo ¢t Z 0 mdd n se tiene

Zﬂcixm <A (2.1)
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2. Correlacién cruzada: para todo x,y € C con x # y y todo entero positivo ¢ se tiene

n—1
inyi—i-t <A, (2-2)
i=0

donde la suma que aparece en los subindices de las Ecuaciones 2.1 y 2.2 es médulo n.

El nimero de palabras cédigo de C es el tamano del codigo ortogonal éptico y se
denota por |C|. Desde el punto de vista de las aplicaciones, los cddigos ortogonales 6pticos
de gran tamano son mas importantes. Para un conjunto de valores dados de n, w y A, se
denota al mayor tamano posible de un cédigo ortogonal 6ptico con pardmetros (n, w, \)
por ®(n,w, ). Un cédigo que alcanza este valor se llama dptimo. La cota superior de
Johnson para codigos correctores de errores de peso constante se puede adaptar para
derivar una cota superior para el tamano de un cédigo ortogonal 6ptico con pardmetros
(n,w, \). La cota de Johnson para ®(n,w, \) esta dada por

R i b o I || | ER

donde |x] denota la funcién piso. En particular, para un cédigo ortogonal éptico con
pardametros (n,w, 1), se tiene

O(n,w,1) < {%J . (2.4)

Un problema de interés en este campo consiste en determinar los valores exactos de la
funciéon ®(n,w, A), asi como de las construcciones explicitas de los codigos que alcan-
zan dichos valores [9]. Cuando no es posible encontrar dichas construcciones éptimas se
buscan construcciones asintoticas.

Definicién 2.2. Sea F una familia de cdédigos ortogonales Opticos con parametros
(n,w,1) y tamano L. Decimos que F es asintéticamente 6ptima si

1i L 1
im —— = 1.
n—oo ®(n,w, 1)

En esta investigacion trabajamos con familias de codigos ortogonales opticos con
A = 1. Para este caso, es conveniente representar los elementos de un codigo ortogonal
optico desde un punto de vista conjuntista, con el propdsito de enunciar y analizar sus
propiedades de correlacién. Un cédigo ortogonal éptico C con pardmetros (n,w, 1) puede
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ser considerado como una familia de conjuntos cuyos elementos pertenecen al conjunto
de enteros médulo n, denotado por Z,, donde cada conjunto tiene tamano igual al peso
w. Si x = (zg,21,...,T,_1) € C, entonces x en notacién conjuntista puede ser escrito
como

{kEZniL'kzl}

Sean A, B C Z,, y © € Z,. La funcién de representacién de z, denotada por Rs_p(z) se
define por
Ra_p(x):=|AN(x+ B)|, (2.5)

donde z + B = {z + b : b € B}. Esta funcién cuenta el nimero de veces en las que
puede ser escrito como diferencia de un elemento de A y un elemento de B. Utlizando
la notacion conjuntista de un cédigo y la funcién de representacion, podemos enunciar
las Propiedades (2.1) y (2.2) para un cédigo ortogonal éptico con pametros (n,w, 1) de
la siguiente manera:

1. Autocorrelaciéon: para toda A € C y todo x Z 0 mdd n se tiene

Ry a(x) <1. (2.6)

2. Correlacion cruzada: para todo A, B € C con A # By todo x € Z, se tiene

Ra p(z) <1 (2.7)

Por otra parte, para un subconjunto X de un grupo aditivo G, denotamos por A(X) el
conjunto de diferencias no nulas de X, es decir

AX)={a—b:a,be X, a#b}. (2.8)

Usando la notacion anterior y la representacién conjuntista para un coédigo ortogonal
optico podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 2.1. [9] Sea C un cédigo ortogonal dptico con parametros (n,w,1). Enton-
ces

1. Para todo X € C
IA(X)] = w(w —1).
2. Para todo X,Y € C con X #Y

AX)NA®Y) = 0.
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Los métodos para construir cddigos ortogonales Opticos pueden ser clasificados en

dos casos: construcciones directas e indirectas [9]. Las construcciones directas usan es-
tructuras matemadticas como geometria proyectiva, campos finitos, teoria de disenos,
combinatoria, entre otras, mientras que las construcciones indirectas usan algoritmos
computacionales tales como el algoritmo Greddy y algoritmo Greddy acelerado. Descri-
bimos a continuacion algunas construcciones directas.
Los codigos ortogonales épticos estan relacionados con los disenos de empaquetamien-
to ciclicos éptimos [36]. Sea F una familia de subconjuntos de tamano w del anillo
de enteros modulo n denotado por Z,. Los elementos de F se llaman bloques base. Si
A(F) = Uer A(A), cada elemento de Z,, aparece exactamente una vez en A(F) y para
cada A € F los conjuntos de la forma A+ i C Z, con 0 < ¢ < n — 1, son disjuntos
dos a dos, entonces la familia F se denomina un disefio de empaquetamiento ciclico con
pardmetros 2 — (n,w, 1).

Si F es un diseno de empaquetamiento ciclico con parametros 2 — (n,w, 1), enton-
ces la deficiencia L de F se define como aquel conjunto de enteros no cero en Z, los
cuales no pertenecen a A(F). Si ademds, L puede ser particionado en subconjuntos
Ly, Lo, ..., Ly, tales que para cada 1 < i < m el conjunto L; U {0} forman un subgrupo
de Z,, de orden g;, entonces el diseno de empaquetamiento con pardmetros 2 — (n,w, 1)
se llama (g1, 92, - ., gm)—regular. Cuando m = 1, se dice simplemente que el diseno de
empaquetamiento es g—regular.

Los resultados siguientes son consecuencia inmediata de las definiciones anteriores.

Proposicién 2.2. [36] Una condicion necesaria para la existencia de un diseno de em-
paquetamiento ciclico con pardmetros 2 — (n,w, 1) y deficiencia L es

n—|L—1=0 méd w(w—1).

Proposicién 2.3. [36] Un diseno de empaquetamiento ciclico con pardmetros 2—(n, w, 1)
y deficiencia L es optimo, si el tamano de L verifica 0 < |L| < w(w — 1).

Otra construccion de coédigos ortogonales épticos éptima fue presentada por Salehi y
otros en [9] y se fundamenta en el uso de lineas y puntos sobre una geometria proyectiva
finita. La construcciéon menciona que existe un cédigo ortogonal éptico con parametros
(n,w, 1) generado a partir de una geometria proyectiva PG(d, q), donde d es un entero

d+1 __ 1
positivo y ¢ es una potencia de un niimero primo tal que n = 1 yw=q+ 1. El
d_ qdq_ q
numero de palabras codigo es igual a = 1 cuando d es par y — ] cuando d is impar.
— q —_—

En ambos casos se alcanza la cota de Johnson.
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Por medio de métodos combinatorios, Chung, Salehi y Wei en [9] construyen c6digos
ortogonales 6pticos 6ptimos con pardametros (n,3,1) para todo n # 2 mdd 6.

El trabajo de Wilson en [33] sobre disefio de bloques incompletos balanceados también
ha sido una fuente para construir cédigos ortogonales opticos Optimos con parametros
(n,w, 1). Las construcciones se describen a continuacion.

Teorema 2.1. Construccion 1 (Wilson): Sean w =2m+1 yp =w(w — 1)r+ 1, donde
m y r son enteros positivos tales que p es un numero primo. Sean o una raiz primitiva
mddulo p y ¢ = (w — 1)r. Denotemos por S; para 0 <i < ¢ —1, al conjunto

Si={a™0<j<w—1}

Sea i), el indice del conjunto S; que contenga al elemento o*¢ — 1, para cada 1 < k < m.
Sii1,. ..,y son todos distintos mddulo m, entonces los conjuntos So, Sm, - -, Sr—1)m
pueden ser tomados como palabras codigo de un codigo ortogonal optico éptimo con
pardmetros (p,w, 1).

Teorema 2.2. Construccion 2 (Wilson): Sean w = 2m y p = w(w — 1)r + 1, donde
m y r son enteros positivos tales que p es un numero primo. Sean o una raiz primitiva
modulo p y ¢ = wr. Denotemos por S; for 0 < i <c¢—1, al conjunto

Sy ={a't°:0<j <w-2}U{0}.

Sean ig,11,...,0m_1 los indices de los conjunto S; que contengan a los elementos
Lat—1,...,am Ve — 1 respectivamente. Si ig, ..., im_1 son todos distintos médulo m,
entonces los conjuntos So, Sy, . .., Sr—1)ym pueden ser tomados como palabras cédigo de

un codigo ortogonal optico éptimo con pardmetros (p,w, 1).

Moreno y otros autores en [23] construyen tres familias de cédigos ortogonales épticos,
dos de ellas para A = 1. Resumimos a continuacion dichas construccciones.

Familia A. Sean p un nimero primo y m un divisor de p — 1. Considere el conjunto
F={f(a)=ar+b: f(x) €F,fe),a #0}.

Sea a un elemento primitivo de F, y G = {a* : i =0,...,m — 1} el subgrupo de [, de

orden m, donde m = (p — 1)/s. Sobre F se define la siguiente relacién de equivalencia:

fi(z) ~ fo(z) siy solo si existen v € Gy u € F, tales que fi(x) = fo(vr) + u. Es

facil probar que cada clase de equivalencia contiene mp elememtosi S(la)a Fa el conjunto
p{p—

de representantes de las clases de equivalencia, entonces |Fa| = “om~ = - Para cada
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f(z) € Fa se construye una matriz A ¢ de tamano p X m cuyas componentes son
1 sif(a¥)=p—1-—1,

0 otro caso

para 0 <7 <p—-1y 0 <j <m— 1. Para cada componente igual a 1 en la matriz Ay
consideramos el sistema de congruencias
xr = j moéd m
J (2.9)

xr =1 mod p
donde Ay (i,7) = 1. Si S es la solucién de cada sistema de congruencias, entonces
C={S: f(z) € Fa}

es un codigo ortogonal éptico asintéticamente éptimo con pardametros (pm,m,1) y s
palabras codigo.

Familia B: Sean m un entero positivo, p un nimero primo y ¢ = p". Entonces existe un
cédigo ortogonal optico asintéticamente 6ptimo respecto a la cota de Johnson cuando
p — oo con parametros (p(¢ — 1),p — 1, 1).

Chung y Yang en [11], presentan nuevas construcciones para c6digos ortogonales
opticos asintéticamente optimos.

Construccion A (Chung and Yang) Sean p un numero primo, M y T enteros positi-
vos tales que p — 1 = MT, y n un entero positivo. Existe un codigo ortogonal 6ptico
asintéticamente 6ptimo con pardmetros (Mp™, M, 1) y T palabras codigo.

Construccion B (Chung and Yang) Sean py, ps, . . . pr numeros primos impares, M y T;

enteros positivos tales que p;—1 = MT; para 1 < i < k. Existe un cédigo ortogonal 6ptico

pip2-pr— 1

asintéticamente 6ptimo con pardmetros (Mpips---pg, M, 1) y palabras

cédigo. En particular, existe un cédigo ortogonal 6ptico con pardmetros (Mp, M,1) y
-1
197 palabras c6digo, el cual es 6ptimo cuando (M —1)? > p — 1.

Estudiamos més en detalle las construcciones asintéticas de cédigos ortogonales 6pti-
cos en el Capitulo 3. Algunas de ellas se presentan de manera alternativa con el propdsito
de analizar su correlacién y estudiar bajo qué condiciones se pueden optimizar sus car-
dinales.

Moreno y otros autores en [22], construyen un cédigo ortogonal éptico éptimo con
parametros (¢" — 1, ¢, 1), para toda potencia prima ¢ y todo entero h > 2.
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Teorema 2.3. Generalizacion de Bose-Chowla (Moreno y otros autores). Sea q una
potencia prima, h > 2 un entero, 6 un elemento primitivo de Fn y

P ={p(x) € Fylz] : 1 <deg(p(z)) <h—1,p(0) =0 y p(x) es mdnico}.

Entonces
C = {{logy(p() + a) : a € Fy} : p(z) € P}

es un coédigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros (¢" — 1,q,1). En particular, si

h = 2 el codigo obtenido coincide con la construccion de conjunto de Sidon dada por
Bose-Chowla.

Chu and Golomb en [8] presentan una de las més interesantes construcciones recursi-
vas para codigos ortogonales 6pticos. En su trabajo los autores hacen uso del concepto de
matrices r—simples. Los principales conceptos y resultados se resumen a continuacién.

Definicién 2.3. Sean G un grupo abeliano de orden n y 7 un entero positivo. Una
matriz A de orden s x t sobre G se llama r—simple, si el vector diferencia de cualquier
par de columnas de A contiene a cualquier elemento de G a lo sumo r — 1 veces.

Lema 2.1. Para cualquier nimero primo p y cualquier entero r, con 0 < r < p, existe
una matriz de orden p x p"~* sobre Z, r—simple.

Teorema 2.4. Suponga que existe un cdédigo ortogonal éptico con pardmetros (n,w,1) y
T palabras codigo. Sea p un numero primo no menor que w. Entonces existe un codigo
ortogonal optico con parametros (np,w,1) y Tp palabras cédigo.

Corolario 2.1. Suponga que existe un cédigo ortogonal éptico con parametros(n,w, 1) y
T palabras codigo. Sea m = pi'py? - - - p;t un entero positivo, donde py, ps, ... py son nume-
ros primos menores que w. Entonces existe un codigo ortogonal éptico con parametros
(mn,w, 1) y T'm palabras cdédigo.

Teorema 2.5. Para cualquier potencia prima q, existe un un codigo ortogonal optico
con pardmetros (m(q> +q+1),q+ 1,1), donde m es un entero positivo cuyos divisores
primos son mds grandes que q. También, sim < ¢* +q+ 1 el cédigo obtenido es dptimo
y tiene m palabras codigo.

Corolario 2.2. Sea q una potencia prima. Si todos los divisores de ¢*> + ¢+ 1 son mds
grandes que q, entonces para cada entero positivo t, existe un codigo ortogonal optico
optimo con pardmetros ((¢> +q+ 1), g+ 1,1).

Un resumen de las construcciones de cédigos ortogonales épticos descritas anterior-
mente se muestran en la Tabla 2.1.
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TABLA 2.1: Parametros de cédigos ortogonales 6pticos con A = 1, aqui p denota un
nimero primo y ¢ una potencia de p.

[8]

Nombre Parametros Tamano Condiciones
1
. 4L dpar,
Geometria pro- (%, q-+1, 1>
yectiva® [9] Z;:‘II, d impar.
Método combi- (n,3,1) E=d n % 2 méd 6
natorio™ [9]
L, gt —1
Generalizacién (g™ —1,q,1) . m > 2
de Bose- -
Chowla™ [22]
Chu-Golomb* (m(¢® +q+1),¢+1,1) | m Cada divisor primo de

m es mas grande que
gym<q¢g+q+1

Chu-Golomb [8]

(®+qg+1)qg+1,1)

Los divisores primos
de ¢> + ¢ + 1 son més
grandes que ¢

Construccién A (Mp"™, M, 1) -l p—1=MT
de JK [11]
Construccién B (Mp, M, 1) T p—1= MT, (M-
de JK* [11] 12>p—1
ceepe — 1
Generalizacion (Mpy - pr, M, 1) GO M| (pi—1) para i =
o M
construccién B 1,....k
de JK [11]
= —Dr+1
Chung-Kumar* (p,w, 1) r p_ w(w B
33, 10] w=2t+1 ow=2t
Familia A de (pm,m,t) mdivisordep—1 |m|(p—1),1<t<m
MZKZ [23]
Familia B de| ((¢—1)p,p—11) 2 1<t<(p—t)
MZKZ [23]

x en la tabla indica que la construccién es éptima respecto a la cota de Johnson.
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En el Capitulo 3, aplicamos la construccion recursiva para codigos ortogonales dpticos,
a los conjuntos de Sidon y analizamos bajo qué condiciones el codigo obtenido es 6ptimo.

En la literatura, podemos encontrar una gran lista de publicaciones concernientes
al problema de la existencia de cédigos ortogonales 6pticos 6ptimos. Algunos autores
han clasificado las construcciones de codigos ortogonales 6pticos éptimos para valores
pequenos de w. Por ejemplo, en [9] se prueba que existen c6digos ortogonales épticos
6ptimos con pardmetros (n,3,1) para todo n excepto paran =6t +2y t = 2,3 mdd 4.
Cuando w > 4, el problema de la existencia de un cédigo ortogonal 6ptico éptimo con
pardmetros (n,w, 1) permanece atn sin resolver, aunque hay bastantes resultados para
pesos pequenos. Resumimos algunos de ellos para w = 4,5, 6.

Teorema 2.6. [32] Existe un cddigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros (v,4,1)
para todo v < 1212, excepto para v = 25.

Las familias de diferencias perfectas también son ttiles para construir codigos ortogo-
nales 6pticos. Sea v = k(k — 1)t + 1, entonces t bloques B; = {b;1, b2, ..., by}, 1 <i <t
forman una familia de diferencias perfecta con parametros (v, k,1) sobre el anillo de
enteros Z,, si las tk(k — 1)/2 diferencias de la forma b, — bjw (1 <i<t,1 < <c<k)
cubren al conjunto {1,2,..., (v —1)/2}.

Teorema 2.7. [32] Si existe una familia de diferencias perfecta con pardmetros (g,4,1),
entonces

1. existe un cddigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros ((g + 2)v,4,1) para cada
entero v cuyos factores primos son congruentes a 1 modulo 4;

2. existe un codigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros ((g + 1)v,4,1) para cada
entero v cuyos factores primos son congruentes a 1 mddulo 6;

3. sig=1 mod 48, entonces existe un codigo ortogonal dptico optimo con parametros

((9+7)v,4,1) para cada entero v cuyos factores primos son congruentes a 1 mddulo
6.

Mostramos a continuacion algunos resultados conocidos sobre la existencia de cédigos
ortogonales 6pticos con pardmetros de (n,w,1) para k =5y k = 6.

Teorema 2.8. [17, Hanani] Para cada nimero primo p =1 méd 4 con p # 5 existe un
cddigo ortogonal dptico éptimo con parametros (5p,5,1).
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Teorema 2.9. [37, Tang and Ying] Sea v un entero positivo, cuyos factores primos
son congruentes a 1 modulo 4 y mas grandes que 5, entonces existe un codigo ortogonal
optico dptimo con pardmetros (15v,5,1).

Teorema 2.10. [20, Chang and Ji] Para cualquier primo p = 1 mdd 10, existe un
cddigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros (4p,5,1) y para u = 2,3 y cualquier primo
p =11 mdd 20 existe un cddigo ortogonal dptico éptimo con parametros (dup,5,1).

Teorema 2.11. [20] Existe un un cédigo ortogonal éptico dptimo con pardmetros (gv,5,1)
donde g € {60, 80,100, 120, 140, 160, 180} y v es producto de primos mds grandes que 5.

Teorema 2.12. [31] Existe un un cddigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros (guv,6,1)
donde v es producto de primos congruentes a 7 modulo 12 mds grandes que 7 y
= 15,20, 105, 140.

Algunos resultados sobre la existencia de cédigos ortogonales 6pticos Optimos con
parametros (n,w, 1) para w = 5,6, 7 se siguen de los resultados sobre empaquetamientos
ciclicos g-regulares los cuales fueron estudiados por Chang y Ji en [20], por Fuji-Hara y
Miao en [15] y también de resultados sobre familias de diferencias ciclicas en [3, 33].

2.2. (Cdbdigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones

Desde el punto de vista de las aplicaciones a las comunicaciones de fibra éptica, la
principal desventaja que presentan los codigos ortogonales 6pticos descritos en la seccion
anterior consiste en que la longitud de las secuencias se incrementan rapidamente cuan-
do el nimero de usuarios o el peso del cédigo se incrementan, lo cual requiere del uso
de una banda ancha mas larga. De ahi que el rendimiento de la banda ancha se reduce
considerablemente y un codigo con longitudes largas ocasiona que la tasa de chips del
sistema CDMA exceda la maxima tasa de chips disponible.

La razén de esta desventaja es porque los cddigos ortogonales épticos en una dimension
realizan la propagacion de los datos de entrada solo en el dominio del tiempo, mien-
tras que los codigos ortogonales épticos en dos dimensiones realizan dicho proceso en
los dominios del tiempo y la longitud de onda, lo cual hace posible que la tasa de chips
sea reducida considerablemente. La llegada de la tecnologia de multiplexores de division
de longitud de onda (en inglés, WDM length-division-multiplexing) y multiplexores de
division de longitud de onda denso (en inglés, D-WDM) ha hecho posible la propagacién
de los datos en ambos dominios, la longitud de onda y tiempo [34] . Estos c6digos se les
conoce como cddigos de salto de longitud de onda (en inglés, wavelength time hopping
codes), codigos multilongitud de onda, (en inglés, multiple-wavelength codes) o cddigos
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ortogonales opticos en dos dimensiones, los cuales por sus caracteristicas tienden a reque-
rir pequenas longitudes y por lo tanto una baja tasa de chips. En adelante nos referimos a
estos codigos como codigos ortogonales pticos en dos dimensiones. La definicion formal
se presenta a continuacion.

Definicién 2.4. Sean m,n,w y A enteros positivos. Un cddigo ortogonal éptico C en dos
dimensiones con parametros (m X n,w, A), es una familia de matrices binarias (palabras
c6digo) de tamano m X n, con peso de Hamming igual a w que satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Autocorrelacién: para cada matriz A = (a;;) € C y cada entero positivo ¢t # 0
mod n se cumple

—_

—1 n—

3

Wi jijt < A

i

Il
o
<.

Il
=)

2. Correlacion cruzada: para cada par de matrices A = (a;;), B = (b;;) € C distintas
y cada entero positivo t se cumple

—_

—1n—

3

@; b j1e < A,

i

I
=)
.

Il
=)

donde j + t en ambos subindices es modulo n.

El ntimero de palabras cédigo de un codigo ortogonal 6ptico se llama el tamano del
codigo. En la practica son de mayor uso aquellos coédigos con grandes tamanos. Para
valores fijos de m,n,w y A, el mayor tamano posible de un coédigo ortogonal éptico con
parametros (m x n,w,\) se denota por ®(m X n,w,A). Un cédigo ortogonal 6ptico en
dos dimensiones con pardametros (m X n,w,A) con ®(m x n,w,\) palabras cdédigo se
llama dptimo. La cota superior de Johnson correspondiente para el valor de la funcion
®(m x n,w, A) se enuncia a continuacién.

Teorema 2.13.
m |mn—1|mn—2 mn — A
O(m xn,w,\) < | — e | — - . 2.10
N = = e B | | R
En particular, para un codigo ortogonal optico en dos dimensiones con pardmetros
(m x n,w,1), se cumple

O(m x n,w, 1) < P {m" - 1H . (2.11)

w | w—1
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Actualmente, se pueden encontrar muchos trabajos relacionados con el diseno y cons-
truccion de cédigos ortogonales en dos dimensiones [35, 1, 6]. Muchas de estas construc-
ciones son para valores de A =1, 2.

Matematicamente, la teoria combinatoria de disenos, la geometria proyectiva y la teoria
de campos finitos son tres de las principales herramientas tedricas utilizadas en la investi-
gacion sobre el diseno de cdédigos ortogonales dpticos en dos dimensiones. En este trabajo
de investigacion nos encargamos de estudiar algunos cédigos ortogonales 6pticos en dos
dimensiones para A = 1 que se puedan obtener principalmente a partir de conjuntos de
Sidon. Describimos a continuacién algunas de las construcciones mas importantes.
Yang y Kwong en [34] utilizan un c¢6digo ortogonal éptico en una dimensién para reali-
zar la propagacion de los datos en los dominios de la longitud de onda y el tiempo para
construir cédigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones.

Teorema 2.14. [3/, Yang and Kwong] Sean C un cddigo ortogonal dptico dptimo con

parametros (p,w,1) y ¢; = {xio, Ti1y- - Tiw-1} € C parai =0,...,|C| — 1. Sea F; la
familia de matrices binarias A; = (a;;) de peso w, orden p X p y cuyas componentes
igual a uno para i =0,...,|C| — 1 se encuentran ubicadas en las posiciones descritas en

el siguiente conjunto
{(xig+k,juiy): 1=0,...,w—1,7€[0,p—1],k € [0,p—1]}.

St ademds, se adiciona la familia Fo de matrices binarias de orden p X p y peso w,
B; = (bi ;) cuyas componentes igual a uno parai=0,...,|C| —1 se encuentran ubicadas
en las posiciones descritas en el siguiente conjunto

{Uswio), (G, win)s -+ o5 (s Tiw—1) = J € [0,p = 1]},

entonces F = F1 U Fy es un codigo ortogonal optico optimo en dos dimensiones con
pardmetros (p X p,w,1) y p(p + 1) |C| palabras cédigo.

Por otra parte, Lee y Seo en [19] realizan la propagacién de los datos en los dominios
de la longitud de onda y el tiempo utilizando dos cédigos ortogonales épticos en una
dimension. El siguiente teorema describe el caso para A = 1.

Teorema 2.15. [19, Lee y Seo] Sean s y t los tamanos de dos cddigos ortogonales dpticos
en una dimension con parametros (m,3,1) y (n,3,1) respectivamente, donde m,n = 1
mod 6. Entonces existe un codigo ortogonal optico en dos dimensiones con pardmetros
(m x n,3,1) y 6mst + ms + mt palabras cddigo.

Shurong y otros autores en [29] utilizando un cédigo de salto de frecuencia (en inglés,
frecuency hopping code) y un cédigo ortogonal éptico en una dimensién logran construir
un cédigo en dos dimensiones.
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Teorema 2.16. [29, Shurong y otros autores/ Sean p un nimero primo, k un entero
positivo y C un cédigo ortogonal dptico éptimo con pardmetros (n,w,1). Entonces existe
un cédigo ortogonal optico dptimo en dos dimensiones con pardmetros (p* x n,w,1) y
O (p* x n,w, 1) palabras cédigo.

Alderson y Mellinger en [1] haciendo uso de ciertos conjuntos de puntos en espacios
proyectivos finitos de dimensién k sobre I, construyen una familia de cédigos ortogonales
opticos en dos dimensiones.

Teorema 2.17. [1, Alderson y Mellinger] Sea q una potencia prima.

_ qk+1_1

1. Para cada entero positivo par k y cualquier factorizacion mn —— existe un
cddigo ortogonal dptico dptimo con parametros (m x n,q,1).
.. . . . ., qk-‘rl,l
2. Para cada entero positivo tmpar k y cualquier factorizacion mn = T con

(¢ + 1,n) = 1, existe un cddigo ortogonal optico dptimo en dos dimensiones con
pardmetros (m x n,q,1).

Omrani y otros autores en [24] utilizando polinomios sobre campos finitos y funciones
racionales, logran construir nueve familias de cédigos ortogonales épticos en dos dimen-
siones. Por otra parte, Cao y Wei en [6], proporcionan una descripcién combinatoria de
los codigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones. La siguiente descripcion es para el
caso A\ = 1.

Definicién 2.5. Un empaquetamiento con parametros (m X n,w, 1) es un par (X, B),
donde X es un conjunto con m elementos y B es una colecciéon de subconjuntos de X
(bloques) cada uno con w elementos, tal que cualquier par de elementos diferentes de X
aparece a lo sumo en un bloque. El empaquetamiento es estrictamente ciclico si cada
bloque bajo la accién de su grupo de automorfismos tiene longitud igual a m.

Teorema 2.18. [6, Cao and Wei] Existe un cédigo ortogonal dptico en dos dimensiones
con parametros (m xn,w, 1) si y solo si existe un empaquetamiento estrictamente ciclico
con pardmetros (m X n,w, 1).

Con esta equivalencia logran construir infinitas familias de codigos. Uno de los resul-
tados mas importantes es el siguiente.

Teorema 2.19. [6, Cao and Wei] Existe un cddigo ortogonal dptico dptimo en dos di-
mensiones con pardametros (m X n,3,1) si y solo st m = n = 1méd2 y
m(mn — 1) = 0 méd 6.
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TABLA 2.2: Parametros de algunos codigos ortogonales épticos en dos dimensiones. Aqui
p denota un nimero primo y ¢ es una potencia de p.

Parametros Condiciones Tamano del codigo Referencia
(m xn,3,1) n=1mod 2 O(m x n,3,1) —1sim = | [6]
5 méd 6y n =1, &(m x
n,3,1) en otro caso
(m xmn,3,1) s,t son los tamanos de cédi- | 6mst + ms + mt [19]
gos ortogonales épticos 6pti-
mos con parametros (m, 3, 1)
y (n,3,1) respectivamente,
tales que m,n =1 méd 6
(pxp,w,1) p=1méd w(w — 1) P(p x p,w, 1) [6]
(" xp,p,1) |[n>1 d(p" x p,p, 1) [6]
k . o m(mn — 1)
(p" x n,w,1) | neslalongitud de un cédigo | ——= [29]
2 - ) w(w —1)
ortogonal 6ptico con parame-
tros (n,w, 1)
(m xn,q,1) mn=¢ —1lyt>1 ®(m x n,q,1) [1]
(mxn7Q+171) mn = (qt+1_1)/(q_1)7 t> <b(mxn7q+1?1) [1]
l,ot=0moéd 20t =1mdd
2y (¢g+1,t)=1.

Los casos en los que w = 4 o w = 5 también son investigados en [6], sin embargo la
caracterizacion completa sobre la existencia de dichos cédigos para todo valor de m y n
sigue siendo un problema de investigacion.
Un breve resumen de algunas de las construcciones mas importantes de codigos ortogo-
nales opticos en dos dimensiones se pueden consultar en la Tabla 2.2.
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2.3. Conjuntos de Sidon

En teoria de nimeros, un problema de importante interés tedrico es el de conjunto de
Sidon, llamados asi en honor al matematico hingaro Simon Sidon quien fue el primero en
presentar el concepto cuando se encontraba investigando temas relacionados con series
de Fourier. Sidon investig6 sobre la existencia de aquellos conjuntos de enteros positivos
con la propiedad de que todas las sumas entre dos elementos del conjunto sean diferen-
tes. Esta propiedad es equivalente a la propiedad de que todas las diferencias no nulas
entre cualquier par de elementos del conjunto sean diferentes. Sin embargo, este concep-
to aunque inicialmente fue definido sobre el conjunto de los enteros positivos, puede ser
considerado también en situaciones més generales, como por ejemplo en los grupos abe-
lianos finitos. Estos conjuntos, ademads tienen importantes aplicaciones principalmente
en teoria de cédigos [14].

Definicién 2.6. Sean (G, +) un grupo abeliano con elemento neutro igualaey A C G.
Se dice que A es un conjunto de Sidon en G, si para cualquier x € G diferente de e, se
cumple

Rya(z) <1 (2.12)

Si G =7, y A verifica la propiedad anterior, entonces se dice que A es un conjunto de
Sidon médulo n.

Un problema importante en esta area consiste en determinar construcciones explici-
tas de conjuntos de Sidon modulares para todo n con el mayor cardinal posible. Este
problema se encuentra actualmente abierto. Hasta la fecha solo se conocen tres cons-
trucciones algebraicas de conjuntos de Sidon modulares. Las construcciones modulares
han sido ampliamente estudiadas por Caicedo, Martos, Gémez, Trujillo, entre otros en
[25, 16, 5, 21]. Resumimos estas construcciones a continuacién.

Teorema 2.20. [30, Singer| Sean q una potencia prima, 6 un elemento primitivo del
cuerpo finito Fs yn = q¢*>+ ¢+ 1. Entonces

S={amdédn:aclog,(d+F,)}uU{0} (2.13)
es un conjunto de Sidon modulo n con q + 1 elementos, donde

logy(0 +F,) = {logy(6 +a) : a € F,}.

En la construccién de Singer todo elemento de Z,, diferente de cero, puede ser repre-
sentado de manera tnica como diferencia de dos elementos de S.
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Teorema 2.21. [2, Bose-Chowla/ Sean q una potencia prima y 0 un elemento primitivo
del cuerpo finito IF 2. Entonces

B = {logy(0 +a) :a €F,} (2.14)

es un conjunto de Sidon mdédulo ¢*> — 1 con q elementos.

En la construccion de Bose-Chowla, todo elemento diferente de un multiplo de g+1 en

el grupo Z,2_; puede ser representado de manera tinica como diferencia de dos elementos
de B.

Teorema 2.22. [28, Ruzsa] Sean p un nimero primo y 6 una raiz primitiva mddulo p.
Entonces

R={2€Zyp-1):x=ip—0(p—1) méd (p> —p) donde 1 <i<p-—1} (2.15)

es un conjunto de Sidon médulo p(p — 1) con p — 1 elementos.

En la construccion de Ruzsa, todo elemento diferente de un multiplo de p o de un
multiplo de p — 1 en el grupo Zy,-1) puede ser representado de manera tnica como
diferencia de dos elementos de R.

Las construcciones anteriores son 6ptimas en el sentido de que no es posible agregar
un elemento que conserve la propiedad de conjunto de Sidon. Estas conjuntos pueden ser
considerados también como cédigos ortogonales opticos Optimos con un solo elemento.
Vistos de esta manera y por los comentarios hechos anteriormente podemos caracterizar
su conjunto deficiencia L.

= Si § es un conjunto de Sidon obtenido por la construccion de Singer, entonces
L = {0}.

= Si B es un conjunto de Sidon obtenido por la construccion de Bose-Chowla, entonces
L={m(g+1):0<m<q—2}.

= Si R es un conjunto de Sidon obtenido por la construccion de Ruzsa, entonces

L={mp:0<m<p—-1}U{m(p—1):0<m<p-—1}.

Como mencionamos anteriormente, uno de los principales problemas en conjuntos de
Sidon consiste en determinar el mayor cardinal posible del conjunto de Sidon. Si G es
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un grupo abeliano finito se pretende realizar un estudio del comportamiento asintético
de la funcién

f2(G) :== méx{]A| : A C G, A es un conjunto de Sidon }.

El valor de esta funcién para grupos en general no es conocido ain, sin embargo existen
cotas inferiores y superiores. Usando técnicas sencillas de conteo se puede probar que

1+ +/4|G| -3
f2(G) < \‘ 5

Mas detalles sobre el valor de esta funcién pueden ser consultados en [12].

Otros escenarios en los cuales se puede estudiar los conjuntos de Sidon son los grupos
abelianos de la forma Z,, X Z,, los cuales se denominan conjuntos de Sidon en dos
dimensiones. Presentamos en los siguientes resultados las tinicas construcciones conocidas
hasta el momento en dichos grupos.

Teorema 2.23. [12] Sean p un nimero primo impar, r(z) y s(x) polinomios sobre Z,
de grados menor o igual a 2 tales que r(x) — as(x) no es constante para cada o € Z,.
Entonces

A={(r(z),s(z)):x € Z,}
es un conjunto de Sidon en Z, X Z, con p elementos. En particular,
A={(z,2%): 2 €Z,}
es un conjunto de Sidon en Zy, X Z,.
Teorema 2.24. [12] Sean p un nimero primo y « una raiz primitiva modulo p. Entonces
B={(z,a"):x € Zy1}

es un conjunto de Sidon en Z,_y X Z, con p — 1 elementos. Este conjunto puede ser
descrito también como B = {(logz,z) : x € Z,}, donde logxz = log, x es el logaritmo
discreto.

Teorema 2.25. [12] Sean q una potencia prima, 6 un elemento primitivo de F, ya € F,
con a # 0. Entonces

C = {(logy(0* — a), k) : k € Zy_1,k # logga}

es un conjunto de Sidon en Z,_1 X ZLg—1 con q — 2 elementos.
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Al igual que en el caso de conjuntos de Sidon en una dimension, las construcciones de
conjuntos de Sidon en dos dimensiones son éptimas respecto a su cardinal. Dichos con-
juntos pueden ser usados para construir codigos ortogonales épticos en dos dimensiones
con m elementos, si se considera las palabras codigo obtenidas por las traslaciones sobre
la primera componente de cada elemento del conjunto de Sidon en dos dimensiones. La
deficiencia L del codigo obtenido también esta caracterizada.

» Si A es un conjunto de Sidon obtenido por el Teorema 2.23, entonces L = {0} X Z,,.

= Si B es un conjunto de Sidon obtenido por el Teorema 2.24, entonces
L = ({0} x Z,) U (Zy-1 x {O)).

= Si C' es un conjunto de Sidon obtenido por el Teorema 2.25, entonces

L= {1} xZ,)U(Z, x {1}) U{(2,2) : 2 € Z}.

Mas propiedades de estos conjuntos pueden consultarse en [12, 25, 16, 5, 21].

Nota 2.1. Los codigos ortogonales 6pticos puedes verse como una familia de conjuntos
de Sidon cuyos conjuntos de diferencia son disjuntos dos a dos. También los conjuntos de
Sidon en una dimensién pueden considerarse como un coédigo ortogonal éptico con una
sola palabra. Sin embargo, los conjuntos de Sidon se pueden generalizar para construir
codigos ortogonales épticos con méas de una palabra cédigo. Por ejemplo, Singer en [30]
generalizd su construccién para cédigos ortogonales opticos éptimos usando geometria
proyectiva sobre campos finitos. Moreno y otros en [22] generalizaron la construccién
de Bose-Chowla para construir codigos ortogonales opticos éptimos. En el Capitulo 3
de este trabajo de investigacién, construimos un codigo ortogonal éptico éptimo en una
dimensién que puede ser visto como una generalizacion de la construcciéon dada por
Ruzsa para conjunto de Sidon. Este resultado puede consultarse en [27].

Nota 2.2. Los conjuntos de Sidon en dos dimensiones también tienen relaciéon con los
codigos ortogonales. Dependiendo de los grupos sobre los cuales se definen, podemos
obtener cédigos ortogonales épticos en dos dimensiones con mas de una palabra cédigo.
Estudiamos en detalle esta relacién en el Capitulo 4.

2.4. Algunas aplicaciones

La tecnologia de acceso miiltiple por divisién de cédigo (siglas en inglés, CDMA) tiene
potentes aplicaciones. Por ejemplo, se pueden aplicar en comunicaciones inalambricas,
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transmisién de informacién multimedia, redes de radio sobre fibra (siglas en inglés, RoF),
construccion de redes de drea local (siglas en inglés, LANs) e interconexiones en entornos
hostiles, redes de sensores épticas, entre otras.

Describimos algunas de estas aplicaciones de manera breve a continuacion. Més de-
talles pueden ser consultados en [35].

()ptica del espacio libre

La optica del espacio libre es una tecnologia de comunicacion éptica que puede soportar
altas velocidades en los servicios de acceso en zonas residenciales y comerciales. Mediante
el despliegue de torres de radiofrecuencia, los enlaces de comunicacién punto a punto se
pueden apoyar en un area metropolitana para soportar servicios de altas y veloces tasas
de datos de Gb/s. La tecnologia CDMA 6ptica se aplica a la éptica del espacio libre
mediante el empleo de su capacidad de direccionamiento para la creacion de redes en
formas que toman ventaja de la comunicacion éptica inalambrica.

Al mismo tiempo, el sistema 6ptico de la tecnologia CDMA también se puede utilizar
para comunicaciones infrarrojas inalambricas para establecer redes de area local (LAN).
Las comunicaciones de enlace ascendente entre las estaciones portatiles y los puntos
de acceso de llamadas se pueden implementar mediante transmisores LED econdémicos
en cada computadora portatil de la estacion. El punto de acceso transmite datos en el
enlace descendente y las estaciones portatiles detectan la direccién de la transmisién para
seleccionar los datos destinados al nodo local, por lo que no se necesita la complicada
sincronizacion del sistema y, por lo tanto, el costo de implementacién es bajo.

Transmisiéon multimedia

El diseno flexible de la red y la variedad de opciones que presentan los sistemas CDMA
opticos pueden admitir muchos tipos de medios en una red de comunicaciéon, como voz,
datos, imagenes y video. Esta técnica se puede utilizar para codificar y multiplexar
imagenes creadas por fibra éptica multinicleo sobre una ruta de fibra comtn. Un plano
de bits bidimensional N x N que comprende pixeles individuales de una imagen se
codifica mediante un cédigo ortogonal bidimensional de tamano M x M |, donde el
factor de dispersiéon CDMA es M?. La imagen codificada tiene M N x M N pixeles, por
lo que se requiere que la fibra de imagen central sea M N x M N para transmitir las
imagenes codificadas. La multiplexacion de imégenes en dos dimensiones tiene muchas
aplicaciones, como la transmision de imagenes médicas, interconexiones 6pticas paralelas
entre procesadores y memoria en alto rendimiento informaético.

LAN e interconexiones de LAN para entornos hostiles
Debido a que la tecnologia CDMA 6ptica es de tipo de espectro ensanchado, tiene capa-
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cidad anti-interferencia. Por lo tanto, se puede aplicar en entornos méviles para aplica-
ciones civiles y militares (por ejemplo, aviones, barcos y campos de batalla). El diseno
flexible del LAN CDMA éptica permite la capacidad en entornos hostiles y no es tan
costosa como las LAN que utilizan otras tecnologias. También el sistema CDMA éptico
en LAN soporta la confidencialidad de la informacién en tiempo real, lo cual es una
ventaja en aplicaciones militares.



Capitulo

Codigos ortogonales opticos en una
dimension

En este capitulo estudiamos la correlacion de cddigos ortogonales épticos de algunas
familias asintéticamente Optimas, los conjuntos de Sidon y la construccion recursiva
presentada por Wensong Chu y S. W. Golomb en [8]. Lo anterior con el propdsito de
obtener nuevas familias de cédigos ortogonales 6pticos, algunos de ellos éptimos respecto
a la cota de Johnson.

3.1. Correlacion en coédigos ortogonales O6pticos
asintoticamente 6ptimos

En el capitulo anterior vimos que existen varias construcciones explicitas de c6édigos
ortogonales opticos 6ptimos. Sin embargo, para algunos casos dados de la longitud y el
peso solo se conocen construcciones caracterizadas por contener un nimero de palabras
c6digo cercano a la cota de Johnson. En esta seccién estudiamos dichos codigos los cuales
reciben el nombre de codigos ortogonales 6pticos asintéticamente 6ptimos.

Nuestro objetivo es analizar las construcciones asintéticas que aparecen en [23, 11] con
el fin de caracterizar sus respectivos conjuntos deficiencia para posteriormente establecer
bajo qué condiciones el cardinal de dichos cédigos se puede optimizar por medio de la
adicién adecuada de palabras codigo.

Las construcciones de codigos ortogonales épticos trabajadas en esta seccion se presentan

25
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de manera alternativa para identificar sus propiedades de manera eficiente.
Las familias de codigos ortogonales épticos asintoticamente optimas a estudiar son:

1. Familia Ay B de [23].
2. Construccién A y B de [11].

Definicién 3.1. Sea F una familia de cédigos ortogonales épticos con pardmetros
(n,w,1) y tamano L. Decimos que F es asintéticamente éptima si

Ii L 1
m ————— = 1.
n—oo ®(n,w, 1)

El siguiente resultado nos permite caracterizar el conjunto deficiencia de los cédigos
ortogonales opticos estudiados en esta seccion.

Lema 3.1. Seanz = a méd m,  =bmdd n, y = ¢ méd m, y = d méd n con (m,n) =1,
a#cyb+#d. Entonces

xr —y Z 0méd m,

r —y # 0mdd n.

La primera construccién que estudiamos es la familia A que aparece en [23].

Familia A. Sea p un nimero primo tal que p = ms + 1 para algunos enteros positivos
m y s. Si « es una raiz primitiva médulo p, para k =0, ..., s — 1 consideremos las clases
ciclotémicas sobre I, de indice s

H ={a"™:5=0,...,m—1},
asi como el conjunto
A ={(j, =) j=0,...,m — 1},

del grupo Z,, X Z,. Si Sj denota el conjunto solucién en Z,,, de los elementos de Ay
(|Sk| = s por el Teorema Chino de los Restos), entonces C' = {Sy : k = 0...,s — 1}
es un cddigo ortogonal dptico con pardmetros (pm,m, 1) equivalente al cédigo ortogonal
6ptico de la familia A, el cual describimos en 2.1.

En efecto, en la descripcion de la familia A en 2.1, los elementos de F4 pueden ser
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caracterizados por los polinomios de la forma f(z) = o*z—1, dado que si f,(x) = ajz+b
y f(z) = ax + b con fi(z) ~ fo(x), entonces

alv’l = a,

bl—U:b,

para algunos v € G'y u € Z,, donde G es el subgrupo de F; generado por a* . Entonces
podemos elegir a = a* y b = —1 para algin k = 0,...,s — 1 para obtener

Fa={fx)=ad*z—-1:k=0,...,s—1}.

Por lo tanto, para cada f(x) € F4 tal que As(7,7) = 1, entonces f(a¥) =p—1—1, es
decir
R R e

en Z,. Entonces ¢ = —a®** méd p y por lo tanto al reemplazar en el sistema de con-
gruencias establecido en 2.1 tenemos

r = j moéd m,
sj+k

(3.1)

r=-—« mod p.

Esto prueba la equivalencia de los cédigos.
Caracterizamos ahora el conjunto deficiencia para esta familia de codigos. Para cada
k=0,...,5s—1sea

A(AR) = {(i—j,*(@ —a*) : 0 <d,j <m—1,i # j}.

Por la equivalencia probada entre los codigos sabemos que |A(Ag)| = m(m — 1). Por la

Proposicién 2.1 tenemos
s—1

U A4y

k=0

=sm(m — 1).

Por el Lema 3.1 tenemos que la deficiencia del conjunto cuyos elementos son A esta
dada por

L=17, x ZP\DA(Ak) ={(0,z) :z € Z,} U{(2,0) : x € Zy,}.
k=0

Ahora, para cada k =0,...,s — 1, definimos

is+k

Sy ={€Zpp:x=i médmyzr=—a«a mod p,i =0,...,m — 1}.
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Entonces, si ' = {S; : k =0,...,s — 1} tenemos que C’ es un cdédigo ortogonal éptico
con parametros (pm,m,1) y s palabras cédigo. También

ooman- [ o5 4]

Note que si s < m — 2, entonces C' es éptimo.
Si s = m — 1, entonces por los Teoremas 2.1 y 2.2 es posible optimizar el nimero de
palabras codigo de C’. Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea p un numero primo tal que p = ms + 1 para algunos enteros posi-
tivos m y s. Entonces existe un cédigo ortogonal éptico con pardmetros (pm,m,1) y s
elementos. Ademds, si s < m — 2 el codigo obtenido es optimo y si s =m — 1 es posible
agregar adecuadamente palabras codigo que optimizan el codigo inicial.

El caso s > m — 1 es posible también optimizarlo combinando algunas contrucciones
de codigos ortogonales éptimos. Por ejemplo, para m = 4 por el Teorema 2.6, se sabe que
existe un cdédigo ortogonal 6ptico éptimo con pardmetros (v,4, 1) para todo v < 1212
excepto para v = 25. Por tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea p un numero primo tal que p = 1 mdd 4 con p < 1212, entonces
existe un cédigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros (4p,4,1).

Maés generalmente podemos usar la técnica empleada por Marco Buratti en [3] que
se resume en el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sean m = ef om = ef +1 con e y [ enteros positivos y e impar en
ambos casos. Sea p un numero primo tal que al aplicarle el algoritmo de la division a
p — 1 entre m(m — 1) este toma la forma

p—1l=m(m—1t+r,0<r<m(m-—1),r divisible por 2et.

Sea o una raiz primitiva mddulo p y e = aP~V/¢ y asignemos a cualquier subconjunto
B={by=1,...,b;} de H=< o>, la lista definida como

1
Lp=(bi—b": [1<i=j<f1<h<

e—D]o[l<i<j<f,1<h<e|)+L}
donde Ly es la lista nula sim =ef, y es la lista (by,...,b;) sim=-ef + 1.

Sea H%s C --- C H" una cadena de subgrupos entre HP=1/¢) o 0y hagamos dy = 1,
dast1 = (p—1)/(2e).

Supongamos que B satisface:
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1. Lg es un subconjunto de H.
2. [ [ daisr/dos.
i=0

3. Para todo x,y € Lp se tiene

vy~ e [ JH%\ HP) u {1},

=0

Si
I := {ngiai:Ogai <d2i+1/dgi:i:(),1,...,s},

=0
entonces la familia F = {o'B - H®?=V/¢ U B* . i € I}, donde B* = () o B* = {0}
sim = ef om = ef + 1 respectivamente, es un cdédigo ortogonal optico optimo con
pardmetros (p,m, 1).

Observaciéon 3.1. Sean = (p — 1)/(2e), la manera mas eficiente de aplicar el teorema
anterior es buscando un subconjunto B de tamano f de H tal que: cualquier par de
elementos de L g aparecen en distintas clases laterales de H™. Las condiciones enumeradas
para el conjunto B se verifican en este caso tomando la cadena de subgrupos H" C H.

Ejemplo 3.1. Sea p = 97 = 6(16) + 1, entonces m = 6 y s = 16. Por el Teore-
ma 3.1, existe un cdédigo ortogonal éptico C; con parametros (582,6,1) y 16 elemen-
tos. De acuerdo a la cota de Johnson para estos parametros tenemos que faltan 3
elementos para garantizar la optimalidad del cédigo. Con el fin de optimizar el car-
dinal del cédigo, usamos el Teorema 3.3 con e = 1, f = 65, a = 5, ¢ = a? =1
y B = {1,2,4,8,25,67}. Si n = 48 es facil mostrar que cada par de elementos de
Lp =(95,93,89,72,30,94,90,73,31,92,75,33,79, 37, 54) aparece en diferentes clases la-
terales de Hj® = {58 5%}

H® = {96,1}
H = {92, 5}
H® = {72,25}
H = {69,28}
H = {54, 43}
H2 = 76,21}
H = {89,8}
H = {57,40}

H = {91,6}

H = {67,30}
H8 = (44,53}
H = (26,71}
HI3 = {33,64}
HI3 = {68,29}
H = {49, 48}
H = 51,46}

H = {61, 36}
H = {14,83}
H = (70,27}
H = {59, 38}
HA = {4,93}

H2 = {20, 77}
H = {3,904}

HIS = {15,82}

H = {75,22}
H = {84,13}
H = {32,65}
H = {63,34}
H = {24,73}
H3$ = {23,74}
H = {18,79}
H = {90, 7}
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HS = {62,35)  HE—{47.50)  HE—{sL16}  HS—{s39)
HE = {1978} HE— {156}  HE-{17.80}  HZ = {5245}
Hij = {95,2} Hi§ = {11,86} Hi5 = {85,12} Hi§ = {66,31}
HE = {8710y Hb={5542})  HB={37.60}  HS = {3058)

Por tanto, existe un c6digo ortogonal Cj, éptimo con pardmetros (97,6, 1) con 3 ele-
mentos. Si Cy = {6¢ : ¢ € Cy}, donde 6¢ = {6¢ mdd pm : ¢ € ¢} tenemos que C = C;UCy
es un codigo ortogonal 6ptico 6ptimo con pardametros (582,6,1) y 19 elementos.

La segunda construcciéon que estudiamos es la familia B publicada en [23]. Mostra-
mos una construcciéon alternativa que nos permite optimizar el tamano del cédigo. Los
resultados de esta construccién se encuentran publicados en [27] por Trujillo, Delgado y
el autor de este trabajo de investigacién.

Familia B. Sean p un ntimero primo, h un entero positivo mayor a 1 y o un elemento
primitivo de [F,.. Consideremos el siguiente conjunto de polinomios sobre I,

P ={p(r) € Fplz] : 1 < grad(p(z)) < h -1y p(0) = 0}. (3.2)
Probemos que
C1 = {{p"logo(p(a) +a) — (p" — D)a: a € F,} : p(a) € P}
es un c6digo ortogonal 6ptico con pardmetros (p(p" — 1),p,1) y p"~! — 1 elementos.

Demostraciéon. La cardinalidad del conjunto es clara. Consideremos la familia de sub-
conjuntos

R = {{(a,log,(p(a) +a)) :a € F,} : p(x) € P} (3.3)

del grupo (Zy,+) X (Zyn_1,+). Veamos la correlacién cruzada, para ello necesitamos
probar que cada elemento (a,b) € Z, x Z,_, puede representarse como la diferencia
(z,y) — (2" —y') con (z,y) € X y (2/,¥') € Y de manera tnica para todo X,Y € R
con X # Y. Supongamos por contradiccién que existen ay, as, as,as € Z, con a; # as,
az # ay y p(z),q(z) € P, p(x) # q(z) con grad(p) = i y grad(q) = j tales que

(ay,log, (p(a) + a1) — (ag,log, (p(a) + az) = (as,log,(q(a) + a3) — (a4, log, (q(a) + ay4).
Entonces

a; —as = az —ag mod p,
(p(@) + a1)(g(@) + as) = (¢(@) + as)(p(@) + a2).
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Por lo tanto
(a1 — ag)q(a) + ajay = (a3 — aq)p(a) + agzaz (3.4)

en F,n. La Ecuacién (3.4) puede ser utilizada para construir el siguiente polinomio

f(x) = (a1 — a2)q(v) + ara4 — (a3 — a4)p(x) — azas,

con coeficientes en [F), de grado menor que h y que tiene a a como una raiz, por lo tanto
este polinomio tiene que ser igual a cero.

Si j > 1, entonces a; = ag lo cual es una contradiccion, por tanto ¢+ = j y dado que
grad(p(z)) > 0y grad(q(x)) > 0, entonces

(a1 — az)q(a) = (a3 — as)p(a),

(3.5)

Por la Ecuacién (3.5) tenemos
ar — az = (ag — ag)u, (3.6)

para alguna unidad u de Z,. Por (3.1) y (3.6) tenemos (a3 — a4)(u — 1) =0 méd p. Si
u Z 1 mod p, entonces az — ay = 0 modd p, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
u =1y asi ¢(o) = p(a) lo cual contradice el hecho de que grad(a,F,) = h.

Veamos ahora la propiedad de la autocorrelacion. En este caso podemos tomar
p(x) = ¢(x) en la anterior prueba. Por (3.5) tenemos que ay, as, a3 y a4 son raices de la
ecuacién x2 — (a; + aq)x + ajay = 0 sobre F,,, entonces {ay, a4} = {as, az}. Como a; # as
y as # a4, entonces a; = az y as = a4 lo cual corresponde a la autocorrelacién para el
desplazamiento cero.

Finalmente, por el Teorema Chino de los Restos aplicado a cada uno de los elementos
del conjunto R, tenemos que

C1 = {{p"log,(p(a) +a) = (" = Da:a e F,}:p(x) € P}
es un cédigo ortogonal éptico con pardametros (p(p" —1),p, 1) y p"~1 — 1 elementos.

Teorema 3.4. Para cualquier numero primo p y entero h > 2, existe un codigo ortogonal
dptico con pardmetros (p(p* —1),p,1) y p"~t — 1 palabras cédigo.

El cédigo descrito anteriormente permite construir la familia B de [23] para el caso
t = 1 omitiendo un elemento de cada palabra. Sin embargo, el cédigo obtenido no es
6ptimo respecto a la cota de Johnson. Para optimizar, determinemos la deficiencia L de
C;. Por el Lema 3.1, aplicado al conjunto R junto con el Teorema Chino de los Restos,
tenemos que L = M, U M,, donde M, denota al conjunto de los multiplos no cero de p
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médulo p(p" — 1) y M, denota al conjunto de los miiltiplos no cero de ¢ médulo p(p" —1)

Ahora consideremos el conjunto
Q = {p(x) € P: p(x) es ménico }.
Entonces, por el Teorema 2.3 la familia de conjuntos

Cy = {{log,(p(a) +a) :a € Fy} : p(x) € Q}

. e . h—1_
es un cédigo ortogonal éptico éptimo con pardmetros (p" — 1,p,1) y 2 = !
Sea ¢ : Zyn_y — Lypgn_1y dada por p(x) = pr, entonces tenemos que ¢ es un homomor-

fismo inyectivo. Aplicando ¢ a cada elemento de C’ tenemos que

elementos.

C2 = {{plog,(p(@) + a) : a € F,} : p(x) € Q}
es un cédigo ortogonal éptico éptimo con pardmetros(p(p" —1),p,1) y 2 hpf_ll_ ! elementos.
Veamos ahora que C = C; U Cy es un cddigo ortogonal éptico optimo con parametros
(p(p" — 1), p,1). Es suficiente probar que el cédigo es éptimo y que la propiedad de la
correlacién cruzada se cumple para toda X € C; y toda Y € Cy. Probemos primero que

(X +a)nY|<1
para todo entero a. Supongamos por contradicciéon que

a=r—y=a —1v
para algunos x,2' € X, y,y/ € Y con x # 2’ y y # v/. Entonces x — 2’ = y — ¢/, lo cual
es una contradiccién ya que x — 2’ ¢ M, mientras que y — y' € M,,. También, dado que

C1NCy =0, entonces |C| =p" L+ p" 2+ +p* +p.
Veamos ahora que C es 6ptimo.

h+1 2 2
p—p° p—p—1
<I><ph“—p,p,1>={ L J=|C|

Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Para cualquier nimero primo p y cualquier entero h > 2 existe un codigo
ortogonal dptico dptimo con pardmetros (p(p" —1),p,1).
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Ejemplo 3.2. Para p = 3 y h = 3 tenemos que p(xr) = z* 4+ 2z + 1 es un polinomio
generador para [Fa7. Sea a una raiz primitiva de p(z), entonces tenemos las siguientes
palabras cédigo para un cédigo ortogonal éptico C; con pardametros (78,3, 1).

) — 264 : a € Zs) = {27,29,61}
) —26a:a€ Zs} = {16,66,74}
) — 260 :a € Zs) = {38,54,73)
) —26a:a€ Zs} ={71,75,76}
) —26a:a € Zs} = {11, 36,38}
) — 260 :a € Zs) = {8,15,25)

) —26a :a € Zs} = {30,59,70}
) —26a:a € Zs} = {5,46,69}

donde pl(x) =7z, pQ(I) = 21‘, p3($) = 127 P4($) = 21’2, p5($) = IQ + z, pG('x> = 21’2 + xz,
pr(z) = 22 +x y ps(x) = 222 + 2x. También tenemos las siguientes palabras cédigo para
un cédigo ortogonal éptico Cy con pardametros (78,3, 1).

) —26a:a € Zs} =1{3,9,27}

) —26a : a € Zg} = {6,36,63}
) —26a :a € Zg} = {18, 30,33}
)

(
Cio0 = {310ga(p3 «Q

(

( —26a:a € Zs} ={12,21,54}

(a)
(a)
e = {3log, (ps(a)
c12 = {3log, (p7(«@)

Por tanto, C = C} U Cy es un cédigo ortogonal éptico 6ptimo con pardametros (78,3, 1).

Continuamos ahora con la construccién A de [11]. Esta construccién es bastante
interesante ya que explota la estructura del anillo Z,.. Sea p un nimero primo tal que
p = mt-+1 para algunos enteros positivos m y t. Sea  una raiz primitiva médulo p™ para
1<m<n.Para0 < s <mp"”—1seas:=(ty,t;) donde to = s méd m y t; = s méd p".
Paracada()giSpk—l,0§j§t—1y0§k;§n—1seaxﬁj:xﬁj(s) la secuencia
dada por
nflfkai(p*1)+j+t0t

1 sity=p mod p”

0 en otro caso .

donde 0 < s < mp™ — 1.

Si

n—1
&:UM,
k=0
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donde X% = {xf] :0<i<pt—1,0<j<t—1}, entonces X4 es un cédigo ortogonal
éptico asintéticamente Gptimo con pardametros (mp™,m,1) y ’% palabras cédigo. La
demostracion de que X4 satisface las propiedades de correlacion se puede consultar en
[11].

Por el Teorema Chino de los Restos, los elementos de X4 pueden ser expresados en la
forma conjuntista asi

A, j k) = {5 € Lppn = 5 = ap™ — p" Rt DHitat(pn 1y méd mp™ con a € Z,, },
donde s es la solucién del sistema de congruencias

s = a mbéd m,
s = pn—l—kai(p—1)+j+at méd pn

para cada a € Z,,. Por el Lema 3.1 tenemos que la deficiencia L de X4 expresado en la
forma conjuntista es L = M,, U M, donde M,, y My denotan los multiplos no nulos
de m y p" en Zy,n, respectivamente. Por lo tanto, para garantizar la optimalidad del
pr—1
m(m — 1)
En general no es facil determinar un cédigo auxiliar con los mismos parametros y que
permita optimizar el tamano del c6digo anterior. Sin embargo, es posible encontrar dicho
cédigo cuando p es de la forma p = m(m — 1)q + 1 para algunos enteros positivos m y

q. Para este caso, la cota de Johnson es

codigo hacen falta ®(mp"™, m,1) — |X4| = palabras codigo.

O(mp",m,1) = LmJ
~ omp"—1 1
m(m—1) m
m—1

Para alcanzar este objetivo, probamos el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea p un nimero primo de la forma p = m(m—1)q+1 para algunos ente-
r0s positivos m y q. Supongamos que existe un codigo ortogonal optico C con pardmetros
(p,m, 1) y q palabras cédigo. Para cada © = {x1,29,...,2,} € C sea

C,={{zjp" +ip" T médp":j=1,....m}:k=0,....n—1,i=0,...,p" " -1},

St F = Uyee Cs, entonces F es un cédigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros
(p",m,1).
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Demostracién. Seaz € Cy u € C,, entonces u = {z;p*+ip**lz; méd p" : j =1,...m}
para algunos k e i. Si |[A(u)| < m(m — 1) entonces existen ji, ja, j3 v Ju tales que j; # jo,
Js # Jay

zip® 4 i g — wyep” — gy = 1t 4+ i ey — ajup” — ip ey mod p”
Entonces
(), — 25,)p" + " (wy, — 2p,) = (g, — 25)p" + " (), — 25,) méd p”.
Luego
(), — xj,) +ip(aj, — x3) = (x5, — x,) + ip(x), — x;,) méd p" "
Luego

Ljy = Tj, = Ljg — Tjy mod p

lo cual contradice el hecho de que C es un codigo ortogonal o6ptico. Por tanto,
[A(u)| = m(m —1).

Veamos ahora que A(u) NA(w) = () para u,w € F con u # w. Si u,w € C, para alguna
x € C, entonces

ki1+1

u = {x;p" + i p" Ty méd pt i j = 1,...m},

w= {xjka + qgpke Tt

z;médp" 1 j=1,...m},
para algunos ki, ks, i1 € i5. Supongamos que A(u) N A(w) # 0, luego existe al menos un
elemento no nulo en comun. Por tanto, existen ji, jo, J3, j4 con ji # jo v j3 # j4 tales que

k1+1 ki1+1 . k:2+l ko+1 7 n
2P +irp i — P — i, = @ p™ 4 igp is — 25,02 —iop™ x;, méd p.

Reordenando términos tenemos

k1+1( k2+1<

(), — 25,)p™ + ip" T (g, — xp,) = (2, — 25,)p™ + 2™ (25, — x;,) mod p.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ki < ko, entonces

Tjy — gy + P2y, — x) = (25, — 25)p 7 iop™ M (2, — @y,) mod pt L

Si ki = ks, entonces x;, — xj, = v, — x;, mdd p, lo cual contradice el hecho de que C es
un cédigo ortogonal optico.

Si k1 < kg, entonces z;, — xj, = 0 mdd p, lo cual contradice el hecho de que j; # ja.
Siue C,ywe Cy, para algunas z,y € C con x # y, entonces

u = {x;p" + i p" T méd pt i j = 1,...m},

w = {y;p" + iyp" y; méd p i j = 1,...m},
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para algunos ki, ks, i1 e i5. Como antes, supongamos por contradiccién A(u) NA(w) # 0,
por tanto, existen ji, j2,J3,Ja CON J1 # ja ¥ J3 # Jja tales que

k1 - k141 k1 s k141 _ ko - ko+1 ko - ko+1 2 n
Tjyp" +up Tjy —Tjpp — 4P Tjy = YjsP " + 22D Yjs — YD~ — 2P yj; mod p”.

Razonando como antes tenemos las mismas contradiciones del caso anterior. Por lo tanto
A(u) N A(w) = ) para toda u,w € F con u # w.
Finalmente, probemos que el cédigo es éptimo. Tenemos

" —1
|Cx|:pn_1—|—pn_2+...+p—l—1:p :
p—1
para toda x € C. Por tanto,
f:t — :@ ’I’L’ ’1'
=t = s = a0 m)

Usando la construccion A, la familia mJF, donde F es la familia del Teorema 3.6 y
mF = {mc : ¢ € F}, donde mc = {mc méd mp" : ¢ € ¢} obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.1. Sea p un nimero primo tal que p = m(m — 1)qg+ 1 para algunos enteros
m y q. Si existe un cddigo ortogonal dptico éptimo con parametros (p,m,1), entonces,
existe un cdédigo ortogonal dptico optimo con pardmetros (mp™,m,1) para todo entero
positivo n.

Ejemplo 3.3. Sea p =41 =5-8 + 1, entonces m = 5 y t = 8. Se puede verificar que
a = 6 es una raiz primitiva modulo 41. Resolviendo las congruencias planteadas en la
construccién A con n = 1 podemos afirmar que el c6digo X4 tiene parametros (205, 5, 1)
y esta conformado por las siguientes palabras cédigo

ci = {51,98,119, 165, 182} cs = {25,64, 86,113,122}
¢, = {67,99,101, 170, 178} ce = {63,106, 117, 150, 179}
c; = {43,184, 196,197,200} cr = {21, 49, 80, 87,173}

c, = {53,79,151,157, 175} cs = {13,70,89,112, 126}

Por otra parte, C = {{0, 1,13, 38,31}, {0,32,6,27,8}} es un cédigo ortogonal éptico
con parametros (41,5,1). Si hacemos

co = 5{0,1,13,38,31} = {0,5,65, 155,190} y
c10 = 5{0, 32,6, 27,8} = {0, 30, 40, 135, 160},

entonces D = {c; : i =1,...,10} es un cédigo ortogonal éptico éptimo con parametros
(205,5,1).
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Continuamos ahora con la construcciéon B de [11]. Sea ¢ una potencia prima, F, el
campo finito con ¢ elementos, F; =T, \ {0} y o un elemento primitivo de F,. Para esta
construccién se utilizan las siguientes suposiciones:

= D1,P2,- ., Pr denotan nimeros primos impares con p; < py < - -+ < pg.
= Existen enteros positivos m y T; tales que p; = mT; + 1 para 1 <i < k.

» «; es un elemento primitivo de IF,,, para 1 <17 < k.

Sean u = (u1,...,uy) € Fp X -+ x Fp; v = (r,...,1%) € Zp, X -++ X Ly, ¥
d=(dy,...,dy) € ZF, tales que

m y;, =00u; =1.
= Siu; =0, entonces r; =0y d; =0.

» Existe i* con 1 <¢* < ktalqueu; =---=wu;p_1 =0, u» =1y dy==0.

Si J es el conjunto de todas las 3k-uplas u : r : d que satisfacen las condiciones anteriores,

coopr—1
entonces | J| = Dro--Ph™ 2

m
Por el Teorema Chino de los Restos, existe 0 <t < mp;---pr — 1 tal que
t:.= (to,tl, RN ,tk),

donde t = tomédm y t = t, méd p; para 1 < ¢ < k. Paracadau :r : d € J, sea
Surd = {Sura(t) : 0 <t <mp;---pr — 1} la secuencia de ceros y unos dada por

. o (to+d1)Ti+r1 (to+dy) T+
1 st (tg,. .., tk) = (o s ROl ),

Su:r:d(t) =
0 en otro caso.

Entonces Xp = {Sura :u:r:d € J} es un cédigo ortogonal éptico con pardmetros

e — 1
(mpy -+ pr,m, 1) y A —— elementos. Podemos notar que los elementos del cédigo

construido anteriormente en la forma conjuntista pueden ser vistos como el conjunto
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solucién del siguiente sistema de congruencias.

t =ty méd m,

to-+d1 )t + ,
t:ulago DI 6d py,
to-+da)ta+ ,
t = upall T2 1164 o,
totdy)t ,
+— ukal(fo-i— k)b +TE méd py.

Por tanto, por el Lema 3.1, la deficiencia de Xp expresado en la forma conjuntista es
L=M,UM,U---UM,,.

Ejemplo 3.4. Con p; = 7y py = 13 tomamos m = 3, por tanto T} = 2 y T, = 4.
Tenemos que a1 = 3 y as = 2 son elementos primitivos de F; y Fy3, respectivamente.
Un calculo sencillo muestra que

J ={(0,1,0,0,0,0),(0,1,0,1,0,0), (0,1,0,2,0,0), (0, 1,0,3,0,0), (1,0,0,0,0,0),
(1,0,1,0,0,0), (1,1,0,0,0,0), (1,1,0,0,0,1), (1,1,0,0,0,2), (1,1,0,1,0,0),
(1,1,0,1,0,1),(1,1,0,1,0,2),(1,1,0,2,0,0), (1,1,0,2,0,1), (1,1,0,2,0,2),
(1,1,0,3,0,0),(1,1,0,3,0,1),(1,1,0,3,0,2),(1,1,1,0,0,0), (1,1,1,0,0, 1),
(1,1,1,0,0,2),(1,1,1,1,0,0), (1,1,1,1,0,1),(1,1,1,1,0,2), (1,1,1,2,0,0),
(1,1,1,2,0,1),(1,1,1,2,0,2), (1,1,1,3,0,0), (1,1,1,3,0,1),(1,1,1,3,0,2)}

CIF7X]F13XZQXZ4XZ§.
Para cada (uq,ug,71,79,d1,ds) € D resolviendo cada sistema de congruencias
t= t() mod 3,
t = uy 3 toFdtr 15 7,

t = up2ttotd2)tr2 154 13,
para ty € Zz tenemos que

Xp = {{105, 133,35}, {210, 175, 161}, {147, 259, 140}, {21, 154, 98}, {78, 247, 221},
{234,13,26}, {183, 16, 74}, {120, 100, 53}, {204, 79, 263}, {15, 58, 200},
{162,226, 158}, {57, 184, 32}, {225, 142, 179}, {246, 205, 95}, {36, 121, 116},
{99,37,137}, {141, 163, 242}, {267, 268, 11}, {66, 55, 152}, {3,139, 131},
{87,118,68}, {171,97, 5}, {45, 265, 236}, {213, 223, 110}, {108, 181, 257},
{129,244, 173}, {192, 160, 194}, {255, 76, 215}, {24, 202, 47}, {150, 34, 89} },

es un cédigo ortogonal éptico con pardmetros (273,3,1).
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En lo que sigue mostramos una serie de definiciones y resultados que permiten op-
timizar el cédigo anterior y ademads proporcionamos una forma alternativa de construir
familias de diferencias para primos p de la forma p = 1 méd m(m — 1) donde m es un
ndmero primo.

Definicién 3.2. Sea B un conjunto con n elementos llamados simbolos. Un cuadrado
latino de orden m es una matriz de tamano n x n para la cual los n simbolos de B
aparecen exactamente una vez en cada fila y en cada columna del arreglo. El conjunto
B se llama conjunto base del cuadrado latino.

Definicién 3.3. Dos cuadrados latinos de orden n son ortogonales si al sobreponer uno
de ellos en el otro cada uno de los posibles n? pares ordenados aparece exactamente una
vez. Un conjunto de cuadrados latinos de orden n es mutuamente ortogonal si cualquier
dos cuadrados latinos diferentes del conjunto son ortogonales.

Un resultado conocido afirma que el maximo cardinal de un conjunto de cuadrados
latinos de orden n mutuamente ortogonales es a lo sumo n — 1 [13], mientras que para
todo n, excepto n = 2 y n = 6 existe un par de cuadrados latinos ortogonales de orden
n. Aunque la existencia de conjuntos de cuadrados latinos de orden n, para n un nime-
ro primo o potencia prima estd probada explicitamente, mostramos una construccion
alternativa para estos érdenes en la Observacion 3.2, cuya demostracién es similar a la
encontrada en [13].

Teorema 3.7. [13] Para toda potencia prima q existe un conjunto de cuadrados latinos
mutuamente ortogonales de orden q con ¢ — 1 elementos.

Observacién 3.2. Sea F = {0,a4,...,a,-1} un campo finito con ¢ elementos. Para
cada a € F* considere los arreglos de tamano ¢ x ¢ de la forma M, = (M, ;), donde
M;; = ja+ipara 1l < i,j < g— 1. Entonces el conjunto M = {M, : a € F*} es
un conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales con ¢ — 1 elementos. Los
cuadrados latinos construidos de esta manera tienen la propiedad de que cualquier par
de filas bien sea del mismo arreglo o de diferentes arreglos, tienen a lo mas un elemento en
comun al ser superpuestas y que los pares ordenados con componentes iguales obtenidos
al sobreponer dos cuadrados latinos, aparecen en la primera columna.

Usando el hecho anterior podemos demostrar alternativamente un resultado probado
por Jungnickel en [18], el cual generalizamos en el siguiente capitulo en el Teorema 4.6
y del cual deducimos el siguiente resultado importante para el presente capitulo.

Corolario 3.2. Sean p1, ps, m nimeros primos tales que p; =1 méd m(m — 1) para i =
1,2. Supongamos que existen codigos ortogonales opticos optimos Cy y Co con parametros
(p1,m, 1) y (p2,m, 1), respectivamente. Entonces
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1. sipy # pe existe un cddigo ortogonal dptico dptimo con pardmetros (pipz, m, 1),
2. sipy = py existe una familia de diferencias en el grupo Z, X Z,.

Demostracién. Como p; = 1 méd m(m — 1) para i = 1,2, entonces existen enteros
positivos t; y to tales que p; = m(m — 1)t; + 1y po = m(m — 1)ty + 1. Sean

Ch={{zi1, . xim}:i=1,... 1},

Co :{{yi,la"wyi,m}:i: ].,...,tg}.

Como m es un nuimero primo, existe un conjunto M de cuadrados latinos mutuamente
ortogonales de orden m con m — 1 elementos. Usemos los niimeros desde 0 hasta m — 1
para denotar las componentes de cada elemento de M.

Consideremos D C Z,, X Z,, como la unién de los siguientes conjuntos

Dl = {{(SL};J,O), ey (.I’%m,O)} 1= 1, e 7t1},

D2 = {{(anzﬂ), ceey (Ouyi,m)} i ]_, e ,tg},
D3 - {{(:Ei,lvyj,k1)7 LI (l’i,m7yj,km)} D1 = 17 S at17j = ]-a s 7t2}7

donde (k,...ky,,) es cualquier fila de un elemento de M.

Dado que C; y Cy son cédigos ortogonales épticos, entonces cada elemento en D sa-
tisface la propiedad de la autocorrelacién. Para probar la propiedad de la correlacion
cruzada, supongamos por contradiccion que existen XY € D con X # Y tales que
A(X) N A(Y) # 0. Por hipétesis no es posible que esta afirmacién se cumpla si
X €Dy UDyo0Y € Dy UD,. Por tanto, supongamos que X,Y € Ds, es decir

X = {(-Ti,h yj,’ﬂ)a BRRR (xi,fm y]}km)}?

Y = {(xi’,layj’,kll)a ceey (mi’,m7yj’,kjn)}-
Si A(X)NA(Y) # (), entonces existen iy, io, 0o € iy tales que

(xi,iu yj,kil) - (xi,igayj,kiQ) = ($¢',¢37yj/,k;3) - ($¢/,¢4,yj/,k;4)-

La igualdad sobre la diferencia de las primeras componentes implican que 7 = i’ ya que
C; es un codigo ortogonal 6ptico, por lo tanto, 11 = i3 e iy = i4. Similarmente, la igualdad
sobre la diferencia de las segundas componentes implican que j = j'y por tanto ks, = k;,
y ki, = kj,, sin embargo esto implica que k£ = %’ lo cual contradice el hecho de que X # Y
ok # k' yque M es un conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales.

Si p1 # po, entonces por el Teorema Chino de los Restos aplicado a cada elemento de

X € D se obtiene un c6digo ortogonal 6ptico 6ptimo con pardmetros (pips, m,1) y

D] = |Dy| + | Do| + |Ds| = t1 +t2 + trita(m — 1)m = @(pip2, m, 1)
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elementos.
Si p1 = p2 = p, entonces D es una familia de diferencias en Z, x Z, con

|D| = |Dy| + |Dy| + | D3| = 2t +t*(m — 1)m

elementos, donde t; =t = t.

El resultado anterior podemos generalizarlo usando inducciéon sobre el nimero de
primos que satisfacen la condicion.

Corolario 3.3. Sean p; parai = 1,...,t numeros primos y m un numero primo tales que
pi = 0moéd m(m—1) para todo i. Supongamos que para cada i existe un cédigo ortogonal
optico dptimo C; con pardmetros (p;, m,1). Entonces existe una familia de diferencias en
Ly, X -+ X Lyp,. En particular, si todos los primos p; son diferentes, entonces existe un
cddigo ortogonal dptico éptimo con pardametros (pips - - - pr,m, 1).

Combinando el resultado anterior con la construccién X'z tenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 3.4. Sean p; para v = 1,...,k numeros primos diferentes y m un niumero
primo tal que p; = 0 méd m(m — 1) para todo i. Supongamos que para cada i existen un
cddigo ortogonal dptico dptimo C; con parametros (p;, m,1). Entonces existe un cddigo
ortogonal éptico dptimo C con pardmetros (mpy -+ - px, m, 1).

Demostracién. Sea C = Xp U mD’, donde X es la construccién B dada por [11],
D’ es el conjunto del Corolario 3.2 visto en Z,,..,, y mD’ = {mX : X € D'} donde
mX = {mx € Zyp,..p, : © € X}. Entonces C es un cédigo ortogonal éptico éptimo con
parametros (mpy - - - pg,m, 1). Ademés

0 Y URARS Sl

/ b1
Cl=1|X D =
€] = 5] + mD| e

= q)(mpl ccc PE, M, 1)

Ejemplo 3.5. Sean p; = 7y pos = 13 como en el Ejemplo 3.4. Es facil verificar que
C, ={0,1,3} y Co = {{0,1,4},{0,2,7}} son cbdigos ortogonales Gpticos 6ptimos con
pardmetros (7,3,1) y (13,3, 1), respectivamente. Por el Teorema 3.7, podemos construir
el conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonal de orden 3 con dos elementos

1 2
A=1|2 3
31

N — W

1
B=|2
3

N — W

2
3
1
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Por tanto, por el Teorema 3.2 el conjunto

es una familia de diferencias en Z; x Zi3. Por el Teorema Chino de los Restos

D' = {{0,78,52}, {0, 14, 56}, {0, 28, 7}, {0, 1,17}, {14, 43,52},
{56,78,66}, {0,43,66}, {14, 78, 17}, {56, 1, 52}, {0, 15, 59},
{28,85,52}, {7, 78,80}, {0, 85,80}, {28, 78, 59}, {7, 15,52} }

es un cédigo ortogonal ptico con pardmetros (91, 3,1). Luego C = XpU3D’ es un codigo
ortogonal éptico éptimo con pardmetros (273, 3, 1).

Observacion 3.3. Los corolarios anteriores pueden generalizarse aun mas eligiendo codi-
gos que no necesariamente tengan la longitud dada en éstos, sin embargo no se puede
garantizar la optimalidad del cédigo obtenido.

Ejemplo 3.6. C; = {{0,2,6} y C; = {{0, 1,3}} son cédigos ortogonales 6pticos 6ptimos
con parametros (7,3,1) y (8,3, 1), respectivamente. Considerando los cuadrados latinos

01 3 03 1
Mpi=|130 |Mga=|10 3
301 310
los subconjuntos D; = {{(0,0),(2,0),(6,0)}}, Dy = {{(0,0),(0,1),(0,3)}}
Dy = {{(O,mfik),(2,mfék),(6,mfék)} .5 = 1,....3k = 1,2} de

Z7 x Zg. Tenemos por el Teorema Chino de los Restos el siguiente codigo ortogonal
optico

C = {{0, 16,48}, {0,49, 35}, {0,9, 27}, {49, 51, 48},
{35,16,41}, {0, 51,41}, {49, 16,27}, {35,9, 48}}

con parametros (56,3, 1). Sin embargo, la cota de Johson para estos parametros es igual
a 9, por tanto el codigo obtenido no es 6ptimo.
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3.2. Cdbdigos ortogonales 6pticos a partir de conjun-
tos de Sidon

En esta seccién presentamos la construccion recursiva para cédigos ortogonales 6pti-
cos obtenida por Chu y Golomb en [8]. Esta contruccién es bastante interesante porque
permite obtener cédigos con nuevos parametros, sin embargo la conclusién dada por los
autores respecto a su uso consiste en analizar qué tan lejos estan los codigos ortogonales
obtenidos por la construccion de ser éptimos, si el codigo ortogonal optico de base es
optimo. Nuestro proposito en esta seccion es usar la construcciéon recursiva con los con-
juntos de Sidon modulares y analizar dicha conclusién.

En [8] se usa el concepto de matriz r—simple. Recordamos su definicién, la cual fue vista
en 2.3.

Definicién 3.4. Sean GG un grupo abeliano de tamafnio n y r un entero positivo. Una
matriz A = (a;;) de tamaflo s X t sobre G es r—simple, si el vector diferencia entre
cualquier par de vectores columnas de A contiene a los elementos de GG a los sumo r — 1
veces.

Presentamos algunos resultados de [8] para el caso A =1y r = 2.

Teorema 3.8. Sea C un cddigo ortogonal éptico con pardmetros (n,w,1). Si existe una
matriz de tamano w X N 2—simple sobre Z4, entonces existe un codigo ortogonal dptico
C' con pardametros (ng,w,1) y N |C| palabras cddigo.

Observacién 3.4. El codigo C’ del teorema anterior puede describirse usando la siguiente
notacion. SiC = {C; : 1 <1i < |C|} es un cddigo ortogonal éptico con pardmetros (n, w, 1)
donde C; = {b;1,bi2,...,biw}yconb;,j € Z,, 1 <1 <|C|,1<j<wy D =(d;) es una
matriz de tamano w x N 2—simple sobre Z,, entonces se construyen por cada elemento
C; de C las N palabras codigo siguientes

Fy = {(bm‘ +ndj) médng : 1 < j < w},
donde 1 <[ < N.

Luego C’ puede expresarse en la forma

C'={F;:1<i<|C|,1<I< N}

El siguiente resultado muestra cémo construir matrices 2—simples.

Lema 3.2. Sean p un nimero primo y f(x) un polinomio en Fylx]. La matriz D = (d;;)
de tamanio p X p, donde d;; = ij + f(i) para 0 < 4,5 < p —1 es una matriz 2—simple
sobre Zy.
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Combinando los resultados del Teorema 3.8 y el Lema 3.2 se obtiene el siguiente
corolario que nos permite construir familias infinitas de cédigos ortogonales opticos.

Corolario 3.5. Suponga que existe un cddigo ortogonal dptico C con pardmetros (n,w,1).
Sea p el menor nimero primo mayor o igual a w, entonces existe un codigo ortogonal
dptico con pardmetros (np,w,1) y p|C| elementos.

Usando el resultado anterior de manera recursiva se obtiene.

Corolario 3.6. Suponga que existe un cddigo ortogonal dptico C con pardmetros (n,w, 1).
Sea m = pi'py*---pit un entero positivo, donde p; es un numero primo mayor o igual
a w para todo 1 < 1 < t. Entonces, existe un codigo ortogonal optico con pardametros

(mn,w,1) ym|C| elementos.

Analicemos ahora la aplicacién del resultado del Corolario 3.5 a los conjuntos de
Sidon modulares para obtener cédigos ortogonales épticos éptimos. Primero aplicamos
el resultado al conjunto de Sidon tipo Bose.

Teorema 3.9. Sean q potencia prima y 0 una raiz primitiva sobre Fp. Entonces el
conjunto B = {logy(6 + a) : a € F,} es un conjunto de Sidon mddulo ¢* — 1 con q
elementos y deficiencia L igual a L = Mgy, .

Aplicando el Corolario 3.5 al conjunto del Teorema 3.9 obtenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.10. Para cualquier potencia prima q, existe un codigo ortogonal optico C
con pardmetros (p(¢* —1),q,1) y p elementos, donde p es el menor niimero primo mayor
o igual a q. En particular, si q es un nimero primo, el codigo obtenido es dptimo.

Demostracién. La existencia del cddigo es un resultado inmediato por el Corolario 3.5.
Si ¢ es un numero primo, entonces ¢ = p y por tanto

p(p* —1) — 1J
p(p—1)

-]
=p=|C|.

D(p(p® —1),p,1) = {

El siguiente resultado nos permite caracterizar la deficiencia del codigo del Teorema
3.10.
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Teorema 3.11. Sea C el codigo ortogonal optico del Teorema 3.10, entonces la deficien-
cia L de C es L = Myyq, donde My, es el conjunto de los maltiplos no nulos de g + 1
en Zp(q2,1).

Demostracién. Sean B = {logy(f + a) : a € F,} = {ag,a1,...,a,-1} el conjunto de
Sidon del Teorema 3.9 y D = (d;;) una matriz de tamafio ¢ X p sobre Z, 2—simple,
donde d; ; = ij para 0 < 4,7 < p—1y pes el menor nimero primo mayor o igual a g.
Por la Observacién 3.4 tenemos

C:{CJOS]Sp—l},
donde
Cj = {(ai +(¢* = 1)dij) méd p(¢* = 1) : 0 < i < g —1}.

Supongamos por contradiccién que existen C; € C y un multiplo no nulo de ¢ + 1 en
Zp(g2—1), digamos m(g+1) con m # 0 méd p(¢* — 1) tal que m(q+1) € A(C};). Entonces
existen indices 0 < i # j < g — 1 tales que

(a; + (q2 —1)d;;) — (ay + (q2 —1)d;;) = m(qg + 1) méd p(q2 —1).
Entonces
a; —a; =0méd g+ 1.

Lo cual contradice el Teorema 3.9.

El cédigo ortogonal 6ptico obtenido en el Teorema 3.10 no es éptimo si ¢ no es igual
a un numero primo, sin embargo en algunos casos es posible optimizarlo agregando un
numero de palabras cédigo adecuadas. El nimero de palabras codigo a agregar se calcula
de la siguiente manera

) el -1 -1
_ p__ vV |_
__?+q QM—UJ P
_|\p__ 1
g qm—DJ

Teorema 3.12. Sean g una potencia prima no igual a un numero primo y C el codigo
ortogonal dptico con pardmetros (p(¢*> — 1),q,1) del Teorema 3.10. Si existe un cdédigo
ortogonal dptico dptimo C' con pardmetros (p(q — 1),q,1), entonces eziste un cdodigo
ortogonal éptico dptimo con pardmetros (p(q® —1),q,1).

Demostracion. Basta agregar al cédigo C todas las palabras codigo de la forma
(g+1)ec={(¢g+1)cméd p(¢* — 1) : c € c}, donde c € C'.
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Ejemplo 3.7. Tomemos ¢ = 9. Por el Teorema 3.9 se puede construir el siguiente
conjunto de Sidon

B =1{1,6,13,14,28,49,52, 75,77}

moédulo 80. Como el menor niimero primo mayor a igual a 9 es 11 tomamos p = 11 y
construimos la matriz D = (d; ;) de tamafio 9 x 11 sobre Z;; 2—simple, donde d; ; = ij
para 0 <1,7 <10 es

o0 0 0 0o 000 0 0 O
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
02 4 6 8 101 3 5 7 9
03 6 9 1 4 710 2 5 8
D=]104 8 1 5 9 2 6 10 3 7
0510 4 9 3 8 2 7 1 6
06 1 7 2 8 3 9 4 10 4
07 3 10 6 2 9 5 1 8 4
08 5 2 10 7 4 1 9 6 3

Luego

¢ = {{1,6,13,14,28,49, 52, 75,77}, {1, 86, 173, 254, 348, 449, 532, 635, 717},
{1,132, 166, 315, 333,477, 494, 668, 849}, {1, 108, 237, 246, 369, 493, 612, 734, 875},
{1,94, 212, 326, 428, 555, 653, 769, 877}, {1, 235, 289, 334, 406, 637, 692, 748, 813},
{1,093, 188,292, 397, 486, 574, 689, 795}, {1, 157, 209, 253, 475, 508, 566, 772, 814},
{1,155, 174, 372, 413,609, 646, 797, 828}, {1, 129, 268, 414, 557, 573, 715, 726, 852},
{1,317, 395,452, 529, 588, 654, 733,806} }

es un c6digo ortogonal éptico con pardametros (880,9,1). La correspondiente cota de
Johnson es ®(880,9,1) = 12. Si se agrega la palabra cédigo

c = 10{0,2,5,13,17,31,37, 38,47} = {0, 20, 50, 130, 170, 310, 370, 380, 470}

a C se obtiene un codigo ortogonal 6ptico éptimo.

El caso en el que se aplica el Corolario 3.5 al conjunto de Sidon tipo Singer fue
investigado en [8]. Recordamos la construccién de Singer de conjunto de Sidon [30] y los
principales resultados obtenidos para esta construccién en [8].

Teorema 3.13. Para toda potencia prima q, existe un conjunto de Sidon mdédulo ¢>+q+1
con q+ 1 elementos.
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Teorema 3.14. Para toda potencia prima q, existe un codigo ortogonal optico asintoti-
camente dptimo con pardmetros (m(q®> +q+1),q+ 1,1) donde m es un entero positivo
cuyos divisores primos son mayores a q.

Los siguientes resultados muestran bajo qué condiciones es éptimo el codigo obtenido
por el teorema anterior.

Corolario 3.7. Sean q potencia prima, m un entero positivo tal que sus divisores primos
son mayores a q y ¢ < m < ¢>+ q+ 1. Entonces

O(m(¢* +q+1),¢+1,1) =m.

Corolario 3.8. Sean q potencia prima. Si todos los divisores primos de ¢> + ¢+ 1 son
mayores a q, entonces para todo entero positivo t existe un codigo ortogonal optico optimo
con pardmetros ((¢> +q+1)',q+1,1) .

Por 1ltimo, aplicamos el Corolario 3.5 a la construccién de conjunto de Sidon tipo
Ruzsa. Recordemos la construccion.

Teorema 3.15. Sean p un nimero primo impar y « una raiz primitiva modulo p. El
conjunto

R={(ip—a‘'(p—1)médp(p—1):i=0,...,p—2}

es un congunto de Sidon médulo p(p—1) con p—1 elementos y deficiencia L = M,UM,_1,
donde M, y M,_, son los miltiplos no nulos de p y p—1 en Zyp—_1) , respectivamente.

Aplicando el Corolario 3.5 a la construccion de Ruzsa tenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.9. Sea p un nimero primo impar. Ezxiste un codigo ortogonal optico C con

pardmetros (p*(p — 1),p — 1,1) y p elementos.

Veamos qué tan optimo es el codigo obtenido en el Corolario 3.9. Para tal propdsito
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comparemos su tamano con la correspondiente cota de Johnson.

d(p*(p—1),p—1,1) —|C| = %J —p
p° 1

B p—2_<p—1)<p—2>J_p

dp — 5
= p—|—2+p—)J —p

(p—1p—2
5 st p=3,
=4 3 si p=5,
2 si p>T.

Si p = 3 el peso del cédigo es igual a 2 y este caso siempre se puede optimizar [35]. Si

p = b obtenemos el siguiente cddigo
C ={{3,14,16,17},{3,34,56,77},{3,37,54,96}, {3, 36, 74,97}, {3,57,76,94} }

con parametros (100,4, 1). Un calculo muestra que la deficiencia de C es L = My U Ms,
donde M, y M; denotan los miltiplos no nulos de 4 y 5 en Zjq, respectivamente. Si
se agrega las palabras cédigo ¢; = {0,4,12,28} y co = {0,5,15,35} a C obtenemos
un coédigo ortogonal éptico con 7 elementos. En este caso no es posible agregar una
elemento mas, ya que por el Teorema 2.6 no existe un cédigo ortogonal 6ptico 6ptimo
con parametros (25,4, 1).

Si p > 7 hacen falta agregar dos palabras codigo para optimizar el codigo. Para describir
la forma de dichas palabras cédigo caracterizamos la deficiencia de C.

Teorema 3.16. Sean p un numero primo impar y C el codigo ortogonal optico con
pardmetros (p*(p — 1),p — 1,1) obtenido por el Corolario 3.9. La deficiencia de C es
L = M,U M,_,, donde M, y M,_; denotan los muiltiplos no nulos de p yp—1 en
L2 (p—1)-

Demostracién. Sean R = {(ip —a’(p — 1) méd p(p — 1) : i = 0,...,p — 2} el conjunto
de Sidon obtenido por el Teorema 3.15 y D = (d;;) la matriz de tamafio (p — 1) X p
sobre Z, 2—simple usada para construir el coédigo ortogonal éptico C del Corolario 3.9.
Entonces

C={{ip—a'(p—1)+plp—1dij:i=0,....p—2}:5=0,...,p—1}.

Supongamos por contradiccion que existen ¢; € C y un multiplo de p, digamos mp tal
que mp € A(c;). Entonces, existen indices 0 < i # [ < p — 2 tales que

(ip—a'(p—1) +plp — 1)dij) — (Ip — ' (p — 1) + p(p — 1)dy;) = pméd p*(p — 1).
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Por tanto, '
(ip—a'(p—1)) — (Ip—a'(p—1)) = pméd p(p — 1),

lo cual contradice el Teorema 3.15. El caso p — 1 se demuestra similarmente.

Tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.10. Sea p > 7 un numero primo. Suponga que existe un conjunto de Sidon
mddulo p* con p — 1 elementos, entonces existe un cédigo ortogonal dptico optimo con
pardmetros (p*(p — 1),p — 1, 1).

Demostracién. Sea C el cédigo ortogonal éptico con pardmetros (p?(p — 1),p — 1,1)
obtenido por el Corolario 3.9. Como p > 7, entonces basta agregar dos palabras codigo
adecuadas a C para garantizar su optimizacion. Por hipdtesis, existe un conjunto de
Sidon S = {ay,...,a,—1} médulo p?. Si agregamos a C las siguientes palabras c6digo

ci=p-1S={(p—-Damédp*(p—1):i=1,....,p—1}

y ¢ = pR = {pa; méd p*(p — 1) : a; € R}, donde R es el conjunto de Sidon tipo Ruzsa
del Teorema 3.15, obtenemos el resultado deseado.

La aplicacion del resultado anterior requiere la existencia de un conjunto de Sidon
moédulo p? con p — 1 elementos para p > 7. Desafortunamente, para este médulo no
existe una construccién explicita de dicho conjunto y la busqueda computacional se
complica conforme p aumenta. Buratti y Stinson en [4] encontraron computacionalmente
el siguiente conjunto de Sidon mdédulo 49 con 6 elementos

S ={0,2,3,10,16,21,25}

el cual nos sirve para optimizar el cédigo para p = 7. Para p = 11 encontramos compu-
tacionalmente el conjunto de Sidon

S ={0,1,3,7,12,20, 30,46, 86, 100}
modulo 121 con 10 elementos, para p = 13 encontramos el siguiente conjunto de Sidon
S ={0,1,3,7,12,59, 76,89, 109, 130, 144, 154}

modulo 169 con 12 elementos, pero para los siguientes niimeros primos p > 17 ya no fue
posible encontrar dichos conjuntos, razén por la cual consideramos un problema para
futuras investigaciones.






Capitulo

Codigos ortogonales opticos en dos
dimensiones

En el presente capitulo mostramos algunas nuevas construcciones de codigos orto-
gonales épticos en dos dimensiones que se pueden obtener por medio de conjuntos de
Sidon y por medio de construcciones recursivas. Gran parte de los resultados obtenidos
son propios y hemos incluido algunos que no lo son pero que estan relacionados con el
objetivo del capitulo.

4.1. Cobdigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones
a partir de conjuntos de Sidon

Un cédigo ortogonal en dos dimensiones es una familia de matrices binarias de tamano
m x n con buenas propiedades (en el sentido de las condiciones de correlaciéon dadas en la
Introduccién 1) de autocorrelacién y correlacién cruzada. Su estudio ha sido motivado en
las ultimas décadas debido a sus variadas aplicaciones en sistemas de acceso multiple por
divisién de cédigo (OCDMA) [9]. Como en el caso de una dimensién, en un OCDMA
a diferentes usuarios se les asigna diferentes codigos durante la transmisién para ser
identificados. Cuando m = 1 tenemos los cddigos ortogonales 6pticos en una dimension
estudiados en los capitulos anteriores. Estos dltimos han sido ampliamente estudiados en
9, 3, 8, 22, 35, 36]. La principal desventaja que presentan los c6digos ortogonales 6pticos
en una dimensién es el nimero limitado de usuarios que pueden albergar debido a que el

ol
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tamano del cédigo es directamente proporcional a la longitud de las secuencias, mientras
que la tasa de datos de informacién de un solo usuario es inversamente proporcional a
la longitud de las secuencias. Esta dificultad se puede superar de manera eficiente por
medio de los codigos ortogonales épticos en dos dimensiones, debido a que estos ltimos
trabajan en los dominios del tiempo y la longitud de onda, lo que hace que la tasa
de datos requerida pueda ser reducida considerablemente. En la Figura 4.1 se ilustra
coHmo se realiza la transmision de una palabra cédigo en el dominio del tiempo ¢ para un
c6digo en una dimensiéon y en los dominios del tiempo ¢ y la longitud de onda A para un
codigo en dos dimensiones. El primer cédigo es 6ptimo, mientras que el segundo cédigo
permite agregar 4 palabras cédigo adicionales obtenidas por las traslaciones verticales
de la palabra cédigo mostrada en b) de la Figura 4.1.

b)

Figura 4.1: a) Cddigo ortogonal 6ptico en una dimensién con pardametros (22,5,1).
b) Cédigo ortogonal éptico en dos dimensiones con pardametros (5 x 22,5, 1).

En este capitulo construimos codigos ortogonales épticos a partir de conjuntos de Si-
don. Algunas construcciones alcanzan el valor de la cota de Johnson correspondiente.
Empezamos definiendo lo siguiente.

Definicién 4.1. [34] Un cddigo ortogonal éptico C en dos dimensiones con parametros
(m x n,k, \) es un conjunto de matrices binarias de tamafio m x n, cada una de ellas
con peso de Hamming igual a k y que satisfacen las siguientes propiedades:
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1. (Autocorrelacion). Para cada matriz
Zo,0 Zo,1 ce Ton—1
Z1,0 T1,1 ce T1in—1
X =
Tm-1,0 Tm-11 --- Tm—-1n-1
en C, tenemos
m—1n—1
Y O wigmiga <A (4.1)
i=0 j=0
para cualquier t Z 0 mdd n.
2. (Correlaciéon cruzada). Para cualquier par de matrices distintas
20,0 Zo,1 e ZTon—1
x1,0 T1,1 ce T1n—1
X = . y
Tm-1,0 Tm-11 --- Tm—1n-1
Yo,0 Yo,1 -oo Yon—1
Y10 Y1 s Y1 n—1
Y = _
Yn—1,0 Ym-11 -+ Ym—1n—1
en C, tenemos
m—1n—1
§ T jYij+t < A, (4.2)

1=

i
o

para cualquier entero t.

En ambos casos, la suma j + ¢ es reducida médulo n.

Cuando m = 1, la definicién anterior coincide con la definicion de cédigo ortogonal

optico en una dimension.

Tenemos en cuenta ahora algunos hechos importantes sobre la funcién de represen-
tacion y conjuntos, con el proposito de presentar de manera alternativa la definicién de

codigo ortogonal 6ptico en dos dimensiones.
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Sean (G, +) un grupo conmutativo finito y A, B € G. La funcién de representacion de
Ay B en x € G se define como

Ra_p(z) :=| (A+2)N B, (4.3)

donde A+ z:={a+z:a€ A}.
La funcion de representacién cuenta el niimero de veces en las que x puede ser represen-
tado como diferencia de un elemento de A y un elemento de B.

De manera analoga al caso de codigos ortogonales en una dimension, asociamos un
conjunto de pares ordenados a las matrices que forman un cédigo ortogonal éptico como
se muestra a continuacion.

Sea C un cédigo ortogonal éptico en dos dimensiones con pardmetros (m X n, k, 1).
Para cada X = (z;;) € C asociamos el siguiente conjunto

Usando la funciéon de representacién y la notacién conjuntista para los elementos de
un codigo ortogonal éptico en dos dimensiones, podemos enunciar las propiedades de
correlacion de la siguiente manera.

1. Autocorrelacion: para cada A € C y todo entero t tal que t Z0 modd n se cumple

RA_A(O,t) < 1. (4.4)

2. Correlacién cruzada: para cada A, B € C con A # B y cualquier entero t se cumple

Ra_p(0,8) < 1. (4.5)

En la practica, se requieren codigos ortogonales 6pticos con un gran nimero de palabras.
Para un conjunto de valores dados de m,n, k y A, el mayor tamano posible de un cédigo
ortogonal en dos dimensiones con pardmetros (m x n, k, \) se denota por ®(m x n, k, \).
Un cédigo que alcanza este valor se denomina dptimo. La correspondiente cota superior
de Johnson para este caso toma la forma

m | mn—1 mn — A
) k) < |— e | — .
i < [ 7 [ [55)
En lo que sigue, trabajamos con A = 1. En este caso la cota de Johnson toma la forma
enunciada a continuacion.
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Teorema 4.1. (Cota de Johnson) [3}]

O(m x n,k,1) = {m {Z:——_ll)H . (4.6)

Recordamos ahora la definicién de conjuntos de Sidon sobre grupos finitos.

Definicién 4.2. [12] Sea (G,+) un grupo conmutativo finito con identidad e y A un
subconjunto no vacio de G. Se dice que A es un conjunto de Sidon en G, si para cualquier
x Z e mod G, tenemos

Ra_a(z) <1 (4.7)

Observacién 4.1. Sea (G, +, ) un anillo conmutativo con unidad. Si A es un conjunto
de Sidon en G, entonces
uA+b:={u-a+b:ac A}

es un conjunto de Sidon para toda unidad v € G y todo elemento b € G.

Ademas de las construcciones de conjuntos de Sidon en una dimension dadas en los
Teoremas 3.9, 2.20 y 3.15, recordamos también las construcciones en dos dimensiones
en los grupos Z, X Zy, Ly—1 X Ly v Lg—1 X Zq—1, donde p es un nimero primo y g es
una potencia prima, las cuales fueron estudiadas en los Teoremas 2.23, 2.24 y 2.25. Uno
de los conceptos mas importantes a tener en cuenta en las construcciones del presente
capitulo es el de cuadrados latinos mutuamente ortogonales. Recordemos las definiciones
3.2 y 3.3, asi como algunos resultados sobre cuadrados latinos, los cuales pueden ser
consultados en mas detalle en [13].

Definicién 4.3. [13] Sean n un entero positivo y A un conjunto finito con n elementos.
Un cuadrado latino de orden n es una matriz de tamano n x n con la propiedad de que
cada elemento de A aparece exactamente una vez en cada fila y en cada columna. Al
valor de n se le llama el orden del cuadrado latino y A su conjunto base.

Definicién 4.4. [13] Sean A = (a; ;) y B = (b; ;) matrices de tamano n x n. La unién de
Ay B denotada por (A, B) es la matriz de tamano n X n cuya componente ij es igual a
(a;;,b; ;). Dos cuadrados latinos A y B de orden n son ortogonales si en (A, B) aparecen
cada uno de los posibles n? pares ordenados exactamente una vez.

Definicién 4.5. [13] Un conjunto de cuadrados latinos Mj, ..., M, del mismo orden se
llama conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales (siglas en inglés, MOLS),
si cada par de matrices diferentes del conjunto son ortogonales.

Teorema 4.2. [13] Para cualquier potencia prima q, existe un conjunto de cuadrados
latinos mutuamente ortogonales de orden q con g — 1 elementos.
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Presentamos a continuacién, la primera construccion de codigo ortogonal éptico a
partir de un conjunto de Sidon, obtenida por nuestra parte.

Teorema 4.3. Sean p un nimero primo impar y C; = {(x,2*) + (i,0) : © € Z,} para
1 =1,...p. Entonces

C={C;:5=0,....,p—1} (4.8)
es un cddigo ortogonal dptico dptimo en dos dimensiones con pardmetros (p X p,p, 1).
Demostracion. Por el Teorema 2.23 tenemos que Cj satisface la autocorrelacién. Por
la Observacion 4.1, tenemos también que Ci,Cs,...,C,_1 satisfacen la propiedad de

autocorrelacion.
Para probar la correlacion cruzada, sean C;, C; € C con i < j. Entonces

Rey—;(0,8) = |(Ci + (0,2)) N Gy,

=[(Co + (i,)) N (Co + (4, 0)[,
=[(Co+ (j —i,—t)) N Col, (4.9)
=Rey-c,(J — 4, 1),
<1

)

para todo entero t £ 0 mdd p.

Ademas,

(p x p,p, 1) = Lp Ugﬁ—:i)ﬂ =p=|C|.

Por tanto, C es 6ptimo.

De manera similar, usando el Teorema 2.25 y la Observacién 4.1 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.4. Sean q una potencia prima, 6 un elemento primitivo de F,, a € F, y

C; = {(logy (0¥ — a),a) + (i,0) : k € Zy_1,k # logga}.
Entonces C = {C; :i=0,...,q— 3} es un cddigo ortogonal dptico en dos dimensiones,

con parametros ((q—1) x (¢ —1),q —2,1) y ¢ — 2 palabras cddigo.

La siguiente construccién se basa en el Teorema 2.24 con una ligera generalizacion
que consiste en tomar a ¢ como el cuadrado de un nimero primo impar.
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Sean p un ntimero primo impar, ¢ = p? y h > 2 un entero positivo. Sea o un elemento
primitivo de Fn y

P —{g(w) € F,la] : 1 < grad(g(@) < b~ 17 9(0) = 0} 0

Q ={g(z) € P : g es ménico}. '

Sean

C1 ={{(a,log,(9(x) + a)) : a € F,} : g(x) € P},
Co ={{(0,1log,(9(a) +a)) : a € Fy} : g(x) € Q}.

subconjuntos de Fy X Zgn_;.

(4.11)

Si C' = C4 U (y, afirmamos que

Ra_a(z,y) <1 paratodo A€ Cy (v,y) # (0,0) y
Ra_p(z,y) <1 para todo A, B € C; A # By para todo (4.12)
(x,y) E Fq X th_l

Para la primera desigualdad, sea A € C.

» Si A € C, supongamos que existe (x,y) # (0,0) tal que

(z,y) =(a1,1og,(9(a) + a1)) — (az,log,(g() + az)),

) —
=(as,log,(g(a) + a3)) — (as,log,(g(a) + as)), (4.13)

para algin ¢g(z) € P y algunos ay, as, as, as € F, con (a1, as) # (as, as). Entonces

a1 —az =a3 — a4 'y

(g(@) + a1)(g(@) + as) =(g(cr) + a2)(g(cr) + as)). (4.14)

Por tanto

a1 —az =a3 — A4 y <415)
104 =0203. '

Entonces a1, as, as, as son raices de z2 — (a1 + a4)x + ayay = 0 sobre F, y por tanto
{a1,a4} = {as, a3} lo cual es una contradiccién en cualquier caso.

s Si A € (5, supongamos que existe y # 0 tal que

(0,9) =(0,log,(9(a) + a1)) = (0,l0g,(g(a) + a2))

— (0, log (g(a) + az)) — (0, log, (g(a) + as)), (4.16)



58 Capitulo 4. Cdédigos Ortogonales Opticos en dos dimensiones

para algun g(z) € Q y algunos ay, as, as, a4 € F, con (ay,as) # (a3, as). Entonces

(9(a) +a1)(g(a) + as) = (g(@) + a2)(g(e) + a3)).
Por tanto,
g(a)(ar + ay — ag — a3) + a1a4 — asaz = 0.

Como grad(a, F,) = h y grad(g(x)) < h— 1, entonces a; + a4 = as + ag y asi, como
antes, tenemos que {aj, a4} = {as, asz} lo cual es una contradiccién.

Probemos ahora la segunda desigualdad. Sean A, B € C' con A # B y supongamos que
existe (z,y) tal que

(2, y) =(a1,10gq(g(@) +b1)) = (c1,10,(f (@) + d1))
=(az, 10g,(9(a) + b2)) — (2, log, (f(@) + da)),

para algunos g(z), f(x) € P con g(z) # f(x) y algunos ay, by, ¢1, dy, as, be, ca,dy € F, con
(Cll, bl, Cy, dl) # (CLQ, bQ, Co, dg) Entonces

(4.17)

a1 — C1 =02 — C2,

(9(a) + b1)(f(a) + da) =(g(@) + b2)(f(@) + du).

Sea r(z) = (g(z) + b1)(f(x) + d2) — (g9(x) + b2)(f(2) + d1), entonces r(z) € Fylz],
grad(r(z)) < h —1y r(a) =0, por tanto r(x) = 0. Tenemos los siguientes casos.

(4.18)

» Sigrad(g(x)) > grad(f(z)), entonces d; = dy y asi by = by. Si A, B € (', entonces
por lo anterior a; = as y ¢; = c¢o, lo cual es una contradiccién. Si A, B € (Cj,
entonces a; = as = ¢; = ¢ = 0y asi (ay,by1,c1,d1) = (a1, b1, ¢1,dp), lo cual es una
contradiccién. Si A € C; y B € Cy, entonces a; = by = by = as and ¢ = ¢5 = 0,
nuevamente una contradiccién.

» Fl caso grad(g(x)) < grad(f(z)) se obtiene de manera similar.
» Sigrad(g(x)) = grad(f(z)), entonces

dQ — dl :U(bg — bl),

4.19
bidy =body, (4.19)

para alguna unidad u € F,.

Si A, B € C1, entonces a1 = by, ¢; = dy, ag = by y ¢o = ds, entonces por (4.18) y por
(4.19) tenemos u = 1, asi g(a) = f(«). Como grad(g(z)) = grad(f(z)), entonces
1 < grad(g(z) — f(z)) < h—1. Como grad(a,F,) = hy g(a) — f(a) = 0, entonces
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g(x) = f(z), lo cual es una contradiccién.

Si A, B € Cy, entonces a3 =c¢; = as = ¢y =0y asi g(x), f(x) € Q. Luegou =1y
como antes llegamos a una contradiccion.

Si A e Cyy B € (5, entonces a; = by, ag = by y ¢ = ¢ = 0, por tanto
a; = ag = by = by. Por (4.19) tenemos d; = ds lo cual es una contradiccién.

Por el teorema de los grupos abelianos finitamente generados, tenemos que existe
un isomorfismo de grupos ¢ tal que Fy X Zgn_y =~ Z, X Zy_1)- Usando este hecho,
podemos obtener un cédigo ortogonal 6ptico ¢(C') en dos dimensiones con pardametros
(p x p(¢" —1),p% 1). Para cada A € ¢(C) sea

A=A+ (i,0) parat=0,1,...,p— 1,

entonces es facil probar que A; # A; para todo i # j y A; # B; para todo A, B € ¢(C)
con A # B y para todo i, j. Sea

p—1
c¢=|J U4y
A€p(C) i=0

Entonces

IC'l=IPlp+I1Qlp
=p([P+19Ql)

h—1 __ 1
=p (th —1+ q—)
q—1
_ qh—l -1
=pa |\~ —1 )
Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Para cualquier nimero primo p y cualquier entero h mayor que 1, existe
un  codigo ortogonal optico optimo en dos dimensiones con  pardmetros

(p x p(p*" —1),p*1).

Demostracion. Basta probar que el cédigo descrito anteriormente es 6ptimo.
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s R

®(p x plg" —1),p%,1) = |p
N R

—\c|.

Veamos ahora la manera de construir cédigos ortogonales épticos en dos dimensiones
a partir de codigos ortogonales 6pticos en una dimensién.

Sean nq,no enteros positivos y w un nimero primo. Suponga que existen dos codi-
gos ortogonales dpticos C; y Cy con pardmetros (ny,w, 1) y (ng, w, 1), respectivamente.
Podemos escribir

Cl :{{Ii,l,ﬂfig, e 7xi,w} = 1, ey |C1|}7 (4 20)
Co :{{yj,layj,2a ce 7yj7w} g=1,..., \Cz|}-

Para cada B € C,, construyamos un conjunto de cuadrados mutuamente ortogonales
Mp ={Mpy = (mfjk) :k=1,...,w—1} de orden w y conjunto base igual a B.

Consideremos ahora los siguientes subconjuntos de Z,,, X Z,,, descritos a continuacién.

Dy ={{(%:1,0),..., (i, 0)} :i=1,...,|C1]},
Dy ={{(0, 1), (0.9i)} i =1,...,|Cal},
Dy :{{(xi,l,mm,. (@i mp)} i =1, ]Gl

I=1,...,wk=1,...,w—1DB€C)}

(4.21)

Sean D = D; UDy UD3 C Zy, X Zy,, entonces |D| = |Cy| + |Ca| + w(w — 1)|Cy]|Ca.
Probamos a continuaciéon que D es un cédigo ortogonal 6ptico en dos dimensiones con
pardmetros (ny X ng, w, 1).

Teorema 4.6. D es un codigo ortogonal optico en dos dimensiones con pardmetros
(n1 X ng,w, 1) y |Cy| + |Co| + w(w — 1)|C1]|Co| elementos.
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Demostracion. Primero probemos la propiedad de la autocorrelacién. Sea X € D, si
X € D; UDs, entonces la afirmacién se cumple de manera trivial. Supongamos por
tanto que X € Ds, entonces A = {(xiil,mf;’k), ce (xm,mﬁf)}, para algunos i, [, k y
B. Supongamos por contradiccién que existe (z,y) # (0,0) tal que Rx_x(z,y) > 2,

entonces
B,k B.k B,k B.k
(milajl ) mll,jl) - <$i27j2 ) mlz,jg) = (xi37j37 mlg,jg) - ($i4,j47 ml4,j4)7

para algun (iq,1i3) # (i, 14). Entonces

Liv, 1 = Tig,go = Lig,gzs — Lig,ja mod ny,

B,k B,k Bk B,k

, (4.22)
My g0 = Mg gy = Mg js = My gy mod ny.

Bk Bk -
Como {x;1,...,%iuw} € C1 y {mlhj1 . ’mlw,jw} € Cy y ambos son cédigos ortogonales

épticos, entonces las anteriores ecuaciones implican que (i1,143) = (ig,14) lo cual es una
contradiccion.

Ahora, probamos la propiedad de la correlacién cruzada. Sean X,Y € D con X # Y.
Tenemos los siguientes casos

. X,2YED 0 X,YE€Dy0XeEDyyY €Ds.
2. X €D, yY €D,

3. XeD yY €D,

4. X,Y € D;.

El primer caso es trivial, puesto que el resultado deseado se obtiene por hipotesis de que
C; y Cy son codigos ortogonales épticos.
Para el segundo caso, sean

X = {(:L‘i71,0), SRR (xi,w70)} y Y = {(Ovij)a SRR (07yj7’w)}7

para algin ¢ = 1,...,|Cy| y algin j = 1,...,|Cy|. Note que si Rx_y(t1,t2) > 2 para
algun (t1,t2) € Zy, X Zy,, entonces

iy, — 0=z, — 0mdd ny, (4.23)
0—Yjr, =0 —yjr mod ny,

lo cual implica que l; = ls v k1 = ko ya que C; y Cy son cddigos ortogonales épticos,
respectivamente. Sin embargo, esto contradice la suposicién de que Rx_y (t1,12) > 2.
Para el tercer caso, sean

X = {(2:1,0),..., (25,0} yY = {(xj,l,mfl”f), o (xj,w,mﬁ;f)},
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para algunos i,j = 1,...,|Cy|, algin [ = 1,... ,w,algin k = 1,...,w—1 y algin B € Cs.
Note que si Rx_y(t1,t2) > 2 para algun (t1,ts) € Zy,, X Z,,, entonces

Tiky — Tjs; = Tiky — Tjs, MOd 0y,

4.24
0— mfs’f =0- mfs’f moéd ns. ( )
La segunda ecuacion implica que s; = sy ya que Cy es un codigo ortogonal optico.

Reescribiendo la primera ecuacién y usando el hecho anterior se tiene
Liy k1 — Ligko = 0 méd ny. (425)

La ecuacién anterior implica que k1 = ko dado que C; es un cédigo ortogonal optico, lo
cual contradice la suposiciéon de que Ry _y(t1,t3) > 2.
Para el cuarto caso, sean

Ak Ak B,k B,k
X={(@ir,m; ), @iwsmip )} Y Y ={(@j,me) ), ooy (T mp )}

para algunos i,j = 1,...,|Ci|, I, f=1,...,w, k,h=1,...,w — 1y algunos A, B € Cs.

Note que si Rx_y(t1,t2) > 2, para algun (t1,t3) € Z,, X Zp,, entonces

Liky — Tjs1 = Likoa — Lj,sg mod ni,

Ak _ o Bh _ Ak Bhocg (4.26)
Mgy = My = My, — My, MOA Tg.
Reordenando tenemos
Tiky — Tiky = Tjsy — L5, MO Ny,
Ak Ak B.h B.h (4.27)

Mgy = Mgy = My = My, mod ny.
Como C; es un codigo ortogonal 6ptico, entonces de la primera ecuacion tenemos
i =7,k =81y k2 = so.

Usando lo anterior, la segunda ecuacién y el hecho de que Cy es un cédigo ortogonal
6ptico tenemos que A = B. Ahora, por construccién del conjunto de cuadrados latinos
mutuamente ortogonales tenemos que [ = f y k = h, lo cual contradice el hecho de que
Rx_y(t1,t2) > 2 para algun (t1,t3) € Zp, X Zn,.

Usando los elementos del cédigo obtenido en el Teorema 4.6 junto con sus traslaciones
sobre la primera componente en cada elemento es facil probar el siguiente resultado.

Corolario 4.1. Sea D el codigo ortogonal optico en dos dimensiones con pardmetros
(ny X ng,w, 1), obtenido por el Teorema 4.6. Entonces existe un cédigo ortogonal dptico
optimo en dos dimensiones con pardmetros (ny X ng,w, 1) y ni|D| elementos.
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4.2. Construccion recursiva para codigos ortogona-

les 6pticos en dos dimensiones

En la presente seccién mostramos una construccién recursiva para coédigos ortogonales
épticos en dos dimensiones generalizando la idea que presentaron Chu y Golomb en [§]
para el caso de una dimensién.

Los aspectos mas importantes en toda construccion recursiva son los siguientes.

= Los cddigos obtenidos por la aplicacion de la construccion recursiva deben conservar
o disminuir el valor de la constante de correlacion A.

= El cédigo obtenido por la construccion recursiva es éptimo o asintéticamente 6pti-
mo si el codigo de partida es éptimo.

Con respecto a lo anterior, en muchas ocasiones uno o los dos aspectos no se satisfacen,
debido a que dependen mucho de los parametros y propiedades de los coédigos utilizados
para construirlos [8].

Las definiciones y resultados mostrados en esta seccion fueron presentados por Cao
y Wei en [6] usando herramientas combinatorias como matrices diferencia y empaque-
tamientos estrictamente ciclicos [13]. Nosotros generalizamos la construccién presentada
por estos autores. Para mostrar la construccion recursiva requerimos de el concepto de
matriz diferencia que es el analogo en algin sentido al de la Definicién de matriz r—simple
3.4 usada en la construccién de Chu y Golomb en [8].

Definicién 4.6. [6] Sea G un grupo finito de orden v. Una matriz diferencia sobre G
con parametros (v, k, A) es una matriz D = (d;;) de tamano k x Av con componentes en
G, tal que el vector diferencia entre dos filas diferentes de D contiene cada elemento de
G exactamente \ veces.

El siguiente resultado en [13] nos proporciona una manera de construir matrices
diferencia.

Teorema 4.7. [15] Sean v y k enteros positivos tales que el m.c.d(v,(k — 1)) =1y
dij =ijmédv para 0 <i<k—1y0<j<v—1. Entonces D = (d;;) es una matriz
diferencia sobre Z, con pardmetros (v, k,1). En particular, si v es un nimero primo
impar, entonces existe una matriz diferencia sobre Z, con parametros (v, k,1) para todo
2<k<w.
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Presentamos el principal resultado obtenido en este capitulo, asi como su demostra-
cién, el cual es omitido en [6], un caso particular de nuestro resultado.

Teorema 4.8. Sea C un cddigo ortogonal optico en dos dimensiones con pardmetros
(m xn,k,1). Si existe una matriz diferencia sobre Z, con pardmetros (v, k, 1), entonces
existe un cédigo ortogonal dptico en dos dimensiones C' con pardametros (m X nv,k,1) y
IC'| = v |C| palabras cddigo.

Demostracién. Sea C = {X;:1 <1 < |C|} un cédigo ortogonal éptico con pardametros
(m x n,k,1) donde X; = {(x; + s,y;) : 0 <i<k—1} para algin 0 < s < m — 1 con
(s Yri) € Ly X Ly, paratodo 0 <1< |Cle0<i<k-—1.

Sea D = (d;;) para 0 < i <w —1y < j < v — 1 una matriz diferencia sobre Z, con
parametros (v, k,1). Para cada X; € C podemos asumir s = 0 por la Observacién 4.1 y
construir v palabras codigo como sigue

Bij = {(w15,y14) + (0,ndy;) € Ly X Lipyy : 0 <0 <k — 1},
para0<j<v—1.
Sea C' = {B;; +(5,0): 1 <1 <|C],0<j<v—-10<s <m~— 1}, entonces C’
es un codigo ortogonal éptico en dos dimensiones con pardmetros (m x nv, k,1) y v|C|

palabras codigo. Para probar la autocorrelacion y la correlacién cruzada supongamos por
contradiccion que existen Iy, ls, J; v J2, tales que

RBll,jl,O_Blz,jQ,O (07t) > 2,
para algin t € Z,,. Luego, existen iy, 14,12 e 7, tales que

(Trins Yo + iy 1) =T, Yy, + iy, + 1),

(4.28)
(xll,i27 Yy 6o + ndi2vj2> :(xl%i/z’ Yio 1 ™ ndié’jz + t)
Entonces
Ty i :1‘1271'/1 mod m,
Yir + iy g =Wy, + ndy j, + T mod no, (4.29)

Ty iy =T, 5, mOd m,
Yy in + Ny gy =Yy i1, + iy 5, + ¢ M6 N0,
Para la autocorrelacion tenemos que l; = lo = [, j; = jo y t # 0 méd nv, entonces las
anteriores ecuaciones toman la forma
Ty, iy =Ty, mod m,
Yir iy =Yip,q, +t mod n,
! (4.30)

Tl iy =Ty, mod m,

Y1 iz =Yip,i, Tt mOd 1.
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Las anteriores ecuaciones implica que Rx,_x,(0,t) > 2, lo cual contradice la hipdtesis de
que C es un cédigo ortogonal éptico.
Para la correlacion cruzada tenemos t € Z,, y los siguientes casos

1. 117£l2 y J1 = Ja-
2. i #Flay jr # Jo
3. llzlgzl}’j1 7éj2

Obtenemos contradicciones similares a la prueba de la autocorrelacion en los casos 1 y
2. Para el caso 3, usando las Ecuaciones 4.29 tenemos
Tii =Ty mod m,
Yin — Yoy =n(dig j, — diy j,) +t mod v,
(4.31)
T, =T mod m,
yl,iz - yl,ZQ — (dzé Jj2 dig,jz) + t mOd v,
lo cual no es posible ya que D es una matriz diferencia sobre Z,,.

Ejemplo 4.1. Las siguientes palabras cédigo

{(0,0), (1, 1), (1,4)},{(0,0), (2,0), (1,2)},{(0,0), (2,2), (2,3)},{(0,0), (2, 1), (4,0)}

junto con las palabras c6digo obtenidas por traslaciones de la forma (i, 0) parai =0, ..., 4
forman un cédigo ortogonal 6ptico éptimo C con pardmetros (5 x 5,3,1) como aparece
en [6]. Tomando v = 3, k = 3 y el Teorema 4.7 tenemos que

00 0
D=101 2],
021

es una matriz diferencia sobre Zz con pardmetros (3,3,1). Por el Teorema 4.8 tenemos
que el conjunto C’ que consta de los siguientes elementos

{(0,0), (1, 1), (1,4)},{(0,0), (1,6), (1,14)}, {(0,0), (1, 11), (1,9) },
{(0,0),(2,0), (1,2)},{(0,0),(2,5), (1,12)},{(0,0), (2, 10), (1, 7)},
{(0,0),(2,2),(2,3)},{(0,0),(2,7),(2,13)},{(0,0), (2,12), (2, 8) },
{(0,0),(2,1),(4,0)},{(0,0),(2,6), (4,10)},{(0,0), (2, 11), (4,5) },

junto con las palabras c6digo obtenidas por traslaciones de la forma (7,0) parai =0, ..., 4
forman un cédigo ortogonal éptico 6ptimo con parametros (5 x 15,3,1) y 60 palabras
codigo.
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Observacion 4.2. La construccion anterior no siempre produce cédigos 6ptimos si el
codigo de partida lo es. Por ejemplo, por el Teorema 4.3 existe un codigo ortogonal 6ptico
éptimo con pardmetros (p X p, p, 1) con p elementos para todo nimero primo p. Aplicando
la construccién recursiva obtenemos un codigo ortogonal éptico en dos dimensiones con
pardmetros (p x p?,p,1) con p? elementos. Sin embargo, la cota de Johnson para estos
parametros es p? + p.
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Resultados

Los resultados obtenidos en el presente trabajo de investigacién son:

= Optimizamos algunas construcciones de codigos ortogonales 6pticos asintéticamen-
te Optimos a partir del andlisis de la correlacién de estos cédigos y de las formas
alternativas de presentar dichos cédigos. Especificamente, logramos optimizar los
cédigos enunciados en los Teoremas 3.2, 3.5, 3.1 y 3.4. Ademas, encontramos una
forma alternativa para construir familias de diferencia como se enuncia en el Teore-
ma 3.6. Cabe destacar que este andlisis permite obtener una construccién de codigo
ortogonal éptico éptimo con pardmetros (p(p" — 1), p, 1), para todo ntimero primo
py h > 2 un entero, cuyo resultado se puede consultar en el Teorema 3.5.

» Construimos nuevos cédigos ortogonales 6pticos a partir del uso de la construcciéon
recursiva de Chu y Golomb en [8] aplicada a los conjuntos de Sidon en una dimen-
sién. Dichos resultados se pueden consultar en los Teoremas 3.10 y 3.12, y en los
Corolarios 3.9 y 3.10.

= Obtuvimos nuevas construcciones de cédigos ortogonales 6pticos en dos dimensio-
nes a partir de conjuntos de Sidon en dos dimensiones como se muestra en los
Teoremas 4.3, 4.4, 4.5 y también logramos construir codigos en dos dimensiones
a partir de codigos en una dimension como se muestra en el Teorema 4.6 y el
Corolario 4.1.

» Generalizando las ideas de la construccion recursiva de codigos ortogonales en
una dimensién presentada por Chu y Golomb en [7], presentamos una construc-
cion recursiva para el caso de dos dimensiones como se muestra en los conceptos
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y resultados mostrados en la Seccion 4.2. El resultado principal obtenido puede
consultarse en el Teorema 4.8.

En general, logramos construir nuevas familias de cédigos ortogonales épticos (al-
gunos de ellos 6ptimos) en una dimensién y dos dimensiones a partir de la com-
binacion de diferentes técnicas como fue el andlisis de la correlacion de codigos y
conjuntos de Sidon, uso de herramientas combinatorias como los cuadrados latinos
mutuamente ortogonales y construcciones recursivas principalmente.
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Conclusiones

Las conclusiones del presente trabajo de investigacion se resumen a continuacion.

= Las construcciones asintoticas de codigos ortogonales 6pticos asintoticamente 6pti-
mas estudiadas en este trabajo, en algunos casos particulares de los parametros in-
volucrados, pueden ser optimizadas a partir de la adiciéon de nuevas palabras cédigo
obtenidas de construcciones auxiliares de cédigos. A excepcién de la familia B que
aparece en [23], las construcciones no se pueden optimizar completamente debido
a los parametros, a las propiedades de las estructuras algebraicas sobre las cuales
se definen y a la ausencia de cddigos ortogonales 6pticos con parametros parecidos
a los dados en las construcciones. Sin embargo, para algunos casos particulares de
los parametros se pueden obtener infinitas familias de cédigos ortogonales 6pticos
optimos.

= Las construcciones de codigos ortogonales épticos en una dimension a partir de
la aplicacién de la construcciéon recursiva de Chu y Golomb a los conjuntos de
Sidon modulares conocidos proporcioné nuevas familias de codigos, algunas de
ellas 6ptimas como en el caso de Bose y Singer. En la aplicacién de la construccion
recursiva al conjunto de Sidon tipo Ruzsa queda como problema de investigacion
buscar una forma explicita de construir conjuntos de Sidon mdédulo p? con p — 1
elementos para todo primo p > 7. La busqueda computacional no produce buenos
resultados.

= Los conjuntos de Sidon tanto en una dimensién como en dos dimensiones permiten
encontrar nuevas familias de cddigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones e in-
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cluso en una dimensién para algunos parametros particulares de los grupos sobre
los cuales se definen los conjuntos de Sidon.

La construccion recursiva para cddigos ortogonales 6pticos en dos dimensiones pro-
porciona infinitas familias de éstos. Algunas de las construcciones obtenidas son
6ptimas. Dejamos para un trabajo futuro el andlisis de determinar cudles son las
construcciones adecuadas para obtener cédigos éptimos por construccién recursiva,
debido a la gran variedad de articulos en la literatura dedicada a este tema.
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Apéndice

Algoritmos en SAGE

En este apéndice se presentan algunos algoritmos utilizados en el presente trabajo y
su implementacién en el Sistema de Algebra Computacional SAGE.
Para el lector interesado, Los algoritmos estan disponibles en el siguiente repositorio

https://github.com/maol38/codigos-ortogonales-opticos

Algoritmo 1 (Cédigo ortogonal 6ptico). Este algoritmo determina si un conjunto dado
es un codigo ortogonal éptico en una dimensién con pardametros (n,w, A), por medio de
la verificacion de las propiedades de correlacion. Para su implementacion en SAGE el
algoritmo recibe una lista, la longitud n y los valores de la autocorrelacion a y correlacién
cruzada c. Si la lista es un codigo ortogonal 6ptico retorna 1 y 0 en caso contrario.

def C00(T,n,a,c):

for X in T:
for Y in T:
if X==Y:
for t in Set(Integers(n)).difference({0}):
C=Set([y+t for y in Y ])
if len(C.intersection(X))>a:
return 0O
else:
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for t in Integers(n):
C=Set([y+t for y in Y ])
if len(C.intersection(X))>c:
return O
return 1

Algoritmo 2 (Cota de Johnson). Este algoritmo calcula la Cota de Johnson para un
codigo ortogonal éptico. El algoritmo recibe la longitud del cédigo n, su peso w y la
constante de correlacién .

def Johnson(n,w,l):
if n>=w>1>=1:
c=((n-1)/(w-1)) .floor()
for i in range(1,1):
c=cx(n-(1-1))/(w-(1-1)) .floor()
d=(c/w) .floor ()
print d
else:
print ’Los valores de n, w y 1 deben cumplir n>=w>1>=1’

Algoritmo 3 (Construccién de Moreno, Omrani y Lu [22]). Este algoritmo construye
las palabras del cédigo ortogonal optico del Teorema 2.3. Recibe los valores del primo
q, el entero positivo m y construye las palabras del codigo ortogonal 6ptico 6ptimo con
parametros (¢™ — 1,q,1).

def moreno(q,m):
P.<x>=PolynomialRing(GF(q))
K.<a>=GF(q"m, name=’a’)
f=K.modulus ()
L=[]
for g in [1..m-1]:
T=[]
for p in P.monics( of_degree = g):
T.append(p)
L.append(T)
R=[]
for k in [0..m-2]:
n=len(L[k])
e=Integer(n/q)
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for j in [0..e-1]:
X=[]
for i in [0..q9-1]:
X.append (log(L[k] [g*j+il (a),a))
X.sort()
R.append (X)
return R

Algoritmo 4 (Construccién de Wilson [33]). Este algoritmo construye las palabras del
codigo ortogonal 6ptico de los Teoremas 2.1 y 2.2. Recibe el valor del nimero primo p,
el entero positivos ¢ y construye un c6digo ortogonal 6ptico de longitud p, peso (p—1)/c
yA=1.

def Wilson(p,c):
w=(p-1)/c
b=(p-1) % c
if b==0:
P=Primes ()
if p in P:
F.<a>=GF (p)
t=F.multiplicative_generator ()
g=t~c
Q=[]
for i in [1..w]:
Q.append(g~i)
T=Set (Q)
V=[]
for i in [0..c-1]:
U=[]
for j in T:
U.append (j*t~1i)
V.append (U)
print (V)
else:
print "p no es primo"
else:
print "c no divide a p-1"

Algoritmo 5 (Tabla de diferencias). Este algoritmo construye la tabla de diferencias
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de dos palabras de un cédigo ortogonal éptico. Recibe las dos palabras X, Y del cédigo
(no necesariamente distintas), el médulo n y construye la tabla.

def trianglesetm(X,Y,n):
k=len(X);
m = matrix(QQ, k, k, lambda i, j:mod(Y[j]-X[i],n));
return(m)

Algoritmo 6 (Construcciéon de Bose). Este algoritmo construye un conjunto de Sidon
tipo Bose. El algoritmo recibe la potencia prima ¢ y calcula el conjunto de Sidon médulo
¢*> — 1 con ¢ elementos.

def Bose(q):
F.<a>=FiniteField(q~2)
B=[]
for i in [1..q]:
B.append(discrete_log(a+i,a))
print B

Algoritmo 7 (Construccion de Ruzsa). Este algoritmo construye un conjunto de Sidon
tipo Ruzsa. El algoritmo recibe el nimero primo p, una raiz primitiva » modulo p y
calcula un conjunto de Sidon mdédulo p(p — 1) con p — 1 elementos.

def Ruzsa(p,r):
A=[]
for i in [1..p-1]:
A . append (mod (pxi-(p-1)*r~i,p*x(p-1)))
print A

Algoritmo 8 (Construccién A de [11]). Los siguientes algoritmos permiten construir el
c6digo ortogonal asintéticamente éptimo que se encuentra en [11] denominado en dicho
articulo como construccion A.

def dif(A,n):
D=[]
for i in [0..len(A)-1]:
for j in [0..len(A)-1]:
if il=j:
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def

def

D.append(mod (A[i]-A[j],n))
R=[a for a in D]
R.sort()
return(R)

code(i,j,k,p,m,t,a):

D=[]

for 1 in [0..m-1]:
D.append(crt(1-1,p~ (1-k)*a” (40*i+j+t*1) ,m,p"2))
D.sort()

return(D)

todos(p,m,t,a):
H=[]
for i in [0..p-1]:
for j in [0..t-1]:
H.append(dif(code(i,j,1,p,m,t,a),m¥p"2))
print (H)
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