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Resumen

Teniendo como escenario el area de la computacion cuantica y considerando la ar-
quitectura propuesta por Loss y DiVincenzo en 1998, se determina analiticamente y
en forma detallada el acoplamiento de intercambio 6 intercambio de energia J entre
los estados singlete y triplete de un sistema de dos puntos cuanticos de Arsenuro de
Galio (GaAs) que estan acoplados lateralmente y sobre los cuales actiia un campo
magnético B paralelo al eje z y un campo eléctrico E paralelo al plano xy haciendo
uso para ello de la aproximacién de Heitler London. Para este proceso, inicialmente se
determinan las funciones de onda y los niveles de energia de un punto cuantico bajo la
influencia de un campo magnético paralelo a la direccién z, utilizando operadores de
creaciéon y destruccién. En segunda instancia se determina el efecto de acoplamiento
espin orbita sobre este sistema. Finalmente, empleando el formalismo de operadores
de creaciéon y destruccién asi como relaciones de translacién en espacio y momen-
tum, se calcula el intercambio de energia J. Los resultados obtenidos en este trabajo
presentan una dependencia entre el intercambio de energia J y el campo eléctrico E,
el campo magnético B y la distancia de separaciéon d entre los dos puntos cudnticos,
los cuales abren la posibilidad de un control experimental de este parametro, que
no solo tiene aplicaciones para la construcciéon de compuertas cuanticas con puntos
cuanticos, sino que adicionalmente permite explorar nuevos mecanismos de control
del espin electrénico en materiales semiconductores méas comunes como el Silicio (Si),
el Germanio (Ge) y el Seleniuro de Cinc (ZnSe).



Introduccion

La Computaciéon Cudntica y la Teorfa de la Informacién Cuéntica [1] son una ex-
citante area de investigacién y un desafio intelectual que toca los fundamentos de
la ingenieria, la informatica y la fisica cuéantica, ofreciendo velocidades de proce-
samiento y capacidad de almacenamiento de informacién mucho mayores que las
logradas e imaginadas hasta la fecha, lo que conlleva que en la actualidad sea una
de las lineas con mayor desarrollo técnico, cientifico y tecnolégico, donde el modelo
de computabilidad ofrecido por estas teorias proporciona el primer desafio creible
de la “Tesis modificada de Church-Turing” [1], la cual establece que cualquier mode-
lo “razonable”de computacion puede ser simulado eficazmente por una Maquina de
Turing probabilistica [2].

Actualmente, la investigacién en esta area ha sido encaminada fundamentalmente
a la produccion de un dispositivo de computo revolucionario que haga uso inten-
sivo de los efectos mecanico cuanticos, los cuales presentan una mayor eficiencia y
velocidad en procesamiento de informacion, es por ello que en el presente existen
multiples arquitecturas que plantean la opcién de construir un computador cuanti-
co. Uno de los esquemas con mayor auge es el propuesto en 1998 por Daniel Loss
y David P. DiVincenzo [3], en el cual sistemas de dos puntos cudnticos acoplados,
cada uno con un electrén, operan como compuertas cuanticas y el rol de qubit es
realizado por el espin del electréon. El gran interés en utilizar este soporte fisico para
un computador cudntico radica en la inmensa cantidad de trabajos tanto tedricos
como experimentales que se han realizado en los iltimos 30 anos en semiconductores
de baja dimensionalidad, especificamente en puntos cuanticos, ofreciendo un gran
conocimiento y soporte en esta tematica, adicionalmente el hecho de emplear una
tecnologia basada en semiconductores, ofrece gran versatilidad al pensar en adaptar
con eficiencia este nuevo esquema computacional a los actuales sistemas de proce-
samiento de informacion.

Teniendo este escenario como referencia y considerando el modelo de Loss y Di-
Vincenzo [3], en este trabajo se determina el factor de acoplamiento de intercambio
J (conocido también como intercambio de energia) de un sistema de dos puntos



cuanticos de Arsenuro de Galio (GaAs) acoplados lateralmente[4] a través de la
aproximacién Heitler-London[5, 6]. La importancia de J radica en que el problema
de rotacion de acoplamiento de qubits para la constitucion de compuertas cuanticas
empleando puntos cudnticos acoplados se reduce exclusivamente a determinar como
este factor puede ser controlado experimentalmente. Es asi como en esta investi-
gacion se logra determinar que tal control experimental de J se puede lograr a travez
de la aplicacion de campos electromagnéticos externos, asi como tambien a travez de
la variacion en la distancia de separacién entre los dos puntos cuanticos acoplados
lateralmente. De esta forma, la arquitectura de Loss y DiVincenzo abre la posibilidad
de implementar sistemas de puntos cuanticos acoplados entre si que al comportarse
como compuertas cudnticas universales “XOR”y una de “l-qubit”[1, 7, 8] operen
como un computador cuantico.

Este trabajo se encuentra dividido en seis capitulos. En el capitulo 1 se hace una
descripcion de los elementos que constituyen la teoria de la informacion cuantica
y como los procesos mecanico cuanticos son empleados para el procesamiento de
la informacion. En el segundo capitulo se presenta una breve introduccién a los
puntos cuanticos, resaltando sus caracteristicas, técnicas de fabricacién y aplicaciones
tecnoldgicas. El tercer capitulo presenta la arquitectura de Loss y DiVincenzo, la cual
describe a un sistema de dos puntos cuanticos acoplados lateralmente y como estos
pueden operar como una compuerta cuantica. Adicionalmente, se exhibe una descrip-
cion de los requisitos necesarios que debe cumplir cualquier sistema fisico que se desee
emplear para la implementacién de un computador cuantico. Los capitulos 4, 5 y 6 son
los resultados de la investigacién propuesta para este trabajo de grado. En el capitulo
4 se describe la modelacién de un punto cuantico con un electrén bajo la influencia de
un campo magnético externo dirigido en la direccién z. En el capitulo 5 se determina
la interaccion espin-orbita para este mismo sistema y finalmente en el capitulo 6 se
muestra detalladamente el calculo del factor de intercambio 6 intercambio de energia
J para un sistema de dos puntos cuanticos acoplados lateralmente, cada uno con un
electron, el cual representa el objetivo principal de esta investigacién. Finalmente se
presentan algunas conclusiones generales de este trabajo.
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1. Teoria Cuantica de la Informacion

Contra la estupidez, los propios dioses luchan en vano.
Schiller. (Dramaturgo Alemén)

La computacion cuantica[l] y la teorfa cudntica de la informacién|9] no son otra cosa
que una modificacién de nuestro concepto de procesamiento de informacion y en este
contexto hacen uso de efectos mecédnico-cudnticos[10] que rigen el mundo subatémi-
co, como la superposicién el entrelazamiento! de estados. Este nuevo esquema, en
comparacion con la computacion clasica, presenta un escenario de trabajo que no
solo se restringe a dos tnicos estados de operacién (0,1), al contrario, se pueden
obtener multitud de estados intermedios como resultado de la superposicién de es-
tas dos posibilidades. Esto trae consigo que al ser realizada cualquier operacion, el
sistema permita evaluar todas las posibilidades en un solo paso, es decir, realizar
una computacién en paralelo, mientras que clasicamente, esta evaluacion se lleva a
cabo independiente una de otra y en pasos diferentes. Esta caracteristica de paralelis-
mo cuantico se traduce en una reduccion del tiempo y aumento en la velocidad de
procesamiento de la informacion. En el presente capitulo se presentan los elemen-
tos fundamentales que hacen posible utilizar los fenémenos mecénico-cuanticos como
herramientas de procesamiento de informacion.

1.1. El Qubit

Al igual que en los sistemas clasicos de computo en los cuales la minima unidad de
informacion es el bit, en la teoria de la computacién cuantica este elemento tiene su
contraparte y se denomina bit cudntico 6 qubit[11, 1]. Aunque esta entidad se describe
como un objeto matematico con ciertas propiedades especificas, tiene una realidad
fisica, la cual se representa a través de un sistema cuantico de dos estados, pero en
el cual todo su tratamiento es enteramente abstracto, dando libertad de generar una

! Aunque en la literatura cientifica se usa la palabra entanglement, en este trabajo se emplea su
mejor traduccién que es entrelazamiento.



teoria general de la computacién e informacién que no depende del sistema fisico que
se emplee para su implementacion. Al considerar sistemas de esta clase como mini-
mas unidades de informacion, es necesario para su correcta descripcion, implementar
el formalismo matemaético de la mecanica cuantica. Aunque existen varios esquemas
que describen los estados de un sistema cudntico[12, 13], el més conveniente y conciso
es la notacion Dirac[4], la cual se ha convertido en un estdndar en la fisica moderna,
donde cualquier estado es representado por un vector ket, denotado por | ) y las
operaciones sobre estos se realizan a través de operadores que son transformaciones
lineales que actian sobre el ket.

Considerando esta representacion, los dos estados base posibles para un qubit son
|0) ¥ |1) que corresponden en analogia al 0 y 1 de un bit cldsico, donde estos vectores
pertenecen a un espacio de Hilbert de funciones de onda de cuadrado integrable de
infinitas dimensiones[14, 15]. Como se menciond, la potencialidad de este esquema
radica en que el qubit puede tomar otro valor diferente a los dos antes mencionados,
siendo esto posible debido a la combinacién lineal de estados, por lo cual un qubit
en su forma mas general esta representado por

[¥) = ag|0) + a1 [1) (1.1)

Donde a¢ y a; son nimeros complejos que satisfacen la relaciéon de normalizacion
2 2
lag|” + |a1|” =1 y los kets |0) y |1) se representan por los vectores columna

m=(g) =) (12)

La habilidad de un sistema cuéntico de existir simultdneamente en una mezcla de to-
dos los estados permitidos es conocida como ”Principio de Superposicién”[15, 16, 17]
y es una caracteristica completamente cuantica. Esto significa que mientras en un
sistema clasico el bit tiene una informacion concreta a la cual se puede acceder sin
perturbarla, el qubit siempre proporciona un resultado probabilistico y solo en aque-
llos casos en que ag = 0 6 a; = 0 el estado del sistema permanece inalterado.

Consideremos ahora la situaciéon en la cual hay mas de un qubit, es decir, un registro
de memoria cudntica. En tal situacion, el espacio de estados es el resultado del
producto tensorial de los espacios asociados a cada uno de los qubits. Si estos se
representan por L} y L3 de dimensiones n y m respectivamente, el nuevo espacio
vectorial es L2, = L3 ® L% de dimensiéon mn que a su vez es el nimero de elementos
de la base. Tomando el caso particular de un sistema de registro cuantico de dos
qubits (2 — qubits) en el cual la dimensién del espacio es 2% = 4, su base natural esta
constituida por 4 vectores. Aqui el qubit |1)) se describe de acuerdo a la superposicién
coherente

|¢> = apo |00> + apy |0].> + aqo |]_0> + a |11> (13)
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Donde @y,y(;j) es un nimero complejo. De esta manera, para representar completa-
mente el estado del sistema es necesario 4 nimero complejos. Considerando ahora
un sistema de N qubits, la base consta de 2V elementos de estados accesibles. En
forma mas general, tomando cada uno de los elementos de la base mediante el ket
|z) con x =0,1,2,3,...,2% — 1, el qubit se puede representar asi

2N 1

) =) aslx) (1.4)

=0

Es vital considerar que no es correcto tratar de dar una interpretacion al qubit desde
un punto de vista probabilistico de la teoria clasica de la computacién, debido a
que esa aparente complejidad en la descripcion de estos sistemas es la encargada
de presentar las mayores ventajas con respecto al modelo clésico. Es asi como en el
estado cuantico que se describe por las ecuaciones (1.1) y (1.4), no solamente hay una
combinaciéon probabilistica de cada estado, si no que adicionalmente se incorporan
los efectos de Interferencia y Entrelazamiento, los cuales permiten realizar un masivo
procesamiento de informacién que finalmente se traduce en un aumento exponencial
en la velocidad de calculo con respecto a los dispositivos clasicos en los cuales esta
caracteristica es de tipo polinomial.

1.2. Operadores Unitarios

Consideremos el comportamiento de sistemas cuanticos estaticos, es decir, sistemas
que no cambian ni evolucionan a otro estado con el tiempo, pero que si lo hacen
cuando un factor externo incide sobre ellos. Su dindmica esta descrita por la ecuacion
de Schrodinger y los cambios de estos sistemas debido a factores externos son ex-
presados por transformaciones lineales u operadores representados por una matriz
cuadrada, los cuales pueden tomarse estado a estado en un camino que preserve
la ortogonalidad, siendo los operadores unitarios o transformaciones unitarias[1] los
unicos elementos matematicos que cumplen con este requisito. Tomando un conjunto
de n sistemas cudnticos de 2 estados, el operador que actiia sobre este conjunto es
una matriz de dimension 2" x 2". Particularmente, considerando como ejemplo un
conjunto de dos sistemas de este tipo, sobre el cual esta actuando un operador se tiene

a f3 ap \ [ aag+ Pay
<X 5)(&1)_<Xa0+(5a1)’ (1.5)

donde el operador evolucién esta dado por

-(:)
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el cual es unitario, por lo tanto UU =1 y U* es el complejo conjugado de Udonde
Dentro del estudio de la computacién cuantica este tipo de operadores juega un
papel fundamental ya que abren la posibilidad de crear esquemas de procesamiento
de informacién reversibles, permitiendo al sistema volver a su estado inicial después
de llevar acabo cualquier proceso.

1.3. Mediciones Cuanticas

A diferencia de los sistemas clasicos convencionales en los cuales la realizacion de
una medida no afecta su estado, en los sistemas cudnticos este si es afectado cuando
se ejecuta un proceso de medida, lo cual trae como consecuencia la evolucion hacia
otro estado completamente diferente al presentado inicialmente y donde adicional-
mente la medida obtenida sobre el sistema es de tipo probabilistico. Para aclarar
y enfatizar estas ideas es necesario retomar la ecuacién (1.4) con su base natural
{]00) , |01}, |10} ,|11)}. Supongamos que se desea medir cuando el sistema se encuen-
tra en cierto estado |¢7) = A |1)), esto solo es posible determinando la probabilidad
de encontrar el autovalor a, de A asociado a este estado, la cual esta dada por

9n

A DA (1.7)

m=1

donde g, es el indice de degenerancia del autovalor a,,. Cuando el 2 — qubit dado en
la ecuacién (1.3) es medido con respecto a la base, la probabilidad de encontrar un
estado |0) en el primer qubit del 2 — qubit es

Py = laoo|” + |ao|*, (1.8)

de forma andloga, la probabilidad de encontrar un estado |1) en el primer qubit del
2 — qubit es
Py = |6L10|2 + |a11|2. (1.9)

Igualmente, para el segundo qubit es posible determinar la probabilidad de encontrar
los estados |0) y un |1) en el 2 — qubit, estan representadas por

Pojo) = ’%0’2 + \a10|2, Py = \%1\2 + |6111!2 (1.10)

A diferencia de las medidas realizadas a elementos macroscépicos en los cuales tales
procesos arrojan una cantidad absoluta, en los sistemas microscopicos el proceso de
medida de sus estados genera probabilidades de encontrarlo en cierta configuracion.
Inmediatamente después de ser realizada la medicién, la mecanica cudntica predice
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que el sistema evoluciona a otro estado normalizado. Considerando que el primer
qubit esta en |1) , el 2 — qubit evoluciona al estado

aio |10> + an |11>

\/ |a10|2 + Jay |

Si por el contrario, el primer qubit esta en |0), el 2 — qubit evoluciona a un nuevo
estado representado por

") = (1.11)

apo |00> + Qo1 ‘01>

\/ ’@00\2 + |a01|2

Expresiones similares a las anteriores pueden ser determinadas para la medida del
segundo qubit del 2 — qubit, donde claramente queda representado el caracter prob-
abilistico de estas entidades.

[¥7) = (1.12)

1.4. Compuertas Cuanticas

De la misma forma que en la electronica convencional, en computacion cuantica exis-
ten circuitos que realizan y llevan a cabo los procesos de computo. En este esquema,
una compuerta logico cuantica es una funcién que realiza un operador unitario en un
conjunto de qubits seleccionados en un cierto periodo de tiempo. En la teoria clasica
las compuertas légicas constituyen un conjunto claramente finito[18], debido a que el
espacio de estados de un qubit es continuo, el nimero de posibles transformaciones
unitarias también lo es, y, en consecuencia, existen infinitas compuertas cuanticas. Sin
embargo, es posible demostrar[8, 7, 19, 20] que cualquier transformacién unitaria en
un conjunto de n qubits puede realizarse mediante la aplicacién sucesiva de tan sélo
dos compuertas cudnticas: la asociada a la operacion XOR, y la de rotacion, R (0,0).

El operador XOR es un caso particular de un conjunto de operadores que actian
sobre un par de qubits y que pueden ser representados mediante la expresion

XOR=10) (0| I + 1) (1] U, (1.13)

donde U representa una transformacion unitaria cualquiera sobre un tnico qubit. Es
decir, mientras que el primer qubit permanece inalterado, al segundo se le aplica 16U
dependiendo del estado del primero. Concretamente, la compuerta XOR transforma
la secuencia ordenada de estados |x) |y) en |z) |z @ y), donde & identifica la operacién
l6gica O-exclusiva. Por otra parte, la operacién de rotacion R (0, ¢) se puede describir
como
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Figura 1.1: Compuerta Reversible con n entradas (i,) y n salidas o,

~

R (6, ¢) = |0) (cos [0/2] (0| —ie® sin [0/2] <1\) -+
1) (—ie™ sin [6/2] (1] (0] + cos [6/2]) (1.14)

Aqui es necesario que 6 y ¢ sean reales, ello con el fin de conseguir efectuar una
transformacién R (6, ¢) (con 6 y ¢ continuos) mediante el empleo reiterado de una
misma compuerta cuantica con estos valores perfectamente determinados.

Una caracteristica muy importante que presentan los circuitos cuanticos es su ca-
pacidad de hacer computacién reversible. Para entender este concepto, es necesario
considerar un tipo de computacién el cual se representa como una caja negra con un
conjunto de lineas de entrada y de salida (Figura 1.1).

En este esquema de computo, por cada linea de entrada hay una y solo una linea
de salida, la cual esta determinada por su entrada. En el caso mas trivial las senales
simplemente se propagan a través de la caja sin modificarse. En estas circunstancias,
la salida no lleva més informacion que la entrada. Si se conoce la salida, es posible
calcular la entrada, por lo cual se dice que la computacion de este proceso es re-
versible. Muy distinto es lo que ocurre con una compuerta légica convencional, como
por ejemplo la compuerta AND (Figura 1.2).

Para este caso se tienen dos lineas de entrada y solo una de salida. Hay tres posibles
estados que pueden conducir a una salida cero. Por lo tanto se ha perdido irremedi-
ablemente informacion sobre la entrada y consecuentemente la compuerta AND es
irreversible. Esta reduccion en el espacio de fase de las entradas hacia las salidas trae
consigo una inevitable disminucion de la entropia[21]. Esto debe ser compensado con
alguna generacion de calor, por consiguiente, sistemas no reversibles se calientan. En
1982, Charles Bennet de IBM demostrd que sistemas de computo reversible operan
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Figura 1.2: Compuerta légica AND

como maquinas de Carnot, donde los procesos de perdida de energia por disipacion de
calor son minimos[22]. Desde el punto de vista nanoscépico, las compuertas cuanti-
cas si son reversibles debido que al estar descritas las operaciones que ellas realizan
por operadores unitarios, tal como se presenta en la secciéon 1.2, estos procesos de
reversibilidad aparecen de forma natural, por consiguiente es de esperar que los sis-
temas de computo mecanico cuantico presenten ademas de una alta velocidad de
procesamiento una mayor eficiencia termodinamica, con un minimo de consumo de
energia.

1.5. Paralelismo Cuantico

Una de las caracteristicas que convierte a la computacion cuantica en una de las
areas mas prometedoras es el poder solventar en mucho menos tiempo problemas
intratables por la computacion clasica, realizando para ello un procesamiento de in-
formacién en paralelo de manera masiva. Esta idea, presentada por David Deutsch[2]
en 1985 se esquematiza de la siguiente forma: Supdngase que se posee un computa-
dor cuantico que puede hacer evolucionar dos qubits cualesquiera segtin el operador
unitario U cuya transformacién esta representada por

U fa)ly) — |2} ly & f(2)) . (1.15)

Este operador cambia el segundo qubit |y) a cero si f actuando en el primer qubit
|z) es 1y no si f es 02. Tomando |y) = \% (|0) —|1)) se tiene

1 1

5 (100 = 1) = [2) —= ([ (@) = [1© f(2))

= |z) <—1>f<z>% (loy — 1) (1.16)

2La operacién @ denota la adicién binaria o en modulo 2, la cual esta definida por 0 @ 0 = 0,
0pl=1,160=1y11=0

U:|z)

S
QI
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donde se ha aislado la funcién f en una fase dependiente de . Si |z) = \% (10) + 1))
y|y) = \% (|0) — |1)) se comprueba de inmediato que
U:

(|0> ) 5 100 =11) =

1

0 1 1
7 [(=1)7O]0) + (=1)7® [1)] 7 (10) = 1)) (1.17)

De esta manera, con solo realizar una proyeccion ortogonal del primer qubit en una
base {|+),|—)}, donde

-
Sl

[+) = —=(10) £ 1)), (1.18)

1
V2
ya se ha resuelto con una unica computacién el problema planteado en la ecuacion
(1.15). Esto es posible debido que al utilizar un dispositivo cuéntico, este no se limita
a evaluar f(0) 6 f(1), por el contrario, actia sobre una superposicién de los estados
|0) v |1) permitiendo extraer informacién global de la funcién, es decir, informacién
que depende de la combinacién entre f(0) y f(1). Este es el paralelismo cudntico.

De igual manera, se puede utilizar el procesamiento en paralelo para conocer algunas
propiedades de funciones mas complejas. Asi, si se quisiese calcular, para todas las
posibles combinaciones de un conjunto de N bits, el valor de una funcién cualquiera
f, un computador cldsico necesitaria realizar 2V evaluaciones de la funcién. Sin
embargo, utilizando uno cuéantico, solamente se precisa efectuar, sobre un conjunto
de N qubits, una transformacion dada por el operador unitario U, tal que

Up - |2} [0) — |} [f(2)), (1.19)

eligiendo que todos los registros de entrada se encuentren en el estado —= (|O) +11)),
el estado del conjunto seria

N

2N _1

{%(m + y1>)} Q- ® {%(m + 1) } 2N/2 Z |z) (1.20)

el cual representa el producto tensorial de los N estados de entrada. Al aplicar sobre
(1.20) el operador U, se tiene

2N 1

2N/2 Z ) | f (x (1.21)

y finalmente este estado recoge todas las propiedades globales de la funcion f.
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1.6. Entrelazamiento

El entrelazamiento ¢ entanglement constituye probablemente el elemento clave que
determina la gran diferencia entre las teorias cuantica y clasica de la informacion y es
esta propiedad en la cual estdn basadas las compuertas cuanticas de 2-qubits. Sea el
sistema cuantico compuesto por dos subsistemas idénticos A y B, cuyos espacios de
estados respectivos, L? y L2, se consideran bidimensionales. Si se supone que las bases
de L? y L3 estan formadas por los kets |0) y |1) el espacio de estados del sistema com-
puesto, L?, = L? ® L3, tendré como base natural el conjunto {|00),|01),]10),|11)}.
Sin embargo, no todos los estados pertenecientes a L3, tienen una interpretacién
fisica clara; asi, mientras que, por ejemplo, en |01) es evidente que A se encuentra
en |0) y B en |1), otras situaciones, como la superposicién 1/2 (|00) + |01)), son mas
dificiles de interpretar, pues, aunque en este caso el estado de A es |0), el de B es
una superposicién de |0) y [1). Finalmente, se pueden considerar ejemplos en los que
no es posible asociar un estado cuantico a ninguno de los dos subsistemas de man-
era independiente: tal circunstancia se da, por ejemplo, en |¢0) = 1/4/2(|00) + |11)).
Este ultimo tipo de estado, en el que no es posible una factorizacion de la forma
|ha) ® |1g), se denomina entrelazamiento.

Este tipo de estados tienen la caracteristica de que si se realiza una media “local”’en
cualquiera de los dos subsistemas, no se adquiere ninguna informacién, es decir, el
resultado es totalmente aleatorio (el estado se dice completamente mixto). La con-
secuencia inmediata de este hecho es que no se puede crear esta clase de estados
mediante transformaciones realizadas por operadores unitarios del tipo U4 ® Up; la
unica manera de entrelazar dos sistemas es permitir que interactien entre ellos.

Albert Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen[23] fueron los primeros en percatarse
de las consecuencias de la existencia de estos estados; pero, pareciéndoles del todo
incompleta esta caracteristica de “no localidad” de la Mecanica Cuantica, propusieron
una teoria local de variables ocultas. Tres décadas més tarde, John Bell [24, 25,
26] consiguié probar que, mediante esquemas que supusiesen un comportamiento
local de ambos subsistemas, es imposible imitar las correlaciones existentes entre los
resultados obtenidos en la medida de dos subsistemas entrelazados. Los experimentos
de Alan Aspect y su grupo [27, 28, 29] confirmaron las predicciones de la Teoria
Cuantica y demostraron, por tanto, que el comportamiento de la naturaleza es “no
local”.
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1.7. Decoherencia

La decoherencia es el proceso fisico por el cual el estado que describe la evolucién
cudntica de un sistema pierde su coherencia de fase[30, 31]. El origen fisico de este
proceso es la interaccién entre el sistema en consideraciéon y su entorno o ambiente
(es decir, los grados de libertad externos o internos que no son accesibles al obser-
vador). Esto se debe a que tal interaccién causa que las variables del sistema ()
y del ambiente (A) se correlacionen (de manera no separable) en el transcurso de
la evolucion, dando lugar a que los efectos de interferencia del sistema cuantico se
pierdan irremediablemente[30]. Esto sucede ain cuando el estado inicial del sistema
no contenga correlaciones entre ambas variables y es una consecuencia del caracter
unitario de la dindmica.

A pesar que la decoherencia y el entanglement son dos conceptos muy importantes
que tiene profundas implicaciones en la teoria de la informacién cuantica, el estudio
de estos tépicos en un sistema de puntos cuanticos acoplados desborda el alcance de
esta investigacion y no son explorados en el presente trabajo.

Hasta este punto se ha presentado un escenario que permite utilizar los fenémenos
fisico-cuanticos como elementos de procesamiento y almacenamiento de informa-
cion, independiente del sistema fisico empleado para su construcciéon. En el siguiente
capitulo se describe uno de los mas importantes sistemas fisicos que en la actualidad
es considerado como uno de los mas prometedores para la implementacion de un
dispositivo de computo cuantico y son los puntos cuanticos.
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2. Puntos Cuanticos

En los tdltimos anos, los procesos de reduccién de las dimensiones de los materiales
semiconductores en los cuales estan localizados algunos electrones, es decir, confi-
namiento cuantico, han atraido ampliamente el interés en la comunidad cientifica,
ello debido a las nuevas propiedades opticas y electrénicas que surgen de este proceso
de miniaturizacion, dando lugar a la aparicion de una nueva area denominada fisica
de sistemas de baja dimensionalidad. En ella se estudidan dispositivos en los cuales
ha sido posible reducir sus dimensiones entre 100nm y 10nm, tales como pozos, hilos
y puntos cudnticos[32], trayendo como consecuencia una mayor cuantizacién de los
niveles de energia, los cuales estan separados entre si unos cuantos meV.

En este capitulo se describe en particular uno de estos nuevos dispositivos, el cual
es uno de los mas estudiados en la actualidad, el punto cuantico. En la primera
seccién se presenta su definicién y caracteristicas més relevantes, en segunda instancia
se describen algunas de las técnicas para su fabricacién y finalmente se resalta su
importancia y aplicabilidad en el desarrollo de nuevas tecnologias, entre ellas la
computacién cuantica.

2.1. ;Qué es un Punto Cuantico?

Los Puntos Cuanticos, conocidos como nanocristales o dtomos artificiales, son na-
noestructuras solidas semiconductoras compuestas (GaAs, GaAsAl, CdSe, PbS), de
didmetros del orden del radio de un exciton de Bohr. Entre sus caracteristicas mas
relevantes esta el rango de propiedades eléctricas y opticas que divergen de las pre-
sentadas por el material en bloque, las cuales pueden ser controladas en el proceso
de fabricacion.

Un punto cuantico actiia como una caja que confina particulas ya sea electrones,
huecos, o excitones, cuyo numero puede ser controlado aplicando una diferencia de



potencial a través de dos electrodos metalicos conectados al sistema. Este confi-
namiento crea una cuantizacion discreta de los niveles de energia, lo que implica la
modificacién de propiedades electrénicas y épticas del sistema, permitiendo tener
nuevas posibilidades en el diseno de atomos y moléculas artificiales. Adicionalmente,
una de las grandes ventajas de este tipo de heteroestructuras es el pequeno niimero
de portadores necesarios para definir un estado particular del sistema, en contraste
con los dispositivos semiconductores normales, en los cuales es necesario el uso de
muchos electrones para definir un cierto estado[33]. Un ejemplo de esta afirmacién es
considerar una compuerta loégica de negacion construida de un material semiconduc-
tor en bloque. Para que este dispositivo opere correctamente, es necesario aplicar una
diferencia de potencial minima de 5 voltios[34], lo cual involucra la utilizacién de una
gran cantidad de portadores. Si por el contrario consideramos una compuerta cuanti-
ca de negacion (tal como se presenta en este trabajo en el capitulo 3), esta facilmente
se puede construir y operar con un punto cuantico el cual confina tan solo un electrén.

El descubrimiento de estas estructuras se remontan a principios de los anos ochenta,
cuando el grupo liderado por Alex Ekimov, del Instituto Fisicotécnico Ioffe de San
Petersburgo observd unos espectros opticos muy curiosos en muestras de vidrio en
Sulfuro de Cadmio(CdSu) o Seleniuro de Cadmio (CdSe), ambos materiales Semi-
conductores. En la figura 2.1 se presenta un conjunto de nanocristales de Seleniuro
de Cadmio de diversos tamanos y segin los cuales la fluorecencia de estas estructuras
bajo la accion de luz ultravioleta varia el color de emisién. El razonamiento presenta-
do por Ekimov para explicar este fenémeno fue el siguiente: Debido al calentamiento
de las muestras se provocod que pequenas particulas de estos semiconductores de-
nominadas nanocritalitas se precipitasen en el vidrio, causando un comportamiento
optico anémalo debido al confinamiento cuantico de los electrones en estos cristales.
Una forma de comprender este razonamiento es imaginar un electron atrapado en
una caja. Este sistema es modelado como un pozo de potencial infinito, donde los
niveles de energia son de la forma
2,2 2
E:h”—;T n=123 . i=12 (2.1)
2pul;

La mecdanica cuantica a través del principio de dualidad onda-particula establece que
el electron tiene propiedades de particula y de onda. De la misma manera que una
cuerda de violin esta sujeta por ambos extremos, la onda del electron esta limitada
por las paredes de la caja, que en este caso es el potencial de confinamiento infinito.
La longitud de onda de las vibraciones de la cuerda (o del electrén) se debe ajustar
a esos limites. El punto en el que la cuerda de un violin estd sujeta cambia cuando
el dedo del violin sube por el mastil. La longitud de la onda resultante se acorta y
la frecuencia de las vibraciones de la cuerda aumenta al igual que la de todos sus
armonicos. Si el tamano de la caja que confina al electréon disminuye, el nivel ener-
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gético mas bajo del electron (el andlogo del tono fundamental del violin) aumentard,
tal como esta representado por la ecuacién (2.1). Para el caso de las nanocritali-
tas semiconductoras, como las descubiertas por Ekimov, el “tono” fundamental es la
energia umbral de absorcion optica y los armoénicos indican nuevas caracteristicas de
absorcién a energias mas elevadas.

En este punto cabe pensar lo siguiente: ;Qué tamano debe tener el nanocristal para
que este fendmeno resulte visible?. En el vacio, los efectos de confinamiento son no-
torios cuando el electréon se encuentra atrapado en un volumen de 10 angstroms de
didmetro. Adicionalmente, debido al confinamiento, los potenciales electrostaticos de
los a&tomos de la red cristalina que constituyen el sistema se superponen, produciendo
un medio donde las ondas del electréon se propagan con menos resistencia que en el
espacio libre. En dicho medio, la masa efectiva del electrén es menor que la real.
Para materiales semiconductores como el arsenuro de galio (GaAs), la masa efectiva
ronda el 7% de lo que seria en el vacio y para el silicio (Si) es de 14 %[32], por ello
si se crea un punto cudntico con estos materiales, al medir el desplazamiento de la
energia de absorcién dado por la ecuacién (2.1), el punto cudntico de GaAs presen-
tarfa un mayor corrimiento que un punto cuantico de Si, de aqui que gran parte de
los estudios actuales en este tipo de estructuras se realicen con atomos artificiales de
arsenuro de galio[35].

2.2. Técnicas de Fabricacion

Originalmente, la mayoria de las investigaciones experimentales iniciales en este cam-
po estuvieron concentradas en construir puntos cuanticos empotrados en matrices
de vidrio o suspendidos en soluciones coloidales, resultando de ello cristales que
tienen una forma mas o menos esférica y con radios muy pequenos ( Entre 1 y 100
nanémetros(nm)). En la actualidad existen nuevas técnicas que permiten fabricar
sistemas compuestos de multiples atomos artificiales, denominados puntos cuanti-
cos autoemsamblados, asi como sistemas de puntos cuanticos con un solo electrén.
En esta seccién se describen algunas de las técnicas mas relevantes existentes en la
actualidad que permiten la fabricacion de estas nanoestructuras.

2.2.1. Suspensiones Coloidales

Esta técnica, desarrollada en 1983 en los laboratorios Bell por Louis E. Brus[36] (ac-
tualmente en la Universidad de Columbia), permite obtener suspensiones coloidales
de nanocristalitas precipitando soluciones que contenian los elementos que consti-
tuyen los semiconductores.
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Figura 2.1: Nanocristales de Seleniuro de Cadmio en suspension fluorecen bajo la luz
ultravioleta. El color depende del tamano de los nanocristales. Foto: Laboratorio de
K. Jensen M. G. Bawendi C. Murray.

Las cristalitas crecen por adicion de iones individuales hasta terminar su suministro.
El tamano del precipitado es controlado con una margen de 0,5nm a 50nm con so-
lo variar el tiempo de precipitacién. Este proceso permite obtener puntos cuanticos
que no varfan en mds de un 15 %. Al igual que en las nanocristalitas, la forma de
determinar si en el sistema se presenta un confinamiento cuantico es midiendo el
desplazamiento del nivel de energia de absorcién fundamental a través de técnicas de
espectroscopia. Adicionalmente este fendmeno se manifiesta en el cambio de color de
los distintos agregados: conforme se va disminuyendo el didmetro de las nanocrista-
litas, estas pasan gradualmente del rojo oscuro al naranja y del naranja al amarillo,
el cual se puede apreciar a simple vista, tal como se representa en la figura 2.1.

Con los posteriores trabajos de Paul Alivisatos en la universidad de Berkeley y
Michael L. Steigerwald en la Universidad de Columbia, se amplio el nimero de ele-
mentos a partir de los cuales pueden formarse cristalitas, logrando la precipitacion de
compuestos tipo III - V como el Arsenuro de Galio, al igual que se logra estabilizar la
superficie de los cristales semiconductores con una envoltura organica o “burbuja de
Jabon” denominada micelio inverso, permitiendo un preciso control dimensional de la
nanoestructura asi como una mejora en su comportamiento cuantico. Debido a que
las particulas de semiconductor tienen un cociente superficie-volumen muy grande y
las superficies, en general, estan constituidas por dtomos con enlaces quimicos suel-
tos, estos enlaces al estar mal cerrados pueden funcionar como amortiguadores y
absorber la energia de electrones que vibren en modos de més alta energia (longi-
tudes de onda mas cortas), de ahi que muchas nanocritalitas no presenten las series
armoénicas de niveles de energia que se esperaria exhibiese un punto cuantico.
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2.2.2. Litografia

Debido a las dificultades inherentes a la construccion de puntos cuanticos a partir
de agregados de atomos, a mediados de los afios ochenta se buscaron otras forma de
fabricar este tipo de heteroestructuras. Es asi como en 1987, Mark A. Reed logra
construir los primeros puntos cudnticos litograficos[37], cortando pastillas de material
de pozos cuanticos en pilares mediante técnicas avanzadas de impresion, similares a
las utilizadas en la fabricacién de circuitos integrados como el método de litografia
de haz de electrones[37]. Considerando la figura 2.2, la técnica implementada es la
siguiente

Mascara de Polimero Haz de Electrones

Pozo Cuantico

lones Activos v

y ¥
¥
b)
(©) @ ®
Punto Cudntico

Figura 2.2: Fabricaciéon de un punto cuantico vertical por la técnica de litografia

b

a) (d)
(e)

[l
AN

Metal

(a) El haz de electrones recorre la superficie de un semiconductor que contiene una
capa enterrada de material de pozos cuanticos.

(b) Se elimina el material resistivo donde el haz haya dibujado una estructura.
(c) Se deposita una capa metalica en la superficie resultante.

(d) Un disolvente elimina el resto del material resistivo; el metal permanece solo
donde el haz haya barrido el material resistivo.

(e) Finalmente se obtiene un punto cuéntico.
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De esta manera se pueden construir puntos cuanticos verticales como pilares de un
tamano de hasta 100nm como los que se aprecian en la figura 2.3, pero el proceso se
torna cada vez mas dificil al ir disminuyendo la escala a unos 10nm, que es el limite
del material resistivo mejor conocido. Por encima como por debajo del material de
pozos cuanticos de estos pilares estan las barreras tunel constituidas por capas ais-
lantes ultrafinas, a las que siguen contactos conductores.

n" Gads

U AlG3ads barrier
-

InGaks well
AGaAs barrier

Figura 2.3: Izquierda. Grafica de escaneamiento electronico, muestra pilares de pun-
tos cuanticos. Cada barra tiene una longitud de 0.5 pm. En el grafico de la derecha
se ha insertado un diagrama esquemaético de la estructura de un Punto Cuantico.
Figura tomada de Reed et al. 1988

A pesar que el material aislante confina los electrones en el pozo, estos por efecto
tunel pueden entrar o salir, lo que produce una pequena corriente, la cual revela
los estados de energia internos del pozo. Siempre que el voltaje a través del pozo
suministre a los electrones una energia que coincida con la energia de uno de los
estados permitidos (resonantes) del sistema, el flujo de corriente aumenta. Cuando el
didmetro del pilar es muy pequeno, el espectro de corriente-voltaje presenta la serie
armonica de picos caracteristica del confinamiento cuantico, tal como se aprecia en la
Figura 2.4, que muestra este comportamiento para un sistema de un punto cuantico
vertical aislado de su entorno de didmetro 0.5um. y a una temperatura de 50mK|[38],
donde el primer pico corresponde al voltaje para el cual un electrén ingresa al punto
y el niimero de electrones aumenta para cada uno de los subsecuentes picos.

Dentro de las ventajas que presenta este método esta el hecho que el punto cuantico
queda revestido y es protegido de efectos de superficie. La parte superior e inferior del
punto son interfases de monocristal construidas mediante epitaxia avanzada. Dado
que el pilar conduce la electricidad, los enlaces en superficie del semiconductor que se
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Figura 2.4: Medida del flujo de corriente a travez de un punto cuantico a una tem-
peratura de 50mK. para un rango de voltajes. Figura tomada de Tarucha et al.
1996.

emplean crean una carga positiva con respecto al niicleo interno del pilar. Esta carga
repele hacia el interior, confinando cuanticamente los electrones de la superficie; la
zona de la que han partido los electrones forma una funda aislante en torno al pilar,
protegiendo los lados del punto.

2.2.3. 2DEG

Esta es una de las técnicas mas utilizadas para la fabricacién de puntos cudnticos
horizontales y consiste en depositar sobre una capa de Al,Ga;_,As una capa de GaAs
por el método de “molecular-beam epitaxy” (MBE). Los electrones acumulados en
la interfase de GaAs/Al,Ga;_,As (=~ 100nm) forman un gas de electrones bidimen-
sional (2DEG)(~ 10nm) como se aprecia en la figura 2.5, quedando confinados por
este pozo cuantico y donde su movimiento en la direccién perpendicular a la interfase
(direccién z) esta restringida.

El nimero de electrones en el pozo puede ser controlado convenientemente dopando
el material de la barrera Al,Ga;_,As suficientemente lejos de la interfaz. De igual
forma, es posible controlar la densidad de los electrones ubicando por encima de la
barrera de Al,Ga;_,As conectores metdlicos a los cuales se les suministra un voltaje,
rechazando los electrones ubicados por debajo de el. Finalmente, el confinamiento
tridimensional se logra haciendo uso del dopaje y de compresion a travez de campos
electricos (compresién electrostatica)

De igual forma, en esta técnica la forma de los conectores metalicos determinan el

tamano, geometria y simetria del perfil confinante. Gracias a esta caracteristica, que
la propia naturaleza no ofrece, es posible estudiar una fisica atémica con atomos
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Punto Cudntico

Figura 2.5: Geometria de un punto cuantico lateral. El punto es moldeado por la
deflexion del gas de electrones bidimensional por debajo de los electrodos. Las areas
azules denotan los lugares donde se encuentran los electrodos, mientras que la linea
negra representa la frontera entre la regiéon deflectada (blanco) y la no deflectada
(gris) del 2DEG.

artificiales de forma cuadrada, rectangular y piramidal, como los que se aprecia en la
figura 2.6, lo cual abre posibilidades en el diseno y construccion de nuevos materiales.

Figura 2.6: Puntos cuanticos con geometrias cilindrica, cubica y piramidal

2.2.4. Crecimiento Stranski-Krastinow

Esta técnica basada en el proceso de crecimiento de “Stranski Krastanow” (SK)[39],
hace uso de un substrato con parametro de red diferente al de la pelicula por crecer.
Las tensiones generadas en la pelicula por la diferencia en el parametro de red, mas
la particular dindmica de crecimiento por MBE, hacen que la pelicula se deposite de
manera no uniforme sobre el substrato y debido a ello se produce de manera natural
un crecimiento en pequenas islas, las cuales son las que se pretende usar como pun-
tos cuanticos. La forma regulares de estas nanoestructuras es controlada variando
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la temperatura de crecimiento de las peliculas. En semiconductores de tipo III-V,
el crecimiento de SK se ha utilizado para crecer las islas de InAs en el GaAs y se
ha demostrado que la fluctuacion del tamano de puntos es relativamente pequena

(< 10%).

El problema més grave con esta técnica es precisamente controlar el tamafno de las
islas que por lo general varian de un punto a otro. Debido a que los puntos al ser
excitados épticamente emiten fotones cuya energia depende de sus dimensiones de
las islas, un arreglo de puntos cuanticos autoemsamblados tendria un espectro muy
ancho, debido a la superposicion de contribuciones de las islas de diferentes tamanos.
En la actualidad, la investigacion en la fabricacion puntos autoemsamblados se con-
centra en desarrollar mecanismos que permitan controlar el tamano de las islas, de tal
manera que se pueda obtener un ancho de luminiscencia lo suficientemente angosto
para aplicaciones optoelectrénicas.

2.2.5. Técnica de los Laboratorios Fujitsu

Este método, desarrollado en el 2002 por el centro de investigacién en nanotecnologia
de los laboratorios Fujitsu[40] en cooperacién con la Universidad de Tsukuba de
japon, combina la técnica de oxidacién local usando el microscopio de fuerza atéomica
(AFM) con la técnica de crecimiento selectivo por “molecular-beam epitaxy” (MBE).
En esta técnica, a travez de la variacion del voltaje y el tiempo de los pulsos aplica-
dos a la punta de un microscopio de fuerza atémica, es posible crear un arreglo de
puntos cuanticos con tamanos y formas definidas en un substrato.

Los puntos cuanticos son producidos de la siguiente forma

(a) El AFM se mueve a la proximidad de la superficie del semiconductor y se aplica
un voltaje. Como resultado, las moléculas de agua presentes en la atmosfera
se descomponen en iones de hidrégeno (H+) e hidréxido (OH—) debido al
campo eléctrico local producido por el AFM y son los iones de hidréxido los
que actuan sobre el semiconductor oxidandolo. El diametro de los puntos de
oxido puede ser controlado ajustando la duracion del voltaje aplicado, asi como
del proceso de oxidacién.

(b) Los puntos de oxido fabricados en el paso anterior son removidos a través
de una técnica de limpieza de ultrasonido con agua, formandose huecos en el
substrato.

(c) Finalmente, usando un MBE, y similar a la técnica de Stranski-Krastinow, se
hace un crecimiento de puntos, el cual solo se lleva a cabo tinicamente en los
huecos controlando los tiempos de crecimiento.
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El uso de esta técnica permite fabricar puntos cuanticos con diametros tan pequenos
de hasta 20 nanometros. Una particularidad de este técnica es su versatilidad para
producir puntos de diversos tamanos en forma simultanea, los cuales son muy im-
portantes para el diseno de sistemas de computo cuantico que utilizan el espin del
electréon como qubits.

2.3. Aplicaciones

Debido a que las propiedades épticas y de transporte que ofrecen los puntos cuanti-
cos son configurables, estos han sido utilizados en diversos y nuevos campos de la
tecnologia como la fabricacién de diodos laser, amplificadores, sensores remotos entre
otros. Es asi como en la actualidad es posible encontrar puntos cudnticos en nuestros
hogares en algunos dispositivos electrénicos. El nuevo “Playstation 3”[41] y la nueva
generacion de reproductores de “DVD”emplean un haz laser azul para la lectura de
datos. El laser azul, que hasta hace unos cuantos anos eran imposible de implemen-
tar tecnoldgicmente, es en la actualidad una realidad, debido a la fabricacién de un
tipo especial de puntos cuanticos que al ser excitados dpticamente emiten una luz
coherente en este rango del espectro visible, la cual al tener una longitud de onda
mas pequena que los laseres convencionales permite grabar y leer mayor informacién
tanto en “CD”como en “DVD”.

En otros campos como la biotecnologia, los atomos artificiales son empleados como
biosensores y sondas inorganicas fluorescentes, las cuales esparcen luz permitiendo
observar ciertos multiples procesos celulares. En telecomunicaciones, la utilizacién
de laser de punto cuantico permitira realizar con gran potencial procesos de ampli-
ficacién éptica de senales en fibras dpticas, mejorando su fidelidad y la velocidad de
transmisién de informacién.

Finalmente, una de las mas sorprendentes y potenciales aplicaciones de estas na-
noestructuras es su papel como soporte fisico para la construcciéon de un computador
cudntico basado en estado s6lido[3]. Asi como se presenta en este trabajo, utilizando
la propuesta de Loss y DiVincenzo es posible construir compuertas cuanticas uni-
versales que son controladas externamente, lo cual abre un maravilloso camino hacia
una futura implementacion de dispositivos de computo mecanico-cuantico escalables.

En el siguiente capitulo se describe como mayor detalle como es posible emplear esta

arquitectura, donde el espin del electrén confinado en cada una los puntos cuanticos
cumple la funcién de un qubit.
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3. Computacion Cuantica con Puntos
Cuanticos

Las capacidad de los dispositivos de procesar informacién deriva de sus propiedades
fisicas; en otras palabras, la informacion es fisica[42] y es por ello que el estudio de
la computacion y la informacién cuantica ha generado un gran interés en el campo
de las ciencias basicas y la ingenieria. Los intrincados procesos mecanico cuanticos
debidos a la superposiciéon y las correlaciones cuanticas ofrecen una nueva generacion
de dispositivos que abren la posibilidad de realizar eficazmente procesos computa-
cionales a través de nuevos y mas potentes algoritmos como los descubiertos por
Shor[43] y Grover[44].

Con la aparicién de técnicas que permiten controlar los potenciales errores inhaderen-
tes en los procesos transmisién de informacién ya sea a través de sistemas cuanticos
o clasicos[1], se dio inicio en la mitad de la década de los noventa a una busqueda que
permitiera determinar cuales sistemas fisicos son los mas apropiados para operar co-
mo bits cudnticos (qubits). Dentro de los més prominentes ejemplos descubiertos para
tal fin se encuentran la trampas de iones[45], cavidades QED[46], NMR|[47], materia-
les superconductores[48], el espin nuclear en donadores[49, 50], el espin electrénico
en puntos cudnticos semiconductores[3], entre otros. La demostracion experimental
de estas nuevas propuestas de hardware pueden ser escritas como muy productivas,
siendo este el caso del modelo de trampa de iones o por el contrario, con diversas
complicaciones, como ocurre con los esquemas basados en estado soélido, especial-
mente en sistemas de espin semiconductores, en los cuales experimentalmente es
dificil demostrar la coherencia cuantica y el entrelazamiento controlado, pero aun
asi son considerados como los candidatos m&s promisorios para la construccién de
un gran computador cuantico debido a su escalabilidad.

En este capitulo se presenta la arquitectura basada en puntos cuanticos propuesta por
Loss DiVincenzo|3]. Seguidamente se describen los cinco criterios de DiVincenzo|7]
que debe cumplir cualquier sistema fisico interesado en operar como soporte fisico
para un computador cuantico, detallando como la arquitectura basada en puntos
cuanticos puede cumplir estos cinco criterios.



3.1. Arquitectura de Loss&DiVincenzo

En el ano de 1998, Daniel Loss de la universidad de Basel, Suiza y David P. Di-
Vincenzo de IBM, USA, propusieron un modelo para la construcciéon de compuertas
cuanticas basadas en puntos cudnticos acoplados, usando el espin de los electrones
confinados en cada unos de los puntos como qubits[3]. En la figura 3.1 se describe es-

electrodos posteriores capa magnetizada heteroestructura de
oconaltog pozo cuantico

Figura 3.1: Arreglo de puntos cuanticos acoplados. Los electrodos superiores pre-
veen un confinamiento lateral y permiten realizar la interaccion de intercambio para
operaciones de 2 — qubits (en esta imagen los dos puntos de la izquierda estan de-
sacoplados, mientras que los dos de la derecha estdn acoplados)

ta arquitectura, la cual se compone de un sistema de gas de electrones bidimensional
(2DEG) formado a partir de una heteroestructura de pozo cudntico de AlGaAs. La
parte superior de la estructura esta cubierta con un patron de electrodos metélicos,
sujetos a un voltaje negativo que deflecta el 2DEG creando un potencial efectivo que
atrapa un pequeno numero de electrones formando un punto cuantico. En la parte
posterior, tal como se aprecia en la figura 3.2, existen un conjunto de electrodos que
controlan el nimero de electrones en el punto cuantico a través de espectroscépi-
ca de bloqueo columbiana. Un control adicional sobre la funcion de onda de esta
nanoestructura puede ser llevado a cabo por la aplicaciéon de un campo magnético
estatico B, perpendicular al 2DEG.

En este modelo, la orientacion del espin de cada de uno de los electrones que se en-
cuentran confinados en los respectivos puntos cuanticos actiian como bits cuanticos.
Debido que para la construccién de compuertas cuanticas de 2-qubits es necesario
crear una interaccién de dependencia entre estos dos elementos, tal acoplamiento se
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Figura 3.2: Vista superior de un sistema de dos punto cuanticos acoplado lateral-
mente, cada uno con un electréon con diferente estado de espin. Los electrodos supe-
riores son los encargados de realizar el confinamiento lateral.

logra considerando la interacciéon columbiana y el principio de exclusion de Pauli,
lo que da lugar a la descripcién de un estado fundamental de los dos electrones en
cada uno de los puntos cudnticos con una alta interrelacién energética entre ellos,
permitiendo producir una compuerta cudntica como NOT Controlado (XOR). Esta
interrelacion entre los qubits, fisicamente se traduce en un intercambio de energia
J(t) entre los dos espines Sl y 5’2 de cada uno de los electrones, el cual se encuentra
descrito a través del hamiltoniano de Heisenberg asi

Hs(t) = J(t)S) - S, (3.1)

Como se presenta en este trabajo, el factor J puede ser controlado experimentalmente
de diversas formas, una de ellas a través de la manipulacion del voltaje inverso de
los electrodos que se encuentran justo entre los dos puntos.

Segun esta arquitectura, el operador de evolucion en el tiempo para este sistema de
puntos cuanticos acoplados es:

. t A A
Ut to) :e:cp(—% / J(t)(Sy - Sp dt) = e7/5r52, (3.2)

to

con el pardmetro relevante para la manipulacién de espin J
- 1 [t
j-1 / J(#)dt. (3.3)
I Jy,

Considerando el caso J = 7, el sistema de dos espines evolucionara de acuerdo con
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el siguiente operador de intercambio

—iﬂgiug'j — e—iﬂ/4 (34)

0
. 0
Usw(i,j) =e 1

o O O
o O = O
_— o O O

0

La matrix 4 x 4 esta escrita en las bases {]|00),|01),|10),|11)}. Nétese la fase extra
de m/4 que aparece en ﬁsw(i, J), esto debe tenerse en cuenta dado que los espines
(1, 7) se desfasaran con respecto a los otros. Este operador de intercambio que es una
compuerta cuantica tiene la propiedad

Usw (1, 2)(aoay [0) + aiq1y 1)) (aoe) |0) + are) [1)) =
(ao2) [0) + ai(2) [1))(aoq) [0) + aiy [1)).

La importancia de esta compuerta de intercambio yace en el hecho de que espines
alejados pueden acercarse por un intercambio secuencial entre sus vecinos mas proxi-
mos pero nunca produce un entrelazamiento entre ellos, tal como se aprecia en la
ecuacién 3.5. Una compuerta que produzca Entrelazamiento surge cuando J = 7 /2
y es llamada raiz cuadrada del intercambio,

(3.5)

V2 0 0 0

S/ ~ .o _ix§.5. —ir 0 €i7r/4 e_i”/4 0
S, J) =\ Usw(i,j) = e S = el 0 e in/4 eim/d o |- (3.6)
0 0 0 V2

Esta accion crea un entrelazamiento entre dos qubits que puede resumirse por la
ecuacion

e

. /8
S0, 5) [ey)) = T U Ve vG) + [P ve))- (3.7)

donde |¢(i> y W(j> estan representado por la ecuacién (1.4). La compuerta raiz
cuadrada del intercambio, junto con rotaciones de espines individuales pueden ser
utilizadas para construir las importantes operaciones de dos qubits controladas como
son las compuertas (CZ) y NOT Controlado (XOR).

100 O
Uczz) = €7 56135 5(1,2)e ™12 3(1,2) = /1 8 é ? 8 (38)
000 —1
100 O
2 P . S iE S i 010 0
Uxor = e "2%vUcz(1 2" 2% = /4 000 1 (3.9)
001 -0
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Asf pues, una combinacién de la compuerta “raiz cuadrada de intercambio”/Ugw
con rotaciones de un qubit €1, dan lugar a una compuerta cudntica universal
[7, 51]. De esta forma, la compuerta Uxor puede ser usada para ensamblar algorit-
mos cuanticos con ayuda de cualquier otra compuerta de un qubit. Asi mismo se
aprecia que segun las ecuaciones (3.2) y (3.3) el estudio de una compuerta cudntica
XOR es reducido esencialmente a la descripcion del mecanismo de intercambio de
energia y a los mecanismos de control del mismo.

Experimentalmente, se puede describir como se realizan algunas de estas operaciones.
Un ejemplo de ello son las rotaciones de espin, las cuales son logradas a través de
un campo de resonancia de espin ESR ( © en la figura 3.1). Aqui cada electron
es seleccionado al sintonizar su energia Zeeman usando un campo magnético local.
Aunque lograr tal campo magnético local es muy dificil, es posible imaginar una
arquitectura donde la corriente eléctrica I ubicada justo al lado del punto sea capaz

de incrementar o disminuir la energia Zeeman a voluntad.

Es importante considerar adicional a estas condiciones experimentales, que el me-
canismo de intercambio de acoplamiento descrito por Loss y DiVincenzo no es ex-
clusivo de los punto cuanticos. En los ultimos anos subsecuentes propuestas para
computacién cuantica como espines nucleares de atomos donadores en sustratos de
silicio [49], espin del electrén en puntos cuanticos de SiGe [52], electrones atrapados
por ondas actsticas de superficie [53] y espin de impurezas paramagnéticas[54] cuen-
tan con el mismo tipo de interaccién. La razon principal de concentrarse en puntos
cuanticos radica en que estos sistemas son el centro de varias investigaciones ex-
perimentales continuadas en fisica mesoscopica y parece razonable esperar que tales
sistemas puedan ser fabricados como compuertas cuanticas funcionales considerando
esta arquitectura.

3.1.1. Criterios de DiVincenzo

Al construir cualquier algoritmo cudntico[l] que realice determinada tarea surgen de
forma natural una pregunta: ;qué recurso fisico es necesario para implementar esta
tarea en un maquina real?. La respuesta a este interrogante fue presentada de manera
elegante por David DiVincenzo|[55], en la forma de 5 criterios que deben ser cumplidos
por cualquier propuesta de implementacion fisica de un computador cuantico. Esto
criterios proveen un excelente punto de partida para describir como mayor detalle
esta arquitectura en la cual el espin del electrén confinado en un punto cuantico
opera como un qubit. Los criterios propuestos por DiVincenzo son los siguientes

1. Un sistema fisico es escalable cuando los qubits estan claramente
definidos. Debido a las altas velocidades de procesamiento empleadas en un
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computador cudntico, es necesario hacer uso de un gran nimero de qubits,
del orden de 10°. Este requisito es cumplido en forma natural por el sistema
de espin 1/2 como lo es un electrén confinado en un punto cudntico, donde
|0) = [T) ¥y |1) = |]). En la actualidad, existen multiples técnicas experimen-
tales'que permiten la construccién de grandes arreglos de puntos cuénticos
interconectados entre si. El control del nimero de electrones confinados en ca-
da uno de atomos artificiales se ha logrado usando el efecto de bloqueo de
Coulomb[56, 57], el cual es un aumento de la resistencia a pequenos voltajes
en dispositivos confinados a través de dos electrodos conductores.

2. La habilidad de inicializar el estado de los qubits en un estado
inicial sencillo. La inicializacién de qubits de espin en puntos cudnticos se
puede lograr a través de equilibrio térmico, teniendo en cuenta que la cantidad
de energia asociada a la temperatura de operacion del sistema sea menor que
la separacion Zeeman, es decir gugB > kT.

3. Los tiempos de decoherencia deben ser mucho mds largos que el
tiempo de operacion de la compuerta. Este es el criterio mas dificil de
cumplir por algunas de las propuestas existentes para la fabricacién de com-
putadores cuanticos. Aqui, los actuales conocimientos sobre qubits de espin en
puntos cudnticos son muy prometedores. Los tiempos de operacion de com-
puertas cudnticas que estan por el orden de los nanosegundos son en principio
viables[58]. Usando predicciones tedricas[3] y datos experimentales de tiempos
de cambio de orientacion del espin, los tiempo de decoherencia estimados estan
en el orden de los milisegundos. Asi, los tiempos de decoherencia podrian ser
de seis ordenes de magnitud mas grande que los tiempos de operacién de la
compuerta cuantica.

4. Un conjunto de compuertas cudnticas universales. Con un conjunto
de compuertas cuanticas universales|7], cualquier algoritmo cuantico puede ser
implementado controlando una evolucién unitaria particular del qubit. Es su-
ficiente tener compuertas de 1 — qubit y una compuerta universal de 2 — qubits
(XOR) para construir cualquier algoritmo cuantico.

5. Capacidad de medir un qubit especifico. La lectura del qubit determina
el resultado al final del cédlculo. En este sentido, en la actualidad, la mejor
propuesta para la medicion del espin en puntos cuanticos es realizando una
transferencia de informacién del espin al estado de carga[3], que puede ser
accesado experimentalmente con mediciones de voltaje o corriente altamente
sensibles.

1yéase seccién 2.2
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4. Punto Cuantico con un Electron

La Fisica es como el sexo:

seguro que da alguna compensacién practica,
pero no es por eso por lo que la hacemos.
Richard P. Feynman (1918 - 1988)

En este capitulo, se determina el comportamiento energético, asi como la funcién de
onda asociada a un electrén que se encuentra confinado en el interior de un pun-
to cuantico bajo la influencia de un campo magnético perpendicular a la direccién
de crecimiento de esta heteroestructura, haciendo uso para ello del formalismo de
operadores de creacién y destruccion. Este sistema fisico cobra vital importancia en
capitulos subsecuentes debido a que tanto la descripcién de dos puntos cudnticos
acoplados asi como su intercambio de energia entre los estados singlete y triplete se
encuentra representado por este sistema fisico tanto funcional como energéticamente.

4.1. Caracteristicas del Sistema Fisico

El sistema considerado en este estudio estd constituido por un punto cuantico de
GaAs/AlGaAs de radio p el cual confina en su interior a un electrén y donde todo el
sistema en conjunto es afectado externamente por un campo magnético homogéneo
y constante de la forma B = (0,0, B) en la direccién paralela al eje z. Por ra-
zones experimentales[59, 60|, se supone que el potencial de confinamiento al que
esta sometido el electrén en el eje z se modela como un pozo de paredes infinitas,
mientras que sobre el plano xy se considera como un potencial armoénico isotrépico
bidimensional. En la figura 4.1 se presenta una gréafica tridimensional que describe
la forma del potencial de confinamiento para un punto cuéntico. Las interacciones
electrostaticas de los diferentes nicleos atémicos del GaAs sobre el electrén se mode-
la bajo la aproximacién de masa efectiva y se asume una descripciéon a temperatura
T = 0K, ello con el fin de considerar iinicamente los estados de mas baja energia.
Los parametros aqui empleados hacen referencia a puntos cuanticos fabricados con
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la técnica 2DEG!; aunque esta escogencia no es crucial para nuestro analisis, permite
ilustrar de mejor forma nuestros resultados.

Figura 4.1: Diagrama esquemaético de un punto cuantico bajo un potencial de confi-
namiento paraboloide

El hamiltoniano que describe este sistema, incluyendo la interacciéon debida al campo
magnético externo y al espin del electron es

S N P PN L L0 ST S PR B

H:—[+—A7‘] + — (27 + +u(2) — =gspo - B, 4.1

5 [P+ AG)] + 552 (0 ) +u(d) — S (11)

donde A(7) = £(—g,,0) es un potencial vectorial del cual es posible derivar el cam-
po magnético B y adicionalmente cumple la condicién de V-A(7) = 0, p = p,+p.+D>
representa el momentum total del sistema, i ’ p+LA(T) ‘2 es la energia cinética, in-
cluyendo la interaccién de campo magnético asociada a A(7), u es la masa efectiva del

electrén en el GaAs, el termino %21 (#? 4 §?) representa el potencial bidimensional
tipo oscilador arménico sobre el plano xy, u(Z) es el potencial de confinamiento en
la direccion del eje z el cual se modela por un pozo de potencial de paredes infini-
tas y el ultimo termino representado por % gspu0 - B describe la interaccion entre el
espin del electron con el campo magnético denominada acoplamiento Zeeman, donde

gs es el factor giromagnético o factor de Landé y 6 = 7,+0,+0 las matrices de Pauli.

La metodologia empleada para determinar los autovalores de energia y las auto-
funciones asociadas a H consiste en separar la ecuacién (4.1) en dos hamiltonianos
independientes entre si; el primero, denotado por H, que no incluye la interaccién
con el espin del electron y se compone de los tres primeros términos de la ecuacion
(4.1), mientras que el segundo hamiltoniano H, si considera el efecto de espin y esta
constituido exactamente por el cuarto termino de la ecuacién (4.1).

1Una descripcién de este método de fabricacion fue presentado en la seccién 2.2.3
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4.2. Punto Cuantico sin Efectos de Espin

De acuerdo a la separacién realizada en la seccién anterior, se tiene

N 1 . 2 2
= A + ED @+ +ul2), (4.2)
Considerando que (ver A) [#,p,] = [§,P.] = 0, representando la frecuencia ci-

;. B ., . .
clotrénica como w,. = qceu , la proyeccion del momento angular orbital en el eje z

como L, = #p, — Jp. vy 02 = wl + 1w?, el hamiltoniano (4.2) toma la forma
~2 .2 .2
5 Dz Py Pz 1 o 1 2 (A2 ~92 ~
Hy="—"—+"+—"—+4 zwl, + -pQ° (2" + +u(2), 4.3

0 2% 2 2u 2 2# ( Y ) (2) (4.3)
a su vez, la ecuacién (4.3) puede ser separada en dos hamiltonianos, los cuales poseen
variables independientes el uno del otro. El primero describe el comportamiento del
electron en el plano zy y el segundo incluye un confinamiento tipo pozo de potencial
de paredes infinitas en el eje z.

Hy=H, + H, (4.4)
tal que
2 .2
7 Dz Dy Lo 1 Do oo
o=l P D F 4+ 20 , 45
1 2/~L+2M+2w +5H (2* +9%) (4.5)
Y 2
Hj = 5=+ u(2) (4.6)
24 ’

donde p, representa el momentum en la direccién z y u(2) es el potencial de confi-
namiento en z, que como ya se menciono es un pozo de potencial infinito. A conti-
nuacién describimos como determinar las autovalores de energia y las autofunciones
de estos dos hamiltonianos.

4.2.1. Hamiltoniano en el plano zy

Consideremos inicialmente el hamiltoniano de la ecuacién (4.5)

<2
7 Dz Dy L 2ia2 | -2 1

H =7+ 4+ —u0%(2* + 9% + ~w.L,. 4.7

1 2% 2% 2# ( y°) gWeliz (4.7)

Este hamiltoniano representa un oscilador arménico bidimensional con una inter-
accion de campo magnético externo B. El proceso para determinar los autovalores
de H, es analogo a la solucién del oscilador arménico cuantico unidimensional, con
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la diferencia que para este caso es necesario construir dos parejas de operadores de
creacién y destruccion por ser un sistema bidimensional. Considerando la variable

= /p82/h , los operadores de creacién y destruccion se expresan en funcién de los
operadores de posicién y momentum, por lo tanto

ot 1 lgs_ it _ gy Py
=5 |- b= 5 - 5 .
(g i oL,
a=j |oo+ 2], b=y o+ 2] (1.9

y cumplen las reglas de conmuntacién?

A A

[4,0%] = [b, b+] _ 1,

a0,1] =[] = [p*.a] = [p.a] =0

Utilizando estas nuevas herramientas, el hamiltoniano H, toma la forma

. s N
Hi = hw (eﬁa b+ 1) + (ab+ - +b) . (4.10)

El hamiltoniano de la ecuacién (4.10) puede ser reducido aun mads; para ello se
introducen otros cuatro operadores, los cuales son

Bt L (eﬁ - @'iﬁ) , At = % (&+ n @'13+> , (4.11)

B:%(aﬂz}), A:i@—z’é), (4.12)

y presentan las mismas reglas de conmutacién que a*,a,bt,b. Al introducir estos
nuevos operadores en el hamiltoniano (4.10) se obtiene

S

L= (A Ay BB 1) + L (A A BB). (4.13)

donde H, tiene la misma forma que la presentada en la ecuacién (4.10), con la
diferencia que los operadores ahora son los descritos en (4.11) y (4.12). Denotando
al producto de operadores At A y B*B como N4 y Np con autovalores n4 y np
respectivamente, este hamiltoniano toma la forma

H, =m0 (NA + Np + 1) ch (NA - NB> . (4.14)

2La demostracién de estas propiedades se encuentran con mayor detalle en el apéndice A
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Tomando wy = Q2 + %wc ywp = — %wc, al aplicar el hamiltoniano sobre un estado
arbitrario del sistema, el autovalor de energia queda expresado como

1 1
E| = hwy <TLA+§> + hwp (n3+§) , (415)

por consiguiente, la energia del punto cudntico en el plano zy depende de los auto-
valores de los operadores N 1Y N B, asi como de las frecuencias wy y wp, las cuales
implicitamente estan asociadas a la frecuencia de confinamiento del punto y del cam-
po magnético externo aplicado sobre el sistema. Otra forma de expresar esta energia
es definiendo n =n4 +np y m =ns — ng, por lo cual (4.14) toma la forma

1
E, =m(n+1)+ §wchm, (4.16)

Esta es la energia en el plano xy asociada a un electron confinado en un punto
cuantico, donde n = 0,1,2,3,4, ... representa el nimero cuantico principal, m =
0,£1,42, 43,44, ... es el nimero cuantico azimutal y la energia en el estado funda-
mental es F| o = hf).

Hasta el momento se ha determinado la energia para este sistema, ahora calculemos
su funcién de onda, para ello es necesario hacer uso de las propiedades que presentan
los operadores Ny y Np, las cuales son exactamente iguales a las presentadas por el
operador N para el problema de un oscilador unidimensional®. Segun esto, cualquier
estado del sistema se representa como una funcién del estado fundamental sobre el
cual actian tales operadores. Esta relacion es descrita por

[Pnams) = e (AT (B)" ). (.17
(na)!(np)!
Para determinar la forma de |pg) se reemplaza en los operadores 121, AT, B , Bt por
los operadores d, @, b, b representados en (4.8) y (4.9), adicionalmente, realizando un
cambio de variable z = x 4+ iy y 2" = x — iy y tomando como referencia el hecho que
Altoo) =0, B i) = 0 se obtiene

(gz* + %é?z) ooz, 2%) =0, (4.18)

que al ser solucionadas dan como resultado la funciéon de onda en el estado funda-

menta representada por
B 2 2
[doo) = 1/ €77 (& + ) (4.20)
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4.2.2. Hamiltoniano en la direccién z

Tomando la ecuacion (4.6)

L Pyt
H|= E + u(2), (4.21)
donde el potencial u(z) es de la forma
0o z< —% 6z > %
u(z) = 0 . 1 (4.22)
5 < z <3

Debido a que este hamiltoniano describe un problema muy conocido que es el pozo de
potencial de paredes infinitas, aqui tan solo se presenta la solucién de este problema,
de manera que el autoestado del sistema esta expresado por

2 cos(kpz) kn, =" n,=1,35,..
[on.) = Vieosthas) ’ (4.23)
\/%sen(knz) Fn, = "5 n, =2,4,6, ...
y los autovalores de energia son
n2m2h?
By == 4.24

4.3. Punto Cuantico con Efectos de Espin

Al considerar el espin y sus efectos dentro del formalismo desarrollado hasta este
momento, es necesario agregar al hamiltoniano H un termino que representa la in-
teraccion entre el espin S de una particula con un campo magnético homogéneo en
la direccion z, sin incluir la interaccién espin-orbita. Este termino esta representado
por R

H,=—},-B, (4.25)

N3t

donde fis = —95‘%35, B = q;j y S =20.

Reemplazando en la ecuacion anterior, se obtiene

ﬁs _ ngeh
4p

- B. (4.26)

Sea |¢om.) = |+) 0 |—)|%) de tal forma que

0z lm.) = o |£) = £|£) = £ lpm.) - (4.27)
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Debido a que el campo magnético solo esta dirigido en la direccién z, inicamente
se considera el efecto de o, adicionalmente tomando el momento angular exclusiva-
mente de espin, esto es gs = 2, la ecuacion de valores propios asociada a este sistema

se escribe como

) A
H, |90mz> = QQM o.B |:t>

que al actuar sobre un estado |¢,,.) arroja un autovalor de energia dado por

qeh
24

E,=+—8B (4.28)
El vector de estado para el electron ubicado en el punto cuantico bajo una interaccion
de campo magnético en la direccion z se puede expresar como el producto tensorial
entre el vector de estado correspondiente al oscilador arménico bidimensional (hamil-
toniano zy), el vector de estado del pozo de potencial infinito (hamiltoniano z) y el
vector de estado del electrén con espin dada en la ecuacion anterior. Por consiguiente
el vector total de estado es

V) = [Pnamp) @ |@n.) ® [Pm.) = |Pranpn.m.) - (4.29)
Asi mismo, el autovalor de energia total del sistema es

n’m?h?  q.h

hw
E = hQ2 1 ) —
RQ (n+1) + (m) + e

2

B. (4.30)

4.4. Resultados

Debido a que la frecuencia ciclotréonica w,. es una funcién del campo magnético y
la frecuencia de confinamiento w, es funcién del radio, es posible observar el com-
portamiento que presentan los autovalores de energia del sistema al variar estos
parametros. Este analisis lo restringimos a la energia asociada al hamiltoniano zy
inicialmente y en segunda instancia considerando los efectos de espin, ello a que son
estos términos quienes reflejan los efectos debido al campo magnético externo.

Tomando la ecuacién (4.16) y factorizando wy se obtiene una expresién en funcién
de la variable w./wq, por lo tanto la energia del sistema en el plano xy es

1l /w 202
14+ 2 (=
Jr4(WO>

E\ = fw é (n+1)+ (z—o) (%) . (4.31)

Si se considera a w, constante, es decir, el radio p del punto cuantico como fijo, la
variable w./wy puede tomar diversos valores, los cuales dependeran exclusivamente
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Figura 4.2: Comportamiento energético de un punto cuantico de radio p constante y
bajo la accién de campo magnético externo B paralelo al eje z en terminos de w./wy.

de w. y por consiguiente de la magnitud del campo magnético en la direcciéon z.

En la figura 4.2 se observa como los niveles de energia presentan una degeneracién
al crecer w./wy, es decir, al aumentar el campo magnético B. Este comportamiento,
en el cual los niveles de energia con m positivo o negativo se desplazan ya sea hacia
arriba o abajo se debe a que el campo magnético tiende a orientar los momentos
magnéticos ya sea en forma paralela o antiparalela, lo cual se traduce en un aumento
o disminucién de energia. Este particular fenémeno energético fue descrito analitica-
mente por Fock y Darwin en los afios 30 y nos dice que para valores de m (+ 6 —)
la energia del sistema es diferente.

Para grandes campos magnéticos, el comportamiento de electrén libre prevalece sobre
el confinamiento oscilatorio y los niveles de energia forman una secuencia llamadas
bandas de Landau, la cual es un cruce de los estados energéticos y se presenta para
valores de n > 2. Las flechas verticales en el gréfico entre los distintos orbitales
representan algunas de las posibles transiciones épticas permitidas en el sistema, las
cuales para ciertos valores de campo magnético donde se hace visible la interseccion
de niveles, se dan de forma natural.

Factorizando ahora de la ecuacién (4.16) a w,, el campo magnético permanece cons-
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tante y la variable wg/w. depende unicamente del radio p, por lo tanto

wo\? 1
E| = hw, [(—”) + -
We 4

este comportamiento energético que se representa en la figura 4.3 describe una
relacién de proporcionalidad inversa entre el radio del punto y la energia del os-
cilador, la cual era de esperar ya que los efectos de confinamiento y reducciéon en la
dimensiones del semiconductor se ven reflejadas en su comportamiento energético.

1
2

n+1] + % , (4.32)

ENERGIA - DISTANCIA d

12
10}
3%
L
o
L 4t
2,
0 1 2 3 4 5 6
d-1
wo/we

Figura 4.3: Espectro de energia para un punto cuantico de radio variable sobre el
cual actia un campo magnético constante B en la direcciéon z.

Esta situacion es similar a la presentada por un pozo cuantico de potencial, en el
cual una disminuciéon de p -un mayor confinamiento sobre el sistema- conduce in-
mediatamente a una mayor discretizacién de los niveles de energia. Cuando el radio
del punto aumenta, es decir, hay una disminucién de la variable wy/w,, los niveles
de energia aumentan formando un continuo, en el cual no es posible caracterizarlos
y distinguirlos unos de otros, en pocas palabras, el sistema deja de exhibir un com-
portamiento cudntico y la energia se transforma en un continuo.

Al considerar dentro de este analisis el efecto del espin del electrén sobre el punto
cudntico, tal como es descrito en la ecuacién (4.30), es posible expresar todo este
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termino en funcién de la variable w./wy, la cual, como ya se mencioné, depende
exclusivamente de B, por lo tanto
m 1 |w,.

1 +}l (:’—0)2 n+1]+ [5—0} [5] o [w—o] (4.33)

En la figura 4.4 se observa tal comportamiento donde se han incluido los efectos
de espin, los cuales producen un degeneracién hiperfina de los subniveles de energia
debido a que en cada uno de ellos pueden existir dos electrones con diferente ori-
entacion de espin, obedeciendo el principio de exclusién, lo que da lugar a un doble
espectro de energia de Fock-Darwin. Los niveles de color rojo incluyen la interaccion
con espin |T) mientras que los niveles de color azul representan al espin ||).

1
2

E = hw
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Figura 4.4: Espectro de Fock-Darwin para un punto cuantico considerando los efectos
de espin.

Este fenomeno es conocido como efecto Zeeman andémalo y su gran importancia ra-
dica en su potencial utilizacién en el campo de la computacién cuantica, ya que
este efecto define claramente un sistema de dos niveles, lo que permite pensar en la
construccién de compuertas cuanticas de 1 — qubit como son las de rotacion y las
de negacién[7], en las cuales las operaciones se realizan a través de diversas técnicas,
una de ellas es aplicando un campo magnético de microonda B, en resonancia con
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el “splitting” Zeeman, es decir, con una onda a una frecuencia f = AFE/h. Este efec-
to, conocido como resonancia paramagnétical62, 63] permite que este nuevo campo
magnético B, oscilante y a la vez perpendicular a B haga rotar el espin del electron
y que adicionalmente para un cierto tiempo fijo, sea posible la creaciéon de un estado
de superposicién entre el |T) y el |]).

4.5. Conclusiones

Basados en el formalismo de operadores de creacién y destruccion, se logra deter-
minar los autovalores de energia asi como la forma general de las funciones de onda
asociadas a un punto cuantico de GaAs, el cual confina un electrén en su interior y
adicionalmente esta afectado por un campo magnético externo B constante.

La energia de este sistema sin considerar los efectos del espin del electrén describe un
interesante comportamiento y es el hecho de que algunos de los niveles de energia se
cruzan entre si. Este fenémeno conocido como espectro de Fock-Darwin, presenta una
caracteristica importante y es que al aumentar la intensidad del campo magnético
B, la degeneracién asi como la cuantizacion de los niveles de energia se hace cada
vez mas representativa debido al aporte energético que esta interaccion realiza y que
claramente se observa en el aumento de la energia cinética del sistema.

Otro resultado interesante presente en este capitulo es la fuerte dependencia de la
cuantizacion energética del sistema en funcién del radio del punto cuantico, donde la
relacién funcional de entre estas variables es de inversa proporcionalidad, es por ello
que al disminuir el tamano del punto, su espectro energético hace visible una mayor
discretizacion en los niveles de energia.

Al incluir el espin en nuestro analisis, se presenta un fenémeno denominado Efecto
Zeeman Anomalo, el cual separa los niveles de energia entre si creando una estructura
hiperfina en el espectro de energia. Esta ultima caracteristica es de gran interés en
el campo de la computacion cuantica, ya que claramente este es un sistema cuantico
de dos niveles, dando lugar a la creacién de compuertas cuanticas de I1-qubit como
la compuerta de rotacién y donde su control se realiza a través de la aplicacién de
un campo magnético oscilante B, perpendicular a B, permitiendo que el espin del
electron rote y por consiguiente cambie de nivel.
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5. Interaccion Espin-Orbita

En esta seccidn se presenta un estudio de la interaccion entre el momento magnético
dipolar de espin y el campo magnético interno denominada interaccion espin orbita
para un punto cudntico con un electréon, bajo la accién de un campo magnético ex-
terno en la direccién z.

Inicialmente se determina el término que representa al acoplamiento en forma general
para cualquier sistema de un atomo monoelectronico. Posteriormente, usando teoria
de perturbaciones, se evaltia esta cantidad para el caso de un punto cuantico con un
electron.

5.1. Interaccion Espin-Orbita en un Atomo con
un Electron

Consideremos un sistema como el descrito en la figura (5.1.a). Segin este esquema,
es posible entender el origen del campo magnético que experimenta un electrén en
un atomo monoelectrénico si se considera el movimiento del nicleo desde el punto
de vista del electrén.

En un sistema de referencia fijo con respecto al electrén, el nicleo cargado (+7Z¢.) se
mueve alrededor del electron y este, de hecho, se encuentra localizado en el interior
de una espira de corriente la cual produce un campo magnético.

En la figura (5.1.b) el nucleo cargado que se mueve con velocidad —v constituye una
densidad lineal de corriente dada por

Jj= —2q.v. (5.1)

De acuerdo con la Biot-Savart, esta densidad de corriente produce un campo magnético
B,,.: en la posicién del electron donde

@jxr_—zqe,uovxr

Bine = A7 3 Ax; 73

(5.2)



Figura 5.1: a. Movimiento del electrén segin el sistema de referencia ubicado en el
nicleo. b. Movimiento del nticleo segun el sistema de referencia ubicado en el electron

es conveniente expresar esta relacion en términos del campo eléctrico E;,; que actua
sobre el electron. Segun la ley de Coulomb

Zq. T
E,., = — 5.3
T deq 13 (5:3)
de estas dos ultimas ecuaciones se tiene
1
B = —gV X Einy (5-4)

donde ¢ = 1/,/éopip. Aqui By, es el campo magnético experimentado por el elec-
trén cuando este se mueve a una velocidad v relativa al nicleo dentro de un campo
eléctrico E;,; producido por el propio niicleo. Esta relacion es de validez general y
de igual forma puede ser obtenida a través de condiciones relativistas.

El electréon y su momento magnético dipolar de espin pueden tener diferentes orienta-
ciones en el campo magnético interno del atomo y su energia potencial es diferente
para cada una de estas orientaciones. Considerando la energia potencial de interac-
cion entre el espin del electron y el campo magnético B;,; de la forma

~

Hs—o = —HUs Bint7 (55>

tomando en cuenta que p, = #£2* al reemplazar el campo By, por la ecuacién (5.4)
se obtiene

H,_, = _% (v X Eine) (5.6)
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y es el hamiltoniano que representa la interaccion espin orbita para un dtomo mo-
noelectronico y en el cual se observa una dependencia directa del campo eléctrico
debido al nucleo. Otra forma de expresar esta ecuacion es empleando L, por lo cual

el termino toma la forma
A 1 4 - [(1dU(r)
Hs—o - WS ‘ L (——) , (57)

r dr

por lo cual el hamiltoniano de Espin Orbita queda expresado en funcién de U(r)
que es la energia potencial asociada al sistema y esta ecuacion se ha evaluado en un
sistema de referencia en el cual el electrén esta en reposo.

Lo interesante en este modelo es medir la energia en el sistema de referencia original,
en el cual el nicleo esta en reposo (aproximacién Borh-Oppenheimer|[64]). Debido
al efecto llamado precesion de Thomas[65], en la transformacion de velocidades rel-
ativistas al retomar el sistema de referencia del nicleo resulta una reduccion de la
energia potencial de orientacién por un factor de 2[65], por lo tanto

L ¢.f <1M> : (5.8)

SO 9202 rodr

donde r es la distancia de separacion entre ntucleo y electrén, y p corresponde a la
masa del electron y que para el caso de un punto cuantico de GaAs con un electron,
este termino representa la masa efectiva del electron .

Considerando que S = g&, donde o representa las matrices de Pauli y consideran-

do una funcién ¢(r) tal que Vp(r) = —%E(T), la ecuacién (5.8) queda finalmente
representada por

' th ~ ~

H,_, = i (Vo(r) x o) - p, (5.9)

que representa la interaccién espin orbita.

5.2. Enmergia debida al acoplamiento espin-orbita
en un punto cuantico

Suponiendo que el hamiltoniano de la interaccién espin-orbita es una pequena per-
turbacién a nuestro sistema de un punto cuantico con un electrén bajo la accién de
un campo magnético externo, es posible determinar el aporte energético al sistema.
Para calcularlo, se hace uso de la teoria de perturbaciones, considerando para ello
que el atomo artificial monoelectrénico se encuentra en el estado fundamental y no
presenta degenerancia. Este electron se ubica en la banda de conduccion del GaAs,
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de tal forma que su energia potencial segtin el hamiltoniano (4.5) esta representada

por
o 1
U(r) = {5% (&P, = 9P:) + 5 (& + 9 )} (5.10)

A partir de este termino, se construye la ecuacién (5.9), obteniendo!
PA- BB+ ATBT 1) 6.+ A (BB - ATA) 4.

B A+ Bt = At)op.—iQ (At + BY = A-B)op.  (5.11)
+ AT

+ B+> 6,5. + iR (B A+ AT — B+) Gap,

donde A, A*, B, Bt son los operadores de creaciéon y destruccién definidos en las
ecuaciones (4.11) y (4.12) del capitulo 4.

Debido a que la inclusion de la interaccién espin-orbita complica el hamiltoniano total
del punto cuantico con un electrén bajo un campo magnético externo considerando
los efectos de espin y tomando en cuenta que el efecto debido a H,_, es muy pequeno,
es posible solucionar este problema utilizando la Teoria de Perturbaciones|66]. En
este modelo, el primer paso es la resolucion exacta del problema simplificado, tal
como se realizo en el capitulo anterior. El segundo paso es el calculo aproximado de
la correcciones determinadas por los términos que se han prescindido en el problema
simplificado y que en este caso es H, .. para ello supongamos que el hamiltoniano
total de nuestro sistema esta dado de la forma

Hr = H +SH,_, (5.12)

donde H,_, que es el acoplamiento espin-orbita representa una pequena correccion
o perturbacién al hamiltoniano H dado en la ecuacién (4.1). Esta perturbacién de
primer orden para el sistema en un estado no degenerado esta representada por

= (/| SHy-o [4) (5.13)

'Una completa descripcién de la deduccién de este hamiltoniano se encuentra en el apéndice B.1
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tomando & = 1 se tiene

(V| Ho—o |00) =k (/| AB6. |¢0) — k (/| AT A6 |4) — k (/| B B, |v)
+k (| ATBY6. [¢) — k(|62 [Y) + (V| ABY Bé. i)
— (| ANAT A6 i) — (| QB6,p. [¥) — (V| QAS,p. o))
+ (1 QB6,p. [¢) — (V| QAT6,p. [v) — (V| iQA 6. |¢))
+ (W [iQBT 6., [) — (V| iQA6.p. [¥) — (V| iQBé.p. |v)
+ (| RAG,p. [¢) + (| RB6p. [4) + (| RAT6,p. [¢)
+ (| RB 6,5, |¥) + (/| iRB6.p. [¥) — (| iRAGp. [v)
+ (| iRA 6. [¢) — (V| iRBY 6,5 1)) , (5.14)
donde
[9) = onans) ® @n.) © [@m.) -

Debido a que la accién de los operadores inmersos en ﬁs,o solo se realiza sobre cada
uno de los autoestados asociados, la evaluacién de la ecuacion (5.13) se simplifica
considerablemente. Veamos en forma explicita como es la accion de los operadores
sobre cada subespacio.

<90n£4| A |90nA> = \/m 590”;‘790”,4—1; <S0”33

A pn,) = Vna+1 5%;‘7%,4“5 <90"§3

{Prm

B |(’0"B> = VB 530,;3379%3_1

BY |png) = Vnp +1 5wnwn3+1

oy lom.) = imzéwm;,wmz

(¢n,

a-iv |()0mz> = 550"/27_907”2; <90m‘lz

(| 6o lom.) = Msbp, —gn.s {Pur| P2 ln.) = 0.

Si se observa con detenimiento de la ultima relacién, todos los términos de (5.14)
sobre las cuales acttia p, son iguales a cero, por lo tanto la correccién de primer orden
al hamiltoniano H es

(V| Hy—o |t) = km, VILAY /n’Bd‘PniAv‘PnA—l(sLPn/BvSﬁnB—l(s‘mez P 5%/2,%2
— km.n 40 ) 0

@anu‘PnA L:Dn’B Pnp Wm’zvﬂamz (ipnlz Py

- kman(S%,A Py 590,/3 WPnp (5<pm/z P 5<pnfz Pz

+ kmz \/nA + 1\/7713 + 15§0n/Az<PnA+15§0n’B 7997LB+1690m’Z Pmy 6§0nlz’§0nz

— km0, 4] 0, 0

<pn:4790nA cpn/B’(‘DnB Som/zﬁpmz @n’z#’nz

+ Angm.0, — Anam,0 1) 0 0 . (5.15)

Lpan Pn A QoniA yPn g Qpn/B Pnp ‘pm/z yPmz wn{z Pz
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5.3. Resultados

Observemos como es el efecto que describe el termino (5.15) sobre los estados de més
baja energia, para ello es necesario tomar n, = n, = 0 y que ademés [¢)') = |¢). Por
consiguiente la energia debida al acoplamiento espin orbita en esta caso es

(W Ho—o |90y = —km., (5.16)

Para determinar cual es el estado con mas baja energia tomando en cuenta que el
electron puede tener dos diferentes orientaciones de espin, se determina la energia del
punto sin perturbacion. Tomando la masa efectiva del electron en un punto cuantico
de Arsenuro de Galio (GaAs) como 0,067m,. y el cual estd sometido a un potencial
de confinamiento hwg = 3meV[59], bajo un campo B = 1T, la energia para este
sistema la cual fue calculada en el capitulo 4 para m—1 es Eyg11 = 10,0094z10 3¢V
mientras que para m, = —1 es Eyg1 1 = 8,2814921073eV, por lo tanto el estado
de mas baja energia es para m, = —1. La interaccién espin orbita al ser evaluada
para este estado es (1| H,_, 1)) = 5,7694 x 10V, es decir, existe una diferencia
de 7 ordenes de magnitud entre la energia del sistema y la perturbacién debida al
acoplamiento espin orbita.

ENERGIA DE ACOPLAMIENTO - CAMPO MAGNETICO EXTERNO

Energia de Acoplamiento x 10" eV

0 2 4 6 8 10
Campo Magnetico Externo B (T)

Figura 5.2: Comportamiento energético de la perturbacién debida al acoplamiento
espin orbita en funcién del campo magnético externo.
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La gréfica (5.2) representa el comportamiento de energia debida al acoplamiento
espin orbita para el estado de minima energia. Como se puede apreciar, el compor-
tamiento de la perturbacién en funcién del campo magnético aplicado sobre el sistema
es de tipo polinomial. Un hecho muy relevante de este resultado es que a pesar de
que la interaccion espin orbita es el resultado del efecto entre el campo magnético
interno del sistema y el espin del electrén, finalmente el termino obtenido en este
trabajo indica una relacion directa con el campo magnético externo aplicado sobre
el sistema. Adicionalmente, el grafico nos dice que al no existir un campo magnético
externo sobre el sistema, los efectos de acoplamiento espin orbita desaparecen.

La omision de este efecto sobre sistemas que constituyen compuertas cuanticas de dos
o mas qubits tiene una muy pequena influencia en la coherencia del espin del electron,
ello debido que el termino de espin orbita depende directamente de la masa efectiva
del electrén, la cual es muy pequena. Si por el contrario, consideramos huecos, los
efectos de acoplamiento espin orbita toman una mayor relevancia desde el punto de
vista energético y ya no es posible omitirlo[3].

5.4. Conclusiones

Empleando la teoria de perturbaciones, se logra determinar el acoplamiento espin
orbita para un sistema de un punto cuantico confinando un electrén. El término
que describe esta interaccion para el nivel de minima energia presenta una depen-
dencia directa con el campo magnético externo aplicado sobre el punto cuantico en
la direcciéon z. Tal dependencia trae consigo que solo el acoplamiento espin orbita
exista si sobre el sistema actiia un campo B, de lo contrario este efecto desaparece.
Introduciendo datos reales de puntos cuanticos fabricados experimentalmente, la
diferencia entre la energia del sistema sin incluir el acoplamiento espin orbita y esta
interaccién es de 7 ordenes de magnitud menor, lo que permite omitir dentro de
nuestro estudio posterior esta cantidad y sus efectos.
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6. Intercambio de Energia

Dentro de la arquitectura de Loss y DiVincenzo, un ingrediente fundamental lo cons-
tituye el parametro de intercambio de energia J. La importancia de este factor radica
en que gran parte del estudio de compuertas cuanticas basadas en puntos cudnticos
acoplados se reduce a determinar como se puede realizar el control experimental de
este pardmetro[4]. Desde el punto de vista tedrico, esto significa calcular un termino
que represente a J en funcién de variables que puedan ser reguladas externamente.
A pesar que este problema ya habia sido tratado anteriormente para determinar
espectros de energia en sistemas de dos puntos cuanticos acoplados horizontal y
verticalmente[67], fue en 1999 con el trabajo de Burkard, Loss y DiVincenzo[4] donde
se presenta un termino analitico que describe el intercambio de energia J en funcién
del campo magnético B, el campo eléctrico E y la distancia de separacion d. En
esta seccidn, se presenta un detallado escenario que permite calcular el termino J.
La técnica empleada para construir las funciones que representan el comportamiento
del sistema acoplado es una adaptacién del método de Heitler London, el cual permite
que nuestro problema tenga una solucién analitica y no numérica. Adicionalmente,
la evaluacién de J hace uso de un esquema matematicamente elegante en el cual la
utilizacion de la operadores de traslacion, ciertas funciones especiales, asi como las
propiedades de simetria en Mecanica Cudntica juegan un papel vital. Finalmente se
presentan algunos resultados referentes a J no reportados hasta ahora en la literatu-
ra y que conducen a un mejor entendimiento de esta arquitectura para compuertas
cuanticas basadas en puntos cuanticos

6.1. Autofunciones en el Estado Fundamental

El sistema fisico objeto de estudio esta constituido por dos puntos cuédnticos de
GaAs/AlGaAs acoplados lateralmente, obtenidos a través de la técnica de 2DEG.
Cada uno de estos puntos tiene un electrén confinado en su interior y la distancia de
separacion entre estas heteroestructuras es 2a.

El hamiltoniano que describe a este sistema es

H=H,,+ H,, (6.1)



donde H,,,, representa el comportamiento orbital, es decir, en el plano xy y H, es
el comportamiento en la direccion z, el cual al igual que en el capitulo 4, se modela
como un pozo de potencial infinito. Debido a que la dinamica de interaccién entre
los electrones confinados en cada uno de los puntos cuanticos se realiza en el plano
xy, nuestro estudio se limita a considerar el hamiltoniano orbital, el cual es

Hoppp = ﬁl(ﬁl, 1) + lﬁ[Q(ﬁQa ) + Cha(T1,T2) + W (71, T2), (6.2)

donde ]A)l = (ﬁfl?ﬁypO)? fjl = ('%17:&170)7 ﬁ? = (pALE27pAy27O>7 722 - (:%27g270>‘ Los
hamiltonianos Hj, con j = 1,2 son

A 1 7. e ., .2 R mw? -, . .
o) = 5 = SAG)| +eBa+ 0 [0 45 (63)
o 1. e, .2 omwd . .
Hg(pg, 7"2) = ﬂ |:p2 — EA(T'Q)] + €E.T2 + 5 0 [(.TQ - a)2 + ?J%} ) (64)

aqui E es la magnitud del campo eléctrico aplicado en el plano a lo largo de la
direccion x, es decir, a lo largo de la linea que conecta el centro de los dos puntos.
La interaccion columbiana esta representada por

2

Crop= T (6.5)

- A~ A 9
K |11 — 7ol

adicionalmente, W (7, 7) = Wi (1) + Wa(72), donde W; tiene la forma

2
My 1 ~2 2\ 2 A 2 . « 9 . « 9
V[/j:T @(xj—a)—(szl:a)], J=14+"y j=2%— (6.6)
Al considerar la suma de W; con el ultimo termino de ﬁj, el termino resultante
representa el acoplamiento de cada uno de los dos puntos, incluyendo el tunelamiento.
Este parametro esta dado por

2
by | 1 2\2 2
Vj——L—GQ(:Uj—a) —y]}, (6.7)
Este potencial separa los dos puntos cuanticos en dos pozos armonicos de frecuencia
wo, uno para cada punto y donde su escogencia es motivada por el factor experi-
mental que el espectro de punto cuantico de GaAs se describe por un potencial de
confinamiento parabdlico[59].

Teniendo en cuenta que adicional a la interaccién de campo magnético, los Ha-

miltonianos H; y Hs incluyen la interacciéon de campo eléctrico, una herramienta
matematica que permite determinar con cierto grado de facilidad las autofunciones
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de H, y H, con base en los hamiltonianos de Fock-Darwin, son las traslaciones de
posicién y momentum|[17, 64]

El procedimiento para determinar estas autofunciones[17] consiste en describir el
hamiltoniano del sistema, el cual incluye la interaccion de campo eléctrico, en funcion
de otro hamiltoniano el cual no tiene esta interaccion y para el cual se conocen sus
funciones de onda. Para realizar este proceso, se construye un operador de traslacion,
el cual al actuar sobre el hamiltoniano inicial permite desacoplar el termino debido al
campo eléctrico E. Veamos con mayor detalle como es este proceso para un sistema de
puntos cuanticos acoplados lateralmente: Inicialmente, tomando el hamiltoniano H 1,
es necesario construir una translacion en la componente de momentum de tal forma
que al introducirla en ﬁl, la interaccién de campo eléctrico desaparezca del primer
término de este hamiltoniano y en su lugar quede representada como una constante.
Para que esto ocurra, la traslacién debe ser de la forma p,, — p,, — ¢?BE/2mwic —

geBa/2¢c, generando un nuevo hamiltoniano H;. Segun el modelo tedrico que describe
estas operaciones en mecénica cudntica[64], el operador asociado a esta traslacién en
su forma mas general es

A i~ oA
_ipg
U=e " (6.8)
por consiguiente, para nuestro caso, este operador es
. _ i _(IEBE_qEBa i
U =e 2uge 20 (6.9)

donde unicamente se ha introducido la translacién de momentum en y, siendo nula
para los otros dos ejes restantes, pero donde el operador de posicién sigue siendo el
mismo en las tres direcciones.

Empleando este nuevo operador, el proceso de translacion se representa por

donde Uf es el operador adjunto de U. Como se observa, el operador U tan solo
afecta la componente y debido a que solo en esta direccién hay una traslacién de p.

En forma extendida, el hamiltoniano H 1 €es

2 L ey, o 02 MR s g2 E?
H = —|p—%A@G 0.0 } K% —NgEa+ 2| (6.11
1 ?M D1 c (Z-1,71,0)| + 5 [@1 + y1]1 Qelva + ST ( )

Hamiltoniano de Fock-Darwin HFDl
donde 21 =21 +a+ % y recordando que A(7) = B (—z,9,0), por consiguiente
2 172

N g q
H =H — |q.FE c . 6.12
1 FD1 [q a—+ QMW(Q)} ( )
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Si ahora realizamos el proceso inverso, es decir, aplicamos una traslacién de la forma

~ ~ 2BE . ., . ., ~
Dy; — Py T Qq:nwgc + %, se tiene que el operador traslacion en esta situacion es U*,

por lo tanto
2 12
€

m:mmmm—ﬁ

Lal . 6.13
L2 0k (6.13)

Esta ecuacion significa que el hamiltoniano H, puede ser expresado como la suma
de un hamiltoniano de Fock-Darwin sobre el cual actda una traslacién U més un
termino constante que depende del campo eléctrico y de la distancia de separacion
del punto cuantico (1) al origen. Adicionalmente, la ecuacién (6.13) indica que la
autofuncién asociada al hamiltoniano H; es igual a una autofuncion de Fock-Darwin
bajo una traslacion Ul, ello debido a las propiedades de simetria de este tipo de
operaciones dentro de la mecanica cuantica. Por lo tanto, el estado fundamental del
hamiltoniano H; se encuentra representado por

i 42BE

_d geBa Q
o5 (w1 1) =€ e V lfr_h e~ (+had) (6.14)

De forma similar, siguiendo este mismo proceso para H,, con una traslacién de la

R _i ,‘IEBL; geBa 5
forma Uy =e " 2w %

o “ E .
Yy Tio=2T3—a+ /quo se obtiene

a L. Qe n /1~ - 2 pwg g ) qiE?
H2 = ﬂ o — ZA($+2’ y27 0):| + T |:$+2 + y2i| - 2/_1,(4}8 - qua 5 (615)
Hamiltoniano de ;ock-DarwinﬁFDQ
entonces
Hy = I L (6.16)
— - —geLia , .
2 FD2 2#%% q

por lo cual la funcién de onda asociada a H, se obtiene de la misma manera que para
H, (ecuaciones (6.13) - (6.14)), es decir, aplicando una translacién a la funcién de
onda del estado fundamental del hamiltoniano de Fock Darwin H FD2, por lo tanto
el estado fundamental para este sistema queda representado por

2
_ 4 quE_qua Q
¢(()2)(:v2792) — e P ozmefe 2z B2 —MQ e’g*h(ﬁz*y%).

(6.17)

Las autofunciones dadas en las ecuaciones (6.14) y (6.17) representan los orbitales
moleculares del sistema de puntos cuanticos y tal como se observard en las siguientes
secciones, son vitales para la determinacion del intercambio de energia.
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6.2. Método de Heitler-London

Esta aproximacién conocida también como método de enlace de valencia[5, 6] fue de-
sarrollada en 1927 por Heitler y London y es empleada para determinar la variacion
energética cuando dos dtomos, cada uno con un electrén (como en el caso de dtomos
de hidrégeno) se acercan y forman una molécula. Cuando estos dos dtomos estéan
a una distancia infinita, el hamiltoniano total se representa como la suma de dos
hamiltonianos atéomicos independientes y la solucion exacta de este sistema es el
producto de dos orbitales, obteniendo como resultado que la energia sea el doble que
del atomo individual. Por otra parte, si estos dos atomos presentan un acercamien-
to entre ellos y conforman una molécula, el hamiltoniano de este sistema presenta
una serie de términos cruzados entre electrén y nicleo de un dtomo por un lado y
electron y nicleo del otro atomo por otro lado, acoplando el sistema e impidiendo la
separacion de las variables respecto a cada uno de los electrones.

Heitler y London cuestionaron la ubicacion de los electrones en cada uno de sus
correspondientes orbitales, por ello construyeron dos funciones de onda de prueba,
una simétrica y otra antisimétrica, las cuales permiten determinar analiticamente la
variacién energética asociadas a los estados singlete y triplete[65] que se representa
por el intercambio de energia J. Para la situacién de atomos artificiales como es
el caso de los puntos cuanticos, las funciones de prueba se construyen a partir de
los orbitales atéomicos que son las autofunciones de los hamiltonianos en el estado
fundamental asociados a cada uno de los puntos cuanticos en forma independiente.
En forma general, estos orbitales atomicos se presentan de la forma

_ 42BE | g.Ba v; YR
AG) = ¢y (xj,y;) =€ " g Y %e_ﬁ(x’ﬁyl)

St

j=1,2, (6.18)

B(j) = 6 (wyyg) = * e ()

qe
Hwo

donde _; = &; +a +
son

LTy =2 —a+ 4B v las funciones de onda aproximadas
0

_ 1AW)BQ2) £[AR2)BA))

V2(1 £ 5?)

donde el signo positivo (negativo) corresponde al estado de espin singlete (triplete).
El solapamiento de los orbitales izquierdo y derecho para un cierto punto (z,y) esta
representado por

Uy

(6.19)

$ = {60 (@ 9)1el (@,1)) (6.20)

Por consiguiente, usando las funciones de prueba que el esquema de Heitler-London
nos ofrece, el intercambio de energia J es entonces obtenido a través de la relacién

J=¢ —eg=(U_|Hpy|U_) — (| Hppp |T) (6.21)
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donde ¢; es la energia asociada al estado triplete, €, es la energia del estado singlete
y H,, es el hamiltoniano de todo el sistema. Por consiguiente, todo el problema se
reduce a evaluar la ecuacién 6.21. A pesar que aparentemente este proceso es sencillo,
la evaluaciéon del termino 6.21 requiere de un largo e intrincado proceso matematico
que hace uso entre otras herramientas de operaciones de traslaciéon asi como de
diversas funciones especiales. Este proceso es descrito en la siguiente seccion.

6.3. Evaluacién del Intercambio de Energia

Con todos estos elementos, estamos en posicion de determinar el parametro J. En
primera instancia, se calcula la integral de solapamiento representada por la ecuacion
(6.20), la cual describe los efectos debido a las interacciones electromagnéticas y
gravitacionales entre los dos dtomos artificiales, las cuales se hacen mas visibles y
cobran mayor relevancia a cortas distancias. La solucion de esta integral es

= (6 (@, 9)16" (@,9) )
/ / 607 (2, )0y (2, ) dady
/ / — 6_2 22 )y 67% i et dzdy

a2 q2B2a2
= h 4,uhc2sl .

(6.22)

Por otra parte, considerando la ecuacién (6.21) y al introducir en ella de forma exten-
dida el hamiltoniano H,,, las funciones de prueba (6.19)y reagrupando nuevamente

se obtiene 2 . .
T — = — +Ts), (6.23)

s e

donde

Ty = (A H1 [A(1)) (B(2)|B(2)) + (B(2)| H2|B(2)) (A(1)|A(1))
+(B(1)| H1[B(1)) (A(2)|A(2)) (A(2)| H2[A(2)) (B()|B(1)) , (6.24)

Ty = (A1) H1|B(1)) (B(2)|A(2)) + (B(2)] H2 |A(2)) (A(1)[ B(1))
+(B(1)| H1 [A(1)) (A(2) { 1

|B(2)) (A(2)| H2|B(2)) (B(1)[A(1)) , (6.25)
Ts = (A(1)B(2)| Vi2 [A(1)B(2)) + (A(2) B(1)| V12 [A(2) B(1)) , (6.26)
Ty = (A)B(2)[Vi2[A(2)B(1)) + (A(2)B(1)| V12 [A(1) B(2)) , (6.27)
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Ts = (A(1)B(2)| W1 + W3 |A(1)B(2)) + (A(2) B(1)| W1 + W3 |A(2) B(1))

1

— G {AQR)BW)| Wi + W2 |A(D)B(2)) + (A(1)B(2)] W1 + W2 |A(2) B(1))].

(6.28)

La evaluacion de estos parametros presentan un largo y complejo proceso matematico
y algebraico, es por ello que la descripcién de un detallado escenario que permite
el calculo de estas cinco cantidades se presenta en el apéndice C. Utilizando estos

resultados para cada uno de los términos se tiene
Tl =2 (E01 + EOQ) + 4/,LCL2(U(2)

Ty, =252 (Eo1 + Eo2)

/2 2 2
s q;  _pao na=S)
T3=2(—— = I .

) q_g %Wﬁfi;&;z I q332a2
K 0 4p2hc?

Reemplazando estos términos en la ecuacion (6.23) se tiene

S? Ty Ty
J:1—|—S4[T1_§+T3_§+T5]
= o By + Bop) + At — = 2 82 (Byy + Eoo)
T 1154 01 02 Ha-wy G2 01 02

1/2 2 2
fo (TN T e e (e
2 K h
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simplificando los términos, definiendo d = a+/puwo/h, b = w%, C = Q—SL (M) y

g 2h
S2 1

nsideran = iene finalmen
considerando que 2¢ 22 (20=1)] se obtiene finalmente

J = Iy
- sinh [2d2 (26— 1)]

(6.35)

que es el intercambio de energia entre los dos punto cuanticos acoplados lateralmente
y el cual se encuentra en funcién de los variables de control externo B, E y a incluidos
en los parametros adimensionales d, by C'.

6.4. Resultados

La ecuacién (6.35), que representa el intercambio de energia esta constituida por
cuatro términos a saber; el primer y segundo termino son el resultado de Y3y T4,
donde es visible el efecto de la interaccién columbiana Vis tal como se describe en
las ecuaciones (6.26) y (6.27), el tercero representado por % (1 + bd?) describe un
comportamiento polinomial, el cual evita que el decaimiento ofrecido por los dos
primeros términos sea demasiado abrupto, el cuarto y 1ltimo t¢ermino representa el
aporte debido a la interacciéon de campo eléctrico sobre el sistema.

El resultado de J(B) es graficado en la figura (6.1), en la cual se aprecia que | J/fiwo| <
0.2. La caracteristica mas remarcable de J(B) es el cambio de signo de positivo a
negativo para un cierto valor de campo magnético B = Bj, que ocurre para una
gama de pardametros F, ¢ y a. Debido a la interacciéon del campo eléctrico, el in-
tercambio de energia aumenta lo que a su vez conduce a que el valor del campo
magnético B = B§ para el cual se presenta el cambio de signo de J presente un
desplazamiento hacia la derecha, tal como se aprecia en la grafica, en la cual para
una cierta gama de valores de campo eléctrico, el campo By esta entre 1,3T y 4,6T.
La transicién antiferromagnético (J > 0) a ferromagnético (J < 0) es causada por
la interaccién columbiana, en particular por el termino de intercambio negativo, el
cual esta representado por el segundo miembro de ecuacién (6.35). Una caracteristi-
ca muy interesante para este sistema se presenta para grandes valores de campo
magnético, para los cuales el entrelazamiento entre la orientaciéon de espin de cada
uno de los puntos cuanticos desaparece, tomando finalmente todo el sistema la mis-
ma orientacién de espin.
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TRANSICION ANTIFERRO - FERRO Campo Eléctrico
' ——E = 0,000 mV/nm
——E=0,100 mV/nm
E =0,125 mV/nm
——E =0,150 mV/nm

I E = 0,175 mVinm

T 7 3 7 — E =0,200 mV/nm

o 2 4 & 8 10 12 14 16
B (T)

Figura 6.1: Intercambio de energia J(B) para diversos campos eléctricos E con a =
0,7ap y ¢ = 2,36.

Tomando en cuenta que B > By (=~ 3,5T para fuwy = 3meV), el campo magnético
localiza los orbitales por un factor b =~ B/By > 1, reduciendo el solapamiento de
las funciones de onda. De forma similar, este mismo solapamiento decae exponen-
cialmente para grandes distancias de separacion entre los puntos, donde d > 1. Sin
embargo, es importante apreciar que esta supresion exponencial es parcialmente com-

pensada por el crecimiento exponencial representado por e (0-3) y que hace parte
del segundo termino de la ecuacién (6.35) que describe a J.

154
“TRANSICION ANTIFERRO - FERRO T
. Campo Magnético
\\ \\ B=0T
4 s’ AN B=1T
10 £ —— B=2T
° B=3T
? ——B=4T
; 0z 03 04 u,; 05 o7 o8 09 B=5T
[ 54
£
-
-
0
-5 T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5

Figura 6.2: Intercambio de energia J(d) para diversos campos eléctricos E con a =
0,7a, y ¢ = 2,36.
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Figura 6.3: Transicién del intercambio de energia J(E) para diversos campos
magnéticos B con a = 0,7a, y ¢ = 2,36.

Como resultado de todo lo anterior, el acoplamiento de intercambio J decae expo-
nencialmente como exp(—2d?b) para b o d grandes, tal como se muestra en la figura
6.2. Este comportamiento indica que a medida que la distancia de separacion au-
menta o que la frecuencia de confinamiento del sistema disminuye, se hace visible
un comportamiento individualizado de cada punto cuantico, es decir, la interaccion
entre los dos dtomos artificiales desaparece, por ello, J tiende a cero.

La figura 6.3 presenta el comportamiento de J(FE) para distintos valores de B, man-
teniendo d fijo. En esta grafica se observa un fenémeno interesante y es el hecho de
poder producir un cambio de signo del parametro J, pero tal transicién se realiza
de ferromagnético (J < 0) a antiferromagnético (J > 0) actuando sobre el sistema
un campo magnético de intensidad B > 1,35T. Esta caracteristica conduce a pensar
en un esquema de dos puntos cudnticos acoplados operando como una compuerta
cuantica, que puede regresar a su estado inicial sin eliminar la interaccién del campo
magnético B después de cambiar J. Si se considera que la transicion inicialmente es
de antiferro a ferro, variando el campo magnético y manteniendo fijo E (Fig.6.4.A-
B), para retornar a su estado inicial, se debe mantener constante B e incrementar
el campo eléctrico E hasta que el sistema presente un cambio de ferro a antiferro

(Fig.6.4.C-D).

Finalmente, y mas desde un contexto del magnetismo y de la ciencia de los mate-
riales, debido a que el sistema considerado tnica y exclusivamente esta constituido
por los dos puntos cuanticos acoplados lateralmente, donde cada uno de ellos tiene
un electrén confinado en su interior, este se comporta como una molécula artificial,
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la cual segin el signo de J tiene propiedades de material ferromagnético (J < 0) o
antiferromagnético (J > 0), por consiguiente la variacién de los pardmetros F, B
y d no solo produce cambios en intercambio de energia -y en ultimas en el control
de los qubits- si no que adicionalmente cambia las propiedades magnéticas del punto
cuantico, permitiendo tener un sistema molecular artificial muy versatil con poten-
ciales aplicaciones no solo en el campo de la computacién cuantica tal como se ha
descrito a lo largo de este trabajo, sino en campos como la spintronica, la ciencia de
los materiales y la teoria del magnetismo.

V (mEv) V (mEv)
A

A) >0 B) J<0

INCREMENTA B B
B CONSTANTE

\/
\/

X (nm) X (nm)
V (mEv) V (mEv)
A A
D) J>0 Q) J<0
o B CONSTANTE i
INCREMENTA
X (nm) g X (nm) g

Figura 6.4: Esquema de switcheo propuesto en este trabajo para un sistema de dos
cuanticos acoplados lateralmente, operando como una compuerta cuantica.

6.5. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado de forma explicita todo el proceso que hace posi-
ble calcular el intercambio de energia J(B, E,d) entre espines electrénicos de un
sistema de dos puntos cudnticos acoplados lateralmente (conteniendo cada uno un
electrén) como una funcién de los campos eléctrico y magnético externos aplicados
sobre el sistema, asi como de la distancia de separacién entre puntos d, usando para
ello la aproximacion de Heitler-London. Se muestra que J(B, E, d) cambia de signo
con el incremento del campo B antes de desaparecer exponencialmente. Un similar
comportamiento se presenta cuando sobre el sistema se varia el campo eléctrico F,
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manteniendo constante B y d. En tal situacion la transicién presentada por el inter-
cambio de energia J(FE) es inversa a la observada en J(B). Esta caracteristica muy
particular, en la cual es posible producir un cambio de signo en J(E) no ha sido
reportada hasta el momento, de ahi la importancia de este resultado. Ademas de ser
de interés fundamental, la dependencia del intercambio de energia J(B, E,d) de los
parametros B, F, y d abre la posibilidad de usar puntos cuanticos acoplados como
compuertas cuanticas que pueden ser operados por campos magnético/o eléctricos
para producir entrelazamiento entre los qubits.
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7. Conclusiones Generales

En este trabajo se logra inicialmente modelar en forma adecuada el comportamiento
fisico de un punto cuantico con un electrén, bajo la influencia de un campo magnético
paralelo al eje z. La descripcién de este sistema se realiza empleando el formalismo de
operadores de creacion y destruccion, lo que permite calcular de forma transparente,
rapida y elegante los niveles de energia asi como la forma general de las funciones de
onda para cada uno de los posibles estados del sistema.

Para el sistema de un punto cuantico bajo un campo magnético externo B, se obtiene
un espectro energético que ademas de tener una fuerte dependencia de B, la cual se
traduce en la presencia de los niveles de landau, estd estrechamente relacionado con
las dimensiones del punto cuantico, en especial con su radio. Esta fuerte dependencia
es una caracteristica tipica de los puntos cudnticos, en los cuales la disminucién de
radio produce una cuantizacion de la energia.

Debido al efecto de un campo magnético externo B sobre el punto cuantico, aparece
en el un acoplamiento entre este factor y el momento magnético dipolar de espin del
electréon. Tal interaccion, conocida como efecto Zeeman andémalo, describe un sistema
de dos estados energéticamente distinguibles, el cual claramente puede operar como
una compuerta cuantica de rotacion de 1 — qubit y que puede ser controlada exter-
namente. En este sentido las investigaciones experimentales en este campo en los
ultimos 6 anos han logrado un alto desarrollo técnico y tecnoldgico, permitiendo vis-
lumbrar para un futuro no muy lejano que este tipo de compuertas sean una realidad.

Se logra determinar a través de la teoria de perturbaciones la interaccién espin or-
bita para un punto cuantico con un electrén, bajo la acciéon de un campo magnético
externo en la direccién z, obteniendo una forma general un termino que describe el
comportamiento para cualquier nivel de energia no degenerado.

El efecto energético que la interaccién espin-orbita tiene sobre el sistema de un punto
cuantico con un electrén bajo la interaccion de un campo magnético B, presenta una
razon de diferencia de siete ordenes de magnitud con respecto al nivel de energia mas



bajo, lo cual fisicamente significa que el efecto de esta cantidad es muy pequeno. En
el presente estudio y con el animo de considerar un modelo muy simple de dos puntos
cuanticos acoplados lateralmente, cada uno con un electrén, el efecto de acoplamien-
to espin-orbita no es tenido en cuenta para el calculo del intercambio de energia.

Se logra describir en forma adecuada el formalismo fisico y mateméatico que permite
obtener un termino analitico que representa el intercambio de energia J para un sis-
tema de dos puntos cuanticos acoplados lateralmente de GaAs, cada uno confinando
un electrén.

El término que representa al intercambio de energia J depende explicitamente de tres
parametros que pueden ser controlados externamente como son el campo magnético
B en la direccién z, el campo eléctrico E paralelo a eje x y la distancia de separacion
d entre los dos puntos cuanticos.

La posibilidad de crear un cambio en el signo del intercambio de energia a través
de un campo eléctrico E, es un método adicional a los descritos y reportados en la
literatura, lo que permite explorar una nueva area de trabajo que hasta el momento
experimentalmente no se ha explotado.

Se presenta un esquema de cambio en el pardmetro .J, el cual le permite a una com-
puerta cudntica basada en puntos cudnticos alcanzar su estado inicial después de
llevar a cabo una operacion, sin necesidad de suprimir las interacciones de los cam-
pos magnético B y eléctrico E sobre el sistema.

Esta descripcién del factor J en funcion de variables que pueden ser controladas
experimentalmente y teniendo encuentra la arquitectura de Loss y DiVincenzo abre
la posibilidad de usar puntos cuanticos acoplados lateralmente como dispositivos de
compuertas cuanticas.

Aunque la descripcién de este esquema fue realizado para dos puntos cuanticos de
GaAs acoplados lateralmente, su estudio puede ser generalizado a sistemas de mu-
chos cuerpos asi como puntos cuanticos acoplados verticalmente, atomos acoplados
a una red de Bravais, solapamiento de donadores poco profundos en silicio entre
otros, lo que permite explorar otras formas de implementacion para un dispositivo
de computo mecanico cuantico.

El mejoramiento de las técnicas de fabricacién de puntos cuanticos, el control en el
nimero de electrones confinados en estas heteroestructuras asi como el desarrollo
de nuevos métodos en la medicion de los estados de espin del para estos atomo
artificiales presentan un panorama muy promisorio en esta area, permitiendo pensar
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que en algunos anos la construccion de un computador cuantico escalable basado en
puntos cuanticos semiconductores sea una realidad.
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Apéndice A. Operadores de Creacion y

Destruccion

A.1. Reglas de Conmutacion

Considerando los operadores fermionicos de la forma

-t
~ 3 [oo+

Veamos las reglas de conmutacion de estos operadores

i3] -

Teorema 1. [a,a] = 0.

! esleGil e
0 eibed e
[6,a%] = [6, 6+] _ 1, (A.3)
[a*,iﬁ] - [iﬁ,a} - [13, a} —0. (A.4)

PP Dz
ﬁﬁ> (5 +E>( ﬁﬁ)

Demostracion.
la,a] = aa — aa
L, ip: .
_5(6”3 ﬁh> <5‘”+
1 2 A 2 Zﬂip}
B Kﬁ o

Por lo tanto

Zp}ﬁi‘ Dz . 2.9 Zﬂi’p} Zﬁzﬂi’ pAzz
3 +62h2) (M T e T



De forma andloga para [a*,a*], [b,b] y [bF, bT]
Teorema 2. [a,a"] = 1.

Demostracion.

>

+ _4ata

1D X 1Py 1 A Pz Pz
=3 (50 (= 5) = (= 5) (4 )

2,2 ZﬂZpr prﬁx A:c2 2 A2 iﬁxpa: Zﬁxﬁﬁj prZ
Kﬁ oh tan +ﬁ2h2>_<ﬁx T Bh T Bk W?h?”

[—2izp, — 2ip,2],

[6,d"]

[\3“_. [\3|+—n N

2h

recordando que [z, p,] = —ih, se tiene

En forma analoga, para los operadores b y bT se tiene
[13, lﬂ — 1.
Teorema 3. [&,f)] =0

Demostracion.

R p p 1Pz
<ﬁ“%><ﬂ+ﬁ§>"(ﬁ+ﬁ§)(ﬁ *%)

{52@ L 03Py DBy | Paby 62M_iﬁ@ﬁx ipy St zfyp}}

—
Q>
(bl

—_

I

>
|
[ bl
Q>

3h gh T 2h? Bh Bh PR

~ A A

o . 7, 7 A 1 o o
{52 (zy — g) + 7 (Zpy — PyT) — 7 (UPs — Pul) + 7 (Pupy — psz)}

N = N = N = 2

considerando que [2,§] = [2,5,] = [§, 5] = 5.5, = 0 se tiene

[a,z}] — 0.
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Teorema 4. [&*,IA)} =0

Demostracion.

jat,b] = ath - bat

Y (g B L (e 8 (g e
=5 (=) (0 5) -5 (e ) (- 5
_ 1 ijg_%iﬁiﬁy__n%ﬁy PaDy i+ iByp. P

2 Bh Bh  [2h2 Bh Gh

1 A T o 1 . | R
- 5 |:ﬁ2 ((L’y - JI) + ﬁ ('rpy _py'r> + ﬁ (ypr _p:cy> + ﬁTh (pmpy - pypa:)

considerando que [Z, 9] = [Z,p,] = [J, Dz| = [P, Py] = 0 se tiene
[aﬂé} —0.

Teorema 5. [d,l;q =0

Demostracion.

[a, zﬂ — ab* — b*a
U Y (o B L (g i (i
~ 3 an )\ " Bn) T2\ T a 3h
1| o iBTPy | iDBY  PaPy 9. PBYDy Py ST
_2{5““’ gn Ten e PP e T
=§k%w—wﬂ—ﬁ@m—m@—ﬁ@m—mw—EE@Wymwﬁ

considerando que [Z,9] = [Z,p,] = [J, Dz| = [Ds, Py] = 0 se tiene

[&, 6*} —0.
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Apéndice B. Interacciéon Espin Orbita

B.1. Hamiltoniano de la Interaccion Espin Orbita

Suponiendo que el hamiltoniano de la interacciéon espin-orbita es una pequena per-
turbacion a nuestro sistema de un punto cuantico con un electrén bajo la accion de
un campo magnético externo, es posible determinar el aporte energético al sistema.
Para calcularlo, se hace uso de la teoria de perturbaciones, considerando para ello
que el atomo artificial monoelectrénico se encuentra en el estado fundamental y no
presenta degenerancia. Este electron se ubica en la banda de conduccién del GaAs,
de tal forma que su energia potencial segin el hamiltoniano (4.5) esta representada
por

U(r) = [5% (ZPy — 9P:) + %m? (2> + g)2)} . (B.1)
A partir de este termino, se construye la ecuacién (5.9). Para ello, se introduce la
funcion ¢ tal que

Vo=E= —%e(’") - —i {8((;9(;)1 + agz(f)j + 8%3)1{1 . (B.2)

Expresando el producto vectorial entre Vi con el operador & se tiene
1 C Ax A~ A . C ), A A e
Voxo=—— [(_wp —l—,qu) 01— <%+MQ$) az.]}

Ge 2

1 C. ), A A C. AZ' A A

- — [(pry + ,uQx) Gy — (_w2p + ,qu) ax] k, (B.3)
Qe

y el producto escalar con el operador momento esta representado por




.. . . h
multiplicando este hamiltoniano en ambos extremos por & = 42302, renombrando

&= S—/ y expresando los operadores de posiciéon y momentum del hamiltoniano de

perturbacion (B.4) en términos de los operadores a, ath, bt descritos en (B.1) se tiene

242 2
Hy o =€ (Vo x 6) -p:g%ih (a—at)e, + D (iﬁa-aﬂ%) 5,
Wcﬁ2h2 7 74 2A wcﬁh 7 74 MQQ ~f ~ ~ A
+¢ 1 (b—b) 0,4+ & 2—\/52,<b—b>+\/_—25(a +a)}aypz
)+

_¢ {‘2"\/@ (a—a \/g_zﬂ (b+ + b)} Gap:, (B.5)

simplificando aun mas este hamiltoniano se definen algunas constantes asi

weFPR? A pPh 4 weBh A—MQ2

o = [ —; N — B6
¢ 4 ) =4 21 ) 52\/_1 V20 (B.6)
por consiguiente, ﬁs,o toma la forma
. \ /- . 0 /. \2
Ao y=a(a—at)e.+= (bra—a‘h)e.+ = (b-b") o
! ! (B.7)

1 B (B—ZS*) +A(d++d)] 6,P. — B (a—a*)+A <6++5)] G-

Por otro lado, si tenemos en cuenta la definicién dada en el capitulo anterior de los
operadores A, AT, B, B*, asi como unas nuevas constantes dadas por

2 2
k=2a; q= 9\/7—; R = Ag, (B.8)

finalmente el hamiltoniano ﬁs,o toma la forma

He o=k (AB-A*A-B*B+ A*B* —1) 6.+ A (BB~ A*A)s.
( A+B /APL) GyD. — Q) <A+ +BT—A-— B) GuD- (B.9)
( +B+ A B+) oyp, + iR (B — A+ AT — E+> Oz
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Apéndice C. Evaluacion del Término de
Intercambio J

C.1. Evaluacion de T,

Ty = (A H1 [A1)) (B(2)|B(2)) + (B(2)| H2|B(2)) (A(1)|A(1))
+(B(1)] Hy |B(1)) (A(2)|A(2)) (A(2)] H2[A(2)) (B(1)|B(1)), (C.1)

Evaluamos en primera instancia los términos (A(j)|A(7)) y (B(j)|B(j)), con j = 1, 2.
Expresando en forma extendida estos términos se tiene

(AG)IAG)) = / N / T 50y 60 () dady;

(o.9] o0
,UQ Q.2 a2
e n i dxy e Vi dy;
—0o0

:’n——h .

por lo tanto
(AG)IAG)) = 1. (C.2)

En forma anéloga para el término (B(7)|B(j)) se tiene

(B()IB()) = / / 00 (25,5) O (x5, y;) dajdy;
Q [ . < L
- e~ dxj/ e~ 'Y dy;

—00

estos dos tultimos resultados indican que las autofunciones asociadas a cada puntos
cuanticos estan normalizadas.



Por otra parte, se tiene que
Hy A7) = Eot|AG)) (C.3)

donde Ep; es el autovalor de energfa fundamental asociado a la autofuncién [A(j))
de H;. En forma similar, para Hs se tiene

H, |B(j)) = Eo2 |B(j)) - (C.4)

Para calcular los dos términos restante de T, es necesario determinar los valores
esperados de Hy y H, con las funciones B(1) y A(2) respectivamente. Sin perdida de
generalidad, se considera inicialmente el primer término, es decir (B(1)| Hy |B(1)).
Debido a que B(1) no es una autofuncién de Hj, debemos intentar expresar |B(1))
como una traslacién del estado |A(1)), o equivalentemente, realizar una traslaciéon
sobre el hamiltoniano Hy que quede en funcion de ﬁl, en términos de las variables
(x;,y;). Esta traslaciones deben ser tanto en 7 como en p, tales que la diferencia de
la cantidad de movimiento entre H; y H, sea cero y que el término de confinamiento
tipo oscilador armonico en x sea de 2a. Las traslaciones son

q.Ba

Tj — &+ 2a; pij - pij + T (C.5)

El hamiltoniano 1':[2, después de aplicarle la traslacién queda de la forma

Usj Hy(xj,y;) Us; = Hi(xj,y;) + 2Ea. (C.6)
Realizando ahora una traslacion inversa queda

ﬁg(mj,yj) = [72*] ]fll(xj,yj) Ugj + 2Fa. (C.7)

Lo anterior indica que las autofunciones |B(j)) asociadas a Hy(x;,y;) pueden ser
expresadas como una traslacion de la funcién de onda asociada con Hy(z;,y;) asi

[B()) = e # =0 m2m) | 4()) (€8)
aplicando esta relacién a (B(1)| Hy |B(1)) se tiene
(B(1)| Hy |B(1)) =

(AQ)] e <L2042080) {1 () gy ) (- "P2=20) | A(1))
(C.9)

donde

i

e—%(@yﬁ?aﬁyj)gl (1, yl)e—ﬁ(— B

2
(C.10)
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por lo cual, finalmente se obtiene

(B B() = B + 4022 (1)

Tomando ahora el término (A(2)| H, |A(2)), donde las traslaciones son de la forma

. . . ¢Ba
T; — T; — 2a; Py = Py; = = (C.12)
y el operador traslacién es
U = e (e vt2em;) (C.13)

al realizar el mismo proceso que para la evaluacion de (A(2)| Hy|A(2)) se obtiene

~

Hl(ZL'j,yj) = Uikj .HQ(l'j,’yj) Ulj - QECL, (014)

por lo tanto la funciéon de onda toma la forma

geBa »

AG)) = e kU0 29) | B()) (C.15)

que al ser introducida en (A(2)| Hy|A(2)) conduce a
2
(A(2)| Hy |A(2)) = Eogy + 4a2%. (C.16)

Con todos estos elementos, se obtiene la forma de T, asi

Tl =2 (Eﬂl + EOQ) + 4ua2wg (017)

C.2. Evaluacion de 1»

Ty = (A1) H1|B(1)) (B(2)|A(2)) + (B(2)] H2 |A(2)) (A(1)[ B(1))
+ (B H1 A1) (A(2)[B(2)) (A(2)| H2[B(2)) (B(1)[A(1)) , (C.18)

La evaluacion de este segunda expresion ofrece poca dificultad, ya que la mayoria
de términos que la componen fueron encontrados al determinar Y; a excepcion de
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(A())|B(7)) v (B(j)|A(4)), los cuales al ser desarrollados en forma integral conducen
al término

_ufa? _aZB%?

(A()|B(5)) = (B(G)IA()) =e " wma? =3, (C.19)

Esto significa que los orbitales atomicos no son ortogonales entre si y que entre ellos
existe un solapamiento representado en la ecuacién 6.22 y el cual es igual al valor de

(AIB(7)) ¥ (BU)IAG))-
Todo lo anterior conduce a

Ty =2 S*(Ey + Eg) (C.20)
C.3. Evaluacion de 15

T3 = (A(1)B(2)| Vi2 [A(1) B(2)) + (A(2) B(1)| Va2 [A(2) B(1)) , (C.21)

Debido a la complejidad matematica requerida para determinar la cantidad repre-
sentada por T3, en esta seccién realizamos una descripcién detallada de la evaluacion
de este factor.

En primera instancia, se denota por (3; al primer término de Y3, mientras que (5 al
término remanente de la misma ecuacién, por lo tanto

T3 =0+ Po, (C.22)
donde fy = (A1) B(2)| Via |AC)B2)) ¥ 6 = (AR)BD)] Via | A@)B(1).

Consideremos el primer término, es decir ;. En forma extendida, este término pre-
senta la forma

2
% * de
B = //%(1)(5171,91) ¢o(2)($2,y2)—/ﬂf 7 ’415(()1)@1,?/1) ¢(()2)($27?/2)d$1d$2dy1dy2
1 — 12
R2 R2

,LLQ 2(]2 1 L (.2 2 2 2
~\n _e//# B G R Y dz1dzadyidys.
Th /) kK |71 — 7o
R2 R2

(C.23)
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Introduciendo el concepto de centro de masa, coordenadas relativas dadas por

3\

1
RZE(I'1+I“2)§

1
X = 3 (71 + 29) ; Centro de Masa (C.24)

1
Y:§(y1+y2)

r=(r; —rap);
r=(x; —x9); Coordenadas Relativas (C.25)
y= (41 —y2);

si adicionalmente estas nuevas coordenadas las expresamos en coordenadas polares
asi

X =Rcos®; Y = Rsen®;

(C.26)
T =7rcosg;, Y =rsenqe;

donde r = %\/(xl + x2)2 + (y1 + y2)2, R= \/(1‘1 — x2)2 + (y1 — y2)2 y jacobiano Rr.
Empleando todo lo anterior, (; toma la forma

2 e2 2 00 o0
6 = (—e’uf?) l 6_% a2+“253 {/ e_% 2X2+% {/ e_m:ﬁQYQdY] dX}
m /i — 00 —0oQ
o0 2 27r a T COS
/ o5 [ / Q—deb} dr | (C.27)
0 0

C:

g

Co

la evaluacién de las integrales C; v Gy ofrece un mayor grado de interés que el resto
de los términos que constituyen a ;. ello debido a la utilizacién de ciertas funciones
especiales poco comunes.

Inicialmente, para determinar C;, se considera la serie!

e 20 = 1(D) + 2 i (=1)*1,(D) cos(ke) (C.28)

! Abramowitz e at. ref [68], pagina 376, formulas 9.6.34 y 9.6.38
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por lo tanto al expresar el integrando de 0y con esta expansién y evaluando la integral

se obtiene 0 ar Q)
C, = 271, ( M;;T ) (C.29)
Ahora, empleando el resultado anterior, 0, queda representado por
o I r2 2 Q
C, = 27r/ e 10< par )dr. (C.30)
0 h
Para evaluar esta integral se considera la expansién? representada por
2 / T (bt) dt m ey, (L (C.31)
0 e y =—c¢ =, .
0 20 2" \ 8q2
donde Re(v) > —1y Re(a?) > 0. Por lo cual 0y queda expresado por
2rh  u0e? Qa?
g :_Q T T, (“ ho‘ ) . (C.32)

Las otras dos integrales que constituyen a 3; facilmente son evaluadas con ayuda de
las propiedades de la funcion gamma. Para la integral dependiente de Y se tiene

_2uQy,2 /ﬁ
YAy = ] —— )
/_ e h d 2 (C.33)

mientras que para la integral dependiente de X, al completar el cuadrado del expo-

nencial se tiene
2¢2E%0  poo 2,0 B 2 2¢2E%0
_ 7h
e "o e h YT dX =e Mt [ —— (C.34)
—0o0 QIUQ

por lo tanto, 3; queda expresado como

0 1/2 2 o 0a?
8, = (M) % e 1, (” ho‘ ) . (C.35)

2h

Este mismo proceso es empleado para evaluar al término (3, el cual esta dado por

2 u 252 00 u 00
e (Y [T [ ] ax]
™ K — 00 —0o0
e ;LQT‘Q 2m 2audr cos ¢
/ o4 {/ endqg] dr |, (C.36)
0 0

Cs

(. /
-~

Cs

2 Abramowitz e at. ref [68], pagina 487, formulas 11.4.31
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este término, se diferencia de 4 en que el exponencial del integrando de Cs es el
inverso multiplicativo del exponencial del integrando de C;, por lo tanto, al realizar
la representacién en series del integrando de 03 como

2uar® oo 2par) = 2parSl
e =1 ( - ) + Q;Ik ( : cos(ko), (C.37)
C3 €S
2pars?
0y = 271, ( “;ff ) (C.38)

por lo tanto 0; = C3. Como los términos restantes en (3, son los mismos que en s,
se tiene que 31 = (3o y por lo tanto

Ty =2 (%) v q: e 1, (““;Q> . (C.39)
C.4. Evaluacion de 1,
Ty = (A(1)B(2)| Vi2|A(2)B(1)) + (A(2) B(1)| V12| A(1) B(2)) (C.40)

Por notacién, se simboliza por 3 y B4 cada uno de los dos términos que constituyen
a T, asi
T4 - 63 + 54, (C41>

donde 3 = (A(1)B(2)| V12 |A(2) B(1)) y 81 = (A(2)B(1)] V12 |A(1) B(2)).

Tomando inicialmente 33 se tiene

2
//¢*( ) T1,Y1) )(m;w)ﬁ(ﬁg)(%;yﬂ ¢82)(x1,y1)dx1dx2dy1dyz
1— 72

R2 R2

(C.42)

realizando un proceso similar a (C.23) - (C.27), usando las coordenadas de centro de
masa (C.24) y coordenadas relativas (C.25) se obtiene

2 00 00
By = (L”}?) 1 e {/ e X U eQ%‘ZdeY] dX}
™ K — 0o —0o0
o0 MQT‘Q 2m ieBa
: (/ e 2 [/ e he Tsend)d(b} ) (C.43)
0 0
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debido a que esta integral es de tipo complejo y debido a que el valor de (33 que es un
valor esperado debe ser real | se toma la parte real de esta ecuacién, por consiguiente

GILLQ 2 1 _2;“129 o0 _MXQ o0 _MYQ
Bs = Re T —e & ek e n T dY | dX
T K —00 —00
& ;1«97‘2 2 ieBa
/ e~ o { / e e rsewdgb] dr | (C.44)
0 0

N /

Cs

g

Cs

similar a la evaluacion de T3, las dos integrales que ofrecen una mayor complejidad
son las representadas por Cs v C.

La integral representada por 05 se encuentra calculada en las tablas de integrales?®,
por lo tanto

2 ieBa B
[:5 = Re/o e EB; rsen¢d¢ = 2ndy (eh—car) . (045)

Al reemplazar esto en Cg, esta integral tambien se encuentra en las tablas?, por lo
tanto

o2 eBa hAm  _[eBal? & eBal® h
Co=2r [y (T) dr=2m o e e I“G%l 479)

(C.46)
las otras dos integrales restantes son conocidas y facilmente evaluadas con ayuda de
la funciéon gamma, por consiguiente, (33 toma la forma

28242
ﬁ — /"”TQ Q_g e %WQQ_I;LCBQHQ I quZGQ (C 47>
’ 2h K O\ 4pQhc? '

Repitiendo este proceso se realiza la evaluacion de (4, donde su parte real es igual
al término obtenido en la ecuacién (C.47), por consiguiente

2p2 2
urQ) g %“Qazfiqefz: q?B%a?
Ty = 24 /2_7% e EE T (C.48)

3 Abramowitz e at. ref [68], pagina 360, formula 9.1.18
4Gradshteyn e at. ref |, pagina 732, formula 6.618(1)
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C.5. Evaluacion de 15

Ts = (A(1)B(2)| Wy + W2 |A(1)B(2)) + (A(2)B(1)| Wy + W, |A(2)B(1))

- % [(A(2)B(1)| Wy + Wa |A(1)B(2)) + (A(1)B(2)| Wy + W |A(2)B(1))]. (C.49)

En primera instancia se redefine Y5 como

Yo = 65 + s — g5 67+ ] (C.50)

considerando que W; actua sobre |A(1)),|B(1)) y Ws actua sobre |A(2)),|B(2)) se
tiene que [3; con j = 5,6,7,8 son

Bs = (A1) W1 |A(1)) + (B(2)| W2 | B(2)),
s = (BO)[ WL B(L) + (A W2 |4(2) s
Br = (B(1)| W1 |A(1)) (A(2)|B(2)) + (A(2)| W2 |B(2)) (B(1)|A(1)) '
Bs = (A1) W1 [B(1)) (B(2)|A(2)) + (B(2)| W2|A(2)) (A(1)|B(1))
Considerando el término (5 asi
Bs = (A(L)| W1 [A(Q)) + (B(2)| W2 |B(2)) (C.52)

es posible expresarlo como una funcién de (3, para ello realizamos una traslaciéon de
|B(1)) que permita obtener |A(1)) y |A(2)) para lograr |B(2)), tal como se describe
en las ecuaciones (C.8) y (C.15), por lo tanto

geBa 7

~ ~ B
B2, +2apy, ) W, e—g(qec

+(A@)] e

) |B()

Bs == (B(1)| eF{

de

PH=2080s) Y, o~ (<200 2m) | 4(2))  (C.53)

para el primer término de (5 se tiene que

geBa geBa

051 = e (24 i+2apy,) 4%} e (4 y1+2apy1) (C.54)

claramente se observa que esta ecuacion representa una traslacién W; en espacio y
momentum. Despues de un poco de algebra se llega a

2
051 = Wi + % 4az; — - (1 — a)3 ) (C.55)
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Para el segundo término de 35 se tiene

052 = 6%(7%0&1@272&@2) Ws 67%(*%5“@272@%2)

2
W, — % [4@32 — = (@2 a)S} . (C.56)

Con lo anterior, 5 toma la forma

B = (B B + (B 5" [1ad, - 2 (@ - o' 1B(0)

+ (A(2)| W5 |A(2)) — (A(2) % {4@:)?2 - % (T2 + a)B} |A(2)), (C.57)
que al ser evaluados estos valores esperados se obtiene
Bs = B + 4paw? (C.58)
por lo tanto, la suma de (35 4+ g se puede expresar solo en funcién de (s, asi
Bs + Bs = 205 — dpaw, (C.59)

Procedamos ahora a evaluar el término 5 = (A(1)| Wy |A(1)) + (B(2)| W5 |B(2)),
por lo tanto

" 2
O [ [o° u2 z+a+q21§ 442
AW jaw) =0 [ [T T
™

#

oo J OO

. % [i (23— a?)” = (21 + a)ﬂ duydy, = f(a) (C.60)

#
2

Q o) oo pS2 !B—ll-l-qZE +y§
<B<2>|W2|B<2>>:“—/ / T

T™h ) Joo

wi [ 1
: % [@ (23— a2)2 — (22 — a)ﬂ dzadys. (C.61)

Comparando las ecuaciones (C.60) y (C.61), se observa que el término denotado por
f(a) se puede relacionar con la ecuacién (C.61) como f(—a), donde solo se observa
el cambio de esta variable, es decir, considerando x1, z2, y1, y2 como variables mudas.
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La evaluacién de la ecuacion (C.60) es

2 2 2 3 4
pw? 3h 1 /3 3t h L L
A(D)| W1 A1) = sl t— )t -+ (C62
(A1) W1 [A(1)) h {16;1%292 + 92 <2a2 + a ) puSd + a * 4a? ( )
= f(a);

Considerando que (B(2)| W5 |B(2)) = f(—a) se tiene

e by -2 s 5 (e ) 5 i

wh | 16p%a?Q? 2 \2a®> a ) pufdy a  4a?
= f(—a). (C.63)
Con esto, (5 toma la forma
2 2 2 4
MW 3h 3t°h L
= (A(1 Al B(2 B(2)) = —
B = AW A) + (B W B() =120 | S0 by
(C.64)

y los dos primeros términos de T5 quedan representados por

3h? 3.2k I ]

— —4a4?|.

C.65
8u2a?)? * 2a2 s * 2a? ( )

Bs + B = pwy {
Calculemos finalmente los dos tltimos términos de T5. Considerando de (C.51) se

tiene

#
2

0 00 0o & x+qZE +a2+yf
EALIVEE L I A

Th Joo Joo

2171
. % [— r? — a2)2 — (x1 + a)z} dzidy, = g(a) (C.66)

#
2

Q o) 0 & 1’+qu +a2+y2
<B<2>|W2|A<2>>—“—/ / LT

Th Joo Joo

21
. % [@ (Ig - a2)2 — (z9 — a)z} dzady, = g(—a). (C.67)

evaluando estas integrales se obtiene

pwd _@GQ_%B%Q{ 3h?
=—e

(A1) W1 |B(1))

4hp2Q2 +
2 16p2a%Q? 4a? 2a

3(L—CL)2+3(L—CL)]

o (—a)? (1—a) B
ot et } = g(a). (C.68)
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3(L+a)2 3(t+a)

L) 0 7@ 27qu2 2
4hp202

2 { 162 a2§22

(B(2)| W2 |A(2)) =

4a? 2a
% LLZ) _ (”;“) }:g(—a). (C.69)

los términos (A(2)|B(2)),(B(2)|A(2)),(A(1)|B(1)),(B(1)|A(1)) fueron determina-

u 2 geBZa

dos en (C.19) y al igual que el exponencial e " 4?92 gon equivalentes a S. Por
consiguiente (37 es

Oz = (B[ W1 |A(1)) (A(2)|B(2)) + (A(2)| W2 [ B(2)) (B(1)|A(1))

= Sg(a) + g(—a)]
o 1 3h? 3 [ h ot 3 2
_ S 1) . -
S 2 [8u2a292 * 2 \ a? 182 * 2a? 3¢* ~ o (C.70)

debido aque (A(1)| W3 [B(1)) = (B(L)| Wi |A(1)) y (A(2)| W2 | B(2)) = (B(2)| W2 | A(2))
se tiene que (3; = f[g. Con todos estos elemento finalmente es posible expresar T
como

T5:65+66_%[ﬁ7+68]

L[ 3w n 3.%h L4 e
K 8u2a2? 2a2uQ 2a? ¢

1 pw? 3h? 3 (2 h o4 3
- — 250 = —-1) —= 4+ — —32 2 71
S2 2 {8u2a292+2(a2 ),uQ+2a2 o ] (C.71)

reemplazando ¢, reagrupando y simplificando términos se obtiene finalmente

3h EN? 3
—+3(q—2) +§(I2

T = —dpalw? 2
s = —Apau £ et | 30 3

(C.72)
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