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INTRODUCCION

Actualmente existen ordenadores con gran capacidad de célculo a velocidades y
fidelidad muy alta. Desde que se hacen los microchips, se han hecho mucho esfuerzo
en descubrir materiales con propiedades tales que permitan reducir el tamafio y
amplificar la capacidad de computo de los dispositivos. Para aumentar la capacidad
se tiene que colocar mas y mas transistores en areas que lo permitan (idealmente
mas pequerfias), esto implica mayor consumo de energia ya que el flujo de calor es
mayor. Como es de esperar, la miniaturarizacion de los transistores tendra un limite,
y al sobrepasar este limite, los efectos cuénticos se hardn notorios, y como
consecuencia se obtendran resultados no deseados. Debido a esto, la Unica opcion
para seguir aumentando la capacidad de céalculo, es trabajar con una forma de
computo que tenga en cuenta los estados cuanticos de la materia, a esto es lo que se
le Ilama Computacion Cuantica. Este tipo de computacion tiene muchas ventajas en
comparacion con la computacion clasica, una de ellas es la operacién en paralelo de
qubits (bits cuanticos), reversibilidad de las operaciones, e infinitos estados de
almacenamiento de la informacidn entre estados 1 y 0 del computador clésico [1]; de
hecho la ventaja principal de las propiedades de la mecéanica cuéntica es el
entrelazamiento cuantico, la cual es esencial para la computacion porque posibilita
la colocacion de mayor informacidn en los bits cuanticos que lo que es posible con
los bits actuales. Este se manifiesta de un hecho absurdo en el mundo clasico, donde
la dinamica de dos particulas entrelazadas no pueden ser separadas entre si. En otras
palabras, lo que a una particula le suceda, la otra lo sentira instantaneamente, sin
importar la magnitud de la distancia espacial que las separe (mayor formalismo en el
apéndice B). Esta propiedad puede ser utilizada en aplicaciones tecnoldgicas tales
como la tele-portacién cuéntica (un estado cuantico puede ser transportado de un
lugar a otro sin necesidad de un medio de transmision), la criptografia cuantica
(encripta la informacion con un 100% de seguridad de no ser perturbado, ya que este
se basa en la imposibilidad de medir un estado cuéntico sin destruirlo), la
computacion cuantica (el entrelazamiento permite mayor colocacion de informacion
en los bits cuanticos que lo que es posible con los bits actuales y ademas se

posibilita las operaciones en paralelo).



Las herramientas necesarias para hacer operaciones sobre los estados, son las
compuertas cuénticas la cual pueden ser de uno, dos o mas qubits. EI mayor
impedimento para realizar este tipo de computo, es la decoherencia de los estados de
la materia. Aqui se hace necesario que la coherencia de los estados del material que
se esta utilizando sea mayor al tiempo de operacion de una operacion de computo
cuéntico. Un buen candidato son los puntos cuanticos (QDs), la cual es un nano-
cristal semiconductor o material de estado sélido crecidos en laboratorio, del orden
de los nandmetros y la cual presentan altos tiempos de coherencia y caracteristicas
utiles para la fabricacion de dispositivos. Los QDs son llamados también “atomos
artificiales”, ya que estos tienen un comportamiento Similar por los niveles discretos
que en ellos aparecen, y debido a ello, los portadores de carga son confinados en las
tres dimensiones. Esto hace que los QDs tengan altos tiempos de coherencia,
sumado a que por su dimensionalidad, son més aislados del medio ambiente. Por eso
este trabajo de grado se hace un estudio tedrico de este posible candidato para ser

aplicado al campo de la informacidn cuantica.

Dado que uno de los objetivos es encontrar entrelazamiento entre QDs, la
interaccion con un campo electromagnético posibilita esta propiedad. Esto se llevara
a cabo al colocar los QDs en una cavidad de electrodinamica cuantica (QEDc), la
cual confina la luz electromagnética a frecuencias cercanas a las de transicion (de la
banda de valencia a la de conduccion) de algun QD. Por eso, estas facilitan
enormemente el acoplamiento entre el campo electromagnético y los QDs,
posicionados en algin méaximo del campo. Los pardmetros que comunmente se
utilizan para el acoplamiento, son los excitones de QDs (cuasi-particula par electron-
hueco formada por la transicion de un electron de la banda de valencia a la de
conduccidn, ver apéndice A) y espin electronico (momento angular intrinseco del
electron), ya que estos tienen grandes tiempos de coherencia, especialmente el espin.
Por otra parte, cabe resaltar que hay diferentes formas de cavidades como las de
micro discos, micro pilares, cristales fotonicos, donde esta Gltima se tendrda mas en
cuenta en este proyecto por su alto factor de calidad (descripcion fisica de la
cavidad, ver apéndice A).



Hoy en dia se han hecho estudios sobre sistemas cuéanticos que involucran la
interaccion de la luz con la materia por medio de una QEDc, o simplemente la luz,
con el objetivo de implementarlos en los sistemas de informacién cuéntica. Entre
ellos se encuentra estudios recientes de excitdénes coherentes de puntos cuanticos
embebidos en una QED, resultados experimentales de acoplamiento en cavidades de
cristales fotdnicos y espin, la manipulacion de espin nuclear por medio de una QED,
control de un solo foton por medio de una guia de onda y una cavidad de cristales
fotonicos, multi qubits en cavidades QED superconductoras, experimentaciones de
redes cuanticas con cavidades de cristales fotonicos, QDs y fotones, etc [26-31]. En
fin, hay cantidad de trabajos que incluyen la interaccién de la luz con la materia, con
el propdsito de conformar compuertas cuanticas de sistemas de qubits en los medios

de informacion cuéntica; y claro esta, es indispensable el entrelazamiento cuantico.

En este trabajo, los sistemas a considerar para producir entrelazamiento son: dos
excitones de QDs de InAs/GaAs con campo coherente y promedio de fotones igual a
cinco, dos excitones de QDs de InAs/GaAs con campo vacio, y dos espines de QDs
de AlGaAs con campo vacio. El hamiltoniano utilizado para describir la interaccion
de la luz con los excitdnes es el de Jaynes-Cummings, mientras que con los espines
se usa la descripcion hamiltoniana producida por el acoplamiento Raman entre la
banda de valencia y conduccién teniendo en cuanta el modo de la cavidad y un
campo externo, ambos debidamente polarizados. En este ultimo juega un papel muy
importante las reglas de transicion debido a la conservacion del momento angular y
el acoplamiento espin-orbita (ver apéndice A). Para tener en cuenta los términos
disipativos de los QDs y los fotones de la cavidad, se hace uso la ecuacion Master
(ecuacion de movimiento del operador densidad con decoherencia), y dado que esta
ecuacion por lo general no tiene una solucién exacta, se usaran métodos de
aproximacion o numeéricos para poder resolverla. En nuestro caso se aplica el
método numérico de Euler en un software implementado en Dev-C++, la cual hace
uso de las condiciones iniciales del sistema, y este reproduce datos de las
oscilaciones de Rabi (probabilidad en el tiempo de los estados del sistema) y con
ello los elementos de matriz del operador densidad. Estos datos son exportados al

lenguaje de programacion Mathematica, con lo que se calcula los valores y vectores



propios del operador densidad; esto nos da razon de los estados mezclados del
sistema. Con todo esto, se hacen graficas de las oscilaciones y posteriormente se
analiza la dinamica de entrelazamiento de los dos excitones y espin en el tiempo.
Para esto se involucra conceptos de entropia estadistica como la de Von Neumann y
Rényi. Estas entropias dan el grado de mezcla del sistema y de entrelazamiento
cuéntico. Estas también, junto con las oscilaciones de Rabi, suministran
informacion del tiempo para la cual puede ser manipulado el sistema, antes que los

estados se destruyan por la decoherencia del sistema.

Este trabajo se basa en el modelo de la interaccion de la mecénica cuantica, y tiene
como parametro principal de andlisis, el operador densidad del sistema. Por esto, el
capitulo 1 (marco tedrico), facilita al entendimiento de la dindmica del operador
densidad en medios disipativos, e igualmente permite identificar el entrelazamiento
y el grado de mezcla del sistema. Asi mismo se presentan nociones basicas del
hamiltoniano de cada sistema, el cual muestra la dindmica del operador densidad. En
el capitulo 2 (excitones de QDs con campo coherente) se ve un intervalo de tiempo
en la cual el sistema presenta entrelazamiento. En los capitulos 3 y 4 (exciténes y
espin con campo vacio), se encontraran estados maximamente entrelazados para
ciertos tiempos. Dado esto, se podria implementar compuertas cuénticas que
cambien los estados iniciales (qubits entrantes) a uno entrelazado, y la transmision
de esta informacion por medio de la luz, ya que esta presenta un grado de

entrelazamiento con los QDs.



CAPITULO 1: MARCO TEORICO

1.1. OPERADOR DENSIDAD

Dado que los estados que se van a tratar en este trabajo son mezclados y no puros

(por la interaccidn con el ambiente), es indispensable definir el operador densidad, la

cual permite tratar este tipo de estados. Primero que todo, un estado puro es un

estado maximamente determinado, mientras que un estado no puro (o mezclado) no

tiene certeza del estado en que se encuentra el sistema y por lo tanto es tratado como

una mezcla estadistica. En mecanica cuantica el operador densidad para un estado

puro expandido en una base {|@4), |@2)},

|¥) = alepq) + Bles)

esta dado de la siguiente forma:

p = a’lpi el + a=B oozl + a = Blo e + B2le:){e;|

Yy Su representacion matricial es:

(1.1)

(1.2)

(@1l {e2]
lp1) a’ ax*f”
lg2) a*=f g2

Tabla 1.1: Operador densidad de un estado puro [} en la base de ¢4}y l¢2).

Donde los elementos diagonales representan la probabilidad de que al hacer una

medida, el sistema se encuentre en uno de los estados de la base, y los elementos no

diagonales dan la coherencia o interferencia producida por la superposicion de estos.

El operador densidad para un estado mezclado esta dado por:
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p = Xio1 PrclWi) Wil = X5o 1 Preok (1.3)

donde p, = |w) {0, | es el operador densidad para el estado puro [, ) participe de
la mezcla, y p; es la probabilidad de que el sistema se encuentre en este estado. Su
representacion matricial es diagonal conformado por los py, y dado esto, es
importante diagonalizar este operador, hallando sus vectores propios (estados
participes en la mezcla) y valores propios (probabilidad del sistema de estar en uno
de estos estados) para saber si se esta tratando con estados puros o mezclados. En
caso de ser un estado puro, la diagonalizacion da un Unico vector propio con un

valor propio igual a la unidad.

Por otra parte es importante mencionar las siguientes relaciones para estados puros y

mezclados.
Estados puros Estados mezclados
pt () = p(t) p* (1) = p(t)
p2 () = p(t) p* (1) = p(t)
Trlp(D]=1 Trlp()] =1
Trlp? (D] =1 Trlp?(t)] <1

Tabla 1.2: propiedades del operador densidad para estados puros y mezclados [16].

Aqui se ve una forma féacil de identificacion de estados puros y mezclados, entre mas
alejada sea la traza del operador densidad al cuadrado por debajo de la unidad, méas
mezclado es el sistema, mientras que si se acerca a la unidad mas puro es. Esto va a

ser de mucha utilidad a la hora de analizar los estados del sistema que nos compete.

1.2. ENTROPIA COMO MEDIO DE MEDICION DE
ENTRELAZAMIENTO CUANTICO

La entropia es considerada en termodinamica como el grado de desorden de un
sistema, pero en si, esta también acoge otras definiciones, como el grado de

incertidumbre o informacion que se tiene en un sistema. Para lo que nos compete, se

12



van a utilizar dos clases de entropia, la entropia de Von Neumann y la de Rényi. La
entropia de Von Neumann se define como en termodinadmica a acepcion de una

constante:

§ =(=Inlpl) = Tr[—pnlpl] (1.4)

Mientras que la de Rényi tiene la siguiente forma [1, 17]:

(1.5)

Sa(p) = InTr[p%]

1—a

Para medir el grado de entrelazamiento para estados puros, se utiliza un la
correlacion cuantica, la cual desde el punto de vista clasico, esta es una medicion de
la interseccion o la cantidad de informacién que comparten ciertos sistemas. Para

dos sistemas A y B, la correlacion cuantica es:

I1=5(ps) +S(pz) —S(pas) (1.6)

donde S(p4) es la entropia del sistema A conformado por el operador densidad
reducido sobre el sistema B, S(pg) es la entropia del sistema B conformado por el
operador densidad reducido sobre el sistema A, y S(pﬂ’g) es la entropia de los dos
sistemas en comun, conformado por el operador densidad total. Debido a la
desigualdad triangular de Araki-Lieb [1] (producto de las propiedades de la
mecanica cuantica como la superposicion y el entrelazamiento cuantico) la

correlacion cuantica varia:

0 =1 = 2min{S(p,),S(oe)} (1.7)

La cual intuye una super correlacion (debido al entrelazamiento del sistema), ya que
en la correlacion clésica, el 2 en el limite superior, no aparece. La interpretacion para
identificar el entrelazamiento de un estado puro con la correlacion cuantica es como

sigue: primero cabe resaltar que un sistema puro de dos partes, esta entrelazado

13



cuando su operador densidad no se puede factorizar en ninguna de sus dos partes, es
decir, no se puede expresar como un producto tensorial dado por p = ps®pg.
Ahora, si el estado total es puro, entonces su entropia es nula y se puede definir la
Ilamada entropia de entrelazamiento, E; = S(4) = S(B) = I/2 que es una medida
del mismo. Si los estados reducidos son ambos puros, entonces el estado total es

factorizable y su entropia es igual a S(p, ® pg)=S(p,)+S(ps), la cual da una

correlacion 1 =0 , tal que no existe entrelazamiento alguno (entropia de
entrelazamiento nula). Si | >0, entonces los estados reducidos no son puros y el
estado total es entrelazado (entropia de entrelazamiento mayor que cero). En el caso
de estado total puro, éste es un criterio sencillo para distinguir ambos tipos de

estados.

Si el estado total es mezcla, y su operador densidad es factorizable p = p,®p;g, la
entropia total es igual a la suma de las entropias de los estados reducidos, y el indice
de correlacion es nulo. Pero en el caso I = 0 no es posible distinguir con solo este
dato si el estado es mezcla separable o no. Esto ha llevado a estudiar el

comportamiento de otras entropias, como la de Rényi.

Antes de pasar al formalismo de identificacion del entrelazamiento para estados
mezclados con la entropia de Rényi, se debe definir la forma del operador densidad
de un estado mezclado y no entrelazado por medio del concepto de separabilidad. Se
dice que un estado (no puro en general) es separable [1, 17] si su operador densidad
puede expresarse como combinacion lineal convexa de productos de operadores
densidad para cada uno de los dos sistemas,

p =2k Ckﬁ;}B = Yk CxPa®pz, Zk =1 (1.8)

La cual, Werner Ilamo clasicamente correlacionados a estos estados, por oposicion
a los cuanticamente correlacionados (entrelazados). En particular, si el estado total
es puro, la suma anterior tiene un solo término, y se recupera la condicion de

factorizacion.
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Para sistemas clésicos discretos las entropias condicionales son positivas [1, 17].
Esta entropia esta dada por:

Sa’(‘q |B) = Sa(ﬂAB) _S::r(pB) (19)

Esto sugiere que sus correspondientes expresiones cuanticas seran positivas si el
estado es separable. Ello equivale a que para todo « = 1 se satisfaga la siguiente
desigualdad:

Sa(p) = max{Sy(pa), Sa(pp)} (1.10)

Para ¢ =1, a=2 Yy a = puede probarse que en espacios de Hilbert de
dimension finita la desigualdad anterior se satisface para cualquier estado separable
p [17], de lo contrario, se habla de un sistema mezclado (si Trlpigl <1) y

entrelazado. Para @ = 2 la desigualdad (1.10) equivale a:

Trlpis] < min{Tr[pi], Trlp3 1} (1.11)

Solo que g3 y p& en descomposicion de Schmidt [1] son equivalentes. Cualquier
violacion de la desigualdad anterior, es un estado entrelazado, y entre mayor sea

Trlpig] de min{Tr[p3]l, Tr[p31}, mas grado de entrelazamiento hay.

1.3. MODELOS Y PARAMETROS DE ESTUDIO

Para poder llevar a cabo los objetivos de este proyecto, es necesario introducir los
términos que van a ser participes en la dindmica de nuestro sistema. Como en
mecanica clasica, uno de estos términos es el hamiltoniano (predice la evolucién

normal) y la ecuacion que va a describir los términos de decoherencia.

La forma general que tiene el hamiltoniano es:

15



H= ﬁpart + ﬁcampo + a2 (1.12)

Donde el primer término es la energia de los estados de los QDs, el segundo la
energia del campo electromagnético, y el tercero es el hamiltoniano de interaccion

entre el campo electromagnético y los QDs.

1.3.1. MODELO DE DECOHERENCIA (Ecuacion Master)

Para describir el amortiguamiento irreversible y decoherencia en mecénica cuantica,
se tiene que considerar el acoplamiento de un pequefio sistema (sistema bajo
estudio) y uno grande, la cual tiene un ancho de banda en frecuencia que permanece
en equilibrio térmico y es llamado reservorio. Debido al acoplamiento del pequefio
sistema con el grande, existe la decoherencia, y en el caso de un atomo, esta se
manifiesta en la emision espontanea, ya que el atomo esta intercambiando
constantemente energia con un gran reservorio que es el ambiente. Una de las
formas de describir este fendmeno de decoherencia es por medio de la ecuacion
Master en el modelo de Schrddinger, la cual comprende la evolucion del operador
densidad. Esta ecuacién tiene la siguiente forma para temperatura de cero Kelvin:

)=~ .o+ Sloapl — sl e @19

Aqui p(t) es la evolucion del operador densidad en el tiempo, H es el hamiltoniano
del sistema, g es el factor de decoherencia, @* y @ son los operadores de

construccion y destruccion del sistema que sufre la decoherencia (puede ser

excitones o fotones).

Ya que el sistema se encuentra a temperatura de cero Kelvin, la decoherencia es solo
producida por las fluctuaciones de vacio, dadas solamente en el tratamiento
mecanico- cuantico. Esta decoherencia produce una destruccién de los elementos de

matriz no diagonales del operador densidad (ver figura 1.1), en otras palabras,
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destruye la coherencia entre los estados superpuestos de un sistema, quedando

finalmente en un estado de relajacion.

_}( la|? ab*e'gt)
P a*be =9t la|?

Fig. 1.1: efectos de la decoherencia en un sistema. Los elementos no diagonales se van
desvaneciendo debido a la decoherencia del sistema, manifestado en la exponencial decreciente real.

Para mayor informacion de la obtencion de la ecuacion Master, el lector debe

remitirse al apéndice D.

1.3.2. MODELOS Y PARAMETROS PARA EXCITONES

El hamiltoniano utilizado para describir este sistema es el de Jaynes-Cummings
(deduccion en el apéndice C) la cual esta dada en términos de los operadores de

creacion y destruccion de excitones y fotones de la siguiente forma:

1

A =5 hol6;, 60] + hwa' @ + ihA(6oa" — 612) (1.14)
donde,

&, =[100], &, =|0)1| = &} (1.15)

Aqui |1) es el vector de estado excitado (en la banda de conduccion de un QD), |0}
es el vector de estado base (en la banda de valencia de un QD), &; Yy &, son los
operadores de construccion y destruccion de un exciton respectivamente, @* y @ son
los operadores de construccion y destruccion de un foton respectivamente. EI primer
termino del hamiltoniano dado por el conmutador de &; y G, es la energia de los
estados |1) y |0) de un QD con energia de transicion dado por iiw (R=constante de
Planck, «w =frecuencia angular). El segundo término del hamiltoniano total es el

hamiltoniano del campo electromagnético con energia hw, y el tercer término es el
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hamiltoniano de interaccion entre el exciton y el campo electromagnético. EI primer
término del hamiltoniano de interaccion representa la construccion o emision de un
foton, destruyendo a la vez un exciton, ya que el electron pasa de la banda de
conducciodn a la de valencia, el segundo término es el proceso contrario. Aqui A es el
factor de acoplamiento, y esta determinado por la intensidad del campo eléctrico.

Una de las interacciones que van a ser tratadas es la de excitones de QDs con campo

coherente, por ello, el estado que describe el campo coherente es:

" (1.16)

Aqui |n) es el vector nimero de fotones o estado de Fock para fotones, el cual
representa el numero de fotones que se encuentran interaccionando. « es el valor
propio de |a) dado por el operador de destruccion del foton. Este campo coherente
permite tratar el valor medio del campo electromagnético cuantizado, con las
ecuaciones de Maxwell. Para mayor formalismo fisico y matemético sobre la
cuantizacion del campo electromagnético y el campo coherente, el lector debe

remitirse al apéndice C.

Por otra parte, para un sistema de dos puntos cuanticos de InAs/GaAs embebidos en
una cavidad de cristales opticos caracteristico de [21, 22] y el apéndice A, se tienen

los siguientes parametros, segun [21].

EXCITONES DE QDs DE CAVIDAD DE CRISTAL FOTONICO

InAs/GaAs

o (GHZ) g(GHz) A (GHz) oc (GHz) Q (GHz) gc (GHz)

3.33*%1015 2 315 3.33*%1015 45000 23

Tabla 1.3: pardametros del modelo excitonico.
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Aqui wgp es la frecuencia de transicion de un exciton, g el factor de decoherencia, A

es el factor de acoplamiento con el campo electromagnético, w, es la frecuencia del
campo en la cavidad, Q es el factor de calidad de la cavidad, y g, es el factor de

decoherencia de la cavidad debido a la perdida de fotones.

1.3.3. MODELOS Y PARAMETROS PARA ESPINES DE QDs

Teniendo en cuenta las reglas de transicion debido a la conservacion del momento
angular presentado en el apéndice A, el esquema que sigue estard basado
esencialmente en la transicion Raman dptica (TRO) para acoplar los dos estados de
espin en la banda de conduccién [24, 25]. En QDs dopados de tal forma que cada
QD tenga un solo electron en la banda de conduccion, serd introducido un estado de

hueco virtual, que ayudara a que se de la TRO. Aqui los estados que van a participar

en la dindmica del sistema son |T),m, =1/2 y [),m, =—1/2del electrn en la

banda de conduccién. Para lograr un acoplamiento Raman, es necesario introducir
un campo extra y asi introducir un nivel virtual. Aplicando un campo magnético
constante en el eje z para desdoblar los niveles de energia de espin a lo largo de este

eje, el sistema esta representado de la siguiente forma:

T

___T,
o, [Ty

- — |J,}?.;ﬂ

+

1]
as,

—
B
|1/ 2},

AN LD | o |~ 112}

Fig 1.2: esquema de transicion Raman en espin de QDs

En la figura anterior, |—1/2>Ih es el estado de espin m, =—1/2 del hueco liviano en
la banda de valencia. @, es la frecuencia de transicion entre espines en la banda de

conduccion. o, y e, son las frecuencias de los respectivos espines en la banda de
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conduccion con respecto a la banda de valencia. o, es la frecuencia del modo de la
cavidad con polarizacion o (circular derecha). w, es la frecuencia del campo extra

polarizado en ° (lineal), tal que se pueda dar las respectivas transiciones virtuales

cerca al estado |-1/2), . Aw, y Aw, son desfases.

La figura anterior describe una situacion en la cual la transicion entre dos niveles

estd dada por la absorcién o emision simultanea de dos fotones. Este proceso toma

lugar si la diferencia de las dos frecuencias aplicadas ch —a)L|) es justamente la
frecuencia de transicion de los dos niveles (w;,, ), teniendo un elemento de matriz
bipolar diferente de cero. Esto conlleva a que ‘Aa)T _AC%‘ sea muy pequefio. Si se
tiene que A, <<Aw, y A <<Aw (4, y A_son los factores de acoplamiento del
foton en la cavidad y el foton extra), se garantiza que no haya resonancia entre el
electron en el estado |-1/2), a |T) tal como de [-1/2) a |{). Dadas estas

condiciones, se puede resolver las ecuaciones de Heisenberg por el método de
perturbaciones, siendo A./Aw, y A /Aw, los parametros de perturbacion. Para

6rdenes mas bajos de perturbacion, los tres niveles son reducidos a dos niveles

efectivos cuyo hamiltoniano esta dado por:

i i\2 1.17
@[ai o ]+—°2.c7i aa*+@a‘ bb* ( :
Hy =wa'a+obb+) | 2 DA Awy " Aw, “

+idy [a’olb-ac) b" ]

A% A ( 11 ] (1.18)
= +

A

2 (A0 Ao

Aqui a‘c}, @ " describe una transicion desde el estado |¥) a |T), emitiendo un
fotén de frecuencia w simultdneamente absorbe un fotdn de frecuencia w. .
L [

ol t

i
i . O T + 1
ac, @ = describe el proceso contrario. T[O'N,O'”] Yy w.a’a son la energia de

los niveles de los QDs y del modo de la cavidad respectivamente. El desfase
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energético de los niveles la cual les compete el resto de términos, se llama el desfase
Lamb. Como se ve, esto solo depende de la intensidad del campo o acoplamiento.

Este desfase surge debido a la transicion virtual a |-1/2) . Aqui

1) puede hacer

una transicion virtual por la emision y absorcion simultanea de un foton de
frecuencia @, . Este proceso es representado por Aﬂ_z ol,aa” donde el electron

@,

i\2
vuelve a quedar en el mismo estado. Analogamente para (ﬂL) o' bb* -
Ao,

Por otra parte, para un sistema de puntos cuanticos de AlGaAs embebidos en una
cavidad de cristales Opticos caracteristico de [21, 22] y el apéndice A, se tienen los

siguientes pardmetros, segun [21, 27].

ESPIN DE QDs DE AlGaAs [27] CAVIDAD DE CRISTAL FOTONICO

[21]
w11 (GHZ) g (MHz) 2Aeff (GHz) oc (GHz) Q (GHz) gc (GHz)
2.418*%10n5 10 24.18 2.418*1015 45000 23

Tabla 1.4: pardmetros del modelo de espin.

Dado 4,77, la transicion Raman obtiene una probabilidad de 0.01. Esto conlleva a
que el tiempo de vida del foton, que antes era de 10ps, ahora sea de 1ns, y si el
tiempo de vida espin-hueco era de 1ns, ahora es de 100ns [27]. Cabe resaltar que la
frecuencia del foton externo es aproximadamente igual a la del fotdn de la cavidad y
de la de un exciton del QD AlGaAs, con el propdésito de que se dé la transicion

Raman.
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RESULTADOS

Finalmente, ya descritos todos los modelos y parametros que se van a utilizar para
describir la dindmica del sistema se procede a presentar los resultados del proyecto.
En el transcurso de los siguientes capitulos, se va a tener de manifiesto los
elementos de matriz del operador densidad calculados mediante la ecuacién Master,
el cual fue desarrollado con la ayuda de un software implementado en Dev-C++.
Estos elementos de matriz nos posibilita ver la evolucion de las oscilaciones de
Rabi, la cual son solamente la probabilidad que el sistema produzca una cierta
transicion, y ademas de ello, por medio de la diagonalizacion de este operador, se
sabran los estados mezclados que conforma el sistema. Con esto se hace posible
calculos de la entropia y por ende la evolucion en el tiempo del grado de
entrelazamiento y mezcla. Se tendra intuicion en que tiempos el sistema esta
mayoritariamente entrelazado y que estado es. En el caso del siguiente capitulo 2,
donde la interaccién es dada por excitones y campo coherente, solo se tendrd en
cuenta las oscilaciones de Rabi, el grado de mezcla, y el grado de entrelazamiento
cuantico, pero no los estados del sistema. Para las otras interacciones de excitones y
espin con campo vacio, si se tendra en cuenta los estados, ya que solo se cuenta con
dos estados de namero de fotdn, el |0) y el |1). Por otra parte, en el capitulo 3y 4 se

hara una comparacion del sistema con decoherencia y sin decoherencia.
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CAPITULO 2: EXCITONES DE QDs CON CAMPO COHERENTE

Excitones de dos puntos cuénticos de InAs/GaAs, denotados como punto A y punto
B, se van a considerar como sistemas de dos niveles descrito por la ecuacién (1.4),
despreciando la interacciéon electron-hueco (si la distancia entre niveles es lo
suficiente grande) y haciendo la suposicién que en cada QD solo se produce un
excitén, ya que las dimensiones son muy pequefias. Todo esto con el objetivo de
enfatizar solo en la dindmica de un sistema de dos niveles y teniendo en cuenta que
estas interacciones solo desfasan la energia del sistema. El hamiltoniano de

interaccion total de los QDs con un modo de la cavidad segun (1.4), esta dado por:

H =%[O'1A,O';\]+w7&[of,o-§] (2.1)

+w.ata+ilt (a*mf — aalA)+ i2° (a+a§ -ao/ )

Donde se ha denotado 7 =1. Los superindices en las frecuencias, el factor de
acoplamiento y los operadores de los QDs hacen referencia si se trata del QD A o B,

y los subindices en las frecuencias indican si son de un QD o de la cavidad.

Para tener en cuenta términos que disipan la energia es necesario introducir la
ecuacién Master extendida para los QDs y la cavidad. Esta extension es de la

siguiente forma:

2.2
?jf —i[H, p]+ LA, + L8, + L (22)
2.3)

L/;d = g_zA(ZO_o poy —ologp- po_lAU(?)
2.4
: —%@% pot ot paed) e
= g,.(2apa" —a*ap—pa‘a) (2.5)
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Aqui (2.3-2.5) son los operadores de disipacion de los QDs A y B, y la cavidad

respectivamente.

Para nuestro proposito, se va a considerar que los QDs son iguales en todos sus
aspectos y estan puestos en cierto sitio de la cavidad de tal forma que: A* =A% = A,

0r,=0s=0Yyo'=0°= @,y Y sus valores estan dados por la tabla 1.3. Estos van

a interaccionar en un tiempo inicial t=0 con un campo coherente dado por (1.16).
El elemento de matriz del campo para este tiempo y en la base de numero de fotones

€es:

(@) a (2.6)

Y con respecto al estado de los QDs para este tiempo se va a considerar que:

1 (2.7)
‘l/jqd(o)>A - EQO>A +|1>A)
1 (2.8)
Va0, =75 (0} +10)
De tal forma que el elemento de matriz densidad para los QDs es:
(2.9)

aA,aBpﬂB,ﬁA(O): %[(1_0‘A)(1_ﬂA)+ (1_aA)IBA +0‘A(1_:BA)+aAﬂA]
*[(1_058 1= B )+ (- g )Bs + (1_ﬂs)+asﬂs]

Y el elemento de matriz densidad del sistema completo (QDs y campo) es el

producto tensorial entre ellos:
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2.10
n,aA,aBpﬂB,ﬂA,m(O)z%[(1_aA)(1_ﬁA)+(l_aA)ﬂA +aA(1_IBA)+aAﬂA] ( )

“[@- g L= Ba )+ (- g )Bs + s (L B )+ 2 ](e_a2 )M

n'ml

AQUE, o os P pam = (NG | 0| Be BaM), @p, g, g, B sON estados de los QDs A

y B, y pueden tomar los valores 0 0 1; n,m toma valores desde cero hasta infinito.

El elemento de matriz de la ecuacion Master llega a ser de la forma:

g 2.11

d (5 0ac m)
“narad Oy prm) = —{gc(n + m)+ z(aA thutag+ By ):|n,aA,aB Pm.pam

dt
- ﬂ\/ﬁ(l — )n—l,l—aA,aB P sam ~ A\/a(l - B, )n,aA,aB Pmipamat A, \/anrl,l—aA,aB P, pam
+ 2BpIm+ 1, s s g + 9= ML= Ba s ance Pamm = AN 0= e s ni os g g
=ML~ Be Dot Ao s + 206 N+ s e Py g + ABe M+, o O1 g
+0 (1 — Qg )(1 - By )n,aA,l—aB Prmpam 204 (n + 1)(m + 1) N1, LB, pam

Al desarrollar esta ecuacién, se obtuvieron las siguientes oscilaciones de Rabi para
el sistema de QDs Ay B.
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Grafica 2.1: Oscilaciones de Rabi para dos puntos cuanticos A y B interaccionando con una campo

coherente. Las lineas negra, roja, azul y verde representan la probabilidad que el sistema se encuentre

en el estado [0)4]0) 5, [1).411)5, 1) 4105, 10)4|1) 5, respectivamente.

Estas dan informacion de la probabilidad de posibles transiciones o probabilidad de

permanencia en un estado en el tiempo. Como se puede ver, todo el sistema

comienza en un estado inicial tal como se definid en la ecuacion (2.10). La

ilatoria y amortiguada. La decoherencia provocada por la
26
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interaccion del medio con los fotones y los QDs, ocasiona que las oscilaciones sean
amortiguadas de tal forma que a partir de 0.013ns empieza a destruirse la

coherencia entre estados, haciendo que el sistema finalmente quede en un estado de

relajacion, la cual es |0),|0)_ . Estas oscilaciones son muy parecidas a un sistema de

dos niveles interactuando con un campo coherente sin disipacion [19, 20]; aqui
existe una amortiguacion adicional del sistema, provocada por la superposicion de
estados de Fock de nimero de fotones junto con los QDs, ya que la funcion de onda
para cada superposicion, oscila con frecuencias proporcionales a este nimero. Como
el numero de fotones es entero, en ciertos tiempos va a ver superposicion
constructiva, y en otros destructiva. Este amortiguamiento es reversible, pero en la
grafica 2.1, no se puede notar este comportamiento porque el amortiguamiento

provocado por la decoherencia del sistema, no es reversible [20].

Para ver en qué estado se encuentra el sistema, si hay presencia de entrelazamiento o
no, es necesario hacer un anélisis de la correlacion que existe entre los estados y
sobre todo la comprobacion de la desigualdad de Rényi para la traza de los
operadores densidad al cuadrado dada por la ecuacion (1.11). Con la ayuda del
software se pudieron sacar los elementos de matriz del operador densidad reducido
para los QDs (entre ellos los coeficientes diagonales la cual son las oscilaciones de
Rabi presentadas anteriormente). Con la ayuda de un segundo software hecho en
mathematica, se diagonaliz6 la matriz densidad, la cual da informacion de los
valores probabilisticos de los vectores propios mezclados. Con estos se pudo

calcular S(pA'B) (entropia del sistema compuesto por los QDs) dado por (1.4). Con
los vectores propios, se pudieron calcular los coeficientes de Schmidt [1] y a la vez
S(p,) Y S(pg) (entropia del QD A reducido y de B) la cual tienen los mismos

valores ya que los coeficientes de Schmidt son iguales para ambos. Ya con estos
datos se puedo deducir el coeficiente de correlacion en el tiempo segun (1.6).
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Grafica 2.2: Correlacion del sistema exciténico. La grafica negra corresponde al valor maximo que
puede alcanzar la correlacion en determinado tiempo 1 = 2min{S(p,).S(pg)}.

Esta grafica presenta la existencia del coeficiente de correlacion | . Se ve que en el
tiempo inicial | es cero y dado que el estado inicial es puro, la entropia del sistema
compuesto por los QDs es cero. Como no hay distinguibilidad en los dos QDs sus
entropias son iguales y son cero. El hecho de que estas entropias sean cero, quiere
decir que los estados de los subsistemas dados para cada QD son puros, y el estado
total es factorizable en cada subsistema. Esto se puede ver claramente en la
definicion del estado inicial.

Para tiempos grandes, se observa que | tiende a cero lo que nos hace intuir las

mismas conclusiones con respecto al estado inicial. Segun la grafica de las

oscilaciones de Rabl, el estado final tiende a |0), |0), la cual es puro y factorizable.

Para tiempos intermedios, se aprecia que | es diferente de cero y nunca alcanza su
valor maximo la cual lo Unico que nos dice es que las entropias son diferentes de
cero y por lo tanto el sistema estd en un estado mezclado al igual que los
subsistemas reducidos de los QDs. Aqui yace la incertidumbre si el sistema esta en

un estado separable (clasicamente correlacionados) o no separable (mezcla de
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estados con estados entrelazados). Para saber esto nos remitimos al analisis de la
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traza del operador densidad al cuadrado dado en por la ecuacion 1.11.
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Grafica 2.3: Densidad al cuadrado del sistema compuesto por los QDs (linea negra) y para un QD
reducido (linea roja). Valores menores a uno, implica un sistema mezclado. Entre mayor sea la

diferencia entre la grafica negra con la roja, mayor grado de entrelazamiento.
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Como se puede observar la traza del operador densidad al cuadrado de todo el
sistema (o sistema compuesto por los QDs) es siempre mayor que el del sistema
reducido de un QD en los intervalos de tiempo de 0.001415ns a 0. 12ns con mayor
pronunciamiento en 0.0046ns, 0.0066ns y 0.0197ns. Entre mas alejado este, mayor
es el comportamiento cuantico del sistema, 0 sea hay mas estados entrelazados en la
mezcla. Por otra parte, como se explico en la seccion (1.1), entre més alejado este la
traza del operador densidad al cuadrado del valor 1, mayor es la mezcla y por lo
tanto mayor es la entropia tal como se puede evidenciar en los picos de la grafica de
correlacion; de hecho la grafica (2.3) parece la grafica de correlacién invertida. Para
los otros tiempos el sistema es separable y por lo tanto no hay entrelazamiento segin
la desigualdad (1.11).

En aplicaciones desde el punto de vista de la informacién cuéntica y de obtencion de
entrelazamiento, este sistema puede ser un candidato ya que la existencia del
entrelazamiento es hasta 0.12ns, y el tiempo promedio de operacion en cémputo
cuantico es de por lo menos 0.04ns [23], pero la destruccion del sistema empieza en

0.013ns lo que lo puede ser poco favorable en este tipo de aplicaciones.
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CAPITULO 3: EXCITONES DE QDs EN CAMPO VACIO

3.1. EN UN MEDIO DISIPATIVO

Aqui se va a considerar un solo fotdn dentro de la cavidad, se escogerd que para
t=0, los estados de los QDs estan en el estado base, de tal forma que el estado
inicial de todo el sistema es:

v(0)=[0), ®[0), ®[1), =|oon) a1

Donde |0), es el estado no excitado del QD A,

O>Bes el estado no excitado de B,

\l>C es el estado de Fock que representa la presencia de un fotén. El elemento de

matriz densidad es:

naAaB LB, pAm (O) = (1_ ap )(l_ Ba )(1_ ap )(1_ Be )n *m (3.2)
La ecuacion Master se desarrolla numéricamente de igual forma a la seccidn anterior
dada la ecuacion (2.11), solo que cambian las condiciones iniciales. Aqui se escoge

una cavidad con QDs como en el capitulo anterior, solo que n y m toman valores de

cero o uno. Esto produce las siguientes oscilaciones de Rabi.
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Grafica 3.1: Oscilaciones de Rabi para dos puntos cuanticos A y B interaccionando con campo
vacio. Las lineas, roja, azul y verde representan la probabilidad que el sistema se encuentre en el
estado [0)410) g, [1)410)5, 0)411) 5, con ninglin foton dentro de la cavidad |0}, respectivamente, y la
linea negra representa el estado |0} 4|0} z con un foton dentro la cavidad |1),.

Todo el sistema comienza en un estado inicial tal como se definié en (3.2). La
evolucion es oscilatoria y amortiguada debido a la decoherencia del sistema. A partir
de 0.0286ns empieza a destruirse la coherencia ya que para este tiempo el estado

0),10),|0)_ prevalece del resto de estados. Al calcular la matriz densidad de todo el

sistema (incluyendo los estados de Fock), es de esperar que sea una matriz cuadrada
de 8*8 ya que hay posibilidad de ocho estados diferentes (estados de los QDs y
Fock, con dos grados de libertad cada uno, cero o uno). La matriz densidad es:
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UREHEN

{1501 (0L,

ERUREN

EREAUN

{100l e

0.0, 0L O 0L, ©la,0
0,000, | alt) 0 0
0),0) 2. 0 bit) d(t)
10),1)J0). 0 d(t) oft)
10}/, 0 0 0
[),/0),J0). 0 d(t) oft)
[9,0) 1), 0 0 0
[D4/0), 0 0 0
D400, 0 0 0

o O O O o o o

0

0
®)
)

d
o
0
(t)

—+

c

0
0
0

OO O O O O o o

0

OO O O O O o o

0

O O O O O o o o

Tabla 3.1: matriz densidad de todos los grados de libertad de los QDs y el fotén en la cavidad.

Segun la tabla 3.1, hay cuatro estados de la diagonal que tienen probabilidad cero, la

cual es logico que suceda ya que estos estados nunca pueden darse. La razon es

porque en la mayoria de ellos hay presencia de por lo menos un exciton en un QD

con un fotén en la cavidad, y esto es solo posible si inicialmente hubieran dos

fotones en la cavidad. Partiendo del estado inicial se concluye que la existencia de

un exciton implica que no haya fotones en la cavidad, y la existencia de un foton

implica que no haya excitones en ninguno de los QDs. Con esto la matriz densidad

se reduce a:

{01015 0L,

(01,01 .

(0]l 0l

{101 1.

10)10)e[0). a(t)
WALAEA 0
WAALA 0

EAALA 0

Tabla 3.2: matriz densidad de los QDs y el foton en la cavidad.

0
b(t)
d(t)
dt)

0
dt)
oft)
oft)

0
d(t)
oft)
oft)

Los estados coherentes (coeficientes no diagonales) de la matriz densidad con el

estado |0),/0),|0) son cero, la cual quiere decir que no hay interferencia de este

estado con los otros y por tal motivo no estd superpuesto con estos. Esto hace

concluir que el estado |0),|0).|0) esta mezclado con los otros.
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Célculos computacionales arrojaron la siguiente relacion: d(t):i\ﬂt_}*\ct , ya
que la siguiente grafica da una superposicion entre graficas de \d(t)\ y \/bit i*\ clt).
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d
1),]0),|0)_(superposicion dado que los elementos de matriz

0),/3)¢/0);.
son diferentes de cero), y no mezcla de estados con esta cierta superposici

Esto da garantia de que solo existe un estado en la superposicion de los estados
la seccién (1.1). Para ver en qué tiempos d(t) toma signo negativo, se reprodujo la

Grafica 3.2: comparacion entre los coeficientes

0)410)g 1),
grafica de este.



Tiempo (ns)

Grafica 3.3: estado coherente de la matriz densidad, d (t) en el tiempo.

Segun este resultado, d(t) cambia de signo después de un intervalo de tiempo dado

por la mitad del periodo.

Finalmente los estados mezclados son los vectores propios del operador densidad,

dados por:

(3.3)

+\b(0)0),0) 1), +e)(0),[1,]0), +[2),/0),/0).)

4)=[0)4/0)5/0);

(3.4)

b(t)+ 2c(t

|#2)

tamente por la decoherencia del sistema. Aqui el signo

aparece explici

)

del primer coeficiente depende de la grafica (3.3). Cada vector propio tiene una

Donde |¢

probabilidad de suceder segun los valores propios del operador densidad. Estos

valores propios estan dados por los siguientes coeficientes diagonales:
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4 #.|
%) a(t) 0
) 0 b(t)+2¢(t)

Tabla 3.3: coeficientes de probabilidad para los vectores propios mezclados del operador densidad.

La cual su evolucion obedece a la siguiente grafica:

Frabahilidad

=
8
(=]
(=)
28]
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.
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il

Tiempo (ns)

Grafica 3.4: Evolucion probabilistica de los coeficientes de los vectores propios del operador
densidad.

Aqui el estado de relajacion toma valores mas altos para un tiempo mayor a los

0.0286ns. De lo anterior, la entropia del sistema es:
S(pas. )=—(alt)Infa(t)]+ (b(t)+ 2c(t))In[b(t)+ 2¢(t)])/ In[2] (3.5)

Que graficamente es:
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Grafica 3.5: entropia del sistema completo.

Aqui se puede ver que en 0.0286ns hay un méaximo en la entropia (mayor desorden)

la cual coincide con el tiempo en que empieza a destruirse el estado \¢2>. Esto

implica que para este tiempo a(0.0286) = b(0.0286)+ 2¢(0.0286) = 0.5 tal como se
ve en la grafica (3.4). Esto se interpreta, que para tiempos menores y mayores a este,
el sistema se encontrara en un estado mas puro. De hecho para tiempos menores,

prevalece el estado puro |¢, ), y para tiempos mayores el estado puro |¢; ) como era

de esperarse.

La razén de que el sistema total se encuentre, para tiempos intermedios, en una
mezcla de estados, es porque este sistema esta interaccionando con un gran

ensamble que es el medio en que se encuentra, dando surgimiento al estado de

relajacion \¢1>- Dada esta interaccion, el sistema esta constantemente cambiando.

Para entender mejor esto, considere el universo que es un sistema aislado. Su
entropia es cero ya que no puede haber mas de un universo posible (en el sentido
clasico) o algun agente externo que lo haga cambiar de estado. Mientras que si se
escoge una pequefa parte de este universo, la entropia de esta parte es diferente de
cero, ya que esta interaccionando con otras partes del universo. Cabe resaltar que un

sistema (gas, liquido o sélido) a temperatura cero tiene una entropia nula ya que no
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hay agentes externos (fotones, fonones, choques, etc) que cambien su energia
cinética y por ende su temperatura y entropia. Asi, el sistema que nos compete
incluyendo el ensamble, se encuentra en un estado puro con entropia cero, mientras
que al considerar un subsistema como el desarrollado anteriormente (cavidad y
QDs), tiene una entropia diferente de cero por estar interaccionando con el

ensamble.

Definiendo los siguientes vectores:

0) (3.6)

02)=—(0),[1), +14,0),) @7

donde \®2> coincide con el estado de Bell (estado maximamente entrelazado) segun

el apéndice B. Se puede reescribir las ecuaciones 3.3 y 3.4 en términos de una
descomposicion de Schmidt:

4)=[@1)0), (38)

_23b) @, )J1), ++2c(t) @,)0), (3.9)
1#:)= Jb®)+ 2¢c()

Se puede notar que el estado |¢2> presenta entrelazamiento entre el sistema de QDs

y el fotdén de la cavidad, ya que la medida de uno en comun afecta al otro; por

ejemplo, el hecho de que al realizar una medida en el foton y aparezca el estado |1>C
implica 100% de encontrar el sistema de QDs en el estado |0),]0), , y si el estado de
foton es |0) , se tendré 100% de seguridad que el estado de QDs es el estado de Bell

dado por |®@,), esto garantiza que el estado |¢,) sea no factorizable, claro, para

tiempos donde b(t) y c(t) sean diferentes de cero. El operador densidad reducido del

sistema compuesto de los QDs, diferentes de cero (sin consideracion de fotones), es

el valor propio de \¢1> multiplicado por la traza de este mismo en los estados Fock
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para el foton, sumado con el valor propio de \¢2> multiplicado por la traza de este

mismo en los estados de Fock, tal como sigue.

Prs =alt), 0/ 0), +(b)+ 2], 016, 0), +. Al [1,]  (B10)
Pas =(@lt)+b(t)) @, (@, |+ 2c(t) @, (@, (3.11)

En forma matricial, p, . es:

(@, @, |

@) | alt)+b(t) 0

@,) 0 2¢(t)

Tabla 3.4: coeficientes de probabilidad para los vectores propios mezclados del operador densidad
reducido y compuesto de los QDs.

La cual cumplen con la siguiente evolucién temporal:

ST

Probabilidad

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 .14 0.186
Tiempo (ns)

Grafica 3.6: evolucién probabilistica de los coeficientes de los vectores propios del operador
densidad reducido y compuesto de los QDs.
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Segln la tabla 3.4, hay dos estados mezclados en los estados excitonico. El estado

base que es |®@,), y el estado méximamente entrelazado @,). Con esto,

definitivamente se concluye que los estados excitonico son mezclados y no son
separables. Para ver mejor esto, se reproduce la grafica de densidad al cuadrado con
el objetivo de analizar la desigualdad (1.11) o la verificacion de la entropia de

Rényi:
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Figura 3.7: Densidad al cuadrado del sistema compuesto por los QDs (linea negra) y para un QD
reducido (linea roja). Valores menores a uno, implica un sistema mezclado. Entre mayor sea la
diferencia entre la grafica negra con la roja, mayor grado de entrelazamiento.

Aqui se puede apreciar que la mayor violacion de la desigualdad (1.11), ocurre para
tiempos donde el estado de Bell prevalece. Solo el hecho de que el estado
méaximamente entrelazado exista, hace que el estado total excitonico sea no
separable. Para los tiempos donde las graficas se superponen, el sistema no se
encuentra entrelazado; ademés si el valor es diferente de uno, los estados son

separables y para el caso especial donde es igual a uno, el estado es factorizable, la

cual le corresponde al estado puro |®, ).

El solo hecho que exista mezcla de estados, y uno de esos estados mezcla, es el

estado de Bell, hace que el sistema se encuentre entrelazado; pero para aplicaciones,
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esto no es del todo suficiente ya que el tiempo de destruccién de los estados
predomina a partir de 0.0286ns, en comparacion al tiempo de operacion en

computo cuéntico que es alrededor de 0.04ns.

Con la tabla 3.3 se puede calcular S(p, ), y calculando los coeficientes de Schmidt

para p, Y pg, Se reprodujo las cantidades S(p,) ¥ S(pgz). Ya con esto el

coeficiente de correlacion en el tiempo es:
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Figura 3.8: Correlacién del sistema exciténico. La grafica negra corresponde al valor maximo que
puede alcanzar la correlacion en determinado tiempo Ipg. = 2min{S(p4).S(pz)].

Aqui, los picos que mas se acercan al valor maximo, estan dados en los tiempos en

que mayoritariamente subsiste el estado de Bell. La correlacion nunca alcanza su

valor maximo ya que la probabilidad de que suceda \CD1> nunca es cero para estos

tiempos. Finalmente, haciendo un seguimiento de las graficas (3.6-3.8), para grandes

tiempos, el estado excitonico queda en el estado factorizable |®,) que es |0),|0)_,

cero excitones.
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3.2. EN MEDIOS NO DISIPATIVOS

En este topico se procede a desarrollar la ecuacion de evolucion normal del operador
densidad sin términos disipativos o la misma ecuacién 2.2 pero sin los operadores de
disipacion. No tiendo en cuenta estos términos, y usando la misma notacién como en

la tabla 3.2, las ecuaciones diferenciales a resolver son las siguientes:

d(a(@®) _ o (3.10)
dt

d(b(t)) (3.11)
e —4d (1)

d(c(t)) (3.12)
5 = 2Ad(1)

d(d(®)) (3.13)

e CIO R O)

Derivando (3.11) y (3.12) con respecto al tiempo y reemplazando en estas

ecuaciones d(j(;}) por la ecuacion (3.13) se tiene:
b(t) = —44d(t) = —4A(b(t) — 2c(1)) (3.14)
é(t) = 22d(t) = 24(b(t) — 2¢(2)). (3.15)

Aqui los puntos superiores significan el orden de la derivada con respecto al tiempo.
Multiplicando la ecuacion (3.15) por 2 y restandola con (3.14), da:

d?(b() —2¢(0) (3.16)

0L = —8A(b(t) — 2¢(1))

Esta es la ecuacion diferencial de un oscilador armoénico simple. La solucién mas

conveniente para nuestro caso es:

b(t) — 2¢(t) = cos(2v/24t) (3.17)

42



Ya que la Unica descomposicion que tiene  cos(2v2At) s

2 2
cos (v2it) — sin " (v2At). La solucién para b(t) y c(t) es:

b(t) = cos (VZAr) (3.18)

c(t) = %sin z(v’zﬂt) (3.19)

Al solucionar las ecuaciones (3.10) y (3.13)

a(t) = constante (3.20)
(3.21)

1
d(t) = E sm(-\ﬁ}lt) cos(-\ﬁﬂt)

Aqui d(t) concuerda con /b(t)c(t). La traza de la matriz densidad debe ser igual a

la unidad, entonces:
a(t) +b(t) +2c(t) =1 (3.22)
Y reemplazando:

2
constante + cos (V24t) + sin Z(V’E.lt) = constante+1 =1 (3.23)

Entonces constante = 0y por ende a(t) es igual a cero. Esto era de esperarse ya
que no hay un medio disipativo, y por lo tanto un estado que surja como

consecuencia de la interaccién con este medio.
Como facilmente se puede ver las soluciones para los elementos de matriz, cumplen

con las condiciones iniciales del sistema, y cualquier otra solucion no cumpliria con

estas condiciones.
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A continuacidn se presenta una comparacion en las oscilaciones de Rabi del sistema

con decoherencia y sin decoherencia.

—— Db(t) sin decoherencia
—— bit) con decoherencial

:'"TE'H TH’H‘WWWMTHL”
TR WAL
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 o110 o112 014 o186

Tiempo (ns)

Grafica 3.9: comparacion de las oscilaciones del coeficiente diagonal b(t) con decoherencia y sin
decoherencia.
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Grafica 3.10: comparacion de las oscilaciones del coeficiente diagonal c(t) con decoherencia y sin
decoherencia.

Las oscilaciones de Rabi oscilan indefinidamente sin atenuarse en el sistema sin

decoherencia. Por otra parte se ha verificado que el método numerico utilizado es
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bastante aproximado, ya que la frecuencia de oscilacion es casi la misma para ambos

sistemas. En este caso el sistema oscila con una frecuencia de +/24 tal que esta

frecuencia se le llama frecuencia de Rabi.

Sin embargo el tratamiento mecanico-cuantico para obtener la matriz reducida para
los QDs es el mismo que en apartado anterior, solo que se toma a(t) igual a cero.

Asi para todo el sistema se tiene la siguiente matriz densidad:

L0, OLaLo.  .0lL0l
0),0)f. | blt) d(t) d(t)
om0, | d(t) c(t) c(t)
oo, | d(t) c(t) c(t)

Tabla 3.5: coeficientes del operador densidad sin decoherencia.

Y para la matriz densidad reducida de los QDs se tiene:

@, | (@,
@) bit) 0
D,) 0 2¢(t)

Tabla 3.6: coeficientes de probabilidad para los vectores propios mezclados del operador densidad
reducido compuesto por los QDs sin decoherencia.

Ya que el estado no es puro para los QDs segun la tabla 3.6, se tiene que analizar la
dindmica de entrelazamiento con la entropia de Rényi o lo que es equivalente la

desigualdad de matrices cuadraticas del operador densidad (1.11), tal como sigue:
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Grafica 3.11: Densidad al cuadrado del sistema compuesto por los QDs (linea negra) y para un QD
reducido (linea roja). Valores menores a uno, implica un sistema mezclado. Entre mayor sea la
diferencia entre la grafica negra con la roja, mayor grado de entrelazamiento.

Al comparar los tiempos de los picos negros con la grafica 3.10, se ve que estos
coinciden con los tiempos de la mayor probabilidad de los estados maximamente
entrelazados de Bell, y ademas de ello tienen el valor de uno, lo cual significa que el
sistema se encuentra en un estado puro. De hecho la garantia de que sea
méaximamente entrelazado yace en que para estos tiempos se viola maximamente la
desigualdad (1.11), tal como se ve en la grafica. Para otros tiempos diferentes al
mencionado, el sistema se encuentra mezclado y no separable justo donde las
graficas no se superponen. Es importante destacar que los tiempos en la cual existe
el estado de Bell como un estado puro, es un numero semi-entero por i sobre la

frecuencia de Rabi.
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CAPITULO 4: ESPIN ELECTRONICO DE QDs EN CAMPO VACIO

4.1. EN UN MEDIO DISIPATIVO

Para analizar la dinamica del sistema con un foton dentro de la cavidad y los
espines, se introduce el hamiltoniano (1.17) en la ecuacion Master (2.2), la cual

brinda la siguiente ecuacion:

d (nl,nZ,aA,aB pﬂB,ﬂA,mZ,ml) _ (4.1)

dt

= et \/E(l_ ap )\/ n, + 1n1—1,n2+1,1—aA,aB P, pam2,mt ~ et \/mil(]-_ Ba )\/mnl,nZ,,aA,aB P B1-pamadr
+ Aot O p x/ﬁxﬁ nL+1n2-11-cA B £ g8, pamzm T Aot Ba \/m\ﬂ nLn2,cAaB £ B .1-pAm2-1mil

+ 04 (l_ 27 )(1_ Ba )nl,nZ,l—aA,aB PpBi-pamam ~ Aot Ay (1_ 7 )\ N +1 0 noieatas P B, pam2,mi

= et ’\/mil(l_ Bs )\/mnl,nz,aA,aB P pamzeimi1 T Aoy Qg /My + 1\/En1+1,n2-1,aA,1-aB P B, pam2,mi

+ e P \m\ My 102,088 P1-ps, pamz-tmist T Gqd (1_ 2 )(1_ Bs )nl,nZ,aA,l—aB P1-pB,pam2,mL

+0. ’\/(nl +1)(m1 +1)n1+1,n2‘aA,aB P B, pam2,mid

g
_|:gc(n1 + ml)+ qu(aA +Pa+ag +ﬁB) nLn2,aA,cB P8, pam2,m

Aqui ay, B4, ag, Bg 1y Y my sSon como en los capitulos 2 y 3, n, y m, son los
grados de libertad del elemento de matriz del foton extra y toma valores de 0 o 1.
Teniendo en cuenta los parametros de la tabla 1.4, se procedié a desarrollar la
ecuacién Master (4.1) por métodos computacionales donde el estado inicial esta

dado por:

nLn2,cAaB £ B, fAmLm2 (0) = (1_ 129 )(1_ Ba Xl_ ap )(1_ Be )nl *m, * (1_ n, )(1_ mz) (4.2
)

Esto produjo las siguientes oscilaciones de Rabi.
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Grafica 4.1: Oscilaciones de Rabi para dos puntos cuanticos A y B interaccionando con campo
vacio. Las lineas, negra, azul y verde representan la probabilidad que el sistema se encuentre en el
estado [L)4 L)z, [T)alt)s, [4)41T)5, con ningln foton dentro de la cavidad |0),, cero campo externo
|0), para la linea negra y un fotdn externo |1), para las otras, respectivamente. La linea roja
representa la probabilidad del estado |L)4]4)z, con un foton dentro la cavidad |1), y campo externo
cero [0);.

Estas oscilaciones son muy parecidas al sistema excitonico de la seccidn anterior,
solo que aqui los tiempos de coherencia son mas altos. Segun la grafica (4.1), el
estado de relajacion toma valores dominantes a partir de 0.0210ns, sin embargo taca
saber los estados reales del sistema para poder concluir definitivamente en que
tiempo se empieza a destruir los estados.

La matriz densidad de todo el sistema esta dada de la siguiente forma:

(Hatdlslolc(ol,  (Halbla(1l0l,  (Tlatl 0141l (Ha(Tl5(0](1l,

[1)4[0)510).10) E0) 0 0 0
114l4)511)10); 0 bit) d(t) d(t)
11414510 11), 0 d(t) o(t) ct)
11411510)11), 0 d(t) o(t) ct)

Tabla 4.1: matriz densidad de los espines de los QDs y el fotén en la cavidad.
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Esta tabla es similar a la tabla (3.2) y por lo tanto se puede concluir de igual forma

Incluso se cumple la relacion

como en el sistema excitonico del capitulo 3.

d(t)==./b(t)*./c(t) tal como lo muestra la siguiente grafica:

PERIIQEQDIY

Tiempo(ns)

Grafica 4.2: comparacion entre los coeficientes |d (t)‘ y [o(t)*. /c(t

-r

||||||||||||||||||||||||

-r

2 —t--r-

-0

d(t) cambia de signo cada mitad de periodo como se muestra a continuacion

0.35 0.40 0.45

0.20

Tiempo (ns)

Grafica 4.3: estado coherente de la matriz densidad, d (t) en el tiempo.
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Finalmente los estados mezclados son los vectores propios del operador densidad, de

igual forma que en las ecuaciones 3.3 y 3.4 para el sistema excitdnico.

[4)=[4),1)5/0)I0), 43

O, 4, 119), GO, 1) J0L 8, (1,4, 00,) @9

42) Jo(©)+2¢(t)

Donde el signo del primer coeficiente depende de la grafica (4.3). Cada vector
propio tiene una probabilidad de suceder segin los valores propios del operador

densidad. Estos valores estan dados por los siguientes coeficientes diagonales:

] %
%) alt) 0
?) 0 b(t)+2c(t)

Tabla 4.2: coeficientes de probabilidad para los vectores propios mezclados del operador densidad.

Y su evolucién obedece a la siguiente grafica:

Probabilidad

[ T T
i — =t
o000 o005 010 015 020 025 030 035 040 045 08D

Tiempo (ns)

Grafica 4.4: Evolucion probabilistica de los coeficientes de los vectores propios del operador
densidad de espin.
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Aqui el estado que produce la decoherencia toma valores mas altos para un tiempo

mayor a los 0.075ns. De lo anterior, la entropia del sistema es:
S(page)=—(@t)Infa(t)]+ (b(t)+2c(t)nfb(t) + 2c(t))/ In[2] (4.5)

Que gréficamente es:

Grafica 4.5: entropia del sistema completo. Se considera todos los grados de libertad tanto de los
fotones como de los espines.

Aqui se puede ver que en 0.075ns hay un maximo en la entropia (mayor desorden)
la cual coincide con el tiempo en la cual empieza a destruirse el estado \¢2>. Esto

quiere decir que para este tiempo a(0.075) = b(0.075)+ 2¢(0.075) = 0.5 tal como se

ve en la grafica (4.4). Con esto, se puede decir que para tiempos menores y mayores

a este, el sistema se encontrara en un estado mas puro. De hecho para tiempos
menores, prevalece el estado puro |¢,), y para tiempos mayores el estado puro |¢)

como era de esperarse.

Como en el capitulo anterior, se definen los siguientes vectores:

2.=14),19), @9

o1



@)= (4,0, +[1),14.) 0

Donde \(DZ> coincide con el estado de Bell segun el apéndice B. Se puede reescribir

las ecuaciones 4.3 y 4.4 en términos de una descomposicién de Schmidt:

|#) =|P,)|0) |0), (4.8)

- o0, J1)[0), +/Z0],)o) 1), 49
9:)= NEOIETD

Como en el caso excitdnico, se ve entrelazamiento entre el foton y el sistema de

QDs. El operador densidad reducido del sistema de los QDs, diferentes de cero (sin

consideracién de fotones), es el valor propio de \¢1> multiplicado por la traza de este

mismo en los estados Fock de los dos fotones, sumado con el valor propio de \¢2>

multiplicado por la traza de este mismo en los estados de Fock de los dos fotones, tal

como sigue.
Pas =2(1), (0], (0l¢2)(2.[0), |0), (4.10)
+(b(t)+2c(t))[ (], (0]0,) (2. [0), |1, +. (0], {t].){e. 1), ]|O),

» =(alt)+b(t)) @, (@, |+ 2c(t) @, (@, | (4.11)

En forma matricial, p,, es

@, (@,
@) a(t)+b(t) 0
D,) 0 2¢(t)

Tabla 4.3: coeficientes de probabilidad para los vectores propios mezclados del operador densidad
reducido y compuesto de los espines de los QDs.

Y cumplen con la siguiente evolucion temporal:
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Grafica 4.6: Evolucion probabilistica de los coeficientes de

Tiempo (ns
densidad reducido y compuesto de los espines de los QDs.

los vectores propios del operador

Segun la tabla 4.3, hay dos estados mezclados en los estados de espin. El estado base

que es |@, ), y el estado maximamente entrelazado |@,). Con esto, definitivamente

se concluye que los estados de espin son mezclados y no separables. Para ver mejor

esto, se reproduce la grafica de densidad al cuadrado:

cido

ema redu

compuesto paralos QDs

—— Sistema reducido
para un QD

— Sist
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Figura 4.7: Densidad al cuadrado del sistema compuesto por los espines de los QDs (linea negra) y

implica un sistema mezclado.

). Valores menores a uno,

inea roja

QD reducido (i
Entre mayor sea la diferencia entre la grafica negra con la roja, mayor grado de entrelazamiento.

para un espin para un
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Aqui se puede apreciar que la mayor diferencia entre densidades cuadraticas, ocurre
para tiempos donde el estado de Bell prevalece. Solo el hecho de que el estado
maximamente entrelazado exista, hace que el estado total de spin sea no separable.
Dado esto, este sistema es un muy buen candidato para aplicaciones ya que la
destruccion de los estados empieza en 0.075ns, en comparacion al tiempo de

operacion en computo cuantico mencionado en el capitulo 3.

Con la tabla 4.3 se puede calcular S(p,, ), y calculando los coeficientes de Schmidt

para p, Y pg, Se reprodujo las cantidades S(p,) v S(pg). Ya con esto el

coeficiente de correlacion en el tiempo es:

= h .
9 e o [N T Y P N F i F B "
= ! oo Valor maximo
® ] v Wit |—— Correlacion
S 4s- - R
G - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o L S N TR PR A S SO S
1.0 bbb R ST X R B S S R
1! IS -
oo A .

D00 005 010 015 020 025 D320 0.35 040 045 050
Tiempo (ns)

Figura 4.8: Correlacion del sistema de espines. La grafica negra corresponde al valor maximo que
puede alcanzar la correlacion en determinado tiempo I g, = 2min{S(p4).S(pz)].

Aqui, los picos que més se acercan al valor méximo, estan dados en los tiempos en

gque mayoritariamente subsiste el estado de Bell. La correlacion nunca alcanza su
valor maximo ya que la probabilidad de que suceda \(I)l> nunca es cero para estos
tiempos. Finalmente, haciendo un seguimiento de las graficas 4.6-4.8, para grandes

tiempos, el estado de espin queda en el estado factorizable \CI>1> que es H>AH>B :
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4.2. ESPINES EN MEDIOS NO DISIPATIVOS

En este topico se procede a desarrollar la ecuacion la ecuacion de Schrodinger para
el operador densidad o la misma ecuacién 2.2, pero sin los operadores de disipacion.
No tiendo en cuenta estos términos, y usando la misma notacion como en la tabla

4.1, las ecuaciones diferenciales a resolver son las siguientes:

da®) _ (4.12)
dt

@ — —42d(t) (4.13)

LD = 22d(n) (4.14)

WO) — ab(e) - 2¢(0)) (4.15)

Estas ecuaciones son iguales a las ecuaciones 3.10-3.13 y por lo tanto las soluciones
tienen la forma de las ecuaciones 3.18-3.21. A continuacion se presenta una
comparacion en las oscilaciones de Rabi del sistema con decoherencia y sin

decoherencia.

— bit) sin decoherencia
b(t) con decoherencia

ST Aoy - - = =T
' ! ' ' ' ' ' '

] ]
' ' '
S, T
1 1 1

Probahilidad

__________________________________________________

______________________________________________

Tiempo(ns)

Grafica 4.9: Comparacion de las oscilaciones del coeficiente diagonal b(t) con decoherencia y sin
decoherencia.
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Grafica 4.10: Comparacion de las oscilaciones del coeficiente diagonal c(t) con decoherencia y sin
decoherencia.

Las oscilaciones de Rabi oscilan indefinidamente sin atenuarse en el sistema sin
decoherencia. Por otra parte se ha verificado que el método numérico utilizado es

bastante aproximado, ya que la frecuencia de oscilacién es casi la misma para ambos
sistemas. En este caso el sistema oscila con una frecuencia de v24.¢ la cual es

Ilamada frecuencia de Rabi.
Siendo este sistema analogo al exciténico de la seccion 3.2, se procede a analizar la

dindmica de entrelazamiento, con la entropia de Rényi o lo que es equivalente la

desigualdad de matrices cuadréaticas del operador densidad, tal como sigue:
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—— Sistema reducido
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—— Sistema reducido
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Grafica 4.11: Densidad al cuadrado del sistema compuesto por los QDs (linea negra) y para un QD
reducido (linea roja). Valores menores a uno, implica un sistema mezclado. Entre mayor sea la
diferencia entre la grafica negra con la roja, mayor grado de entrelazamiento.

Al comparar los tiempos de los picos negros con la grafica de c(t), se ve que estos
coinciden con los tiempos de la mayor probabilidad de los estados maximamente
entrelazados de Bell, y ademas de ello tienen el valor de uno, lo cual significa que el
sistema se encuentra en un estado puro. De hecho la garantia de que sea
méaximamente entrelazado yace en que para estos tiempos se viola maximamente la
desigualdad (1.11), tal como se ve en la grafica 4.11. Cabe resaltar que para otros
tiempos diferentes al mencionado, el sistema se encuentra mezclado y no separable

justo donde las graficas no se superponen.
Ya que el estado de Bell hace parte de un estado mezclado e independiente, puede
evolucionar en el tiempo segun la ecuacién de Schrodinger. Con esto se han logrado

disefiar compuertas cuanticas segun [24, 25].

El modelo de Espin, es el que predomina por encima del excitdnico ya que el tiempo

de coherencia, supera al tiempo de operacion para un cierto coémputo (0.04ns) [23].
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En el caso de oscilaciones de Rabi de un solo punto cuéntico embebido en la
cavidad QED, se puede intuir que para campo vacio, las ecuaciones (4.13-4.15)

cambiarian de la siguiente forma:

d(:;(tt}) — _22d(D) (4.16)
D)~ Ab() - ) (4.18)

Con los elementos de matriz dados por:

‘ (Lol [Tgpl0),
L)oo l1)s b(t) d(t)
|T)QD |0}, d(t) c(t)

Tabla 4.4: coeficientes del operador densidad para un punto cuantico en una cavidad QED sin
decoherencia.

Y cuya solucién esta dado por:

b(t) = cos 2(At) (4.19)
c(t) = sin 2(At) (4.20)
d(t) = sin(At) = cos(At) (4.21)

En este sistema lo Unico que se observa es un cambio de estado |1)ypl1). a
|T)opl0) y viceversa. Esto sucede en tiempos proporcionales a un ndmero entero o

semi-entero por m sobre la frecuencia de Rabi (en este caso es A). Aqui se puede ver
facilmente la construccion de una compuerta cuantica de un solo qubit, ya que lo
Gnico que hace esta es cambiar de estado un cierto sistema, ya sea a el estado

opuesto 0 a una superposicion de estos.
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En el caso de un solo QD interaccionando con campo coherente, se obtendrian
cambios del estado inicial, solo que con menos definicion, ya que la evolucion es

similar al caso de dos QDs. Esto se puede ver mas claro en [19].

4.3. POSIBLE APLICACION DE LOS RESULTADOS

(a) RED CUANTICA

CAVIDAD | - )
GUIADE ONDA | s

QD

QUBIT FOTONICO

(b) ARQUITECTURA DEL CRISTAL —

source

=
=]
D
]
<
£
=
S

=
>
=
D
P
=

[0

WAV &GN

Fig. 4.1. a) conformacion de una red cuantica de informacién por medio de cavidades QED, QDs y
fotones. b) arquitectura de la cavidad [31].

Tal como se aprecia en la figura anterior, se puede realizar una red cuéntica de
informacidn por medio de cavidades, QDs y fotones. Como se ve en (a) de la figura
4.1, la cavidad junto con los QDs conformaria una compuerta cuantica, donde los
estados del sistema pueden ser cambiados segun la dindmica del sistema. EI medio
de transmisién, seria producido por un fotén de la cavidad, ya que el hecho de que
este entrelazado con los QDs, como se vio en los resultados, tiene la informacion
completa de la operacion de la compuerta cuantica. Este puede transmitir esta
informacion a otro sistema de cavidades, y asi formar una red cuantica aplicable en
la ciencia de la computacién e informacion. La parte (b) de la figura 4.1, representa
la arquitectura del cristal fotdnico, donde se ve la intensidad del campo

electromagnético, y el medio de transmision de fotones a otras cavidades, por medio
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de guias de onda. También se presenta espectros de fotoluminiscencia para la fuente
(source—cavidad emisora) y el receptor (target— cavidad receptora). De hecho

todo esto se ha hecho experimentalmente en [31].
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CONCLUSIONES

1. Se logro implementar un software que lograse solucionar una ecuacion
diferencial de primer orden (ecuacion master), y con ello los elementos de
matriz del operador densidad del sistema compuesto por los puntos cuanticos y
el modo de la cavidad.

2. Se verifico la buena aproximacion del software utilizado, al desarrollar la
ecuacion master, ya que al solucionar matematicamente el mismo problema sin
decoherencia, las frecuencias coincidieron en un valor dado por la frecuencia de
Rabi, o sea, la raiz de dos veces el factor de acoplamiento entre los QDs y la
cavidad.

3. En la interaccién de excitdénes de punto cuantico con un campo coherente, el
estado entrelazado no es tan definido, pero el intervalo de entrelazamiento fue
predominante en el transcurso de la dindmica del sistema.

4. En lainteraccion de excitones y espin de punto cuantico con un campo vacio, en
tiempos proporcionales a un nimero semi-entero por pi sobre la frecuencia de
Rabi, se obtuvieron estados maximamente entrelazados como los estados de
Bell, Gtiles en la ciencia de la computacién e informacion cuantica.

5. En lainteraccion de espines de punto cuantico con un campo vacio, la dinamica
fue anéloga a la de excitones con campo vacio, solo que en este modelo, la
frecuencia de Rabi y los tiempos de coherencia eran mayores, dadas las
condiciones del modelo.

6. Como en la conclusion cuatro, el sistema con excitones y espines en campo
vacio, esta mayoritariamente entrelazado, a excepcién en los tiempos dado por
un numero entero de pi sobre la frecuencia de rabi.

7. Solo el modelo de espin, arrojo resultados favorables para el desarrollo de
nuevas tecnologias basadas en la mecénica cuantica, ya que los tiempos de
coherencia son mayores a los tiempos de operacion de un cierto computo.

8. Con los resultados de este proyecto, se pueden formar compuertas cuanticas de
dos qubits, solo al cambiar sus estados, y transmitir esta informacién a través

del fotén de la cavidad.
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10.

Si se analiza la dindmica de un solo punto cuantico (de excitén u espin)
interaccionando con los diferentes campos en la cavidad, se obtendrian
compuertas cuanticas de un solo qubit, ya que en estas solo cambia el sistema de
dos niveles a una superposicion de ellos o uno en comun.

Finalmente se lograron todos los objetivos del anteproyecto y con ello la
obtencion de estados entrelazados en medios disipativos, fendmeno altamente

potencial en diversas aplicaciones.

62



APENDICA A: PUNTOS CUANTICOS Y CAVIDADES

En este apéndice se da un concepto global de los elementos indispensables para
desarrollar este proyecto. En primera instancia se define lo que es un punto cuéntico
y algunas de sus propiedades entre las que se destaca, el estudio de estados
excitonicos y aquellos que se generan debido al acoplamiento espin-orbita. En este
sentido se responde porque el modelo aqui implementado es un buen candidato para
modelar dispositivos de computo cuantico. A su vez, se definen las cavidades como

elementos de confinamiento de luz, y su importancia en el modelo que nos compete.

A.1. PUNTOS CUANTICOS (QDs, del inglés Quantums Dots)

El termino punto cuantico (QD) es usado para describir nano-cristales
semiconductores. Las fronteras fisicas de los QDs confinan, en las tres coordenadas
espaciales, portadores de carga dentro del material. Este confinamiento produce
propiedades que no son observadas en el material en blogue. Por ejemplo, el silicio
en blogue no es un buen emisor de luz, ya que este tiene un gap indirecto, mientras

que cuando es confinado como QD, se convierte en un emisor de luz [2].

Tipicamente el diametro (D) de un QD, y asi el nivel de confinamiento que este
produce, es caracterizado por su relacion con el radio de Bohr (ag) de un excitén.
Fuerte confinamiento ocurre cuando D < 2ap, confinamiento parcial cuando

D ~ 2ag, y confinamiento débil cuando D = 2az [3].

Los QDs son preparados usando muchas técnicas como: litografia, epitaxia de haz

molecular, y métodos coloidales [4].

Los puntos cuanticos, debido a su dimensionalidad, son mas aislados del ambiente y
tienen menos grados internos de libertad que sistemas con méas dimensiones. Estas
dos caracteristicas incrementan los tiempos de coherencia de los estados cuanticos

del QD. Aqui las grandes aplicaciones que los QDs tienen para la computacién e
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informacion cuéntica de estado solido, ya que la dinamica del sistema debe perdurar
sin destruirse hasta un tiempo considerable para hacer las operaciones necesarias.

Entre las propiedades que los QDs, estan los excitones, la cual se forman cuando
fotones son bombeados dentro de este, de modo que los electrones de la banda de
valencia son excitados a la banda de conduccion dejando atras huecos. Los
electrones con sus huecos complementarios da como resultado un enlace de tipo
Coulombiano par electrén-hueco, o lo que comdnmente se llama exciton [2]. Estos
en si, se consideran cuasi- particulas la cual pueden transportar momentum y energia

dentro de una red cristalina en un semiconductor o aislante.

Los bits cuanticos (qubits) es el estado l6gico de la computacidn cuantica, y esta
conformado de dos niveles como en computacion clésica 0 o 1, solo que los qubits
pueden tener infinitos grados de libertad, al superponer sus dos niveles base. Los
excitones son buenos candidatos para ser qubits, ya que en el caso ideal, estos tienen
dos niveles, uno es el estado base (estado no excitado) y el otro es el estado
exciténico (estado excitado), y por ser estos estados tratados cuanticamente, pueden
subsistir en una superposicion de estados.

A.1.2. REGLAS DE TRANCICION DEBIDO AL ACOPLAMIENTO ESPIN-ORBITA

La banda de valencia en semiconductores I11-V estd compuesta por orbitales tipo p,
produciendo seis estados quanticos para cada cuasi momento k. Debido a la
considerable interaccion espin-orbita, el momento orbital angular y espin no son
nameros cuanticos separados, y los estados de la banda de valencia de un cristal en
bloque debe ser clasificado por su momento angular total y su proyeccion sobre un
eje seleccionado. Asi, la banda de valencia esta compuesta de tres sub-bandas
correspondiente a dos diferentes representaciones del momento angular total J.
Fuera de estos, los dos estados con j=1/2 forma una sub- banda la cual esta dividida
por la interaccién espin-orbita. Los otros cuatro estados con j=3/2 son degenerados
en blogue para k=0 (vector de onda), pero esta degeneracion es elevada por el

tamafo y tensién en una estructura QD, con la sub-bandas de huecos pesados (hh,
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del inglés heavy hole) (proyeccion del momento angular sobre la abscisa simétrica
m=+3/2), y por encima de los hh, la sub-banda de huecos livianos (lh, del inglés

light hole) (m = +1/2) en toda la estructura conocida.

En un QD se pueden formar excitones ya sean livianos (exciton lh) o pesados
(excitdn hh). Las reglas de seleccion del momento angular restringen las transiciones
permitidas para una direccion de propagacion dada (en caso de no isotropia del QD)
y una polarizacion del rayo de luz, como se ve en la figura A.la. Por ejemplo, de
acuerdo a las reglas de transicion representadas en la figura. A.1b, un rayo laser
polarizado en &* (momento angular = +1 o polarizacion circular a la derecha) puede
solamente crear un exciton con momento total +1, referido como “exciton o*” de
acuerdo con la conservacion del momento angular (quitar un electron con momento
angular m es equivalente a crear un hueco con momento angular—m); entonces las
Unicas transiciones posibles son en las que la diferencia de momento angular en el
QD sea el del rayo polarizado. Un rayo polarizado o~ (momento angular = -1 o
polarizacion circular a la izquierda) crea solamente un “exciton o~ ” con momento

angular -1. Similarmente, un rayo polarizado como 7, (momento angular=0 o

polarizacion lineal) crea un “exciton 7:” con momento angular igual a cero.

1(b,0) -1/2 1/2 | conduction |-1/2 1/2 12 112
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Fig. A.1: reglas de transicion en puntos cuénticos entre bandas de conduccion y valencia, debido al
acoplamiento spin-orbita [5]. Aqui se tiene en cuanta la conservacion del momento angular total del
sistema, y como consecuencia, el QD en un estado dado, solo puede absorber ciertos fotones con
cierta polarizacion. a) el plano xy es el plano de la estructura, mientras z es la direccion de
crecimiento y corresponde al eje de simetria de la estructura. Las flechas presentan la incidencia de la
luz correspondiente a los 3 diagramas b-d. b) polarizacién circular a la derecha, ¢) polarizacion
circular a la izquierda, d) polarizacion lineal.

En estructuras apropiadamente dopadas, QDs tienen la banda de valencia

completamente llena y un electrén libre en la banda de conduccion. Una transicion
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Optica en este caso corresponde a una transicion entre un solo estado de electrén a un
estado de trion (“exciton cargado”) negativo, por ejemplo, el estado de dos
electrones y un hueco confinado en QD. Del principio de exclusién de Pauli, es claro
que esta transicion solamente se da si el estado para la cual va ha ser ocupado por el
foto-electrdn, esta libre. En la situacion de la fig. A.1b, un trién de hueco pesado
puede ser creado si el electron en la banda de conduccion esta inicialmente ocupado
por un estado “spin up” (+1/2), pero no si el electron esta en el estado “spin down”
(-1/2) [5]. EIl obstaculo de una transicion éptica que depende del espin del electron
libre en el QD es llamado “bloqueo de Pauli” (Pauli blocking) [5, 24]. Se puede
utilizar esta propiedad para crear estados de espin (down y up) como herramienta

para crear qubits tal como se menciona en [5].

A.2. CAVIDADES

En Optica cuéntica, la palabra cavidad es un resonador de radiacion
electromagnética. Ampliamente hablando, un resonador es un dispositivo que
resuena solamente para ciertas frecuencias, cuyos campos de vibracion para estas,
forman patrones espaciales llamados modos del resonador. Una cuerda extendida
con sus extremos fijos es un resonador unidimensional cerrado. El cuerpo de un
violin es un resonador acustico tridimensional abierto. EI campo vibracional de la
cuerda es el desplazamiento vertical para cada punto a lo largo de esta. En el violin,
el campo vibracional es la pequefia variacion de la presién del aire para cada punto
dentro del violin. Un patrén bidimensional de un modo del violin puede ser obtenido
al esparcir polvo en la parte trasera y hacer sonar una de sus resonancias. El polvo se
alojara en los nodos del modo ya que este es el lugar de la superficie que no vibra
[6]. Lo anterior fueron ejemplos de resonancia, pero la importancia de utilizar
resonadores Opticos en este proyecto, es lograr un acoplamiento entre los QDs y un

solo modo de la luz, para que se dé una dindmica en el sistema

Las cavidades de electrodinamica cuantica (QEDc, del inglés Quantum
Electrodinamic cavities) son sistemas confinadores de luz, tal que dentro de ellas se

pueden formar ondas estacionarias de radiacion para ciertas frecuencias. Lo mas
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importante de esta es que es un medio de alto acoplamiento de un modo de la luz
con la materia, lo cual es imposible en el espacio libre ya que existirian infinitos

modos de interaccion.

Una de las formas de construir cavidades QED es por medio de cristales fotonicos,
la cual son el tema principal a tratar en este apéndice. Estos son nuevos materiales
nano-estructurados que presentan propiedades exclusivas [7, 9], las cuales ya han
sido aplicadas en fibras dpticas [8, 9], en fabricacion de nuevos dispositivos opto-
electrénicos més rapidos, mas eficaces y mas pequefios para las telecomunicaciones

fotonicas y la computacion dptica.

Los cristales fotonicos con defectos, presentan una banda prohibida para fotones (o
photonic bandgap, PBG), donde los defectos estan constituidos por variaciones
periddicas en el indice de refraccion o constante dieléctrica del material que lo
constituye. En analogia con las bandas electronicas de s6lidos ordenados (como los
materiales semiconductores) donde la periodicidad atdmica origina bandas o niveles
de energia para los electrones, la distribucion espacial de la constante dieléctrica en
el caso de los cristales fotonicos origina una estructura de bandas para fotones. Estas
bandas pueden disefiarse a voluntad (de forma analoga a la ingenieria de bandas en
los materiales semiconductores), por lo que estas estructuras pueden impedir o

favorecer la propagacion de fotones con determinadas energias [9].

Tanto la periodicidad como las dimensiones fisicas de las zonas de variacion de la
constante dieléctrica estan relacionadas con la longitud de onda de los fotones que se
propagan, exigiendo para estas zonas dimensiones en la escala de nandmetros para

fotones con energias dentro del espectro visible e infrarrojo cercano.
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Fig A.2: cristal fotonico unidimensional de multicapas con constante de periodicidad a y alternancia
de capas de constante dieléctrica de 13 y longitud 0.2 a, y constante dieléctrica de 1 con longitud 0.8a
respectivamente; posee una distribucion (en el espacio reciproco) con bandas de energias y zonas
donde no existen estados permitidos (energias prohibidas para fotones) [9].

W=

Fig A.3: una distribucion periddica de diferente constante dieléctrica (en este ejemplo cilindros de
semiconductor separados por aire) posee una distribucion (en el espacio reciproco) con bandas de
energias y zonas donde no existen estados permitidos (energias prohibidas para fotones) [10]; aqui las
letras mayusculas indican diferentes puntos de la primera zona de Brillouin.

frequancy (WwaiZad)

En la fig. A.2 se ve representado un cristal fotonico unidimensional con longitud y
constante dieléctrica variables. Al resolver las ecuaciones de Maxwell, se obtiene
bandas de energia para fotones, la cual presenta un “gap” de energia donde fotones
de cierta frecuencia no pueden propagarse por el cristal. Una situacion analoga
sucede en el cristal foténico bidimensional presentado en la figura A.3, donde la
periodicidad estd dada por cilindros de aire en el semiconductor y presenta una

estructura de bandas dentro de la primera zona de Brillouin.
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Para formar una cavidad en un cristal fotonico, es suficiente modificar la forma, area
0 constante dieléctrica de un solo defecto de la red (un cilindro en el caso
bidimensional, o una capa en el caso unidimensional), asi se pone un nivel
energético dentro del gap en una posicion espacial localizada en el defecto

modificado, tal como se muestra en la figura A.4.
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Fig A.4: la figura de la izquierda representa la intensidad de un monopolo de campo eléctrico
localizado en el defecto modificado. La figura de la derecha es la densidad de estados (numero de
modos permitidos por unidad de frecuencia) dentro de estados extendidos y estados que se
desvanecen o atenudan. Esta es cero en la banda del gap (amarillo); los modos pueden existir en esta
region solo si se atentan o si la simetria traslacional es interrumpida por una modificacion en un
defecto (linea roja) [9].

En esta figura se ve representado la intensidad de un monopolo de campo eléctrico
dentro de un defecto de uno de los cilindros representados por los circulos verdes;
este modo solo existe en el defecto y alrededor de él, dada la atenuacion que sufre al
extenderse por la periodicidad dieléctrica del cristal. En la grafica derecha, se nota
un estado permitido dentro del gap de energia que sirve como un modo confinado

dentro del cristal.

Para acoplar una cavidad con un punto cuantico es necesario localizar el QD en el
defecto modificado o en la parte donde hay mayor intensidad de campo, ya que el
acoplamiento depende de este. En el caso de dos puntos cuanticos con un solo modo
de la cavidad, se debe localizar los QDs en dos defectos modificados diferentes y
comunicarlos con una guia de onda, la cual se puede hacer, cambiando una cadena

lineal de defectos [9].
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APENDICE B: ENTRELAZAMIENTO CUANTICO

En el mundo actual se ha considerado que cualquier objeto se encuentre en un solo
lugar con un determinado estado, mientras que en el mundo cuéntico, esto no es
siempre cierto, aqui se puede obtener varios estados a la vez (superposiciéon de
estados), y ademas de eso un sistema compuesto de dos partes, puede obtener
estados superpuestos, donde el estado total no se puede factorizar en estados de
ninguna de sus dos partes; a esto es lo que se le llama entrelazamiento cuéntico,
donde una medida en una parte, afectara a la otra y viceversa. Esta propiedad puede
ser aprovechada en posibles aplicaciones tecnologicas de la informacion, tal como se

vera en este apéndice de forma breve.

Erwin Schrodinger usé el término Verschrankung para designar la superposicion
lineal de estados en sistemas de varias particulas. En la actualidad se utiliza la
palabra inglesa “entanglement”, que puede traducirse al espafiol por enredo,
entrelazamiento, entrecruzamiento, enmarafiamiento, embrollo, etc. Con estos
términos se denota la propiedad de aquellos estados de un sistema compuesto
(calificados como verwickelten en aleman, entangled en inglés, enredados,
entrelazados, etc. en espafiol) que contienen correlaciones cuanticas clasicamente

inalcanzables.

Si el sistema total se encuentra en un estado puro (es decir, maximamente
determinado), el entrelazamiento se manifiesta en que el estado total no puede
expresarse como producto de estados para cada una de sus partes (no factorizable), y
en que ninguna de dichas partes por separado se encuentra en un estado puro (desde
el punto de vista fisico) [1]. Por ejemplo el estado singlete de dos particulas de espin

dado por:

1 1 (B.1)
- _ _ (1) (2) _ gy (2)
lp_) ﬁ(lﬂ) 111)) @(m ®|L) LD E[1)@)
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Donde |1)47,|1)3), representa los estados de spin de la particula j, con componente,
%y —% respectivamente en una direccion z dada; este estado es puro ya que no es un
estado que se pueda factorizar como producto tensorial del estado de la particula 1y
2. Esto quiere decir que la dindmica del espin de la particula 1 esta influenciada
altamente de la particula 2, y viceversa y no puede estar separado. En otras palabras,
lo que le suceda a la particula 1 lo sentira la 2 y lo que le suceda a la 2, lo sentira la

1. La ecuacién B.1 cumple estas propiedades, por ejemplo si hacemos una medida

. p , 1 . . ,
de espin en la particula 1 y el resultado es espin ~» entonces inmediatamente el espin
. 1 . . . P
de la particula 2 va ha ser —2 ysi la medida del espin de la particula 1 resultara ser

1 , , 1 - .
— 5, entonces el espin de la particula 2 sera e Como se ve estos dos espines estan

altamente correlacionados y la dinamica de una depende de la otra.

Hoy en dia existen ciertos estados que son maximamente entrelazados, entre ellos

estan los estados de Bell [1], la cual son expresados de la siguiente forma:

o) = _\%(ID{)) +11) (B.2)

¥F) = _\%(IDI) +|10)) (B.3)

Estos estados, son orto-normales, forman una base Util para describir sistemas
bipartitos en un nimero de situaciones de interés en la ciencia de informacién

cuéntica, como la tele-portacion, criptografia y computacion cuantica.

La tele-portacion se refiere al transporte de un objeto o materia de un lugar a una
determinada ubicacién. En tele-portacién cuantica, las propiedades del sistema de
origen cuéntico se recrean en el sistema cuantico de destino, incluso si los dos

sistemas cuénticos no tienen contacto fisico [1, 19].

La mayoria de las personas, sin embargo, mantienen la creencia de que tele-

portacion permanecera para siempre en la ficcion, con el principio de incertidumbre
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de Heisenberg como el principal obstaculo para la tele-transporte de convertirse en
una realidad.

En 1993, un equipo de investigadores de IBM, dirigido por el fisico Charles Bennet,
confirmé tedricamente que la tele-portacién cuéntica era posible sélo si el material
original fuera destruido [13]. Los cientificos de IBM descubrieron como dar la
vuelta al razonamiento I6gico de Heisenberg, usando el entrelazamiento. Estos
encontraron una manera de escanear la informacion del objeto A, el cual querian
tele-transportar, con la ayuda de un estado extra (estado no escaneado). La parte no
escaneada era pasada a través del efecto EPR [12] (donde esta ultima surge de un
experimento mental por Einstein la cual predice el entrelazamiento debido a las
leyes de la mecanica cuantica, y sobre todo lo absurdo de obtener informacion
instantanea en la medicion de una de las particulas entrelazadas) a otro objeto C que
nunca habia estado en contacto con A. Mas tarde aplicando a C un tratamiento,
dependiendo de la informacidn escaneada, vieron que era posible modificar C a la
manera exacta de como era A antes de ser escaneada. EIl objeto A a la vez no
conserva su estado original, siendo destruido en el proceso de escaneo ya que ha
sido archivado como informacién. Cabe resaltar que la tele-portacion no es posible

en el mundo clasico.

En criptografia cuantica se utiliza principios de la mecanica cuantica para garantizar
la absoluta confidencialidad de la informacién transmitida [1, 19]. Las actuales
técnicas de la criptografia cuantica permiten a dos personas crear, de forma segura,
una clave secreta compartida que puede ser usada como llave para cifrar y descifrar
mensajes usando métodos de criptografia simétrica.

Una de las propiedades mas importantes de la criptografia cuantica es que si un
tercero intenta descifrar codigo durante la creacion de la clave secreta, el proceso se
altera detectandose al intruso antes de que se trasmita informacion privada. Esto es
una consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg, que nos dice que el

proceso de medir en un sistema cuantico perturba dicho sistema.
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La seguridad de la criptografia cuantica descansa en las bases de la mecénica
cuéntica, a diferencia de la criptografia de clave publica tradicional la cual descansa
en supuestos de complejidad computacional no demostrada de ciertas funciones

matematicas.

En criptografia clésica, se utiliza codigos dificilmente factorizables con un algoritmo
clasico, pero si se da la computacién cuéntica, esto pasa a ser cosa facil hacer un
algoritmo que revele el codigo en cuestion de segundos, dejando practicamente

inutilizada la criptografia clasica.
Para mayor profundizacion, el lector se puede remitir a [1, 14].

La computacién cuéntica es un paradigma de computacion distinto al de la
computacion clasica [1, 19]. Se basa en el uso de qubits (bits cuanticos) en lugar de
bits, y da lugar a nuevas puertas l6gicas que hacen posibles nuevos algoritmos. Una
misma tarea puede tener diferente complejidad en computacién clasica y en
computacion cuantica, lo que ha dado lugar a un gran interés en este tipo de
computacion, ya que algunos problemas intratables en el computador clasico pasan a
ser tratables en el cuantico. Mientras un computador clasico equivale a una maquina
de Turing [1], un computador cuéntico equivale a una maquina de Turing

indeterminista.

A medida que evoluciona la tecnologia, aumenta la escala de integracion y caben
mas transistores en un espacio, asi se fabrican microchips cada vez mas pequefios, y
es que cuanto mas pequefio es, mayor velocidad de proceso alcanza el chip. Sin
embargo, no se puede hacer los chips infinitamente pequefios. Hay un limite en el
cual dejan de funcionar correctamente. Cuando se llega a la escala de nanémetros,
los electrones se escapan de los canales por donde deben circular. A esto se le llama
efecto tunel. Una particula, si se encuentra con un obstaculo, no puede atravesarlo y
rebota. Pero con los electrones, que son particulas cuanticas y se comportan como
ondas, existe la posibilidad que una parte de ellos pueda atravesar las paredes si son
demasiado finas; de esta manera la sefial puede pasar por canales donde no deberia
circular. Por ello, el chip deja de funcionar correctamente. En consecuencia, la

computacion digital tradicional no tardaria en llegar a su limite, puesto que ya se han
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llegado a escalas de sélo algunas decenas de nandmetros. Surge entonces la
necesidad de descubrir nuevas tecnologias y es ahi donde entra la computacion

cuantica.

La idea de computacion cuantica surge en 1981, cuando el Dr. Richard Feynman,
fisico del California Institute of Technology en California (EE.UU.) y ganador del
premio Nobel en 1965 realizd6 una ponencia durante el “First Conference on the
Physics of Computation” realizado en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts
(EE.UU.) Su charla, bajo el titulo de “Simulating Physics With Computers" [15].
Proponia el uso de fenémenos cuanticos para realizar calculos computacionales y
exponia que dada su naturaleza algunos célculos de gran complejidad se realizarian
mas rapidamente en un ordenador cuantico. Para aprovechar las leyes cuanticas en el
entorno de la computacion, en vez de trabajar a nivel de voltajes eléctricos, se
trabaja a nivel de cuanto. En la computacion digital, un bit sélo puede tomar dos
valores: 0 0 1. En cambio, en la computacion cuéntica, intervienen las leyes de la
mecanica cuantica, y la particula puede estar en superposicion coherente: puede ser
0, 1y puede ser 0y 1 a la vez (dos estados ortogonales de una particula subatémica).
Eso permite que se puedan realizar varias operaciones a la vez, segun el nimero de

qubits.

El nimero de qubits indica la cantidad de bits que pueden estar en superposicion.
Con los bits convencionales, si se tiene un registro de tres bits, hay ocho valores
posibles tal que el registro solo puede tomar uno de esos valores, como se ve en la

siguiente ecuacion.

|000),|001),]010), |011}, |100}, |101),|110}) o |111) B.4

En cambio, si se tiene un vector de estado en mecanica cuantica de tres qubits, la
particula puede tomar ocho valores distintos a la vez gracias a la superposicion
cuantica y el entrelazamiento cuantico que la posibilita. Asi un vector de tres qubits
permitiria un total de ocho operaciones paralelas como se ve en la siguiente

ecuacion.
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l¥) = |000) + |001) +[010) + [011) + [100} + [101) + |110) + [111) B.5

Como cabe esperar, el nimero de operaciones es exponencial con respecto al

namero de qubits del orden de 2™, donde n es el nimero de qubits.

Para hacerse una idea del gran avance, un computador cuantico de 30 qubits
equivaldria a un procesador convencional de 10 teraflops (millones de millones de
operaciones en punto flotante por segundo) cuando actualmente las computadoras
trabajan en el orden de gigaflops (miles de millones de operaciones).

"El entrelazamiento es esencial para la computacidén cuantica porque posibilita la
colocacion de mayor informacion en los bits cuanticos que lo que es posible con los
bits actuales”, dijo Berkeley, ya que gracias al entrelazamiento, un numero n de
qubits se pueden expresar como una superposicion de diferentes cadenas binarias tal
que se puede hacer operaciones en paralelo. A esto es lo que se le llama paralelismo

cuantico.
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APENDICE C: MODOS EN UNA CAVIDAD, CUANTIZACION DEL
CAMPO ELECTROMAGNETICO, Y SU INTERACCION CON LA
MATERIA.

C.1. MODOS EN UNA CAVIDAD CERRADA PERFECTAMENTE
CONDUCTORA

Cuando ondas electromagnéticas son confinadas en una cavidad, dicha cavidad
subsiste ciertos arreglos de la onda, con ciertas frecuencias, cada uno de estos
arreglos se les llama modos resonantes. La frecuencia de resonancia de cada modo
puede ser calculada resolviendo las ecuaciones de maxwell para el campo eléctrico y

magnético en la cavidad, estas ecuaciones son:

VE=0 (C.1)
V.B=0 (C.2)
VxE=—22 (C.3)
c at
vxB=1% (C.9)
c ot

En primera instancia, permitamos considerar las paredes de la cavidad como un
conductor perfecto, entonces, los campos deben satisfacer las condiciones de

frontera:
nXxEls=0, nBls=0 (C.5)

Donde “n” es la normal de la superficie de la cavidad. Jugando con las ecuaciones

de Maxwell anteriormente mencionadas, se puede llegar a:

2p _ 107 (C.6)
VE = c? gt?
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Si se utiliza el método de separacion de variables para desarrollar esta ecuacion

diferencial, se tiene:

E(r,t) =X)T(t) (C.7)

Reemplazando (C.7) en (C.6) se llega a:

Vxi(r) (b (C.8)
Xi(r)  2T()

La matematica nos dice que en la igualdad de variables independientes, se deben
asignar una constante n, y por lo tanto la ecuacion anterior queda separada de la

siguiente forma:

VX (r) =nX(r) (C.9)
Tt =conT () (€10

Se puede demostrar que en este caso “n” es un numero real y negativo, entonces:
n=—k? (C.11)

Por otro lado las funciones X (r) son ortogonales. Para ver esto, se tiene que por la

ecuacion (C.1) V.X = 0,y por lo tanto VZX = —V x (V x X), entonces la ecuacion

(C.9) se transforma en:
V X (F X sz) == kzxk2 (C12)

Donde k? y X,z son el valor propio y vector propio del operador V x (V x)

respectivamente. Si se denota K=V x (V x), entonces:

(X2 | (B X2 ) — (X2 |[R)| X 2) = k2 (X2 |Xp2) — k2(Xp2|X,2) = (K (C.13)
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Como K es hermitico, puede actuar sobre |X,z) 0 {Xzz|, entonces la ecuacion del

lado izquierdo de (C.13) es cero, asi que:
(k2 — E2){Xg21X,2) = 0 (C.14)

De aqui se ve que {Xgz|X,2) = 0si k2 # k2 y (X2 |X,2) = 0si k2 = k2, entonces
facilmente se ve la ortogonalidad de Xz. k% es una cantidad discreta ya que el
confinamiento en la cavidad perfecta, hace que no todos los k? subsistan en esta.
Dadas las tres componentes espaciales, k? depende de tres valores propios discretos
asociados con las tres ecuaciones de variables separables en la ecuacion (C.9); estas
también cumplen con la condicion de ortogonalidad. A estos tres valores propios se
denotaran por n, donde n=1,2,3. De (C.1) la divergencia de los modos se desvanece,
entonces solamente hay dos direcciones independientes en el espacio tridimensional;
estas dos direcciones se denotaran como s=1,2. De este modo, la condicion de

ortogonalidad queda:

{Xn',s'(?ﬂ') Xn,s (T)) = ‘571',7155’,5 (C-15)

Donde 4, ; es la funcion delta de Kronecker.

Para el campo magnético se utiliza un procedimiento analogo al anterior, donde sale

la ecuacion:
2p _ 109%B (C.16)
VB = cZ a2

Entonces por separacion de variables se tiene:

B(r,t) = ®(@)M(t) (C.17)

Usando (C.7) en (C.3) y (C.4) se encuentra que:
(C.18)
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M@)®([) = —cT()V X X(r)
M)V x &(r) = % ()X (r) (C.19)

Diferenciando (C.19) en el tiempo, tomando el rotacional, y al usar (C.10) y (C.2),
se obtiene:
Vie(r) + k*®(r) =0 (C.20)

Después, tomando la derivada con respecto al tiempo y el rotacional de (C.18), y
usando (C.9) y (C.19), se obtiene:

M(t) +c?k?M(t) =0 (C.21)
¢ es una solucidn de la ecuacion de Helmholtz, y por lo tanto X también lo es; M es
una solucion de la ecuacion del oscilador arménico, y por lo tanto T también lo es.

Sin embargo, estos tienen el mismo valor propio —k?.

Se puede colocar ¢ y M en términos de X y T; si aplicamos la separacion de

variables en (18), entonces se puede escribir:

¢(r) =GCVx X(r) (C.22)
T(t) = —2M() (C.23)

Diferenciando (C.23) en el tiempo y usando (C.21) se llega:

M) = T (C.24)

Dada la normalizacion de € y X, ¢ esté restringida a ser una fase, veamos como se

obtiene:

(FMIe@T) =1 (C.25)
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Usando (C.22) en (C.25) y despejando qiz:

5 = (VXX@IVXXE) = [ dV {7 x X" (17 x X(1)} (C.26)

Usando la identidad
(C.27)
(VXX (VXX)=V{X" X (VXX)}+ X" {Vx (VxX)}

y teniendo en cuenta el teorema de la divergencia para el primer término, y que para

el segundo término V x (V x X) = —V2X = k2X, se obtiene que:

qiz = $dS.{X* x (VXX)} + k2 [dV X*(r). X(r) (C.28)

La primera integral se desvanece yaque dS.{X* X (VxX)}=(Vx X). (dSX X"y
la ecuacion de frontera (C.5) para el campo eléctrico, implica que dS x X* = 0. Ya

que X es normalizado, la ecuacion (C.28) queda de la siguiente forma:

oL (C.29)

Por conveniencia se escoge que ¢ sea real y que coincide con el inverso de k.

c_2 (C.30)

= |

¢ obedece a la condicién de frontera de (C.5) para el campo magnético, entonces

n.¢]s = 0. al demostrar esto se tiene:

n(VxX)]s =V. L(X_Xﬂsi +X.(Vxn)ls (C.31)

se desvanece

Ahora, aplicando el teorema integral de Stokes, para n sobre un area infinitesimal de

la superficie,
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[dS (Vxn).n=¢n.dl (C.32)

Se nota que n es perpendicular a dl, entonces se concluye que V X n]s debe ser
tangente a la superficie. Como X no tiene componente tangencial a la superficie por
las condiciones de frontera, entonces X. (V x n)]s = 0. Usando estos resultados en
(C.31), se concluye la condicion de frontera para el campo magnético, dado que
n.e]s =0.

Ahora, como los campos eléctricos y magnéticos tienen modos en la cavidad,
entonces estos seran la suma de todos los modos que subsisten dentro de la cavidad.

La transformada de Fourier es:

€ns = jdv XT’:.,S'E = {Xn,s|E) (C33)
bus = [V - (VX X;5). B = - (V X X,.|B) (C.34)

Haciendo la transformada inversa, se tiene:

E=) X, (C.35)
C.36

B:zki(vxxn,s n,s ( )

De las ecuaciones de Maxwell (C.3) y (C.4) se deduce que:

bps = —ckpens (C.37)

€ns = Chknby s (C.38)

Diferenciando (C.37) con el tiempo y reemplazando en (C.38), y viceversa, produce

la ecuacion del oscilador harmonico para los campos magnéticos y eléctricos.

éns+cikie,. =0 (C.39)
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bps+ c2k2bps =0 (C.40)

Este apéndice esta basado en [6].

C.2. CAMPO ELECTROMAGNETICO E INTERACCION DE LA LUZ CON
LA MATERIA

En esta seccion, se tratan temas relacionados al célculo de la cuantizacion del
campo, la interaccién de una particula con este y una nocién sobre el campo
electromagnético coherente. Tratar la interaccion con el campo cuantizado es
importante ya que da una perspectiva detallada sobre las particulas que componen la
luz (fotones) a un nivel cuantico, mientras que con un campo electromagnético en
estado coherente, se refleja mas la interaccion de la materia con campos cuasi-
clasicos, como por ejemplo un haz laser. Cabe destacar que el papel que efectia una
cavidad de electrodinamica cuéntica, es confinar un modo de luz para que esta se
acople con la materia dentro de esta. Este acoplamiento se va a ver reflejado en el

hamiltoniano.

C.2.1. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO EN UNA
CAVIDAD

Si se definen las nuevas variables,

Y b (C.41)

Qs = —
n,s Ckn n,s

Pns = _}ren,s (C42)

donde y es una constante arbitraria. Estas adquieren, de las ecuaciones C.37 y C.38,

un conjunto de osciladores armonicos no acoplados.

i:;"'n,,s = Pns (C43)
ﬁn,s = _Czk%‘?n,s (C-44)
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Cuyo Hamiltoniano es:

H=>H, (C.45)
con
(C.46)
1 k3
Hps = E'p'rzt,s + : 2 Q'rzr,,s

Entonces g, s la variable de posicion del oscilador n,s, y p,.s €5 SU momentum
canbnico conjugado. Se puede especificar ¥ para la energia de la radiacion de
campo:

€=_[d3(E?+B?) (C.47)

Y al usar (C.41) y (C.42) se encuentra que:

1 pr?s C2kn2 2 (C48)
&=— 2 + 2 qn,s

87 s | ¥ Y
De este modo, para quedar en acuerdo con (C.46), se tiene que gamma debe ser

. 1 . , . - s
igual a——. Este es un tratamiento clasico donde se puede tener una relacion del
AT

campo de radiacion con el oscilador arménico. Pero el campo puede ser cuantizado
simplemente reemplazando el corchete de Poisson de g, Y pn.s por el conmutador
cuéntico. Los osciladores cuantizados, con posicion §, s y momentum p, s tienen la

siguiente conmutacién:
[@n,s: ﬁn’,s’] = ihan,n’gs,s’ (C49)

Es conveniente definir los siguientes operadores:
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- 1 - . A
ans = (cknGns + iDns) (C.50)

S T [2hcky

. 1 - . M
a;,s = 2Rk, (Ckn‘?'n,s - Lpn,s) (C51)

Cuyo conmutadores son:

| = 6pnbes (C.52)
J=0 (C.53)

El campo cuantizado en términos de estos operadores es:

E=i) \[20Rcky (@ns — 3 Xos (C.54)
.S

. 2mhe , 4 (C.55)
B= ) |5 (@0 +85)7 X X
T
ns
Y el Hamiltoniano esta dado por:
_ hck, . _ o C.56
H= 2 . a—;,san,s + an,sa—;,s) ( )

.S

Como cada oscilador es independiente uno del otro, se les puede tratar de forma
individual. Por simplicidad se obviara los subindices n, s; entonces el Hamiltoniano

del oscilador de frecuencia w = ck es dado por:
o == (a*a +aat) (C.57)
Utilizando las reglas de conmutacion se tiene:

Hose = hew(@*a +2) (C.58)
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Como se puede ver esto tiene la forma de un hamiltoniano de un oscilador cuéntico.

Dado esto se tiene que las vectores propios del operador a*a dadas por |n> son las

mismas que las del hamiltoniano, produciendo un valor propio de n.

|:| | n> = ha)[a,\,+a,\,+%}| n> = ha)(n +%j| n> = En|n> con n=012,... (C59)

Donde |n> se le llama numero de estado de fotones o estado de Fock de fotones.
Otro de los resultados del oscilador arménico cuantico es que &*|n) y 4/n) son

vectores propios de H con valores propios (E, +®) y (E, —hw) respectivamente.

a" es llamado operador de creacion ya que este crea un cuanto de energia 7w, y
analogamente & es llamado el operador de destruccién ya que destruye un cuanto de

energia hw.

Laaccion de 4" y 4 sobre |n) es la siguiente:

a*

n)=vn+1n+1) y &n)=+/n|n-1) (C.60)

Y como no hay energias negativas se tiene que é| O) =0y la energia de punto cero o

de vacio es:
A hw (C.61)
Ajo)="2/o)
También se puede expandir |n) en términos de |0) de la siguiente forma:
) (C.62)
=)
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A

Dado que H y 4*a son hermiticos, los estados de diferentes nimeros son
ortogonales (n’|n) = §,,,,, entonces los nimeros de estados pueden formar una base

y cumplen con la condicion de completes:

. (C.63)

2[n{n[=1

0

Si se quiere obtener los operadores de creacion y destruccion dependiente del tiempo

se puede partir de la siguiente relacion:

~

2 =[d.a] = -iwa (C.64)
Y resolviendo esta ecuacion se tiene que:

a(t) = a(0)e 1wt (C.65)
Y anélogamente:

at(t) = at(0)e't (C.66)

Profundizacion y demostraciones de los apartados anteriores, se pueden encontrar en

la siguiente referencia [6, 16, 19].

C.2.2. INTERACCION DE UN PARTICULA CON UN CAMPO CUANTIZADO
(modelo de Jaynes-Cummings)

Considere una particula de dos niveles denotados por |g) (estado base) y |e) (estado

excitado). El hamiltoniano involucra lo siguiente:

H= ﬁpart + ﬁcampo + a2 (C.67)
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Donde ﬁpart es el hamiltoniano de la particula libre, ﬁcampo es el hamiltoniano del

campo electromagnético libre, y H es el hamiltoniano de la interaccién de la

particula y el campo.

Para obtener A es necesario escribir el hamiltoniano que involucra tanto la

particula como el campo:
H = (P+eA(r,1))? — ed(r,t) + V(r) (C.68)

¢(r, t) es el potencial escalar y V(r) es el potencial coulombiano de la particula. Si
se aplica el cambio de variables que deja invariante los campos, se tiene:

*(r,0) = 2,0 + 52 1 (C.69)
A(r,t) = A(r,t) — V(A(t).7) (C.70)

Entonces el nuevo hamiltoniano, que es con el que se trabaja tomando €(r,t) = 0

(ya que el campo electromagnético es viajero), se reduce a:
B =202 4 V() ~A.E = Bpgre — A.E = Hpgre + AV (C.71)

oA

Donde d =—ef es el momento dipolar de la particula, y E = es el campo

eléctrico. Para llegar a la ecuacion anterior se ha utilizado el hecho de que
A(r,t) ~ A(t), ya que para las dimensiones en que se trabajan (atdmicas), A no

tiene cambios considerables en el espacio. Dado esto se tiene que A'(r,t) es cero.
-~ . 1 . . . )
Ya se conoce que Hegmpo = hw (a+a +E)’ pero por simplicidad se despreciara la

energia de punto cero, debido a que esta no aporta en la dindmica del sistema.

Entonces:
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A pampo = hew(@*a) (C.72)
Ahora el estudio se centra en deducir 0,

A0 =—d.E ©73)

donde g = v2mhck. X.

Es conveniente introducir los llamados operadores de transicion atdmica, definidos

por:
Gy = leMgl, & = lg)lel = &7 (C.75)
y el operador inversion:

53 = |e)e| — gyl (C.76)
Estos operadores obedecen al algebra de spin de Pauli:

[3+;5—] = 33, [33;3+] = 261 (C-77)
Los elementos que estén por fuera de la diagonal del operador dipolo no son cero, ya
que esto garantiza que exista una transicion. Dado que el sistema no tiene una

polarizacién permanente, los elementos de matriz de la diagonal son cero

(e|d|e) = (g|d|g) = 0. De aqui se escribe el operador dipolar como:

d = d[g)(e|+d"|e)(g|=d(s +5.) c8)
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Donde d = (e[d|g) , y se ha asumido que este elemento de matriz es real. De esta

forma la interaccion hamiltoniana es:

HO =inA(a —a)6 +6.) (C.79)
donde A= 49
n

Si se define que la energia es cero en la mitad entre las energias del estado |g) v |e)
tal que la energia para el estado |g) es E; = —éhwg, y para |e) es Eezéhwg, el

hamiltoniano para la particula es:

~ 1 . (C.80)
H =—(Ee—Eg)G3=Eha)063

Sustituyendo (C.80), (C.79) y (C.72) en (C.67)

A = ho6, + hod"a+indla” -a)6. +5.) (C.81)

Cuando hay dependencia del tiempo, de una forma analoga con que se obtuvieron

las ecuaciones (C.65) y (C.66), se tiene:
§4(t) = 6, (0)e*i@ot (C.82)
Los términos de la multiplicacion de (C.79) quedan de la siguiente forma:

G_at~e Hwo—w)t (C.83)

6+a+ mgi(m0+m}t
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ﬁ_awe—i{mg+m}t

Para wg ~ w los 2 Gltimos términos varian mucho mas rapido que los dos primeros.
Ademas los ultimos términos no conservan la energia en contraste con los dos
primeros. El término 6_4" corresponde a la emision de un fotdn, cuando la particula
va del estado excitado al estado base, mientras que &.a corresponde a la absorcion
de un fotdn, cuando la particula pasa del estado base al excitado. Al integrar la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo como en teoria de perturbaciones,
apareceran en el denominador de los dos ultimos términos de (C.83) (wy + w) Yy en
los dos primeros aparece (wy — w) [19], de este modo para frecuencias de la
radiacion muy cercanas a w, prevalece los dos primeros, entonces se pueden excluir
los dos ultimos. EI hamiltoniano, en esta aproximacion es llamado el hamiltoniano

de Jaynes-Cummings, y es de la siguiente forma:

1
A = hol6,,6-] + hwa*a + ihi(s-a* - 3,a) (C.84)

C.2.3. CAMPO ELECTROMAGNETICO COHERENTE

Cuando se hace pasar un haz de luz por un plano de doble rendija, se observa
patrones de interferencia en formar de franjas brillantes y oscuras. Como
interpretacion de esto, el campo electromagnético de la primera rendija interfiere
con el de la segunda. Pero cabe la siguiente pregunta, ;qué es exactamente lo que
interfiere?. Como se ha visto en la sesion anterior, no deben ser fotones individuales
ya que el campo electromagnético estd compuesto de una sumatoria entre los
operadores de creacion y destruccion, y ademas el estado de nimero de fotones no
son vectores propios de estos operadores y por lo tanto no podria describirlo en el
proceso de interferencia; esto se puede ver mejor en el calculo del valor esperado del
campo eléctrico sobre el estado nimero de fotones, la cual es cero. La respuesta a la
pregunta inicial es que lo que interfiere es una superposicion lineal de muchos

fotones, donde el limite clasico del campo cuantizado es el limite en la cual el
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numero de fotones es bastante grande tal que el nimero de operadores llegan a ser
continuos. Ahora cabe hacerse la siguiente pregunta: ¢se encuentra un estado en el
limite de la mecénica cuantica, que describa los fendmenos de interferencia clasica
con las ecuaciones de Maxwell?. Si estos existen, deben ser vectores propios del
operador de creacion y destruccion para que también sea vectores propios del campo
electromagnético, y su valor esperado no se desvanezca. Por otra parte este valor
esperado tendria que tener una forma ondulatoria clasica. Claramente se ve que si se
reemplaza los operadores de creacion y destruccion por variables continuas en
(C.54) y (C.55), se produce un campo clésico. Primero se definira el vector propio
del operador &.

da)=da) y (a|d" =a’(d| (C.85)

Donde a es complejo ya que & no es hermético. |a> es el vector propio por la

derechade &,y <a| es el vector propio por la izquierda de a".

Como los estados |n) forman una base, entonces |a) se puede expandir en términos

de este, tal que:

o (C.86)
a)=3c./n)
donde los coeficientes estan dados de la siguiente forma [19]:
(_%MZJ an (C87)
C,=e —
Jnl

que al reemplazar en (C.86)
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i) o (C.88)
o= 2 IS

Ahora al calcular el valor esperado del operador de campo eléctrico, reemplazando
los operadores por su evolucion en el tiempo en (C.54), se tiene:

(a|E|a) = iv2mmle ™

A+

ald a

a)—e*(a

a>)X (r)=i Zﬂhw(e_i“‘a —ea’ )X (r) (C.89)

Si a:|a|e“9 y teniendo en cuenta que los modos pueden ser escritos como

X (r)=sen(k.r), entonces (C.89) queda:

(a|E|a) =iv2rolale " —e ) ken(k.r) (C.90)
= J8ahwsen(k.r)sen(wt — 6)

Claramente (C.90) representa un campo clasico, como era de esperarse.
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APENDICE D: ECUACION MASTER

Para describir el amortiguamiento irreversible y decoherencia en mecanica cuantica,
se tiene que considerar el acoplamiento de un pequefio sistema (sistema bajo
estudio) y uno grande, la cual tiene un ancho de banda en frecuencia que permanece
en equilibrio térmico y es llamado reservorio. Debido al acoplamiento del pequefio
sistema con el grande, existe la decoherencia, y en el caso de un atomo, esta se
manifiesta en la emisién espontanea, ya que el atomo esta intercambiando
constantemente energia con un gran reservorio que es el ambiente. En este capitulo
se deducira la ecuacion, que describe la dindmica del operador densidad para un
sistema que estd gobernado por un hamiltoniano compuesto de operadores de

creacion y destruccién. Dado lo anterior el hamiltoniano del sistema total esta dado

por:

H=H,+H,+V (D.1)
donde

H, =7Qa’'a (D.2)

Es el hamiltoniano no perturbado del pequefio sistema, tal que el subindice denota la

referencia de este.

H, = hobb, (D.3)
J

Es el hamiltoniano no perturbado del reservorio que consiste de un ndmero muy

grande de osciladores armonicos. r denota la referencia al reservorio, y

Y, :hZ(gja*bj +g]fbj*a) (D.4)
J
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Es el hamiltoniano de interaccion del sistema-reservorio. El intercambio de energia
entre el sistema y el reservorio consiste de la creacion simultanea de un quantum de
excitacion del sistema con aniquilacion de un quantum del j-esimo modo del

reservorio.

El modelo especifico definido anteriormente, es un buen modelo de acoplamiento a
los modos continuos del campo electromagnético, de fonones en un cristal, etc., la
cual es una razon para escogerlo. La otra razon es que los osciladores armonicos son

los sistemas mas simples de tratar.

Se supondré que para el tiempo inicial t,, el pequefio sistema esta descrito por el
operador densidad p.(t,). De hecho Tr.{p.(t,)}=1, donde Tr, significa “traza

sobre el sistema”. En contraste, se supondra que el reservorio es demasiado grande

con un inmenso numero de grados de libertad. Usualmente este es descrito por un

operador densidad independiente del tiempo p, en equilibrio térmico a una

temperatura T. Dado estas caracteristicas, p, esta dado por [18]:

g /M (D.5)

H )=
p.(H,) w
donde g =1/KT.
Para el tiempo inicial t,, el reservorio y el sistema no estan correlacionados y por lo

tanto el estado inicial de todo el sistema es descrito por el operador densidad

factorizado.

Pato) =4t ), (H,) (D.6)

Para deducir la dindmica del operador densidad se tendra en cuenta el modelo de

Schrodinger al tratar de resolver la siguiente ecuacion.
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L (D.7)
Psr = h[HHDsr]

Aqui no estamos interesados en la dinamica del reservorio, y de hecho para

computar el valor esperado de un observable O solo se necesita p (t) la cual

facilmente se puede ver de lo siguiente.
<O> :TrSI’ {OIDSI’ (t)} = TrS {OTrI'pSI’ } :Trs {Ops } (D.8)

La traza sobre el reservorio no afecta al operador O . El operador p(t), la cual es la

traza sobre el reservorio del operador densidad total, es llamado el operador

densidad reducido del sistema. Aqui la ecuacion de movimiento de p,(t) es llamada

la ecuacion Master.

En el modelo de interaccién, donde no interesa la dindmica con energia no

perturbada, se reescribe el hamiltoniano

H=H,+V (D.9)
donde
Hy=H, +H, (D.10)

El operador densidad P, (t) en el modelo de interaccion es obtenido del operador

densidad en el modelo de Schodinger via la transformacion unitaria
O (’[) _ efiHO(tftO ) h Psr (t)eiHo(tfto)/h (D.11)

Haciendo uso de la ecuacién de movimiento de p, (t) se puede llegar a la ecuacion

de movimiento de P, (t) en el modelo de la interaccion:
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o 1 D.12
gt( ):_5[\/' (t—t, )P, (t)] o

donde

V, (t -1, ) = eiHo(tfto)/hvef""o(t*to)/h (D.l3)

Es el hamiltoniano de interaccion en el modelo de interaccion. Usando las

ecuaciones (D.2-D.4) se obtiene inmediatamente

V, (t)=7> g,a%e ) e 1) L ad] (D.14)
j

Aqui se ha hecho uso de la evolucion del operador de creacion (a*e‘Q(H'J)) y

aniquilacion (ae‘m(“‘O)) y también el hecho que el sistema y el reservorio conmutan

para tiempos iguales.

Finalmente se introduce el operador densidad reducido en el modelo de interaccion

para el sistema
pt)=Tr.{P. (1)} (D.15)

Este esta relacionado con el operador densidad reducido en el modelo de Schodinger

por medio de la transformacion unitaria
D (t): e—iHS(t—to)/hp(t)eiHs(t—to)/h . (D.16)

Diferenciando la anterior con respecto al tiempo

(D.17)

8p5t(t) = e-i“s“‘t””{[H o PO+ ih—a’;t(t)}eiHs<t—to>’h
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Teniendo todo el formalismo requerido, se puede proceder a la solucion del
problema. En general el problema del acoplamiento sistema —reservorio no es décil a
una solucion exacta. Dado esto, se utilizara la forma iterativa para resolver el
problema de segundo orden en la teoria de perturbaciones. Integrando (D.12) desde

t, aty tomando P, (t)~P,(t,) se obtiene la solucién de P, (t) de primer orden.
Usando este valor en (D.12) e integrando de nuevo, se obtiene la solucién de P, (t)

de segundo orden. Esto es:

P (0= P, ) oy, (v 1) P, )] (D.18)

—hizjdv:[dt"[v. -t -t )y )]

)

Haciendo la traza sobre el reservorio se produce la evolucién del operador densidad

reducido p(t). A continuacion, se hara uso de la siguiente aproximacion:

pt)-plt-7) (D.19)

Donde el intervalo de tiempo 7z =t—t, es un tiempo largo comparado al tiempo de
memoria del reservorio z, (inversa del ancho de banda del reservorio), pero corto

comparado a los tiempos que producen cambios significantes en las variables del

sistema. Es conveniente desfasar el tiempo en 7 de tal forma que se obtiene:

p(t+r)z p(t+72—p(t) (D.20)

Aqui se asumira que p(t) no varfa significativamente en el tiempo 7, y que pt)

esta dado por la expresion (D.19). Se ve que el conmutador de (D.18) es

V. NV".P, J]=VVP, -VP,V" +adj. (D.21)
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Dadas estas observaciones, se obtiene la siguiente ecuacién de movimiento

(D.22)

A== [deTe v, (P, 1)
_h_irjdr'TdT’Trr V@V, ()P, (t)-V, ()P, (tV, (")} + adj.

Aqui el operador depende de 7 y t. Sin embargo, se verd que 7 esti asociado a
solamente los operadores del reservorio, y su dependencia desaparece en caso de

reservorios estacionarios, con memoria infinitamente corta. Se puede simplificar el

algebra para V, de (D.14) escribiendo la ecuacion en una forma més compacta
V,(r)=ha*F(r)+naF () (D.23)
donde el operador

|Zg b.e' oo, (D.24)

La anterior actla solamente en el espacio de Hilbert del reservorio. En la
aproximacion de Heisenberg, el operador F(r) es identificado como operadores de

ruido.

Cuando se hace la traza sobre el reservorio, se encuentran términos del tipo:
Tr i F(o)P, (O)f=a’ pt)Tr, {F (), (H, )} (D-25)
Donde se ha usado (D.6) y el hecho que para t, el modelo de la interaccion y las

matrices densidad de Schodinger son idénticas. La segunda traza en esta ecuacion es

solo el valor esperado F, del operador reservorio F(z). Este es cero ya que el
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operador densidad del reservorio es diagonal, como se ve en (D.5). Sustituyendo
(D.23) en (D.22) se encuentra que:

2 ap(t\F( ) (7)) —aplta (FE)F () | (D.26)

" |+adj.

Usando (D.24), se encuentra que los términos en el promedio del reservorio tienen

valores como:

<F > Z 0,9 ] <b b+> |Q (¢~ )el(wjr"—w,r') (D27)

[FOF (), =T o) o

Este (Gltimo sale del hecho de que p, es diagonal. Promedios como (F(z')F*(z"))

r
son identificados como funciones de correlacion de primer orden del reservorio, a
sea, da el nivel de interferencia en el reservorio. Estos dependen solode T =7'—7",
la cual el reservorio es estacionario que es consecuencia directa del equilibrio
térmico. La ecuacion (D.27) nos dice la rapidez con que las correlaciones decaen. A
continuacion se utilizara la aproximacién de Markoff [20] la cual asume que el
tiempo de correlacién es infinitamente corto comparado a todos los tiempos de

mayor interés para el sistema.

j‘dr']:dr"<F(T')F + (1-”)>r = jdr’2|gi |2 <bi bi+>r jrdTei(Q_w' T (D.28)
° 0 0 i .

Para modos continuos, la sumatoria de todos los modos i se reemplazan por una

integral donde se tiene en cuenta la densidad de estados del reservorio [20]. Esto es:
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T 7’ (D29)

_ (27\;:)3 jdr'jdwwzjd$en97d¢x |g(a))|<bi (a))bi+ (w)>erTei(Q‘wi T

Con la densidad de estados igual a:

»? (D.30)

2.3
°C

D(w) =

Si se considera que el reservorio tiene suficiente ancho de banda, entonces la
integral sobre la exponencial se puede aproximar a una funcién delta. Teniendo en

cuenta esto se encuentra que (D.28) llega a ser igual a:

j df’] de"(F()F* (") =2"(b(@p" () (D:31)

donde se introduce la tasa de decaida,

y =2D(Q)g(@)° (D-32)

Aqui |g(a))2<b(co)b+(a))>r es una medida de la intensidad de acoplamiento del

simple oscilador armdnico con el modo del reservorio de frecuencia @ .

Cuando se extiende el limite superior de la integral en T al infinito en (D.28), donde
implicitamente se asume que el tiempo de correlacion del reservorio 7, es
suficientemente pequefio que el integrando se desvanece después de mucho tiempo,
la teoria de perturbacion de segundo orden permanece valida. Asi la aproximacion
(D.32) es valida para tiempos cortos comparado a la decaida del sistema, pero

grandes comparado al tiempo de correlacion del reservorio.
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El valor medio del operador nimero b*b en la distribucion térmica esta dada por:

Tr b (@b(@)p, (H,)}=(b" (@b(), =7 = — (D33)
Similarmente,
(b(@p*(@)) =n+1 (D.34)

Sustituyendo (D.31-D.34) en (D.26) se encuentra la ecuacion méaster en el modelo de

la interaccion.

(D.35)

plt)= —%(ﬁ +1fa‘ap(t)-ap(tla’ |- Lap(ta’ —a* pltlal+ adj.

N R

Aqui se han despreciado términos que contienen promedios como (F(z')F(z")) y
<F+(T')F+(z'”)>, la cual es valida si el reservorio es térmico y su operador densidad

es diagonal en la representacion de energia. Si el reservorio esta a temperatura cero,
entonces N =0, y los términos que permanecen en la ecuacion, son debido a las

fluctuaciones de vacio. Asi se tiene.

plt)=L[2ap(ta’ ~a'ap(t)-pltha'a]. (D.36)

Reemplazando (D.36) en (D.17) y utilizando (D.16), se obtiene la ecuacién master

en el modelo de Schédinger:

p(t)= —%[H 205 (O)]+ g [2ap, (t)la* —a‘ap,(t)- p, (t)a"a] (D.37)
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En esta ecuacion, el conmutador representa la evolucion libre del sistema, mientras

que los términos que contienen y, son los términos que producen disipacion de

energia en el sistema.
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