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Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.
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Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

GLOSARIO.
ACTITUD. Orientacion de un cuerpo en 3D con respecto a un sistema de
referencia.
DSP. Procesador digital de sefial.
DTFT. Transformada discreta de Fourier para espectros periédicos.
IMU. Unidad de medida inercial.
Ksps. Miles de muestras por segundo.
MIPS. Millones de instrucciones por segundo.

Msps. Millones de muestras por segundo.
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Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

1. PRESENTACION

Los satélites son un invento cuya enorme utilidad ha sorprendido a sus propios
promotores, o demuestra la existencia de cientos de ellos girando sobre nuestro
planeta y una creciente demanda de sus servicios. Estos vehiculos son disefiados
como un ensamblaje de instrumentos situados en una plataforma espacial. Los
satélites posibilitan la obtencion de un mejor punto de vista para observar e
investigar nuestro planeta, asi como para mirar hacia al cosmos sin la
interposicion de la atmosfera.

Un satélite minimamente equipado necesita saber en todo momento hacia donde
estd orientado para obrar en consecuencia. Esto implica que el satélite debe
poseer un médulo encargado de la determinaciéon de actitud/orientacion, que
esté atento a los efectos producidos por las perturbaciones externas (gravedad
lunar y solar, viento solar, etc.). Estos efectos después de ser evaluados por la
IMU deben ser corregidos si suponen un cambio en la orientacion del satélite.
Dicha correccién es realizada por el modulo de control de actitud que opera bajo
los datos suministrados por la unidad de medida inercial.

Este proyecto pretende fortalecer el estudio del sistema modular de
actitud/orientacion presente en un pico/micro satélite ya que con este tipo de
avances se posibilita el disefio y construccién de vehiculos espaciales con un
mejor desempefio y autonomia. Es de suma importancia resaltar que el disefio e
implementacion de estos dispositivos (IMU) es de menor costo con referencia a las
mddulos ofrecidos por empresas extranjeras, viéndose fortalecida la posibilidad de
recursos para la construccién de instrumentos encargados de sensar la actitud,
realizados en nuestro pais.

Los principales objetivos de este proyecto son:

e Disefar y construir la plataforma hardware del sistema de medicion inercial,
lo cual involucra la seleccion de transductores, acondicionadores de sefial
analdgica, tipo de procesador embebido (DSP o FPGA) y los protocolos de
comunicacion.
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Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

e Diseflar e implementar el algoritmo para la determinacion de
actitud/orientacion en un sistema espacial (Pico satélite) de orbita baja LEO,
basado en las técnicas strap-down y los filtros complementarios.

e Simular el modelo computacional de determinacion de actitud/orientacion
para la unidad de medida inercial.

e Implementar la unidad de medida inercial integrando los sistemas hardware

y software.

Mediante este trabajo se logré: “El disefio e implementacién de una unidad de
Medida Inercial (IMU) con la cual se puede sensar la actitud/orientacion de un
pico-satélite”.

A continuacién se muestra el orden de los siguientes capitulos con la finalidad de
gue el lector adquiera informacion sobre este producto.

CAPITULO 2. MARCO TEORICO.
CAPITULO 3. METODOLOGIA.

CAPITULO 4. RESULTADOS OBTENIDOS.
CAPITULO 5. CONCLUSIONES.

CAPITULO 6. RECOMENDACIONES Y TRABAJOS FUTUROS.
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Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

2. MARCO REFERENCIAL

2.1 SATELITES

Los satélites, son vehiculos artificiales no tripulados que se hallan en Orbita
alrededor de la Tierra. El satélite artificial es una de las herramientas mas utiles
que hasta la fecha haya creado el Hombre, cual verdaderos robots capaces de
actuar cada vez con mayor autonomia. Ciertamente, donde nosotros tenemos
poco que hacer, ellos se desenvuelven a la perfeccion.

2.1.1 Disefio de un satélite.

El disefio de los satélites ha sufrido una espectacular evolucion desde los afios
cincuenta hasta la actualidad. A pesar de todo, unos y otros comparten la misma
filosofia y la mayor parte de los elementos que los caracterizan. Que el paso del
tiempo nos haya proporcionado instrumentos mas precisos, sistemas de provision
eléctrica mas potentes o componentes de menor peso, no significa que en su
esencia hayan cambiado mucho. La astronautica es aun una ciencia demasiado
joven.

En ingenieria de satélites, como en cualquier otra area de la astronautica,
confluyen multiples aspectos tales como: instrumentacién, materiales,
determinacién de orientacion y posicion entre otros. No sélo se trata de construir
una maguina, sino también de conseguir que sea capaz de resistir los rigores, vy
sobre todo, de funcionar en el hostil medio ambiente del espacio.

No es posible construir un vehiculo para funcionamiento indefinido. Normalmente
se elige una vida util minima y se intenta garantizar que todos los componentes
puedan cumplir con ella. No es posible (en general) acudir junto a un satélite para
repararlo, a menos que su pérdida sea aun mas costosa, de modo que hay que
asegurarse de que nada falle durante un tiempo preestablecido. Esto se consigue
mediante la prueba intensiva de sus piezas en tierra (por separado y funcionando
en conjunto), intentando simular las condiciones que se encuentran en Orbita.
Nunca como aqui es tan importante el control de calidad en la fabricacién: de nada
sirve que todo esté a punto si una pequeia pieza puede impedir con su fallo la
buena actuacion del resto. Para minimizar esta posibilidad, los ingenieros han
aprendido a innovar, pero también a mejorar y hacer evolucionar aquello que ya
funciona bien, si es posible duplicando y triplicando los sistemas mas esenciales
(transmisores, ordenador de a bordo, etc.). Incluso asi, los satélites pueden tener
puntos débiles ocultos antes del lanzamiento, sobre todo en el caso de nuevos
disefios. Las equivocaciones no son frecuentes, pero ocurren y son enormemente
costosas.
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Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
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Plataforma y carga util son los elementos principales de todo satélite. La primera
es la estructura que permite su propio funcionamiento y el de los instrumentos. La
carga util o “de pago” es aquélla que se instala sobre la plataforma para llevar a
cabo la misidon. Si bien las plataformas son mas o menos parecidas entre los
diferentes vehiculos (poseen casi los mismos elementos), los instrumentos pueden
variar mucho entre un satélite y otro. No es lo mismo la carga util de un satélite
cientifico que otro dedicado al espionaje militar.

Una buena forma de hacer una division inicial en cuanto a tipos de satélite es
prestar atencidn a su manera de estabilizarse en 6rbita. Aungque con excepciones,
los satélites deben ser capaces de permanecer minimamente orientados, al
menos respecto a uno de sus ejes. Un vehiculo que girara incontrolablemente y
sobre si mismo en cualquier direccién no podria efectuar bien su trabajo y ademas
seria dificil de contactar.

Los dos métodos principales de estabilizacion son el giro a lo largo de un eje
(aprovechando el fendmeno giroscépico) o el control de la orientacion en los tres
ejes, inmovilizando el satélite y posibilitando una orientacion estacionaria en
direccion a algun punto concreto del espacio. Ambos sistemas tienen sus ventajas
y desventajas, que las compafiias y agencias espaciales tratan de explotar para la
mision particular a la que estara dedicado el satélite. Asi por ejemplo, un vehiculo
giratorio ocasiona complicaciones cuando queremos fotografiar un objetivo
durante un cierto tiempo, ya sea hacia el espacio profundo o sobre la superficie
terrestre. Debido a la imposibilidad de dotarlo con unos paneles solares que
puedan permanecer orientados hacia el Sol, su cara externa debe ser recubierta
totalmente con celdas solares, de modo que en cualguier momento exista una
cantidad suficiente de ellas que genere la energia necesaria para su
funcionamiento. Si es necesaria mayor energia, la superficie colectora debe
aumentar, dificultando su construccién. Al mismo tiempo, este tipo de
estabilizacion es mas sencilla y barata, facilita el control térmico y reduce la
complejidad del sistema de propulsion autdbnomo. En cambio, los satélites
estabilizados en sus tres ejes pueden acrecentar el tamafio de sus paneles
solares sin perjudicar su rendimiento. Son perfectos para tareas de teledeteccion y
toma de imagenes, o para transmisiones hacia un punto determinado del espacio
sin que sea necesaria la instalacion de antenas giratorias que cancelen el
movimiento de rotacion de la plataforma. Ahora bien, la estabilidad en sus tres
ejes se consigue mediante sistemas giroscopicos complejos y mudltiples, un
sistema de propulsion muy preciso para cambios de orientacion, etc. En definitiva,
la eleccion de un método u otro depende de la tarea que vayamos a encargar a
nuestro vehiculo. Una vez hecha la seleccién, ésta precisara el disefio y la fijacion
de los componentes e instrumentos que podran viajar a bordo.
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Precisamente, la construccion de los satélites, hoy en dia, se efectia de manera
modular. La época del desarrollo a medida est4 ya pasando y, cada vez mas, las
empresas aeroespaciales ofrecen disefios modulares que son facilmente
adaptables a diversos trabajos. Claro esta, los moédulos mas importantes son los
ya mencionados: el modulo de carga util (los instrumentos) y el médulo de servicio
(la plataforma). A menudo, estos dos modulos se construyen por separado e
incluso por compafiias o0 centros distintos. Los instrumentos suelen ser
proporcionados por universidades y centros de investigacion, mientras que la
plataforma la disefia el contratista principal, el responsable de integrar el satélite y
entregarlo listo al cliente. Los subcontratistas, a su vez, son aquéllos que reciben
el encargo de construir piezas individuales y subsistemas (paneles solares, cables,
etc.) para el vehiculo. Son empresas muy especializadas cuyos productos pueden
llegar a instalarse en multitud de satélites diferentes.

Las piezas son ademas muy costosas dado que no suelen producirse en grandes
cantidades. En constante mejora, su rendimiento aumenta dia a dia, apoyadas por
el trabajo de infinidad de ingenieros y técnicos especializados. Estos no soélo
disefian el elemento mecéanico o electrénico, sino que también deben elegir los
materiales apropiados y ensayar el producto de forma incansable para garantizar
que sabra resistir el medio ambiente espacial y lo que ello conlleva (diferencias de
temperatura, descargas electrostéticas, etc.). [WIESEL]

2.1.2 Partes basicas de un satélite.

El satélite estd constituido por varios médulos que permiten un mejor desempefio
los modulos basicos para un satélite se muestran a continuacion.

e Estructuray sistemas de propulsién. El corazon del satélite es su estructura
fisica interna, derivada de técnicas aeronauticas convencionales. Puede tener
muy distintas formas, pero su disefio siempre busca transferir todas las cargas
gue soportan los subsistemas durante el lanzamiento al punto de conexion con
el cohete. Vibraciones y torsiones deben ser minimizadas para no dafiar la
carga. Para reducir al maximo el peso al despegue, la estructura se construye
actualmente en metales muy ligeros y resistentes, o en materiales compuestos.

e Sistemas de orientacion. Aqui entra en juego el sistema de control orbital y
de orientacion (AOC), el cual estad pendiente de las posibles perturbaciones
para evaluarlas y corregirlas, logrando que la orientacion del satélite sea
adecuada. Incluso en posiciones geoestacionarias, los satélites de
comunicaciones tienen un movimiento natural norte-sur y este-oeste alrededor
de un punto. Para que el vehiculo haga bien su trabajo y no desvie las
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emisiones que envia a tierra, es necesario usar el sistema de propulsion
auxiliar compensando estos movimientos. Como hacerlo y cuando es la labor
del AOC.

De la misma manera, el movimiento orbital alrededor de la Tierra debe ser
compensado por un ritmo de rotacion sobre un eje de una vuelta por 6Orbita, o de lo
contrario el satélite perderia de vista su objetivo constantemente. El AOC también
colabora a la hora de saber como deberan orientarse los paneles solares, ya que
éstos tienen que mirar siempre hacia el Sol, no importa como esté orientado el
satélite.

El AOC puede ordenar a los propulsores cualquier maniobra de correccion pero lo
normal es que actle sobre medios mas econdémicos, como las ruedas de reaccion
o las ruedas giratorias de momento angular. Alimentadas eléctricamente, estas
ruedas estan instaladas de forma estratégica en los diversos ejes del satélite, al
girar ayudan a mantener la orientacion. Las ruedas de momento suelen girar
siempre a mas o menos velocidad, en funcién de las necesidades, en cambio, las
ruedas de reaccion lo que hacen es cambiar la direccion de su eje. Ambos
sistemas obtienen resultados utiles para mantener el satélite perfectamente
orientado.

Por supuesto, el AOC debe disponer de una serie de pistas que le ayuden a
determinar hacia dénde mira el satélite en cada momento. Para ello usa sensores
solares, terrestres e incluso estelares, los cuales usan objetivos predeterminados
como puntos de referencia. Los datos obtenidos se procesan en la electrénica del
AOC, el cual a su vez envia las érdenes oportunas a los actuadores (ruedas o
sistema de propulsion). [COBRASI]

e Provision energética. Otro de los elementos fundamentales de toda
plataforma orbital es la provision energética. Esta provision debe ser
suficiente no solo para alimentar a sus sistemas sino también para
mantener en marcha a los instrumentos de la carga util (la razén por la cual
ha sido lanzado el satélite). El sistema mas sencillo es una o varias
baterias, cargadas poco antes del despegue y que delimitan con su
capacidad la duracion de la mision.

Las baterias son sin embargo pesadas y si los requerimientos energéticos son
muy grandes no es recomendable utilizarlas como Gnica fuente. Gracias a que nos
encontramos cerca del Sol, es posible solucionar el problema mediante celdas
solares, cuya eficiencia no deja de crecer.
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e Escudo térmico. Agredidos por las diferencias térmicas que se
encuentran en el espacio, los satélites deben ser construidos para resistir
en lo posible esta dificultad adicional. Ademas, los sistemas electronicos del
vehiculo son generadores natos de calor. Los ingenieros han disefiado
métodos de control térmico que eliminen la posibilidad de que un cambio de
temperaturas pueda impedir el funcionamiento de los componentes.

e Sistema principal de telemetria, seguimiento y 6rdenes. Tanto si su
funcién principal es proporcionar servicios de comunicaciones como Si no,
todos los satélites deben poseer un medio de contactar con las estaciones
de seguimiento y recibir érdenes de sus controladores. La telemetria
enviada a tierra lleva la informacion esencial del funcionamiento de todos
los sistemas a bordo. Las emisiones procedentes de la superficie
transportan 6rdenes para realizar el mantenimiento del vehiculo, variar la
programacion de sus subsistemas, etc.

El sistema también recibe la informacién producida por los instrumentos y la
procesa para su envio a la Tierra. Otra funcion del TTC es colaborar en la
determinacién de la posicion y orientacion del satélite.

e Modulo de carga util. Junto al médulo de servicio o plataforma esta el
modulo de carga atil, donde estan instalados los instrumentos que justifican
la mision espacial. Podremos encontrar desde camaras hasta telescopios,
pasando por detectores sensibles a fendmenos atmosféricos, antenas y
amplificadores para comunicaciones, etc. [SONDERSROD]

2.2 UNIDAD DE MEDIDA INERCIAL.

Este es el componente principal de un sistema de guia inercial utilizado en los
vehiculos, como aviones, submarinos y satélites. Una IMU trabaja detectando su
propio movimiento y la direccién de dichos movimientos usando una combinacion
de giréscopos y acelerometros, que permiten que un equipo de orientacion realice
un seguimiento de su posicion mediante un proceso conocido como calculos
deductivos.

2.2.1 La navegacion inercial. La base de la navegacion inercial reside en las
leyes del movimiento postuladas por Isaac Newton, y su aplicacion a la
navegacion data de 1931, cuando Henri Busignies, en paris, concibio la posibilidad
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de construir un navegador inercial, y finalmente, en 1938, el aleman Boykow
registro la patente de un <<instrumento indicador de factores de navegacion>>

Los elementos esenciales de la navegacion inercial son:
e Los acelerometros, que miden la aceleracion del movil.

e Los giréscopos, que miden la direccion de estas aceleraciones a lo largo del
sistema de coordenadas elegido.

e La plataforma inercial, que sirve de soporte para los acelerometros y para los
giréscopos. En ella se materializa el triedro de referencia.

¢ Un ordenador que integra la aceleracion detectada por los acelerometros para
obtener la velocidad y la distancia recorrida por el movil en el sistema de
coordenadas elegido. [GREWAL, WEILL, ANDREWS]

2.2.2 El acelerémetro. Los acelerometros son dispositivos capaces de medir
aceleraciones y estan basados en la medida de la fuerza hacia atras de una masa
conocida. Cuando experimenta una fuerza real hacia adelante, el dispositivo no
s6lo mide la aceleracion a que esta sometido, sino que también mide la
aceleracion gravitatoria debida a la atraccion sometida por la superficie terrestre.
En realidad son dispositivos sensores transductores a los que se aplican
aceleraciones y suministran desplazamientos.

a(t) ) y(t)
—» Acelerbmetro ——»
A(s) Y(s)

Figura 1. Diagrama de bloque para un acelerémetro.

La Figura 2. Representa un acelerometro, que esencialmente consiste en un eje
con una masa M dotada de un amortiguamiento viscoso B y un muelle k, que
sujeta a la masa M. Existe ademas dos escalas: una y, que marca el
desplazamiento de la masa respecto a la caja, y otra x, que marca el
desplazamiento de la caja respecto al origen.
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_E_._ = |

Movil

Figura 2. Representacion esquematica de un acelerometro.

Aplicando las ecuaciones fundamentales se tiene:

2

Md( )+de+k =0 1
Tz ac Ty = (1)

Aplicando la trasformada de Laplace:
Ms?(y—x)+Bsy +ky =0 (2)

Y(s)[Ms? + BS + K] = Ms?x(s) = MA(s) 3

ves) oM 1 @
A(s) Ms2+Bs+k ., B,k
N +Ms+M

Siguiendo los pasos de un sistema de segundo orden tendremos como frecuencia

natural: [2]
k K
Wn =7 Wn = |77 (5)

El coeficiente de amortiguamiento z vendra [2] dado por:

SN

_B\/M_ B
K 2MVk 2VEM

SE

(6)
2

=l
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Y por pulsacion propia [2] amortiguada:

’ k ’ B?
= —_— 2 = —_— —_—
wp, =wpV1—2z [ 1 T (7)

2.2.3 El gir6éscopo. Los principios giroscopicos han sido estudiados desde el
siglo XVIIl. Fue el matematico suizo Leonardo Euler el primero en estudiar el
comportamiento de un rotor girando, un siglo mas tarde, Foucault los emple6 en
sus experimentos para demostrar la rotacién de la Tierra. El girdscopo se puede
definir como un cuerpo de revoluciébn capaz de girar a una gran velocidad
alrededor de su eje.

El gir6scopo es un dispositivo formado esencialmente por un cuerpo con simetria
de rotacion que gira alrededor de su eje de simetria. Cuando se somete el
girdscopo a un torque que tiende a cambiar la orientacion del eje de rotacion su
comportamiento es aparentemente paradoxal ya que el eje de rotacion, en lugar
de cambiar de direccibn como lo haria un cuerpo que no girase, cambia de
orientacion en una direccion perpendicular a la direccidn "intuitiva”.

Para poder estudiar los fendmenos giroscopicos hay que dar al rotor una
suspensién cardanica completa. Con este objeto se monta su eje Z (Figura 3.) de
forma que se apoye sobre un marco (cuna), el cual a su vez puede girar sobre otro
eje X perpendicular al anterior. Un girdscopo asi dispuesto tiene dos grados de
libertad.

Figura 3. Representacion clasica de un giroscopo.
Si el eje X se apoya sobre otro marco (portacuna), el cual a su vez puede girar

sobre un tercer eje Y, perpendicular al eje X, entonces el girdscopo tiene tres
grados de libertad. En la Figura 3:
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H = Momento cinético.
CU = Cuna.
PC = Portacuna.

MP = Momento del par.
Las propiedades mas importantes del giréscopo son:

e Lainercia giroscopica (a veces llamada rigidez giroscoépica).
e La precesion.

La primera es la propiedad que tiene el giréscopo de mantener su eje de rotacion
fija en el espacio inercial y su resistencia a cualquier cambio.

La precesion es la propiedad por virtud de la cual el plano de rotacion cambia a
una velocidad uniforme cuando un par es aplicado. La precesion es siempre en la
direccion que hace coincidir el momento cinético H (eje de rotacién) con el
momento del par (el momento cinético va a buscar siempre al momento del par,
ver Figura 3).

Foucault aprovecho la primera propiedad del giréscopo para demostrar la rotacion
de la tierra; su experimento consistio en un girdscopo con su plano de rotacién
orientado en la direccién del norte magnético de la tierra y observo como esta
direccion cambiaba a lo largo del transcurso del dia. En realidad, lo que ocurria
era que la tierra giraba.

La ley del giréscopo se deduce de la ley fundamental de la dinamica y dice que el

momento de las fuerzas aplicadas a un sistema es igual a la variacion del
momento cinético con respecto al tiempo:

i = (4 i-13
“\dt ). e ®
inercial

—

dH dH I dH dH vaxd (o

e = | — D — = | — X

at ) dt ) . @i ©\dt ). ac) ¢ ©)
inercial Tierra Tierra movil

dH dH . ., dH dH . .,
E N = E + Wm(pc) X H , E = E + Wpcu) X H (10)
movil pc pc

cu
Sustituyendo, tendremos:
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—

dﬁ S d — — - 7
Mapli = (E) + (wIT + Wy + wm(pc) + wpc(cu)) xH (11)
cuna
5I,cu = 5IT + (‘_3)Tm + ZJm(pc) + apc(cu) (12)
_ dH . _
Mapli = E + Wy ey X H (13)
cu
La derivada de ﬁcu la podemos expresar en funcion de la tangente, y la normal:
dH\ . (dH N di; P “
dt) O\ de dt 14)

—

H=1-@ (15)

Si
W = cte
Entonces:
- dH
H = cte y )= 0 (15)
I T m v pc  Giréscopo cu |
Espacio T La Wrm El Wmpe | La Wpcu La i
Inercial | Tierra | Movil '"| portacuna cuna i

Figura 4. Modelo esquematico para la ley del giréscopo. [1]

La cuna no tiene velocidad relativa respecto a sus ejes, luego:

- di
By = (d—f) =0 (16)

dH\ .
<E>w =0 (17)

Y por lo tanto, finalmente nos quedara que:

Por lo que se deduce que
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—

Mapli = 5Icu X I?I) (18)

Pero, ¢Qué es la ley de precesion del girdscopo? Supongamos un girdscopo que
esta girando con una velocidad angular @y en a su eje X (Figura 5.) y, por lo tanto,

exhibe un momento cinético ﬁx; si aplicamos un momento IWY en el eje Y,
entonces el girbscopo en apariencia parece intuitivamente que deberia volcarse de

izquierda a derecha, pero precesiona de tal forma que el momento cinético ﬁX
tiende a buscar el momento del par aplicado M, (Figura 5.)

My :.(_iz><ﬁx (19)

El transductor nos cambia MY en tension. [COBRASI]

- 4
4o Q Precesion
Transductor 5 e
¥ ) S )
________________ L > 4
M
H -
P oo >

Figura 5. Gir6scopo girando alrededor del eje X.

2.2.4 Clasificacion de los sistemas de navegacion inerciales. La eleccion de
los ejes de referencia utilizados nos permite una clasificacion funcional de los
diferentes sistemas utilizados:

v' Sistemas referidos a unos ejes absolutos. La plataforma se mantiene orientada
hacia unas direcciones fijas en el espacio (X, Y, Z); siendo X la direccion de
Aries, Z la direccion del eje de la tierra, el eje Y esta en el ecuador y es
perpendicular al plano XZ. Aunque estas direcciones no son totalmente
invariables (debido a la precesion y a la atenuacion de la tierra), su variacion es
despreciable.
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v Sistemas con plataforma terrestre. En este sistema, la plataforma es siempre
perpendicular la eje de la tierra y, por lo tanto, horizontalmente nivelada. Los
acelerometros son montados en la plataforma para medir las aceleraciones a lo
largo del Norte y del Este geogréfico.

v Sistemas con los ejes ligados a los ejes del mavil. En este sistema no se usa la
plataforma y las aceleraciones son medidas entonces en coordenadas del
vehiculo; el computador recibe esta informaciébn mas la actitud del movil,
efectia el cambio de ejes correspondientes y realiza los mismos calculos que
en los casos anteriores. [DE WECK]

2.2.5 Plataforma inercial terrestre. La plataforma se sujeta al movil mediante
una suspension cardanica con tres grados de libertad, de forma que sea posible
orientarla en las tres direcciones. Los tres posibles errores angulares se pueden
detectar a través de dos giréscopos con dos grados de libertad, o tres con un
grado de libertad, ademas, tiene tres servomecanismos para corregir los errores y
orientar la plataforma en la direccion deseada.

El problema de la estabilizacion de la plataforma se consigue mediante un sistema
pendular ideado por el aleman Maximiliano Schiller; sin embargo, para que el
péndulo se independice de las aceleraciones que actian sobre su soporte, debera
tener una longitud igual al radio de la tierra; esto se consigue eficazmente
mediante un servosistema con una respuesta periddica no amortiguada de periodo
igual al péndulo terrestre.

De acuerdo con la figura 6, una inclinacién de la plataforma hacia la izquierda

origina una fuerza debida a la gravedad que sera sentida por el acelerometro
como una fuerza de inercia y cuyo valor para valores pequefios valdra:

mg seng =~ mgo (20)

Como podemos ver al desarrollar en serie seng, considerando valores pequefios
de ¢:

seng = Z (dq_’)n (seng) - 0) <¢+2—'3+ > (21)

Para valores de ¢ pequenos.

¢ 22
¢—§ (22)
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Acelerometro

Plataforma

La Tierra La Tierra
Figura 6. Modelo de una plataforma inercial terrestre.
Se puede deducir de la figura 6:

e d’ d2e+g ~ 0o 23
TIRTMaz a2 TR®T (23)

Que es la ecuacion de un péndulo de longitud igual al radio [3] terrestre y de
periodo

R
T = Zn\/; = 84,4 Minutos (24)

Aplicando la trasformada de Laplace nos queda:

SZE(S)+%E(S)=O , E(s)(sz+%)=0 (25)

Luego si
g
2 g —
(s2+ R) =0 (26
9 _
1+ ReZ = 0 (27)
Y por tanto:
g
2 - _J
st=-7 (28)

Que corresponde a un periodo T igual a:
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T =21 |2 (29)
=21 |—
g

Este periodo corresponde al del péndulo de Schiller, también conocido como
sintonia de Schuller. Con este tipo de estabilizacion, los errores se repiten
ciclicamente y estan limitados en amplitud. Esta regulacién gravitatoria actta al
mismo tiempo que la regulacion giroscépica, y aunque esta es mas exacta, esta
afectada de errores acumulativos en el tiempo que pueden ser corregidos
ciclicamente con la regulacién gravitatoria. [AHRENDT]

2.2.6 La estabilidad del sistema inercial. La estabilidad de un sistema viene
determinada por su respuesta a las perturbaciones. Intuitivamente entendemos
por sistema estable aquel que permanece en reposo a no ser que sufra una
perturbacién, a en tal caso, volvera al estado de reposo cuando desaparezca la
perturbacion. lgualmente, la estabilidad en el sistema inercial viene definida por el
requerimiento de que cuando el sistema sufre una perturbacion, este debe ser
capaz de recuperar el estado anterior a la misma.

Nave espacial
ﬁlem;r\let

Oita__———""\[" -a

Figura 7. Sistema de referencia mévil para una nave orbitando con una velocidad
Vg-

El sistema inercial esta sujeto a los errores en los acelerometros, las vibraciones y
la calibracion en la plataforma; los errores numéricos cometidos por el ordenador,
los errores en la posicion y velocidad inicial y los errores cometidos por el campo
gravitacional. Para que la navegacion inercial sea una técnica fiable, sus errores
tienen que ser pequefos o cuando menos oscilar en magnitud.
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Supongamos que una nave espacial en 6Orbita circular con una velocidad v, se
encuentra a una distancia R_(; del centro de la tierra y el sistema de referencia
elegido se mueve con la nave espacial [3]. Los acelerometros del sistema inercial
sentiran la siguiente aceleracion debido a la naturaleza no inercial del sistema
elegido:

. GM_. [(d?R, - dR\ . . - 20
=——Ry—|—>) - X|— ] —wg X wg X
Qo Rg 0 dt2 y Wo dt y Wo X Wy 0 (30)
Siendo
— = — — vO.
wy=Q, +w, , “)0=R_O] (31)
Donde:

Q, = Rotacion de la tierra.
w, = Velocidad angular de la nave espacial.

Supongamos ahora que el vector de posicion de la nave espacial medido por el
sistema de navegacion inercial no es R, sino que realmente es:

R=R,+dR =6xi+6yj+ (R, +62)k  (32)
Entonces:

dR
N

d’R o e L e
z) = 0Xi+ 6yj + 6Zk (34)
N

La diferencia entre la gravedad real y la medida vendra dada por:

] Ry+ R Ry
6§ =—-GCM|——=—— (35)
—_— =g R
|Ro + 6R|” Mo
Donde:
—_ - —3/2
— -3 2 — — 2 —3/2 -3 ZRO " 6R
|Ro + 6R| = (R3+2R,-6R +6R?) '~ ~Ry3(1+ B ~ (36)
0
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Aplicando el teorema del binomio al término entre paréntesis y considerando solo
los términos de [3] primer orden:

s 3R, - 6R
"?’»RO 1+—2+'“ (37)
RO

Sustituyendo en (35), tendremos que

R M .
6g = —F((le + 6yj — 26zk) (38)
0

Finalmente, los acelerémetros son también una fuente de error, indicando no la
verdadera aceleracion a,, sino a, + 8a ; diferenciando la aceleracion en la
ecuacion (30) tenemos que:

d%(R, + 6R d(R, + 6R —
6&=—6§—<%) —2(70><<%> — 8wy x @g X (R, + 6F)
—I)V - —)N

— g X §wg X (Rg + 6R) — wg X @y X OR (39)

Conocidos los valores de

., (dR\ [(d?R\ _,
6R,6g, ) \gz) @ (40)
N N

Y sustituyendo en la formula anterior, obtendremos las tres ecuaciones que
gobiernan la estabilidad de un sistema inercial:

.. GM Vg Vo) .
X+ R_g_R_g 5X=—2<R—O)Z—5ax (41)

.. 2GM  v§ Vo) .
54 _ 52=2(R—)x—5az (43)

0

La ecuacion (42) es un oscilador armonico forzado, con una frecuencia
fundamental
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— 44

4
Conocida como la frecuencia de Schiller (en la superficie de la Tierra tiene un
periodo de 84 minutos), y nos da el error transversal de la trayectoria.

La ecuacion (41) gobierna el error en direccion de la trayectoria y sera estable si el
término entre parénesis es positivo:

1/2

Vo < (%) (45)

0

Es decir, tiene que tener una velocidad inferior a la orbital. El error direccion de la
trayectoria esta forzado por el término de Coriolis, que involucra la variacion en el
error vertical, que es siempre inestable. Para resolver este problema, los vehiculos
suborbitales, como, por ejemplo, las aeronaves, obtienen esta informacion por
otros medios, como los altimetros. El error en esta direccion oscilara con una
frecuencia:

GM v}
fi =

o I

Que para casi todos los vehiculos coincide con la frecuencia de Schiuller. [HOWLEY]

2.2.7 Ultimos Avances. Un desarrollo reciente en la navegacion inercial es la
utilizacion de un giréscopo laser. La operacion de un giréscopo laser depende de
uno de los axiomas de la relatividad especial: la luz se propaga en un sistema
inercial a una velocidad ¢ = 2.998 x 108 c¢m/s, independiente del movimiento de la
fuente emisora o del receptor. En el dispositivo de la figura 8, si los dos haces
emitidos siguen trayectorias en sentido opuesto: si el dispositivo no gira, la
longitud del camino seguido por los dos haces sera el mismo; si el dispositivo gira,
la longitud del camino recorrido por el haz que gira en contra del dispositivo sera
mas corta que el gira a favor; como la diferencia es muy pequena, es utilizado un
laser. Como la velocidad de la luz es una constante absoluta, el efecto del
movimiento del movil es que el observador en reposo percibe un desplazamiento
en frecuencia debido al efecto Doppler.

Consideremos el caso de un rayo de luz coherente emitido por el tubo de la figura
8. Esta luz sera reflejada por los tres espejos, de tal forma que si la plataforma gira
en la misma direccibn que lo hace el rayo de luz, aumenta la frecuencia, e
inversamente, cuando la plataforma gire en sentido contrario. EI cambio de
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frecuencia se puede medir haciendo pasar un segundo rayo de luz emitido por la
misma fuente y siguiendo la misma trayectoria, pero en sentido contrario. Esto lo
podemos conseguir haciendo pasar un pequefio porcentaje de luz por uno de los
espejos. Uno de los rayos es reflejado por un prisma de tal forma que forme con el
otro rayo de luz un pequefio angulo; el efecto de este pequefio angulo es generar
un espectro de franjas O6pticas. Cuando la plataforma gira, la diferencia de
frecuencias entre los haces origina un espectro de franjas con una velocidad y
direccion proporcionales a la velocidad angular de la plataforma. [WESTER]

Los fotodiodos de la figura 8. Convierten esta informacién en sefiales cuya
frecuencia y fase relativa son funcion de la rotacion de la plataforma, y su valor es:

® = 4tRL
e

w (47)

Prisma
fy-fo -

Fotodiodos

J

Espejo

—— Eje z
3 SR | .
Bt Tubo emisor Espejo
Speie de luz
Figura 8. Esquema de un giréscopo laser.
Donde:
A® = Desplazamiento de fase entre los dos rayos de luz.
L = Longitud de una fibra 6ptica enrollada sobre un cilindro de radio R.
o = Velocidad angular de la plataforma.
A = Longitud de la onda en el espacio libre.
¢ = Velocidad de la luz.

Este fenomeno es conocido como efecto Sagnac y fue descrito por primera vez en
1913. Entre las ventajas mas importantes de este tipo de giréscopos cabe resefar
las siguientes:
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¢ No tiene partes moviles.

¢ No necesita precalentamiento (en unos segundos se puede alcanzar la plena
operatividad).

e Insensible a las aceleraciones.

e Alta fiabilidad.

2.2.8 La navegacion inercial en los viajes espaciales. En las misiones
espaciales en orbitas proximas a la Tierra, en la primera fase del vuelo, hasta que
el lanzador pone en orbita la nave espacial, el control de la actitud del lanzador y
la navegacion corresponde al sistema inercial. Cuando se encuentra en la Orbita
prefijada, el control de la actitud es realizado por el sistema inercial y los sensores
estelares, mientras la funcién de navegacion es realizada desde Tierra por las
estaciones de seguimiento. La figura 9 muestra los elementos de un sistema
inercial. Este fue el sistema utilizado en los viajes espaciales que llevaron al
hombre a la luna.

Angulos
Girdscopos —> actitud
Computador
a bordo
. z Incrementos
Acelerémetros | )
X Y velocidad

Figura 9. Disefio general para un sistema inercial.
En el universo real, los efectos de la relatividad son grandes y en un viaje
interestelar sera necesario tenerlo en cuenta. [EGZIABHER]

2.3 PROCESADOR DIGITAL DE SENAL (DSP)

Un DSP es un sistema basado en un procesador o microprocesador que posee un
juego de instrucciones, un hardware y un software optimizados para aplicaciones
gue requieran operaciones numéricas a muy alta velocidad.
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Debido a esto es especialmente util para el procesado y representacion de
sefiales analdgicas en tiempo real: en un sistema que trabaje de esta forma
(tiempo real) se reciben muestras, normalmente provenientes de un conversor
analdgico/digital (ADC).

Se ha dicho que puede trabajar con sefiales analdgicas, pero es un sistema digital,
por lo tanto necesitara un conversor analOgico/digital a su entrada y
digital/analdgico en la salida.

Como todo sistema basado en procesador programable necesita una memoria
donde almacenar los datos con los que trabajara y el programa que ejecuta.

Si se tiene en cuenta que un DSP puede trabajar con varios datos en paralelo y un
disefio e instrucciones especificas para el procesado digital, se puede dar una
idea de su enorme potencia para este tipo de aplicaciones. Estas caracteristicas
constituyen la principal diferencia de un DSP y otros tipos de procesadores.

2.3.1 Familia dsPIC33FJXXXMCX10.

En este trabajo de grado, donde el consumo de energia del sistema y la frecuencia
de trabajo del procesador son variables muy importantes se ha sumado un DSP
de la familia dsPIC33FIJXXXMCX10 de microchip. Este es un DSP con las
siguientes caracteristicas:

Rango de trabajo.

Operacién del procesador hasta 40 MIPS.
Rango de temperatura: -40°C hasta +85°C.
Voltaje de operacion 3.3V (x10%).

CPU de Alto Rendimiento.

Arquitectura Harvard modificada.

Conjunto de instrucciones optimizadas para el compilador C.
Registros de 16 bits.

Latencia de 5 ciclos.

Entre otros.

Acceso Directo a Memoria DMA.

8 canales hardware DMA.
La mayoria de los periféricos del dispositivo pueden trabajar con el moédulo DMA.
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Entradas y salidas digitales.

De uno hasta 85 salidas/entradas digitales.
Entradas Analogicas.

De uno hasta 24 canales analogos.
Memoria Flash y SRAM.

Memoria Flash de Programacion hasta de 256 Kbytes.
Memoria de datos SRAM hasta de 30 Kbytes (incluidos 2 Kbytes de la memoria
RAM DMA).

Médulos de Comunicacion.
Médulos SPI, 1°C, UART, ECAN, CAN.
Conversores Analogos a Digital (ADCs).

ADC de 10 bits — 1, 1 Msps.
ADC de 12 bits — 500 Ksps.

2.4 SENALES ALEATORIAS.

Las seflales comunmente encontradas se llaman deterministicas o predecibles.
Son gobernadas por una representacibn matematica Unica que, una vez
establecida, nos permite caracterizar por completo la sefial en todo tiempo,
pasado, presente o futuro. En contraste con esto se encuentra la clase de sefales
conocidas como aleatorias 0 estocasticas cuyo valor preciso no puede
predecirse en principio. Subrayemos que solo los valores futuros de una sefal
aleatoria imponen un problema pues los valores pasados de cualquier sefal,
aleatoria o de otro tipo, se conoce con exactitud una vez que han ocurrido. La
aleatoriedad o incertidumbre en torno a los valores de sefales futuras es inherente
en muchas situaciones practicas. De hecho, un grado de incertidumbre es esencial
para comunicar informacion. Cuanto mas se observe una sefal aleatoria, tanta
mas informacion adicional ganaremos y menor resulta la incertidumbre. Entender
por completo la naturaleza de sefales aleatorias requiere el uso de la teoria de la
probabilidad, variables aleatorias y estadisticas.
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2.4.1 Probabilidad.

La figura 3.3 muestra el resultado de dos experimentos, cada uno repetidos en
idénticas condiciones. El primer experimento siempre da idénticos resultados sin
importar cuantas veces se ejecute y produce una sefal determinista. Necesitamos
ejecutar el experimento solo una vez para predecir que producira la siguiente, o
cualquier otra, ejecucion.

(a) Cuatro realizaciones de una (b) Cuatro realizaciones de una
senal determinista senal aleatoria

RAWALANA
/ & \/\\ ."'/,//\\/-\\\ ////\1

!/ /

Amplil‘ud

5 - 2

\/’\ / Ny \’l// \J —-_:_

/,l,f\\/\\\/'/"\ \7//\\ <
/ \\// /

L%

Tiempo

Figura 10. Realizaciones de un proceso determinista y de uno estocastico.

El segundo experimento da un resultado o realizacion diferente x(t) cada vez que
se repite y describe un sistema estocastico o aleatorio. Una sefal aleatoria o
proceso aleatorio X(t) comprende la familia o totalidad de todas las realizaciones
obtenidas repitiendo el experimento muchas veces. Cada realizacion de x(t), una
vez obtenida, cesa de ser aleatoria y puede sujetarse a las mismas a las mismas
operaciones que utilizamos para las sefiales deterministas (tales como derivadas,
integrales y similares). La aleatoriedad de la sefial surge del hecho de que una
realizaciéon no brinda ninguna clave en cuanto a lo que la siguiente, o cualquier
otra, realizacion podria originar. En un instante dado t, cada realizacion de una
sefal aleatoria puede asumir un valor diferente, y la coleccion de tales valores
define una variable aleatoria. Algunos valores son mas factibles de ocurrir, 0 mas
probables, que otros. El concepto de probabilidad se une a la idea de repetir un
experimento un gran numero de veces para estimar tal probabilidad. De este
modo, si el valor 2 voltios ocurre 600 veces en 1000 ejecuciones, decimos que la
probabilidad de ocurrencia de 2 voltios es 0,6.

La probabilidad de un evento A denotada por Pr(A), es la proporcion entre los
resultados exitosos con el numero (muy grande) de veces que el experimento se
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ejecuta y es una fraccion entre 0 y 1, ya que el nimero de resultados exitosos no
puede ser mayor que el numero de ejecuciones. Cuando mayor sea la
probabilidad Pr(A), tanto mayor serd la posibilidad de que ocurra el evento A.
Para caracterizar por completo la variable aleatoria, debemos responder dos
preguntas:

1. ¢Cudl es el intervalo de todos los valores posibles (no aleatorios) que
pueden ocurrir? Esto define un espacio de totalidad, que puede ser finito
o infinito.

2. ¢Cuales son las probabilidades para todos los valores posibles en este
intervalo? Esto define la funcion de distribuciéon de probabilidadF (x).
Claramente, F(x) debe estar siempre entre Oy 1.

Es comun trabajar con la derivada de la funcién de distribucion de probabilidad
llamada la funcion de densidad de probabilidadf(x). La funcion de distribucion
F(x) es simplemente la integral indefinida de la densidad f(x):

dF(x)

flx) === 0 Fe)=["_f(Hdr  (48)

dx

La probabilidad F(x;) = Pr[X < x;] de que X sea menor que x,; esta dada por
PriX < x,] = [7L f(x)dx (49)

La probabilidad de que X se encuentre entre x; y x, €s:
Prix; < X < x,] = F(x;) — F(x1).

El area de f(x) es 1.

2.4.2 Medidas de variables aleatorias.

Las medidas o caracteristicas de una variable aleatoria X se basan en su
distribucion. Dos caracteristicas utilizadas comunmente son la media y la
varianza, definidas por

EG)=my = [ xf(x)dxo? = E[(x - mp)?] = [* ((x —m)?) f(x)dx (50)

La media, o esperanza, es una medida de donde se centra la distribucion. La
varianza mide la dispersion de la distribucién en torno a la dispersién en torno a la
media. Cuanto menor es la dispersion, mas pequefia es la varianza. Esta es
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también una medida de la potencia de ca en una sefial. La cantidad ose conoce
como la desviacion estandar y proporciona una medida de la incertidumbre en
una medicion fisica.

2.4.3 Distribuciones de Probabilidad.

Dos de las distribuciones de probabilidad encontradas mas comunmente son la
distribucion uniforme y la distribucion normal (o gaussiana). Estas se ilustran en la
figura 3.4.

Densidad Distribucién Densidad Distribucion
uniforme uniforme gaussiana gaussiana
hf{x) ’ F(x) £(x)
/ B"‘a
1 Ve
X /#/‘ x x x
o p a p T

Figura 11. Las distribuciones de probabilidad uniforme y normal.

En una distribucién uniforme, todo valor es igualmente probable, puesto que la
variable aleatoria no muestra preferencia por un valor particular. La funcién de
densidad f(x) es justo un pulso rectangular definido por

1

fl) = { pa’

0, enotrocaso

<x<
asx<p (distribucién uniforme) (51)

y la distribucién F(x) es una rampa que se aplana. Cuando se subdividen las
sefiales en escalones uniformes, el error en la representacion del valor de una
sefial se considera que se distribuird de manera uniforme entre —0.5A y 0.5A,
donde A es el escalon de cuantificacion. La funcion de densidad de la fase de una

selenoide con fase aleatoria también se distribuye uniformemente entre - y m.

La densidad de probabilidad gaussiana en forma de campana se conoce también
como norma y se define mediante:

@) = =[]

La media (o varianza) de la suma de las distribuciones gaussianas es igual a la
suma de las medidas individuales (o varianzas). La distribucion de probabilidad de

(distribuciéon normal) (52)
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combinaciones de fendbmenos aleatorios estadisticamente independientes tienden
a menudo a una gaussiana. Esto es el teorema del limite central.

La idea de distribuciones se aplica también a sefiales periddicas deterministas
para las cuales estas pueden encontrarse como expresiones analiticas exactas.

2.5 FILTROS ANALOGICOS.

Los filtros anal6gicos son indispensables en muchas situaciones. La entrada a
muchos dispositivos de procesamiento digital de sefial es un filtro analégico
antialias, que limita el contenido de frecuencia de la sefal de entrada a un
intervalo que pueda manejar el filtro digital. El disefio clasico de filtros analdgicos
se basa en la aproximacion de las especificaciones de magnitud o fase mediante
polinomios o funciones racionales.

A continuacién se describe la sintesis y el disefio de filtros analogicos reales y se
desarrollan métodos de disefio para filtros Butterworth, teniendo en cuenta que su
disefio se basa en especificaciones de magnitud.

2.5.1 Introduccién.

El filtro puede considerarse como un dispositivo selectivo de frecuencia, que
permite dar forma, de una manera prescrita, a la respuesta en magnitud o fase. La
terminologia de los filtros se basa en las especificaciones de magnitud ilustradas
en la figura 12. Lo usual es describir el rizo en la banda de paso (desviacion de la
ganancia maxima) y el rizo en la banda de supresién (desviacion con respecto a la
ganancia cero) mediante su atenuacioén (reciproco de la ganancia lineal).

Magnitud |H(f) | L Magnitud 20 log| H(f) |
Rizodelabanda |......cccopmrencerneen 0k
de paso "Ap ..................

Banda de
supresion

f

Rizo de Litania i __A! ...........................E.. VAV N

de supresion

Toh
Figura 12. Terminologia de los filtros.

La ganancia y la atenuacion estan relacionadas de la siguiente forma:
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e Escala lineal: La atenuacion es igual al reciproco de la ganancia:
G =|H(f) (53)
A=1/IH(I (54)

e Escala decibeles: La atenuacion es igual al negativo de la ganancia en dB:

Gap20 log|H(f)] (55)

Agp = =20 loglH(f)| (56)

De los tipos de filtros utilizados en especificaciones de magnitud, el filtro
Butterworth es mondétono en las bandas de paso y supresion mientras que los
filtros elipticos tienen rizos en las dos bandas.

En general, el disefio de filtros anal6gicos se basa en especificaciones de
frecuencia (aristas de las bandas de paso y supresion) y en especificaciones de
magnitud (atenuacion maxima en la banda de paso y atenuacién minima en la
banda de supresion) para generar la funcién de trasferencia de fase minima del
filtro con el orden mas pequefio que cumpla o exceda las especificaciones. La
mayoria de las estrategias de disefio se basan en la conversién de un conjunto de
especificaciones de frecuencia dadas en otras aplicables a un prototipo pasa-bajas
(LPP) con una frecuencia de corte de 1 rad/s (que comunmente es la arista en la
base de paso), seguida por el disefio del prototipo pasa-bajas y, posteriormente,
de la conversion al tipo de filtro requerido mediante el uso de trasformaciones de
frecuencia.

2.5.2 Transformaciones Prototipo.

La transformacion pasa-bajas a pasa-bajas (LP2LP) convierte un prototipo pasa-
bajas H,(s) con una frecuencia de corte de 1 rad/s en un filtro pasa-bajas H(s)
con una frecuencia de corte de w,rad/s usando la transformacion s = s/w,,
como se muestra en la figura 13. Este tipo de transformacion es solo un
escalamiento lineal en frecuencia.
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) Filtro pasa-bajas \ Filtro pasa-bajas

Transformacién LP2LP
5= 5/,

—

o
Figura 13. Transformacion pasa-bajas a pasa-bajas.

La transformacién pasa-bajas a pasa altas (LP2HP) convierte un prototipo pasa-
bajas H,(s) con una frecuencia de cortel rad/s en un filtro pasa-altas H(s) con

una frecuencia de corte w,rad/s usando la transformacién no lineals = w,/s,
como se ilustra en la figura 14.

) Filtro pasa-bajas i Filtro pasa-altas

Transformacién LP2HP
S == Wy /S

>

Wy
Figura 14. Transformacion pasa-bajas a pasa-altas.

e Especificaciones del prototipo pasa-bajas.

Dadas las especificaciones en frecuencia de un filtro pasa-bajas con limites de
banda de paso 1 rad/s son v, =1 rad/s y vy = wg/wyrad/s. La transformacion
LP2LP es s — s/w,. Para un prototipo pasa-bajas con un limite de banda de
supresion de 1 rad/s, los valores son v, = wg/wy,rad/sy vs = 1 rad/s.

Para un filtro pasa-altas con margenes de banda w, y ws, las especificaciones del
prototipo pasa-bajas con un limite de banda de paso de 1 rad/s son v, =1 rad/s
y vs = wyp/wgrad/s. La transformacion LP2HP es s - w,,/s.

Filtro Pasa-Bajas | Filtro Pasa-Altas

S 2nf,
LP = —— p
Zﬂﬁg HP = S

Tabla 1. Transformacion del prototipo pasa-bajas a la forma requerida.
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2.5.3 Proceso de Disefio.

Las especificaciones de magnitud de un filtro por lo general son dadas por la
atenuacion A, en la banda de paso y la atenuacion A4, en la banda de supresion,
expresadas en decibeles. La ganancia y la atenuacion del filtro son reciprocos
entre si en una escala lineal, mientras que en una escala de decibeles difieren
solo por el signo. Los filtros clasicos aproximan el cuadrado de la funcion de
magnitud |H(v)|> de un prototipo pasa-bajas por un polinomio o razén de
polinomios en v?, y se obtiene una funcién de transferencia de fase minima a
partir de esta aproximacion.

El cuadrado de la funcién de magnitud y la atenuacion de un prototipo pasa-bajas
de n-ésimo orden tiene la formula:

HW|?2 = ——  (57)

T 1+a?12(v)
Ags () = 10log[1 + a?L%(v)] (58)

En estas expresiones, L, (v) es un polinomio o funcion racional de n-ésimo grado,
y a controla el rizo en la banda de paso (que es la desviacion con respecto a la
ganancia maxima). La diferencia entre los distintos filtros clasicos se encuentra
principalmente en la seleccién de L%(v), la cual se hace con la finalidad de
satisfacer de la mejor manera las especificaciones deseadas. Se necesita que
L% (v) = 0 en la banda de paso (para asegurar en ella una ganancia casi unitaria)
y que L4 (v) » 0 en la banda de supresién (para asegurar que la ganancia en ella
sea casi cero). La Unica ecuacién de disefio que se necesita es la de atenuacion.
El orden del filtro ny el parAmetro a se obtienen evaluando la relacion de
atenuacion en los limites de la banda de paso y de supresion. Con esto se
establece la forma exacta de |H(v)|?, a partir de la cual es facil obtener la funcion
de trasferencia H,(s) del prototipo. Si el disefio del prototipo se hace de modo que
este cumpla exactamente con los requerimientos en la frecuencia de corte (que
generalmente es el limite de la banda de paso), entonces los requerimientos de
atenuacion seran mayores en todas las demas frecuencias. El paso final es utilizar
las trasformaciones en frecuencia para obtener el filtro requerido.

2.5.4 Filtro de Butterworth.

El prototipo pasa-bajas de Butterworth se basa en la seleccion L,(v) = v™ de
modo que:
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1
1+e2p2n

IHW)|? =

(59)

Ags(v) = 10log[1 + €%v?™] (60)

El filtro Butterworth también se conoce como filtro maximamente plano porque la
eleccion de L,(v) = v™ (sin la presencia de alguno de los demas coeficientes de
menor grado) obliga a que todas sus derivadas sean cero en v =0, lo que
garantiza no solo la respuesta mas plana en v =0 sino también la menor
desviacion con respecto a la ganancia unitaria en la banda de paso. Todos los
grados de libertad (que son los coeficientes libres en el polinomio de n-ésimo
grado L(v))) se invierten en hacer que la respuesta en magnitud del filtro de
Butterworth sea lo mas plana posible en el origen (lo que se obtiene al hacerlos
cero). Con esto se tiene una respuesta en frecuencia monétona libre de sobretiros,
pero a costa de una transicion lenta de la banda de paso a la supresion.

La cantidad €? es una medida de la desviacién con respecto a la magnitud unitaria
en la banda de paso. La magnitud es monétona y disminuye con la frecuencia. La
ganancia del filtro en el limite de la banda de paso v = 1 es igual a

1
1+€2

|H(D)| = (61)

La figura 15 muestra un espectro de magnitud representativo de esta clase de
filtro.

N B (v)l
1‘

J1+€2

Vv

1 v
Figura 15. Filtro pasa-bajas Butterworth

Para un filtro Butterworth de n-ésimo orden, la rapidez de atenuacion a frecuencias
altas es 20ndB/dec, y la atenuacion puede aproximarse mediante

A(v) = 10log[1 + €*v?"] = 10log[e?v?"™] = 20log € + 20n log v (62)

Universidad del Cauca 33



Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

El filtro de Butterworth tiene un espectro de magnitud al cuadrado maximamente
plano.

1

HWP? = = (63)
[HO) =1 (64)
[H()| = = (65)

H;z = —101log[1 + €2v?™] (66)

e Disefo del filtro Butterworth.

La forma de |H(v)|? requiere sélo el parametro de rizo € y el orden de filtro n. El
valor de €2 se obtiene al evaluar la atenuacion A4z (v) en el limite de la banda de
paso (v =v, = 1rad/s):

A, = A4p(1) = 101og(1 + €?) €2 =10 —1  (67)

El valor de n se calcula evaluando A,;z(v) en el limite de la banda de supresion
v = vgrad/s, con lo que se tiene:

A = Agp(vs) = 10log(1 + €2v2™) (68)

1/2

n = log[(10%14s—1)/€?]
- logvg

(69)

El orden del filtro debe redondearse a un valor entero. Si la atenuacion esta
especificada en varias frecuencias, entonces es necesario encontrar el orden para
cada frecuencia seleccionando el maximo valor de éste para n. El orden del filtro n
aumenta cuando menor sea la atenuacion en la banda de paso 4, (lo que significa

un valor pequefio de €2 o una banda de paso mas plana) o mayor la atenuacién en
la banda de supresion A (Io que significa una transicion mas pronunciada).

La frecuencia de potencia media v; se obtiene al hacer |H(v3)|? = 0.5, con lo que
se tiene

vy, = (1/e)Y/™  (70)

El rizo (¢), orden (n) y frecuencia de 3 dB (v3) de un prototipo Butterworth:
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€2=10"" -1 (71)

log[(100'1‘45—1)/62]1/2
n=
logvg

(72)

vy = (1/e)"  (73)
e Funcidn de transferencia del prototipo de Butterworth.

Para encontrar la funcion de trasferencia del prototipo Butterworth pasa-
bajas H,(s) a partir de |H(v)|?, se reemplaza v* por —s* y se escogen solo las
raices que se encuentran en el semiplano izquierdo (LHP) para generar con ellas
la funcion de trasferencia de fase minima requerida. Con v? = —s? se obtiene:

1 1
Hp(S)HP(_S) T 1+€2(-s2)n  1+(-1)"(s/R)2"

(74)

R= (/&)™ (75)

Esta funcion tiene 2n polos, y sélo la mitad de ellos se encuentra en el semiplano
izquierdo. Las posiciones de los polos estan dadas por

(=D"(s/R)*™=-1  (76)
(=js/R)*"=-1 (77)

Esta expresién sugiere que se encuentren las 2n raices de —1. Con e/Gk-Dr —
—1, se tiene que

(—js/R)?" = ef@k=DT  con k=12,..,2n (78)

Con esto, los 2n polos de p, son:

_ @k-Dm

= j(Op+m/2)
Pk Re Hk o

con k=12, ..2n (79)

Los polos se encuentran sobre un circulo de radio R = (1/¢€)*™ en el plano s. Los
polos estan igualmente espaciados una distancia m/n radianes. Su orientaciéon
angular (con respecto al eje positivo jw) estd dada por 6, = (2k — 1)m/2n. No
puede haber nunca un polo sobre el eje jw porque 6, nunca es cero. La figura 16
ilustra las posiciones de los polos paran =2 yn = 3.
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Xase| X
ara Polos de Butterworth
%oC"""' R olos de Butterwor
_ { Radio de los polos R = (1/g)1/* A
LS X "X |
n= n=3

Figura 16. Los polos de un filtro de Butterworth se encuentran sobre un circulo.

Las partes reales e imaginarias de los polos del semiplano izquierdo estan dadas
por:

px = —Rsenf, + jRcosf, con k=12,..,n (80)

Cada par de polos conjugados complejos produce un factor cuadratico de la
forma:

(s —pr)(s —p;) = s? + 2sRsen B + R? (81)

Para n, siempre existe un polo real localizado en s = —R. La forma factorizada de
Hy,(s) (que es Util para realizar filtros de orden superior mediante la conexion en

cascada de varias secciones) puede entonces escribirse como:

K

M =0, npar
Qp(s) (82)

_ M yint(n/2), 2 2
Qp(s) = (s +R)"[I,=; "“(s* + 2sRsen b + R?), {M =1, nimpar

Hp(s) =
Para obtener una ganancia pico unitaria, se escoge K = Q,(0). También puede
expresarse el denominador Q,(s) en forma polinomial (esto es, sin factorizar)
como:

Qp(s) = qos™ + @15 + g™ 2+ 4+ quos+qn  (83)

Para encontrar g; se usa la relacion recursiva:

R cos[(k—1)m/2n]
qQo=1 Uk = sontomyzmy Te-1 (84)
En conclusion los polos p, en el LHP se encuentran sobre un circulo de radio
R = v = (1/n)Y™ con un espaciamiento angular 6, con respecto al eje jw. Ningin
polo se encuentra sobre el eje jw. Para n impar, existe un polo sobre el eje real
ubicado en s = —R.
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pPr = —Rsen 8, + jR cos 6, dondef, = (Zkz_nl)n con k=12,..2n (85)

(Con respecto al eje jw)

K n n
Hy(5) = 55 Qy(s) = B(s —p) K=0,00) = gpk (86)

2.6. FILTROS DIGITALES IIR.

Los filtros digitales son ampliamente usados en casi todas las é&reas del
procesamiento digital de sefiales. Si la fase lineal no es critica, los filtros de
respuesta al impulso infinita (IIR) producen un filtro de orden mucho menor para
una aplicacién dada. Podemos utilizar diversas proyecciones que se usan para
convertir filtros analdgicos a filtros digitales.

Los filtros digitales procesan sefales discretas en el tiempo. En esencia son
ejecuciones matematicas de la ecuacion filtro en software o hardware. Aunque los
filtros tienen algunas limitantes, entre sus muchas ventajas se encuentran:
inmunidad al ruido fuerte, mucha exactitud (limitada solo por el error de redondeo
en la aritmética del procesador), facil modificacion de las caracteristicas del filtro,
libertad de variaciones en las componentes y, por supuesto, costo bajo y en
diminucion.

2.6.1 Proceso de disefo.

Las especificaciones comunes de magnitud y fase para filtros digitales son
idénticas a las de los filtros analdgicos, pero ademas también debe especificarse
una frecuencia de muestreo. Esta frecuencia se usa a menudo para normalizar
todas las demas frecuencias del disefio. En esencia, el proceso de disefio es un
proceso de tres pasos que requiere gue se especifiqguen los parametros de disefio,
el disefio de la funcion de transferencia que satisfaga las especificaciones de
disefio y la realizacion de la funcion de trasferencia en software o hardware. El
disefio basado en cualquier conjunto de especificaciones de desempeiio es, el
mejor de los casos, un compromiso en tres niveles: en el primero, el filtro real
puede que nunca satisfaga las especificaciones de desempefio si estas son muy
estrictas; en el segundo, el mismo conjunto de especificaciones puede conducir a
varias realizaciones posibles, y en el tercero, los errores de cuantificacion y
redondeo pueden inutilizar el disefio si este se basa en un conjunto muy critico de
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valores. Entre menos estrictas sean las especificaciones, mayor es la posibilidad
de lograr los objetivos y establecer el disefio.

2.6.2 Técnicas para disefar filtros digitales.

El disefio de filtros digitales se basa en dos enfoques diferentes. Si la fase lineal
no es critica, los filtros IIR producen un filtro de orden mucho mas pequefio para
una aplicacion dada. El disefio comienza con un prototipo pasa-bajas analdgico
basado en las especificaciones dadas. Este se convierte luego en el filtro digital
requerido usando una proyeccion y una transformacidén espectral apropiadas. Un
filtro IIR estable causal nunca presenta una fase lineal por diversas razones, pues
en principio la funcion de transferencia de un filtro de fase lineal debe
corresponder a una secuencia simétrica y garantizar que H(z) = +H(—1/z). Para
cada polo dentro del circulo unitario hay un polo reciproco fuera del circulo
unitario. Esto hace al sistema inestable (si es causal) o no causal (si es estable).
Para hacer causal la infinitamente larga y simétrica secuencia de respuesta al
impulso de un filtro IIR, es necesario un retraso infinito, lo que no es nada practico,
y un truncamiento simétrico (para preservar la fase lineal) simplemente trasforma
el filtro IIR en un filtro FIR.

Sdlo los filtros FIR pueden disefiarse con fase lineal (ninguna distorsion de fase).
Es comdn basar su disefio en la seleccién de una secuencia de respuesta al
impulso simétrica, seleccionando su longitud para satisfacer las especificaciones
de disefio. Esta seleccion se basa a menudo en procedimientos iterativos o en
tanteos. Para especificaciones dadas, los filtros FIR requieren muchos mas
elementos en su realizacion que los filtros IIR.

2.6.3 Diseino de filtros IlIR.

Existen dos enfoques para disefar filtros digitales IIR. Un método popular se basa
en el uso de los bien establecidos métodos para disefar filtros analdgicos,
seguidos de una proyeccion que convierte el filtro analégico en digital. Un método
alternativo se basa en disefiar el filtro digital directamente, usando equivalentes
digitales de aproximaciones analdgicas. Cualquier transformacion de un filtro
analégico en digital deberia idealmente conservar la respuesta y la estabilidad del
filtro analdgico. En la practica esto es dificilmente posible debido a los efectos del
muestreo.

e Equivalencia de los sistemas analogicos y digitales.

La respuesta al impulso h(t) de un sistema analdégico puede aproximarse
mediante:
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h(t) ~ Ea(t) =t 2;’::—” h(t)6(t - nts) =t Z:=—°° h(nts)6(t - nts) (87)
Aqui, t; es el intervalo de muestreo que corresponde a la tasa de muestreo
S =1/t,. La respuesta al impulso en tiempo discreto hi[n] describe las muestras
h(nt,) de h(t) y puede escribirse como:

hs[n] = h(nts) = Xi-—« hs[k]6[n — k] (88)
La trasformada de Laplace H,(s) de h,(t) y la trasformada z H,(z) de hg[n] son:
H(s) = Ho(s) = ts Xg=—w h(kts)e ™' Hy(2) = Ti-—_o hslk]z™*  (89)
La comparacion sugiere la equivalencia H,(s) = t;H;(z) si z7% = e~kts, es decir,
z = eSts s=>1In(z)/t; (90)
Estas relaciones describen una proyeccién entre las variables z y s. Como
s =0+ jw, donde w es la frecuencia continua, es posible expresar la variable

compleja z de la forma:

7 = e(cr+jw)ts — ecrtSejwts — eatSBjQ (91)

Aqui, Q = wtg; = 2nf /S = 2nF es la frecuencia digital en radianes/muestra.

La sefal muestreada h,[n] tiene un espectro peridédico dado por su DTFT:
Hp(f) = S Xk=—= H(f — kS) (92)

Si la sefial analdgica h(t) esta limitada en banda a B y se muestrea por arriba de
la razén de Nyquist (S > 2B), el periodo principal (—0.5 < F < 0.5) de H,(f) es

igual a SH(f), una version escalada del espectro verdadero H(f). Entonces es
posible relacionar los sistemas analogico y digital por medio de:

H(f) = tsHp(f) 0 Ha(s)lsszn'f = tst(Z)lzze]'Z”f/Sr |f| <0.5S8 (93)

Si § < 2B, se tiene un alias y esto ya no se cumple.
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e Proyecciones practicas.

La naturaleza trascendente de la transformacion s = In(z)/t; no permite la
conversion directa de una funcion de trasferencia racional H(s) en una funcion de
trasferencia racional H(z). Tampoco permite una correspondencia punto a punto
en las frecuencias mayores a 0.5s Hz. Una representacion Unica en el plano z sélo
es posible en las sefales de banda muestreadas por encima de la razon de
Nyquist. Las proyecciones préacticas se basan en uno de los siguientes métodos:

= Equivalencia de la respuesta.

» Equivalencia de la respuesta en el tiempo (la transformacion de respuesta
invariante).

» La trasformada z equivalente para formas factorizadas.

» Equivalencia de los términos en un H(s) factorizado (la trasformada z
equivalente).

» Proyecciones a partir de algoritmos discretos.

= Conversion de ecuaciones diferenciales del sistema en ecuaciones de
diferencias.

= Transformacioén bilineal.
» Aproximaciones racionales para z = e 0 s = In (2)/t,.

En general, cada método tiene reglas de proyeccién diferentes y produce distintas
formas para el filtro digital H(z) a partir de un filtro analégico H(s) dado. Al
comparar la respuesta en frecuencia, es conveniente recordar que el intervalo de
la frecuencia analdgica 0 < f < 0.55 para la respuesta de frecuencias de H(s)
equivale al intervalo de frecuencia digital 0 < F < 0.5 para la frecuencia de
respuesta H(z). S6lo es posible comparar la respuesta en el dominio del tiempo en
los instantes de muestreo t = nt;.

2.6.4 Transformacion Bilineal.

Al generalizar la proyeccion con base en la regla trapezoidal haciendo C = 2/t,, se
obtiene la transformacion bilineal, definida por:

z—1 C+s

= _— Z:

(94)
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Si se hace g = 0, se obtiene la variable compleja z en la forma:

7 = C+J:“’ — ejztan‘l(w/C) (95)
C—jw

Como z = ¢/?, donde Q = 2TF es la frecuencia digital, se encuentra:
Q=2tan Y (w/0C) w = C tan(0.5Q) (96)

Esta es una relacion no lineal entre la frecuencia analdgica w y la frecuencia
digitalQ. Cuando w = 0, Q =0, y cuando w — «, Q — =, Se trata entonces de una
proyeccion punto a punto que comprime de manera no lineal el intervalo de
frecuencias analogicas —= < f < « al intervalo de frecuencias digitales —mr < Q <
n. Esto evita los efectos del alias a costa de distorsionar, comprimir o envolver las
frecuencias analogicas, como se muestra en la figura 17.

w {anaiégica)

0= Can(2) ot
/4E T a2

Intervalos de igual anche ——l DL
:

Clo=>7 L aesm
S TR i N S

Compresion no lineal (envolvente)

Figura 17. Efecto de la envolvente de la transformacion bilineal.

Entre mayor es la frecuencia, mas severa es la envolvente. Es posible compensar
esta envolvente (pero no eliminarla) si “pre envolvemos” las especificaciones de
frecuencia antes de disefiar el sistema analégico H(s) o aplicando Ila
transformacion bilineal. La pre envolvente de las frecuencias antes del disefio
analégico es meramente una operacion de escalamiento (alargamiento) con base
en la relacion inversa de la envolvente, y esta dada por:

w = Ctan(0.5Q) (97)

En la figura 18 se muestra una grafica de w contra Q para varios valores de C,
comparada con la relacién lineal w = Q. Las frecuencias analégicas y digitales
siempre muestran equivalencia en el origen w =Q =0 y en algun otro valor
dictado por la seleccion de C.
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; i w= C tan(¥2)
b w (analdgica) ¥ l

_Q (digital)

s ; : . 7 R
Para todos los valores de C se observa una equivaiencia en el origen \ ’
Para-algunos valeres de C, se observa una vquivalencia en un punto mas

Figura 18. Relacion de envolvente w = C tan(0.52) para varias opciones de C.

Sefalemos que el efecto de alargamiento no lineal de la pre envolvente suele
tener como resultado un filtro de orden menor, en especial si la frecuencia de
muestreo no es suficientemente alta. Para tasas de muestreo altas, resulta que la
pre envolvente tiene poco efecto y puede hasta ser redundante.

El uso extenso de la transformaciéon bilineal se deriva de su proyeccion simple,
estable y punto a punto. Ella evita los problemas causados por el fenbmeno del
alias y por ello puede usarse para filtros pasa-bajos, pasa-altos y supresores de
banda.

e Uso de latransformacioén bilineal.

Dada una funcion de trasferencia analégica H(s) cuya respuesta en la frecuencia
analégica w, debe equipararse con la de H(z) en la frecuencia digital Qp, es
posible disefiar H(z) de dos maneras:

a) Se selecciona C equiparando w, y la frecuencia preenvolvente Qp, y se
. . g -1
obtiene H(z) de H(s), usando la transformaciéon s = C ;—1 Este proceso
puede resumirse como se indica a continuacion:

wA

wy = Ctan(0.5Qp) C = mh’(z) = H(S)|s=cz-1)/z+1)  (98)

b) Se selecciona un valor conveniente para C (como C = 1). Esto en realidad
equipara la respuesta con una frecuencia arbitraria preenvolvente w, dada
por:

w, = tan(0.5)Q, (99)
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Luego se escala la frecuencia H(s) a H,(s) = H(sw,/w,) Yy se obtiene H(z)
de H,(s), usando la transformacion s = g (con C = 1). Este proceso puede
resumirse como sigue (para C = 1):

Wy = tan(O-SQD) Hl(s) = H(S)|s=swA/wa(Z) = H1(5)|s=(z—1)/(z+1) (100)

Ambos métodos producen un filtro digital idéntico H(z). El primero evita el
escalamiento de H(s) y el segundo permite una seleccion conveniente de C.

2.7. FILTRO DE WIENER.

El propdsito de cualquier filtro es separar una cosa de otra. En el caso de los filtros
eléctricos, estos generalmente pasan sefiales en un rango de frecuencias
especificas y rechazan las que estén fuera del rango; histéricamente, la teoria de
filtros empez6 con el problema de disefiar un circuito que cediera las frecuencias
deseadas. Este es aun un problema importante. En muchas aplicaciones en
comunicacion y control, uno conoce intuitivamente cual podria ser la frecuencia
ideal de respuesta. Por ejemplo, si queremos recibir una sefial desde una emisora
particular de AM, sabemos que el filtro apropiado es uno que permita el paso de
todas las frecuencias dentro de unos pocos Kilohertzios sobre cualquier parte de
la frecuencia asignada a la estacion y rechace todas las otras. Claramente, no es
necesario elaborar una teoria para determinar la frecuencia deseada de respuesta
en este caso. El problema es simplemente de disefio de circuitos. Veremos, sin
embargo, que este no es siempre el caso. Durante la segunda guerra mundial,
Norbert Wiener considero un tipo de problema diferente para los filtros.
Supongamos que la sefal, asi como el ruido, son semejantes en tipo, y
supongamos ademas que hay una superposicion significante en los espectros de
ambos, la sefial y el ruido. Por ejemplo, digamos que la sefial es un proceso
Gauss-Markov y el ruido es ruido blanco. Sus espectros de densidades son
mostrados en la figura 19 Ahora, en este caso, es evidente que ningun filtro hara
la separacion perfecta, y el filtro que entregue la mejor solucion permitiendo el
paso de la sefal y, al mismo tiempo, suprima la mayor parte del ruido no es de
todo obvio. Ni es obvio como se definiria “la mejor solucion” en orden de hacer el
problema matematicamente tratable. Este es el problema examinado por Wiener
en 1940. Notamos que él no estaba preocupado en el disefio por elegir
correctamente resistencias, capacitores, en adelante. En vez, su problema fue
mas fundamental; concretamente, ¢cual deberia ser la respuesta del filtro en
frecuencia para de entregar la mejor separaciéon posible de la sefial del ruido?

La teoria que es ahora conocida como la teoria del filtro de Wiener es
caracterizada por:
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1. La suposicion que tanto la sefial como el ruido son procesos aleatorios con
caracteristicas espectrales conocidas, equivalentes, Auto - y Cross-
funciones de correlacién conocida.

2. El criterio para el mejor rendimiento es el error medio cuadratico minimo.
Este parcialmente hace el problema matematicamente tratable, y ademas
también es un buen criterio fisico en muchas aplicaciones.

3. Una solucién basada sobre métodos escalares que lleva hacia un filtro
optimo, son funciones ponderales (o funcion de transferencia en el caso

estacionario).

5 -—zf%ﬂﬁg Espectro de la sefial
L

,/

Espectro del Ruide

w

Figura 19. Densidad de espectros de la sefial y el ruido.

Seguimos ahora al problema de la optimizacién del filtro.

2.7.1 Optimizacidon con respecto a un parametro.

Uno de los métodos tempranos para

la optimizacién de filtros estocésticos fue

presentado por R. S. Phillips. Su acercamiento fue menos general que el de
Wiener pero este es aun usado en muchas aplicaciones. Basicamente, el método
es escoger la forma de la funcién de trasferencia del filtro intuitivamente, dejando
uno 0 mas parametros libres para variar. Uno luego minimiza el error cuadratico
minimo con respecto a esos parametros.

s(1) + (1) —————d

G(s) e x (1)

Figura 20. Problema de optimizacion del filtro.

Universidad del Cauca

44



Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

Antes de mirar un ejemplo del procedimiento de Phillips, necesitamos derivar una
expresion para el error cuadratico medio del filtro. En términos de su trasformada
de Laplace, la salida del filtro mostrada en la figura 20 es:

X(s)=G(s)[S(s) + N(s)] (100)

Definimos el error del filtro como la diferencia entre la salida actual y la sefial que
nos gustaria fuera la ideal. Por lo tanto tenemos:

e(t) = s(t) —x() (102)
y E(s) = S(s) — X(s) (103)
Sustituyendo la ecuacion (101) dentro de la ecuacion (103) se obtiene:
E(s) = S(s) = G()[S(s) + N(s)] = [1 = G($)]S(s) — [G(s)IN(s) (104)

Puede verse que el error puede ser pensado como una superposicion de dos
componentes, uno debido a la sefial modificada por la funcion de trasferencia
[1 - G(s)] y otra debido al ruido modificado por —[G(s)]. Si la sefial y el ruido
tienen cero crosscorrelacion, el error cuadratico medio es obtenido como
simplemente la suma de dos términos, que son:

E(e?) = ijjx [1—-G(s)][1—G(—s)]Ss(s)ds + L JxG(s)G(—s)Sn(s)ds (105)
21j J_jx 2mj J_jx

Ahora tenemos una expresion explicita para el error cuadratico medio en términos
de las funciones espectrales de s(t) y n(t) (presumiblemente conocidas) y la
funcién de trasferencia del filtro. Si G(s) contiene un parametro libre para variar,
nosotros podemos ahora usar céalculo diferencial ordinario para minimizar E(e?)
con respecto al parametro, ahora seguimos con un ejemplo.

Ejemplo 4.1
Considere la seiial Gauss-Markov y el ruido blanco de la situacion mostrada en la

figura 19. Aparentemente algun tipo de filtro pasa-bajas es necesario para separa
la sefial del ruido. Probemos un sencillo filtro de primer orden de la forma:
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G(s) =

1+Ts

Tenemos ahora especificada la forma funcional para G(s), y por lo tanto estamos
listos para usar la ecuacion (105). Las cantidades necesarias son:

s\t WT T

S = T s = /M +Ts/T ~ s+ /D)
1-G(s) =1 -
—6O) =1 - T s am
5.(s) = 20°B  \20%B \20%

—s2+ B2 s+f -s+pB
S,(s)=A=VA-VA

Sustituyendo las anteriores cantidades dentro de la ecuacion (105) y evaluando
E(e?) usando una tabla de integrales obtenemos

2
TP LA (0e)

B =157 o1

Esto puede ahora ser minimizado con respecto a T usando calculo diferencial. El
resultado es que E(e?) es un minimo para:

VA

T ——— 107
o\2f — BVA (on

: N
s() + n(t) ———— G(5) = ? p—mmp (1) = s(r + a)

Figura 21. Problema del filtro Wiener.

Es interesante notar que esto producira un valor positivo para T solamente para
ciertos valores de los pardmetros. Una solucién negativa para T simplemente
significa que no existe minimo relativo dentro del intervalo desde cero hasta
infinito.
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Debe ser recordado que el minimo obtenido no es el posible minimo absoluto (a
menos que por una coincidencia), Porque la forma de la funcion de trasferencia
del filtro fue elegida intuitivamente. Otra forma funcional podria haber funcionado
mejor.

2.7.2 La optimizacion del problema estacionario - funcién ponderal
aproximada.

Ahora consideremos el problema de optimizacion del filtro que Wiener resolvio
primero en 1940. Refiriéndonos a la figura 21. Se asume lo siguiente:

1. La entrada del filtro es una combinacion aditiva de sefial y ruido, ambos
con covariancia estacionaria con funciones de auto- y cross-correlacion
conocidas (o funciones espectrales correspondientes).

2. El filtro es lineal y no variante en el tiempo. Ninguna suposicién es hecha
respecto a su forma.

3. La salida es covariante estacionaria. (Mucho tiempo ha trascurrido desde
que no hay cambio en la operacion).

4. El criterio de rendimiento es error medio cuadratico minimo, donde el error
esta definido como e(t) = s(t + a) — x(t).

Ademas de la generalizacibn en comparaciéon con la forma de la funcién de
trasferencia del filtro, también estamos generalizando al decir que la salida ideal
del filtro es s(t+a) en vez de solo s(t). La siguiente terminologia se ha
desarrollado en comparacién con la eleccion del parametro a:

1. a positivo: Este es el llamado problema de prediccion. (El filtro esta
tratando de predecir las unidades de a del valor de la sefial delante del
tiempo presente t.)

2. a=0: Este es el llamado problema del filtro. (El problema que hemos
considerado antes.)

3. anegativo: Este es el lamado problema de alisado. (El filtro esta tratando
de estimar las unidades de a del valor de la sefial en el pasado.)

Esta es una generalizacion importante y alli hay numerosas aplicaciones fisicas
correspondientes para los tres casos. El parametro a es elegido de forma
particular para cada caso en particular dependiendo de la aplicacion, y es ajustado
en el proceso de optimizacion.
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Empezamos por definir el error del filtro como:
e(t) =s(t+a) —x(t) (108)
El error cuadratico es entonces:

e?(t) = s?(t + a) — 2s(t + a)x(t) + x2(t) (109)

Escribimos después x(t) como una integral de convolucion:

fxg(u)[s(t—u)+n(t—u)]du (110)

Esta puede ser sustituida dentro de la ecuacion (4.3.2) y ambos lados determinan
el promedio para el rendimiento:

B = | ) | T 9 Rsan(u — v)dudy — 2 | " G(WRs s (a + Wdu + Ry(0) (1)

—xJ=x
Dénde:

R, = Funcion de auto-correlaciéon de s(t).
R,., = Funcion de auto-correlacién de s(t) + n(t).
Rsins = Cross-correlacion entre s(t) + n(t) y s(t).

Note que si la sefial y el ruido tienen cross-correlacion cero:

Rsin B Rs + Rn } (para correlacion cero) (112)
RS+TL.S - RS

Deseamos encontrar la funcion g(u) en la ecuacién (111) que minimice E(e?).

Esto seria reconocido como un problema en célculo diferencial. Luego el

procedimiento habitual, remplazamos g(u) con una funcion ponderal perturbada

g) + en(u) donde:

g() = Funcién ponderada 6ptima [nota: de aqui en adelante la solucion, g(u)
indicara la funcién ponderada 6ptima.]

n(u) = Una funcion perturbadora arbitraria.

¢ = Factor perturbador.
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e Solucién no Causal.

Si no ponemos restricciones en la funcién ponderal del filtro, muy probablemente
obtendremos una g(u) que es no trivial para valores negativos asi como u
positivos. Esta funcién ponderal es no-casual porque esta requiere el filtro para
“mirar adelante” del tiempo real y usa datos que no estan todavia disponibles. Esto
no es, por supuesto, posible si el filtro estd operando en linea. Sin embargo, en
aplicaciones fuera de linea, tal como analisis postflight de grabado de datos, la
solucion no casual es posible y de mucho interés. Por lo tanto esta no puede ser
ignorada.

g(t) + en(r)

g

t
0
Figura 22. Funciones ponderales 6ptima y perturbada.

Si no hay limitaciones sobre g(u), entonces, similarmente, no hay restricciones
sobre la funcién de perturbacion n(t). Esto es arbitrario para todos los valores de
su argumento. Asi, si la integral con respecto a 7 esto debe ser cero, el término
entre paréntesis bebe ser cero para todo 7. Esto conduce a:

X
j JWRs n(u —1)du = Rgpp (@ + 1) con —oIT<® (113)
—X

Esta es una ecuacion integral de primera clase, y en este caso pude ser resuelta
facilmente usando los métodos de la trasformada de Fourier. Desde que Rs,, €S
simétrico, el término de la parte izquierda de la ecuacion (113) tiene la forma
exacta de una integral de convolucién. Por lo tanto, trasformando ambos lados
resulta:

G(5)Ssin(S) = Ssyns(s)e® (114)
O
Ss+ns o
G(s) = T(Z; (115)
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Recordamos que las trasformadas indicadas en la ecuacion (115) no son dos
transformadas sino mas bien que la usual trasformada sencilla. Por su puesto, si
deseamos encontrar la funcion ponderal g(u), simplemente tomamos la
trasformada inversa de la expresion entregada por la ecuacion (115).

El error medio cuadratico para el filtro estd dado por la ecuacién (111). Si g(u) es
la funcion ponderal optima satisfactoria ecuacién (113), la ecuacién para el error
medio cuadratico puede ser simplificada como sigue. Primero se escribe el
segundo término de la ecuacién (111) como la suma de dos términos iguales y
combinando uno de estos con el término de la doble integral. Después
reagrupamos los términos, conduciendo a:

E(e?) = Rs(0) — fxg(u)Rsms(a +u)du

—Rgins(a +u)

+ f_ig(u)

+ fxg(v)Rern(v —uw)dv|du (116)

La cantidad dentro del paréntesis en la ecuacion (4.3.11) es cero para g(v) Optima
para todo u. Por lo tanto, el error cuadratico medio es:

B = RO~ [ gRs s + ) (117)

Ejemplo 4.2

Considere la misma combinacion de la sefial Markov y el ruido blanco usados en
el ejemplo 4.1. Deseamos encontrar el filtro no-casual optimo (es decir, a = 0).
Para simplificar la aritmética, dejamos 2 = § = A = 1. debido a que la sefial y el
ruido tienen cross-correlacion cero.

2 —s2+3
Ss+n SS+Sn:T+1+1:T+1 (118)
2
Sstns = S5 = 11 (119)
e® =1 (120)
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De la ecuacion (115) tenemos:

2 2
_—s?+1 _
6= —ay3= 043
-s2+1

Expandiendo esta expresion con fracciones parciales se obtiene:

1N§+ 1/V3
s+V3 —-s+43

Las partes positivas y negativas de g(u) son entregadas por los términos primer y
segundo de la ecuacién (121). Por lo tanto, g(u) es:

G(s) =

(121)

%e‘m u=0

gu) = 1 (122)
—eV3u u<o
V3

Esta es una funcién ponderal no-casual 6ptima, esta es esbozada en la figura 23
con la funcién ponderal intuitiva del ejemplo 4.1 (evaluando para ¢? =8 =A =
1y T =1++/2). Note que debido a que el filtro no-casual pondera tanto a los
datos pasados como los futuros, puede permitir tener un tiempo constante mas
pequefio que el filtro intuitivo, que esta permitiendo ponderar solamente los datos
de entrada anteriores.

Este es solo de interés para comparar los errores del filtro no-casual y 6ptimo vy el

pardmetro-optimizado para el filtro del ejemplo 4.1. Estos pueden ser computados
por las ecuaciones (106) y (117) con el resultado:

g(r)

No Causal (Optima)

Causal
(Parametro Optimizado)

T

0
Figura 23. Filtro que pondera las funciones para 6ptimo no-casual y paradmetro-
optimizado casual filtro.
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E(e?) (pardmetro-optimizado) ~ 0.914
E(e?) (Optimo no-casual) ~ 0.577

Nos damos cuenta que el filtro no-casual tiene significativamente menos error que
el filtro causal. Por supuesto, en aplicaciones fuera de linea podria ser util
implementar el filtro causal en preferencia al filtro intuitivo causal.

e Solucion Causal.

El célculo diferencial lleva a la ecuacion (123), que es repetido aqui por
conveniencia.

fx n(r) I_Rs+n.s(a + 1) fxg(u)Rsﬂft(u —1)duldr =0 (123)

Recordando que n(r) es una funcién perturbadora arbitraria. Si deseamos
restringir la funcion del filtro ponderal para ser causal, debemos poner una
constante similar sobre la variacién de n(t). A parte de eso, obtenemos la solucién
libre (no-causal). Asi, para el caso causal requerimos que n(tr) sea cero para t
negativo, y permitir que el sea arbitrario para 7 positivo. Lo que estd dentro del
paréntesis en la ecuacion (4.3.7) luego necesita ser cero solamente para t
positivo. El criterio del cero es satisfecho para t negativo por virtud de nuestra
restriccion sobre n(t) , que es, n(r) =0 para 7 < 0. Por lo tanto, la ecuacién
integral es:

X
f JWRs n(u—1)du — Rgyps(@+1) =0 =0 (124)
-X

La ecuacion (124) es conocida como la ecuacién de Wiener-Hopf, y el hecho que
esta es valida solo para t >0 complica la solucidon considerablemente. Una
solucion de la ecuacién (124) que estd basada en procesos de factorizacion
espectral como sigue. Primero, se reemplaza la parte derecha con una funcién
negativa-tiempo desconocida a(r) [es decir, a(t) es desconocida para tiempo
negativo, pero es sabido que es cero para tiempo positivo.] La ecuacion (124)
puede ser escrito como:

X
| 9@R = Ddu = Repnsl@+ D =a®,  —=<r<e (125)
—-X
Trasformando ambos lados de la ecuacion (125) luego se obtiene:
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G($)Ss4n(S) = Ssans(s)e™ = A(s) (126)

Lugo, use la factorizacion espectral sobre S;.,, y el grupo de términos como sigue:

(G (S)Ss++n(s)]55_+n(s) — Ssins(s)e® = A(s)

A(s) | Ssins(s)e™
Ss+n(S) Ss+n(S)

G($)Ssin(s) = (127)

En la ecuacion (127), el “super indice +” indica la descomposicion en factores de la
funcion espectral que tiene todos sus polos y ceros en el medio del plano
izquierdo. Similarmente, los polos y ceros de S, , son reflejos opuestos de esos
de S&.,,. Notemos aqui que g(u) es una funcién de tiempo-positivo estable; por lo
tanto G (s) tendra todos sus polos en el medio del plano izquierdo. Asi, G(s)Sd.,,(s)
tendra todos sus polos en el medio del plano izquierdo, y este seré la trasformada
de una funcién positiva en el tiempo. Similarmente, A(s) es la trasformada de una
funcién negativa en el tiempo, asi sus polos estaran en el medio del plano
derecho. También, ambos los ceros y polos de S;,,(s) estan en el plano medio
derecho. Por eso los tres términos de la ecuacion (127) traducen en palabras
como:

Funcion ] _ [ Funcion ] + [ Funcion ]
Tiempo Positivo] ~ |Tiempo Negativo Tiempo Positivo y Negativo

Ejemplo 4.3.

Considere la misma combinacién entre la sefial Markov y el ruido blanco usada en
los ejemplos 4.1 y 4.2. Nuevamente dejamos ¢ = = A = 1 para simplificar la
aritmética y, en este ejemplo, miraremos la solucién causal éptima. Debido a que
la sefial y el ruido se ha asumido que tiene cross-correlacion cero, las funciones
espectrales necesarias son:

2 —s?+3
Ss+n SS+Sn=T+1+1=T+1 (129)
2
Ssns = S5 = —s2+1 (130)
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También, debido a que la prediccion del tiempo a es asumido para ser cero,
e® =1 (131)

Primero, descomponemos en factores S, ,:

s++V3||[—-s++V3
Ssin = S;+nSs_+n = \/— \/— (132)
s+1]||—-s+1
Después, construimos la funcion Sg,,, s/Ssin:
_ 2
Ssins _ —sZF¥1 _ 2 (133)
Ssin - —s+V3  (-s+V3)(s+1)
-s+1

Esta, en cambio, puede ser expandida en términos utilizando fracciones parciales:

Ss+n,s_\/§_1+ \/§_1
Ss+n s+1 —s++/3

(134)

Claramente, el primer término de la ecuaciéon (4.3.28) es la parte del tiempo
positivo. Por lo tanto, G(s) determinado por la ecuacion (4.3.22) es:

1 3—-1 3—-1
G(s) = -\/_ = £ (135)
s+v3 s+1  s+43
s+1
O, en términos de la funcién ponderal del filtro,
V3 —1)e~V £>0
t) = ( ’ = 136
9@ { 0 R (136)

Como antes, el error medio cuadratico del filtro puede ser calculado usando la
ecuacion (4.3.12). El resultado es:
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E(e?) = 0.732 (137)

Tenemos ahora tres propuestas de optimizacion diferentes examinadas para la
misma situacion de sefial y ruido. Una comparacion del resultado es mostrada en
la tabla 4.1 empezando con el filtro mas restrictivo enumerando de primero y
terminando con el menos restrictivo al final de la lista. Como debe ser esperado, el
error medio cuadratico decrece con cada relajacion sucesiva de las restricciones
sobre el surtido de funciones de trasferencia. Las restricciones lineales estan, por
supuesto, presentes en las tres soluciones.

Tabla 2. Comparacion de resultados de los ejemplos 4.1, 4.2y 4.3.

Error
Tipo de Funcion de trasferencia Funcién oonderal medio
solucion del filtro b cuadrati
co
Optimizacion 1 L (21
p e t=0
con parametro  G(s) = ————— g ={1+2 ’ = 0.941
sencillo 1+ (1+v2)s 0 t<0
. _ 1 _ _m
Fitode gy V3 9(t) = {(\/5 L)e™, t20 0.732
iener Causa s+3 ) 0, £<0
Filtro de 2 Nz T t=0
Wiener no- G(s) = gt) = 0.577
causal (s +V3)(-s++3) 1L v F<0
\/§ )

2.7.3 El problema no estacionario.

En la anterior discusion esta fue asumida tal que el filtro estaba “encendido” en
t = —oo, que hace el entero historial del pasado s(t) +n(t) disponible para
ponderar. Esto lleva a la solucién estacionaria o de estado-estable. En el problema
transciente o no estacionario, consideremos la sefial y el ruido siendo un proceso
estacionario covariante con caracteristicas espectrales conocidas como antes,
pero consideremos la entrada estando puesta en t =0 en vez de —oo. Esto se
indica en la figura 24 como una operacion de cambio en la entrada.
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Switch closes
atr=0 Filter

weighting
[ RN oo function

&tr)
Figura 24. Diagrama en bloques para el problema no estacionario.

bt Quiput = x(1)

Asumimos condiciones iniciales cero; de aqui la salida del filtro puede ser escrita
como:

x(t) = ftg(T)[s(t — 1) +n(t—1)l]dr, t=>0 (138)
0

Como antes, la salida ideal seria s(t — 7). Asi, el error del filtro es
e(t) =s(t+ a) —x(t) (139)

Sustituyendo la ecuacién (138) dentro de la ecuacion (139), elevando al cuadrado,
y luego tomando la e a ambos lados produce:

t t t
E(e?) = jo fo 90 g R s (t — v)dudv — 2 fo G Rems(@ —wdu + Ry(0)  (140)

El problema es escoger g(u) como para minimizar E(e?). El procedimiento
variacional seguido es esencialmente el mismo como para el caso estacionario,
por eso no sera repetido. La Unica diferencia es en los limites de integracion, que,
cambian, encontrando atras la expresion para x(t) entregada por la ecuacién
(138). Aunque esta es una importante diferencia. No necesitamos preocuparnos
acerca de colocar una restriccion casual sobre g(t) o su perturbacién, por que el
rango de integracion esta limitado para estar desde 0 a t. Podemos
arbitrariamente truncar g(t) a cero fuera de este rango.

Como antes, el procedimiento variacional conduce a una ecuacion integral en
g(t). Para el problema no estacionario, esto es:

t
f JWRsn(t —w)du = Ryyp s(a — 1), 0<7t<t (141)
0

Esta ecuacion es similar a la ecuacién de Wiener-Hopf excepto por los limites en
la integral y el rango de t para la cual la ecuacién es valida. Sin embargo estas
aparentes pequefias diferencias complican la solucion aun mas. El método de
factorizacion espectral no puede ser aplicado a la ecuacion (141) por que el rango
de 7 es finito algo que es semifinito como en la ecuacién Winer-hopf. La ecuacion
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(141) es sujeta a examinar por otra solucién, sin embargo, por otro método que
involucre trasformar la ecuacidén integral a una ecuacion diferencial y luego
resolver la ecuacion diferencial para g(z). Esta técnica trabajara solamente para el
caso cuando la funcién espectral para cuando s(t) + n(t) es racional, que es, una
proporcion de polinomios en s2. Sin embargo, notemos que esta misma restriccion
es necesaria para la factorizacion espectral, y por lo tanto solo limita clases de
situaciones espectrales que pueden ser operadas por cualquier caso estacionario
0 Nno estacionario.

La solucion de la ecuacion (141) sigue a continuacion. Primero escribimos R,
como una integral de Fourier:

t 1 joo
f gw) [E.f Ss+n(5)es(r_u)ds du = Rgips(a—1) (142)
0 —joo

Después. Escribimos S, (s) como una proporcién de polinomios en s2:

N 2
Syan(s) = % (143)

Ahora observemos que operando sobre e$~% con el operador deferencia
D(d?/dt?) generaremos D(s2)esc%. Por lo tanto, el denominador de S;,, en la
ecuacion (142) puede ser cancelado por operacion en ambos lados de la ecuacién
con D(d?/dt?). Similarmente, una multiplicacién algebraica dentro de la integral
por N(s?) es equivalente a operar en frente de la primera integral con N(d?/dz?).
Insertando estas operaciones equivalentes en la ecuacion (142) obtenemos:

dZ t
N<F>fo gw)

Ahora observemos que la integral de Fourier dentro de los paréntesis en la
ecuacion (144) es justo la funcién Delta Dirac 6(t —u). Introduciendo esta y
usando la propiedad de desplazar la funcién impulso, conduce a:

%f eS(T‘”)dsl du=D <—> Rins(a—1) (144)

_joo dt?

d? d?
N (ﬁ)g(ﬂ =D (W) Rgins(a—1), 0<t<t (145)

Ahora tenemos una ecuacion diferencial en términos de g(t) en vez de un
ecuacion integral. Ademas, esta es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constantes, y la solucién de este tipo de bien conocida. Antes de seguir, se
observa que el intervalo sobre t en la ecuacién (145) es el intervalo abierto (0, t)
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en vez del intervalo cerrado [0, t] asociado con la ecuacion integral (141). Esto es
intencional y aparece porque del problema de continuidad y diferenciacion en los
puntos finales. En otras palabras, podemos sin peligro asumir solamente que la
ecuacion diferencial es valida en el interior de la region del intervalo.

La solucién de la ecuacion (145) puede, por supuesto, contener constantes
arbitrarias de integracion. Ademas, porque el problema del punto final, la funcién
impulso con indeterminadas amplitudes debe ser adheridaent =0+ y t = —t. (El
+ y el - indican que los impulsos son puestos dentro del borde del intervalo.) La
regla para adherir los impulsos son como sigue: si el orden de D(s?) es:

1. El mismo como N(s?), no adhiere impulsos.

2. Sieste es dos mayores que N(s?), adhiere impulsos simples.

3. Si este es cuatro veces mayores que N(s?), adhiere impulsos simples
ademas de impulsos dobles.

4. Etc.

Los coeficientes desconocidos en la solucion general son evaluados sustituyendo
la presunta solucion respecto a la ecuacion integral original y exigiendo igualdad
en ambos lados de la ecuacion. Este es el mismo, como usando la condicion
inicial para evaluar las constantes de integracion en el problema usual de
condicion inicial.

Recuerde que el procedimiento solo descrito es muy especializado y aplicable solo
en el caso cuando S, ,,(s) puede ser escrito como un polinomio de proporcion en
s2. La justificacion del procedimiento en algln caso particular se encuentra en la
sustitucion final de la solucién en la ecuacién integral. Podemos no buscar mas de
la solucién que satisface la ecuacioén integral original.

Ejemplo 4.5
Miremos nuevamente la situaciéon donde la sefal es Markov y el ruido es blanco.

La combinacion aditiva forma la entrada que es aplicada a el filtro en t = 0.
Tenemos:

R (1) = el 0 Ss(s) = (146)

s+ 1
R,(z) =6(r) o S,(s) =1 (147)

Si asumimos que la sefial y el ruido tienen cross-correlacién cero,
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2 —-s2+3 N(s?)
Seen(8) = Z T Y = SE T T pee (148)
También, sia = 0,
Rsins(a+71) =Rs(r) = €77, 720 (149)

Observa que el signo de magnitud absoluta alrededor de 7 puede ser quitada
porque T es siempre positivo. Si usamos el polinomio N(s?) y D(s?) como lo
entrega la ecuacién (148), la ecuacion diferencial (145) queda:

d? d?
— — | - — -7
< = + 3)g(r) ( 772 + 1> e (150)
Y esto se reduce a:

d?g (1)
dt?

+3g(t) =0 (151)
La solucion general de esta ecuacion es reconocida siendo:

g(1) = ae™V37 4 peV3" (152)

No necesitamos sumar impulsos en este caso porque N(s?) y D(s?) son ambas de
segundo orden. Por lo tanto, sabemos que la funcién ponderal del filtro es de la
forma entregada por la ecuacién (152) sin impulsos adicionales. Los coeficientes a
y b pueden ser evaluados sustituyendo la forma de solucién conocida (es decir la
ecuacion 152) respecto a la ecuacién integral original, ecuaciéon (141), y luego
escogiendo a y b tal que la funcion resultante en los lados izquierdo y derecho de
la ecuacién son funciones idénticas de 7. Esto es sencillo, pero el algebra esta
involucrada, la cual sera omitida. El resultado final es

2(\/§ + 1)e*/§t

a(t) = 2 2
(V3 + 1)7eV5 — (3 + 1)

(153)

—2(—3v3 + 1)e™ V3

b(t) = 2 2
(V3 + 1)%eV5 — (3 + 1)

(154)

Note que las “constantes” son funciones de ejecucion variables en el tiempo t. La
solucion final para la funcion ponderal es luego:
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g(1; ) = a(®)e 37 + b(t)eV?" (155)

Donde a(t) y b(t) son dadas. El puntoy coma en g(t;t) es usado para enfatizar
el hecho que 7 es variable acostumbrada en la funcion ponderal y t es solo un
parametro. El resultado del filtro es, por supuesto, un filtro variable en el tiempo.

Esto es facilmente comprobado haciendo t aproximado a o, la solucion para g(t)
es la sigue:

g@) =(V3-1)e™3" (156)

Como deberia ser esperado, esta es la misma solucién de estado-estable que fue
obtenida previamente usando métodos de factorizacion espectral. Es de interés
observar que la propuesta de la ecuacion diferencial provee una método
alternativo para resolver el problema estacionario.

En el ejemplo 4.5 esto es meritorio notar que la variable de tiempo en ejecucién t
viene en la solucion de la funcion ponderal naturalmente (es decir sin cualquier
esfuerzo deliberado) porque se escoge escribir la integral de superposicion en la
forma:

x(t) = ftg(fz Of(t —1)de (157)
0

La otra forma, la cual es igualmente valida, y algunas veces preferida in libros
sobre teoria de sistemas lineales (9), es:

x(t) = Jth(t, T)f (t)dt (158)
0

En la ecuacién (158), h(t; t) tiene el significado fisico de la respuesta del sistema
para un impulso unitario aplicado en el tiempo 7. La relacion entre la respuesta al
impulso y la funciéon ponderal es obtenida haciendo los cambios apropiados de
variable en cualquiera la ecuacion (157) o en la ecuacién (158) y luego
comparando las dos integrales. El resultado es:

h(t,7) = g(t —1;t) (159)
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2.8 ORTOGONALIDAD

La funcion ponderal del filtro que minimiza el error cuadratico medio debe
satisfacer la ecuacion integral:

t
f JWRs1n(t —u)du = Rgyps(a + 1), 0<7t<t (160)
0
También, el error del filtro es entregado por
t
e(t) =s(t+a)—x(t) =s(t+a)—f gW)[s(t —u) + n(t —u)ldu, 0<t<t (161)
0

Deseamos examinar la expectativa del resultado del error del filtro en el tiempo t y
entrada en algun tiempo t, donde 0 < t, < t. Dejamos la entrada siendo denotada
como z(t). Luego

z(ty) = s(ty) +n(ty) (162)

Y

Elz(t)e(®)] = E

t
{s(ty) + n(t))} x {S(t +a)— f gw)[st —u) +n(t - u)]du}] (163)
0
Mover s(t;) +n(t;) de sitio y la integracion llevarla fuera la operacion de
expectativa, se obtiene:
t

E[z(t))e(t)] = Rsins(t —t1 + ) — J 9WRspn(t —t; —u)du (164)
0

Sin embargo, g(u) debe satisfacer la ecuacion integral (160). Asi, el anterior debe
ser cero para 0 < (t —t;) <t. Ya que el tiempo fue asumido en un intervalo entre
0y t, esto es equivalente a decir:

E[z(t)e(®)] = 0, 0<t <t (165)
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Y

() + n (1) G,(s)

x(t) = sr)

s(1) + n2(x)-—-——---o-‘ Cz(s)

Figura 25. Filtro de Wiener general para dos entradas.

Si la expectativa del resultado de dos variables aleatorias es cero, se dice que las
variables son ortogonales.

2.7.5 FILTRO COMPLEMENTARIO.

Las aplicaciones de la teoria del filtro de Wiener no son tan comunes como uno
podria esperar. Quizas una razon para esto es que la teoria de Wiener requiere
que la sefial, asi como el ruido, sea noiselike en caracter. En el problema de la
comunicacién acostumbrado, este no es el caso. La sefial generalmente tiene al
menos alguna estructura determinista, y no es a menudo razonable suponer que
sea totalmente aleatoria. Asi, el problema tipico de filtrado encontrado en la
ingenieria de la comunicacion simplemente no se ajusta al modelo de Wiener. Sin
embargo, este es una aplicacion de la instrumentacion, donde los métodos de
Wiener han sido usados exhaustivamente. En esta aplicacién, medidas
redundantes de la misma sefial estan disponibles, y el problema es combinar toda
la informacion de tal manera como para minimizar los errores de instrumentacion.
Para guardar la discusién tan simple como sea posible, nos concentraremos en el
caso de dos entradas y simplemente mencionaremos que la técnica es facilmente
extendida para mas de dos entradas.

() + a, (=011 - Gls)

x(t) = 51}

HTORE A () Gls)

Figura 26. Filtro Complementario.

Considere el problema general de combinar dos medidas con ruidos
independientes de la misma sefial como esta representado en la figura 25. En el
contexto de la instrumentacion, las medidas pueden venir desde dos tipos de
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instrumento completamente diferentes, cada uno con su propia caracteristica
particular de error. Deseamos combinar las dos medidas entre si de tal manera
como para eliminar todo el error que sea posible. Si la sefial s(t) es noiselike, los
métodos de Wiener pueden, en principio, ser usados para determinar las
funciones de trasferencia G,(s) y G,(s) que minimicen el error cuadratico medio.
Sin embargo, frecuentemente la sefial no puede ser propiamente modelada como
un proceso aleatorio con caracteristicas espectrales conocidas. Por ejemplo si s(t)
representa la posicion de un aeroplano en vuelo a lo largo de una ruta
preestablecida, indudablemente la sefal no es aleatoria. Ademas, en este caso no
querriamos demorar o distorsionar la sefial de ninguna forma en el proceso de
filtrar los errores de las medidas. Por lo tanto busquemos una manera de filtrar la
sefal sin pagar el precio de un retraso o distorsion no deseados.

Un método de filtrar el ruido sin distorsionar la sefial es mostrado en la figura 26.
Desde el diagrama de bloques, podria ser evidente que la trasformada de Laplace
a la salida puede ser escrita como:
X(s) =[S(s) + N1][1 = G(s)] + [S(s) + No][G(s)]
X(s) = S(s) = S(s)G(s) + Ny(s) — Ny(s)G(s) + S(s)G(s) + Nx(s)G(s)

X(s) = S(s) + N1(s) = N1 (s)G(s) + N2(s)G(s)

X(s) =S(s) + N1 (s)[1 = G(s)] + N,(s)G(s) (166)
\_Y_} — —~— _/
Término de la seial Término del ruido

Claramente, el término de la sefal S(s) no es afectado por la eleccién de G(s) en
ninguna parte. Por otro lado, las dos entradas de ruido son modificadas por las
funciones de trasferencia complementarias [1 — G(s)] y G(s). Si los dos ruidos
tienen caracteristicas espectrales complementarias, G(s) puede ser escogida para
mitigar el ruido en ambos canales. Por ejemplo, si n; es predominantemente ruido
de baja-frecuencia y n, de alta-frecuencia, entonces escogiendo G(s) para ser un
filtro pasa-bajo automaticamente sera atenuado n; asi como n,.

Ahora notemos que el término del ruido en la ecuacién (166) tiene la misma forma
como se vio antes en la ecuacion (104) excepto por el signo en el termino N,(s).
Por lo tanto, esperariamos poder usar métodos de Wiener en la minimizacion de
este término. Este es quizas aun mas evidente de la figura 27. Puede ser
facilmente verificado que la relacion entrada-salida es idéntica para los sistemas
de las figuras 26 y 27, y asi ellos son equivalentes. De la figura 27 vemos que el
propdsito del filtro G(s) es entregar la mejor estimacién posible de n,(t), y este,
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por turno, es restar de S(t) + N;(t), por orden para entregar un mejoramiento de
la estimacion de S(t).

s(t) + n (1) x(6) = s(r)

n, (2) =m, (1)

-4 G(s)

s(e) + n, (¢) ”

Figura 27. Filtro de Wiener con dos entradas.

La entrada a G(s) es n,(t) —n,(t), y por eso el filtro puede separar una sefal
noiselike de otra. Claramente, si dejamos que n,(t) tome el papel de sefal y
—n,(t) el papel del ruido, este problema se ajusta perfectamente a la teoria de
Wiener para una sola entrada. Un ejemplo ilustrar4 una aplicacién ingenieril del
método del filtro complementario al combinar datos de medidas redundantes.

Low-pass filter

Techometer 1
signal | G(5) = T Te
6 + n +
Filtered
rate signal

High-pass filter

Accelerometer

SIgNa] ~———3r 1 3 1 = G(s) = Ts
6 +n, 10 +n3 1 +Ts

Figura 28. Filtro Complementario Conceptual que combinar sefiales de un
tacoOmetro y un acelerémetro.

Ejemplo 4.6.

Digamos que un particular lazo cerrado de posicion de un servo, es deseable
afiadir un valor de realimentacion para que se mejore la estabilidad del sistema. El
valor de la sefal proviene de un tacometro DC de magneto permanente montado
sobre el eje de salida del servo. No obstante, es notado que la salida del
tacometro tiene ruido debido a la accion combinada del roce y la conmutacion. Un
filtro pasa bajos a la sefial del tacémetro es una posibilidad, pero esto introduce un
retardo no deseado dentro del valor de la sefial. Alguien sugiere que si fuéramos a
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afiadir un acelerémetro angular (asi como el tacometro) en el eje de salida, luego
podriamos usar un filtro complementario, obteniendo un valor de la sefial limpia sin
el habitual retardo.

El esquema sugerido se muestra en la figura 28. Este es un diagrama de bloques
conceptual, porque evidentemente, no querriamos implementar una integracion en
el camino de la aceleracion y luego seguir directamente con una diferenciacion. La
funcién de trasferencia general para este camino es solo T/(1+ Ts). Esto, por
turno, puede ser combinado con el camino superior produciendo la simplificacion
del diagrama de bloques visto en la figura 29. No hemos intentado optimizar el
filtro pasa bajos en este ejemplo. Sino mas bien, escogimos la mas simple forma
para G(s) para obtener el filtro pasa bajas. Por sencillez, hemos asumido que
ambos n, y n, son ruidos de altas frecuencias. Este ha sido el caso, n, contendra
principalmente componentes de baja frecuencia debido a la integracion. La
constante de tiempo T puede ser ajustada para minimizar los efectos de las
fuentes de ruido n; y n,, sujeto a la restriccién sobre la forma que fue escogido
G(s). Es dejado como ejercicio encontrar el valor éptimo de T, entregar la
densidad de potencia espectral de n, y n, (ver el problema 4.14).

Tachometer
signal

= 1 _ Output rate
175  signal

Accelerometer
signal

Figura 29. Filtro Complementario simplificado para combinar sefiales de un
tacémetro y un acelerémetro.

El filtro complementario es facilmente extendido en el caso de que se trabaje con
mas que dos sefiales. Todo lo que se tiene que hacer es dejar una de las
caracteristicas de trasferencia por el complemento de la suma de las otras. Por
ejemplo, para el caso de tres entradas, se deja:

G,(s) = Funcién de trasferencia para la medida del ruido 1.

G,(s) = Funcién de trasferencia para la medida del ruido 2.

1 - G,(s) — G,(s) = Funcion de trasferencia para la medida del ruido 3.
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Luego la componente de la sefial pasa a través del sistema sin distorsiones, y se
selecciona G,(s) y G,(s) tal que se obtenga la mejor supresion del ruido. El
problema de determinar la optima G,(s) y G,(s) es un problema Wiener de dos
entradas.

Es importante notar que la seleccion de la funcién de trasferencia del filtro
complementario no depende de ninguna suposicion previa acerca de la estructura
de la seifal. Esta puede ser cualquiera noiselike o determinista, y el filtro
complementario especial garantiza que la sefial no sera distorsionada de ninguna
manera por la accion de filtrar. Por esta razoén, el filtro complementario es solo
referido como una mecanizacién dinamicamente exacta. Es un buen disefio y es
una aplicacion particular en situaciones donde el disefiador quiere un filtro que se
las arregle razonablemente bien, con situaciones estadisticamente inusuales sin
entregar grandes y desastrosos errores. Un estricto disefio Wiener con
restricciones no complementarias es, por supuesto, escogido para minimizar el
promedio del error cuadratico. Asi que en la situacion anormal, el error puede ser
muy grande. Esto puede ser desastroso en algunas aplicaciones.

2.7.6 Filtro de wiener discreto.

La propuesta de Wiener para el filtrado menor-cuadratico es basicamente una
propuesta de funcion ponderal. Cuando vimos esta forma, el problema basico
siempre se reduce a: ¢como debe ser el historial de la entrada ponderado en
orden para producir en el presente la mejor estimacion de la variable de interés?
Es instructivo ver como este enfoque es extendido en la situacion de medidas
discretas. Podriamos empezar por discretizar la funcion ponderal continta en la
ecuacion (141), y luego aproximar la integral en la ecuacién con una suma finita.
Esta aproximacién no es necesaria, sin embargo, porque el problema del error
cuadratico medio minimo puede ser replanteado en términos del tiempo discreto y
ser resuelto exactamente en su propio dominio. Este seria nuestro enfoque.

Considere la entrada al filtro, como una secuencia de medidas con ruido discretas
74,2, ..., Zn COMO Se muestra en la figura 30.
s(e)

Figura 30. Situacién de medidas discretas.

Universidad del Cauca 66



Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

Estas son combinaciones aditivas de sefales y ruido; de aqui, z; = s, + ny,z, =
s, + n,, etc. Como antes, denotamos las salidas del filtro como x, y por lo tanto las
muestras correspondientes a la salida son: xi,x,,...,x,. Ahora escribimos las
salidas en el tiempo t, como una combinacion lineal general de las medidas
pasadas.

Xp =kizy + kyzp + -+ kpz, (167)
El error del filtro puede luego ser escrito como:
en =S —Xp =Sy, — (kizy + kyzy + -+ ky2p) (168)
Entonces el error cuadratico medio es:
E(ef) = E[sy — (k12 + kpzp + - + kyzp)]?
= E(s2) + [k2E(z%) + k2E(23) + - + k2E(2?%) + 2k k,E(z,2,) + 2k k3E(z123) + -]

—[2k1E(z18,) + 2k2E(z35,) + -+ + 2k, E(2,5,)]
(169)

Ahora deseamos encontrar ki, ks, ..., k, tal qgue minimice E(e2). Los métodos
usuales del calculo diferencial conducen al siguiente conjunto de ecuaciones
lineales:

E(Zrzz) E(z1zp) - ky E(z15,)
E§2221) . k.z — E(ngn) (170)
E(zz) eIkl LEGs)

Justo como en el problema continuo, asumimos que las funciones de auto- y
cross-correlacion de la sefial y el ruido son conocidas, asi que todas las
expectativas indicadas en la ecuacion (170) estan disponibles y la ecuacion puede
ser resuelta por los factores de peso ky, k,, ..., k,,. Note que el problema crece en
tamafio con cada nueva medida como n incrementos en tiempo. También, note
gue en nuestra notacion el orden de los factores de peso es opuesto al que
corresponde en el problema continuo. Es decir, el “ultimo” factor de peso k,, es el
peso entregado por la ultima medida en el tiempo t, , mientras que el
correspondiente ponderado en el caso continuo es “empezando” en el valor de
g(u), es decir, g(0) (Ver la ecuacion 138). Debe estar claro que el tamafo del
problema puede facilmente salirse de las manos numéricamente cuando n se
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hace grande. Hay un caso especial que bastante manejable, aunque, se vera mas
adelante con algun detalle.

Suponga considerar el problema estacionario y suponga ademas que la auto- y
cross-correlacion para z y s se hace pequena como el “lapso” entre ellos se hace
grande. Es entonces razonable suponer que la cadena de factores de peso puede
ser truncada un poco para valores un poco grandes de n. Esto es decir (en
nuestra notacion) que si vamos hacia atras y miramos a k,, k,_1, ..., k1, €l factor de
peso k; (y pesos cercanos) seran insignificantes. Ahora imagine una situacion
estacionaria en tiempo real, donde solamente guardamos las n medidas mas
recientes. Como el tiempo evoluciona, cada vez que tomamos una nueva medida,
la afiadimos a nuestro conjunto de las mediciones y descartamos las mas viejas.
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3 METODOLOGIA.

3.1 LOCALIZACION.

El proyecto se llevo a cabo en Colombia, principalmente en las instalaciones de la
Universidad del Cauca de la ciudad de Popayan, bajo el programa de Ingenieria
Fisica.

3.2 LISTA DE MATERIALES Y EQUIPOS.

Los dispositivos utilizados en el desarrollo e implementacion de la unidad de
medida inercial son:

3.2.1 Materiales.

Giréscopos ADXRS300.

Acelerémetro ADXZL330.

Procesadores Digital de Sefal dsPIC33FJ710MC.
Dispositivos electronicos para acondicionamiento de sefial.
Board de desarrollo, resistencias, capacitores, etc.

ANANENENRN

3.2.2 Equipos.

Computador.

Programador para DSP (ICD 2).
Multimetros.

Osciloscopio.

Otros.

AN NN
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3.3 METODOLOGIA DE TRABAJO.

La primera parte del proyecto se fundament6 en un disefio preliminar hardware y
software acerca de la unidad de medida inercial, basado en la generalidad y
actualidad de este tipo de instrumento de medida.

La escogencia de los transductores a utilizar en la IMU fue esencial. La seleccion
de estos dispositivos se basé en un estudio detallado del disefio hardware del
instrumento. La caracterizacion de los sensores elegidos mostro el
comportamiento experimental de los dispositivos, con base a esta caracterizacion
se realizaron los ajustes necesarios. Posteriormente se definieron el tipo de
acondicionadores de sefal analogica y se utiliz6 el dsPIC33FJ710MC como
ordenador principal el cual entrega los datos obtenidos utilizando la comunicacién
serial RS232.

Por consiguiente se realizé un andlisis preciso de los algoritmos de determinacién
de la actitud/orientacion del satélite, dicha operacion se llevo a cabo con el fin de
implementar los algoritmos en el PC utilizando el software adecuado.

Luego se realiz6 la simulacién y evaluacion de los algoritmos implementados para
la IMU, entregando una aproximacion real del comportamiento del sistema.

Ya en este momento, donde se cuenta con el disefio hardware y el disefio
software elegido y evaluado; y por ende han completado las etapas preliminares
de desarrollo, se implemento la unidad de medida inercial donde se acoplaron: los
girdscopos, los acelerometros y el procesador digital de sefial, teniendo en cuenta
la disposicion recomendada para cada dispositivo sin olvidar las etapas a las que
conllevo cada ensamblaje.
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4. RESULTADOS.

Los objetivos del proyecto fueron alcanzados satisfactoriamente recordemos mas
adelante uno a uno y analicemos las respuestas obtenidas.

El objetivo general es “Disefiar e implementar una unidad de medida inercial para
la determinacion de la actitud/orientacion de un Pico satélite”.

Para la consecucion del objetivo general se inicié con el cumplimiento de los
objetivos especificos.

4.1 DISENO Y CONSTRUCCION DE LA PLATAFORMA HARDWARE.

Disefar y construir la plataforma hardware del sistema de medicion inercial,
lo cual involucra la seleccion de transductores, los acondicionadores de
sefial analdgica, el tipo de procesador embebido (DSP o FPGA) y los
protocolos de comunicacion.

Para el disefio hardware del instrumento se realiz6 un estudio acerca de los
sensores necesarios para el sensado de aceleraciones lineales, velocidades
angulares y la forma de tomar estas mediciones en un tiempo establecido, ademas
de las etapas de acondicionamiento de sefial. También se requirié un procesador
embebido capaz de procesar la informacién suministrada por los sensores.

En la escogencia de todos los componentes hardware se tuvo en cuenta las
caracteristicas eléctricas (consumo de energia, etc.) y los rangos de operacion
(temperaturas de trabajo, etc.) de los dispositivos al igual que su tamafio.

Las conclusiones del estudio mencionado arrojo que los transductores adecuados
a utilizar para este instrumento de medida son:

e Girdscopo ADXRS300, fabricado por analog devices y con un rango de
trabajo de £300°/s.

e Acelerometro ADXZL330, fabricado por analog devices, con un rango de
trabajo de £3,0 g y de bajo consumo de energia.
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e Procesador digital de sefial dsPIC33FJ710MC, fabricado por microchip,
procesamiento a 40 MIPS y bajo consumo de energia.
e Otros, para el acondicionamiento de sefial.

Partiendo de los requerimientos hardware fue necesario incluir tres girdscopos, ya
que cada uno de ellos va asignado a un eje perteneciente a un triedro de
referencia. El chip ADXZL330 escogido incluye tres acelerometros alineados (en
un triedro de referencia) dentro de la capsula de silicio, por lo tanto con una sola
unidad es suficiente. En la figura 31 se muestra el esquema del disefio hardware
de la unidad de medida inercial.
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En este momento donde ya se contaban con todos los sensores y el DSP
seleccionado, se escoge el protocolo de comunicacion serial, indicando que las
mediciones realizadas por la IMU van a ser entregadas por RS232 en un formato
estandar.

La figura 32 muestra la plataforma hardware de la unidad de medida inercial.

Figura 32. Disposicién de los sensores de acuerdo a los ejes ligados al cuerpo,
acondicionadores de sefial y ordenador de la unidad de medida inercial en la
plataforma hardware.

4.2 CARACTERIZACION DE LOS SENSORES.

Para la caracterizacion de los sensores fue necesaria la implementacion de un
sistema de adquisicion de datos, que pueda recepcionar al menos nueve sefales
(tres sefiales pertenecientes a los girdscopos, tres provenientes del acelerometro,
tres correspondientes a las temperaturas de los giréscopos) analogas.
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A continuacibn se muestra el diagrama de bloques correspondiente al
acondicionamiento de la sefial y a su conversion de analoga a digital con ayuda
del ADC del DSP.

Figura 33. Diagrama de blogues del sistema de adquisicion de datos
implementado para cada sefial.

La interfaz computador — sistema de adquisicion para la recepcion de las sefiales
al PC fue realizada con la ayuda labView version estudiante.

En la figura 34 se puede observar la interfaz computacional para el sistema de
adquisiciéon de datos (de mas de nueve sefiales) desarrollado en labView.
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Figura 34. Esquema de recepcion de sefales de los acelerémetros, girdscopos y
temperatura de los giréscopos en labView.

Para iniciar la adquisicion de las sefiales el sistema es encendido a través del
boton verde al lado superior izquierdo, seguido de un indicador de error que
proporciona la informacion del funcionamiento adecuado del sistema de
adquisicion.

En la interfaz contamos con graficas rojas que son utilizadas para conocer el
comportamiento de los giroscopos, en ellas se lee el voltaje proporcional
entregado por el girdscopo como respuesta a la velocidad angular medida por el
dispositivo, se utilizan tres graficas rojas ya que por cada eje (X, y, z) esta
dispuesto un gir6scopo ADXRS300. Similarmente se cuenta con tres graficas
amarillas que son utilizadas para conocer el comportamiento de los acelerometros,
el dispositivo entrega un voltaje proporcional a las aceleraciones lineales
captadas. En esta interfaz también se recibe la informacion de las temperaturas a
la que se encuentra cada girdscopo, utilizadas para inferir que los sensores estén
en su rango de operacion (observe al lado derecho los termOmetros). También se
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cuenta con dos graficas (blancas), en una de ellas se comparan los voltajes
entregados por los tres giréscopos y en la otra los voltajes de entregados por los
tres acelerbmetros, indicAndonos si hay correspondencia en el comportamiento de
las sefales.

Una vez puesto a punto el sistema de adquisicion de datos se realizaron las
siguientes pruebas para conocer la respuesta de cada dispositivo, sin olvidar que
la respuesta ideal del giréscopo ADXRS300 es:

s00] . | Comportamiento Ideal del ADXRS300] = .
m : ]Velocidad Angular vs Voltaje\ : :
© : : : : : : :
=
>
Q
4 : : : : : : :
L e T S
o
S
®
S
O 04 "
S
s : : : : : : :
= . . . . . . .
c
© o004 i
S
o
o
Q - -]
L -300 n
— T T T T
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Voltaje (V)

Figura 35. Respuesta ideal del giroscopo ADXRS300 en el rango de operacion de
+3009/s.
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4.2.1 PRUEBA 1. CARACTERIZACION DE LOS GIROSCOPOS CON LA
PLATAFORMA EN EQUILIBRIO.

Los resultados obtenidos en la caracterizacion de los giréscopos, en equilibro son
los siguientes.

Cabe resaltar que el voltaje entregado por los dispositivos en esta prueba
corresponde a una velocidad angular que tiende a cero °/s.

Giréscopo en X (giro alrededor del eje X- Roll rate).

El valor correspondiente a w, cuando tiende a 0 °/s en voltaje es 2,47V £ 0,005V.
Giréscopo en Y (giro alrededor del eje Y- Pitch rate).

El valor correspondiente a w,, cuando tiende a 0 °/s en voltaje es 2,45V + 0,005V.
Girdéscopo en Z (giro alrededor del eje Z- Yaw rate).

El valor correspondiente a w, cuando tiende a 0 /s en voltaje es 2,45V + 0,005V
Los valores entregados por los tres giréscopos estan muy cerca del valor ideal de
voltaje entregado cuando el dispositivo esta en equilibrio (0 °/s), las desviaciones

presentes a los voltajes obtenidos con respecto al valor ideal son introducidos
generalmente por el drift.

4.2.2 PRUEBA 2. CARACTERIZACION DE LOS GIROSCOPOS CON LA
PLATAFORMA GIRANDO A 33 RPM.

Los resultados obtenidos en la caracterizacion de los giréscopos girando a 33
RPM son los siguientes.

Cabe resaltar que el voltaje entregado por los dispositivos en esta prueba

corresponde a una velocidad angular que tiende a +198 °/s. Observemos primero
la respuesta ideal del ADXRS300 entre +198 °/s.

Universidad del Cauca 78



Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

’ Comportamiento Ideal del ADXRS300 entre +/- 33 RPM
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Figura 36. Respuesta ideal del giréscopo ADXRS300 en el rango de operacion de
+198 9/s.

Girdéscopo en X (giro alrededor del eje X- Roll rate).

El valor correspondiente a w, cuando tiende a -198°s en voltaje es 1,51V =
0,005V y cuando tiende a 198 °/s es 3,52V + 0,005V.
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—m— Comportamiento Experimental del Giroscopo en X
— Linealizacion de la Curva Experimental
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Figura 37. Comportamiento experimental del girdscopo en X en un rango £198 °/s
(curva negra) y linealizacion de la curva experimental (roja).

Girdéscopo en Y (giro alrededor del eje Y- Pitch rate).

El valor correspondiente a w, cuando tiende a -198°s en voltaje es 1,36V *
0,005V y cuando tiende a 198 °/s es 3,39V + 0,005V.

Universidad del Cauca 80



Disefio e Implementacion de una Unidad de Medida Inercial para la determinacion de la
Actitud/Orientacion (Attitude Determination) de un Pico satélite.

—m— Comportamiento Experimental del Giroscopo en Y.
— Linealizacion de la Curva Experimental.
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Figura 38. Comportamiento experimental del girdscopo en Y en un rango +198 ©/s
(curva negra) y linealizacion de la curva experimental (roja).

Girdéscopo en Z (giro alrededor del eje Z- Yaw rate).

El valor correspondiente a w, cuando tiende a -198°s en voltaje es 1,38V +
0,005V y cuando tiende a 198 °/s es 3,37V + 0,005V.
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—m— Comportamiento experimental del Giroscopo en Z.
Linealizacion de la Curva Experimental.
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Figura 39. Comportamiento experimental del girdscopo en Z en un rango +198 °/s
(curva negra) y linealizacion de la curva experimental (roja).
4.2.3 PRUEBA 3. CARACTERIZACION DE LOS ACELEROMETROS CON LA
PLATAFORMA EN EQUILIBRIO.
Los resultados obtenidos en la caracterizacién de los acelerbmetros en equilibro
son los siguientes. Cabe resaltar que el voltaje entregado por los dispositivos en
esta prueba corresponde a una aceleracion que tiende a cero g en los ejes X A y.
Para el eje z corresponde a una aceleracion de 1g debida a la gravedad (por ser
caracterizado en tierra).

Acelerometro en X (aceleracion alo largo del eje X).

El valor correspondiente a a,=0g es 1,63V = 0,005V.
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Acelerometro en Y (aceleracion alo largo del eje Y).
El valor correspondiente a a,=0g es 1,62V + 0,005V.
Acelerometro en Z (aceleracién alo largo del eje Z).
El valor correspondiente a a,=1g es 1,25V + 0,005V.

NOTA: los valores de voltaje entregados por los transductores corresponden al
promedio de 10 mediciones, cada medicion es realizada con una duracion de diez
minutos.

De acuerdo a la caracterizacion de los transductores se concluye que los
giréscopos ADXRS300 y los acelerometros ADXLZ330 son lineales en los rangos
de trabajo antes mencionados y se implementan las funciones de transferencia de
cada uno de los sensores dentro del DSP.

4.1 DISENO E IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO PARA LA
DETERMINACION DE ACTITUD DEL PICO SATELITE.

Diseflar e implementar el algoritmo para la determinacibn de
actitud/orientacion en un sistema espacial (Pico satélite) de 6rbita baja LEO,
basado en las técnicas strap-down y los filtros complementarios.

El disefio del algoritmo para la determinacién de la actitud del pico satélite se basa
en la estimacion de los angulos de orientacion en el body frame con respecto a un
triedro de referencia en tierra. Los cambios de la actitud del pico satélite son
determinados utilizando técnicas strap-down en donde la plataforma de los
sensores inerciales es fija y las posibles rotaciones en los ejes del triedro de
referencia del vehiculo (body frame) se realizan con modelos fisicomatématicos.
Cabe resaltar que para la estimacién de cada éangulo de orientacion (respecto a
cada eje) se implementd un filtro de Wiener (una primera aproximacioén al filtro de
Kalman) para combinar de manera adecuada la informacién brindada por el
giréscopo y el acelerémetro.
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Esquema general para la estimacion de cada angulo de orientacion del pico
satélite:

—> eest

Ay

Filtro de Wiener.

Figura 40. Diagrama de bloques para la estimaciéon de un angulo de orientacion
utilizando la informacién brindada por el giréscopo y el acelerometro.

DESARROLLO DEL FILTRO BUTTERWORTH DE CUARTO ORDEN (n=4).
Polos 2n = 8.

k =1,2,3,45,6,7,8.

2k—-1 .
Como 6, = ( - )", entonces se tiene:
T 3 3m 7T or 11w 13w 157
=5 =% 0= 0a=7 05 =5 06 =77 07 =7 O ==

Si A, = 3,45 entonces:

€2 =10%"r — 1 =0,995

€2 =0,995.

Utilizando R = (1/¢)Y/", se obtiene:

R =(1/0,997)V* = 1,001 = 1.

Luego p, = —Rsen 6, + jR cos 8, entonces:
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p, = —0,383 + 0,924
p, = —0,924 + 0,383)
ps = —0,924 — 0,383]
ps = —0,383 — 0,924/
ps = 0,383 — 0,924
pe = 0,924 — 0,383
p, = 0,924 + 0,383

pg = 0,383 + 0,924

Las orientaciones de los polos en el semiplano izquierdo son: [51—”2—";—”]
Por lo tanto, las posiciones de los polos son:

s = —0,383 +0,924f

s = —0,924 +0,383j

Ahora tenemos:

K n n
BO =g = Ds “p) i K=0,(0)= ka

Qy(s) = (s — (0,383 + 0,924)))* (s — (—0,383 — 0,924)))* (s — (—0,924 + 0,383j))*
(s — (—0,924 — 0,383))).

Operando se tiene:

Qp(s) =[ s*+ 2,614s% + 3,4185% 4 2,617s + 1]

Hallando K

K =Q,(0)

K = (—0,383 + 0,9245)(—0,924 + 0,383/)(—0,924 — 0,383))(—0,383 — 0,924/)
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Realizando los calculos necesarios:
K =~ 1.

Por lo tanto la funcién de transferencia para un filtro butterworth de cuarto orden a
una frecuencia de corte w = 1 rad/s es:

1
s*+ 2,614s% + 3,4185% 4+ 2,617s + 1]

Hp(s) = [

Con la funcion de transferencia anterior se pueden obtener las transformaciones
prototipo, para obtener los filtros requeridos a las frecuencias necesarias del
acelerémetro y gir6scopo.

Filtro Pasa Bajas para el Acelerometro.

La transformacion prototipo necesaria a utilizar en este caso es:

S
s> —
Wy

rad

w, = 2nf , f =50Hz, w, = 314,2 e

Y reemplazando el valor de w,, se obtiene:

s
314,2

S =

La funcion de transferencia del filtro pasa bajas a la frecuencia mencionada es:

1
s* + 821,353 + 337400s2 + 811800005 + 1]

Lp(s) = [
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La respuesta del filtro Pasa bajas disefiado (acelerometro) es mostrada en la
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Figura 41. Respuesta del filtro pasa bajas para la sefal proveniente del

acelerémetro.

Filtro Pasa Altas para el Giréscopo.

La transformacion prototipo necesaria a utilizar en este caso es:

2nf f=40Hz,

Wy =

87
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Y reemplazando el valor de w,, se obtiene:

251,3
S

S =

La funcion de transferencia del filtro pasa altas a la frecuencia mencionada es:

S4-

s* + 657,653 + 21580052 + 41480000s + 3988000000]

Hpa(s) = [

La respuesta del filtro Pasa Altas disefiado (girdscopo) es mostrada en la figura
42.

Magnitude vs Frequency
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Figura 42. Respuesta del filtro pasa altas para la sefial proveniente del giréscopo.

En este momento ya contamos con las funciones del filtro pasa bajas y pasa altas
y con una respuesta adecuada, ya se puede implementar el filtro complementario

de acuerdo al diagrama de bloques de la figura 40.
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El algoritmo para la estimacion de la actitud del pico satélite esta descrito en el
lenguaje C30 version estudiante bajo el entorno de desarrollo MpLab IDE de
microchip y el cual es embebido en el dsPIC33FJ710MC. En la figura 43 se puede
observar parte del algoritmo desarrollado para la determinacion de la actitud del
Pico satélite. A continuacion se hara un desglose del programa implementado y de
las etapas a tener en cuenta en el desarrollo del algoritmo.

B File Edit View Project Debugger Programmer Tools Configure Window Help [-]&]x

DEH| i mE Suwan 7| =l T Checksum: 0x039¢

|+ Este programa adquiere una sefial en una ventana de 0 a 3,3 V. Utiliza trensmision RS232 (comunicacién serial) a una velocidad

m

// Linsa de investigacio
// UNICAUCR

#include<p33FJ256MCT10 b>

_FOSCSEL ( FNOSC_FRC) ;
_FOSC (FCKSM_CSECME s OSCIOFNC_OFF % POSCMD_XT) ;
_FGS (GWRP_OFF & GSS_OFE);

void Flost_to_String (float,int);

woid Transmit (char(]); // Zona para la definicién de Funciones
void ADC_Init (veid);

void Timer_Init (veid):

void UART_Init (void);

int main (void

i

ROOMbits SWOTEN=0; // Disable Watch Dog Timer
PLLFBDbits PLLDIV=3%; 7/ M=40
CLEDIVbits PLLPOST=0; 7/ N2=3
CLEDIVbits. PLLPRE=0; 7/ Ni=2

// Clock switching to incorporate DPLL
__builtin_write_OSCCONH (0x03) ; // Initiate Clock Switch to Primary
/7 ©Oscillator with PLL (NOSC=0b01l)
__builtin_write_OSCCONT (0x01) ; /7 Start clock switching
while (OSCCONbits LOCE != 1); // Wait for Cleck switch to occur;

UART_Init!); // Inicializa el UART.

TRISE=0; // configura el puerto £ como salida de datos.

I ——] )

dsPIC33FI256MCT10 oabsabIP0  dcnovzc Ln1, Coll INS WR

Q" @b 1K 06:22 p.m.

Figura 43. Ambiente de desarrollo de los algoritmos para la determinacion de la
actitud.

Etapas a tener en cuenta en desarrollo del algoritmo de determinacion de
actitud usando un dsPIC33FJ256MC710.

a. Configuracion del sistema de relo;.

Sincronizacion del software con el hardware para puesta en marcha de la IMU.

c. Inicializacion del médulo ADC para la adquisicién de las sefiales provenientes
de los sensores.

d. Configuracién del médulo DMA para la optimizacién del proceso de conversion
Analdgico Digital de las sefales.

=
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e. Procesamiento de las sefiales digitalizadas.

f. Preparacion de los datos para ser trasmitidos via Puerto serial protocolo RS2-
32.

g. Trasmision de los datos desde la IMU al computador.

Observemos el disefio software implementado (desarrollado en lenguaje C) y
embebido en el DSP es cual se encarga de la ejecucion de los algoritmos de
determinacion de actitud/orientacion del pico-satélite.

PRINCIPAL.

int main (void)

{
PLLFBDbits.PLLDIV = 38;
CLKDIVbits.PLLPOST = 0;
CLKDIVbits.PLLPRE = 0;
__builtin_write_ OSCCONH(0x03);
___builtin_write_ OSCCONL(0x01);
while (OSCCONDbits.COSC != 0b011);
while (OSCCONDbits.LOCK != 1){};
int i=0,z=0,recibido;
char DI[8];
D[0]='S"; D[1]="; D[2]='g"; D[3]="n"; D[4]="O"; D[5]="f";D[6]="f"; D[7]=13;
U1MODEDbits.UARTEN=1;
do

{

int k=0;
U1STADbits.UTXEN=1,;
for(z=0;z<2;z++)
{

for(i=0;i<4;i++)

{
U1TXREG = DIK];
K++;

}

while('lU1STADbits.UTXBF && 'U1STAbits. TRMT);,

}
while('lU1STADbits.UTXBF && 'U1STAbits. TRMT);

if(U1STADbits.FERR == 1)
{

continue;
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}
if(ULSTAbIits.OERR == 1)

{

U1STAbits.OERR = 0;
continue;

}
if(U1STAbits.URXDA == 1)

{
recibido = UIRXREG;
}
}
while (recibido != 97);
return O;

}

CONFIGURACION DE LA DMA, ADC Y TIMER.
#include<p33FJ256MC710.h>

#define fcy 40000000

intBufferA[9][1] __attribute__ ((space(dma),aligned(16)));
voidProcessADCSamples(int * AdcBuffer);

void cfg_adcl(void)

{
AD1CON1bits.FORM =0;
AD1CON1bits.SSRC =2;
AD1CON1bits.ASAM =1;
AD1CON1bits.AD12B =1;
AD1CON2bits.CSCNA = 1;
AD1CON2bits.CHPS =0;
AD1CON3bits.ADRC = 0;
AD1CON3bits.ADCS = 4;
AD1CON1bits. ADDMABM = 0;
AD1CON2bits.SMPI =8;

scannedProcessADCSamples(&BufferB[0][0]);

AD1CON4bits.DMABL = 0;
AD1CSSH = 0x0000;
AD1CSSLbits.CSS0=1;
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AD1CSSLbits.CSS1=1,
AD1CSSLbits.CSS2=1,
AD1CSSLbits.CSS3=1,
AD1CSSLbits.CSS4=1,
AD1CSSLbits.CSS5=1,
AD1CSSLbits.CSS6=1,
AD1CSSLbits.CSS7=1,
AD1CSSLbits.CSS8=1,

AD1PCFGL=0XFFFF;

AD1PCFGH=0xFFFF;

AD1PCFGLDbits.PCFGO = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG1 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG2 = 0;
AD1PCFGLbits.PCFG3 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG4 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG5 = 0;
AD1PCFGLbits.PCFG6 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG7 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFGS8 = 0;

IFSObits.AD1IF = 0;
IECODbits.AD1IE =0;
AD1CONZ1bits.ADON = 1;

}

void cfg_timer3()
{

/l T3CONDbits. TCKPS=0b11;
TMR3 = 0x0000;
PR3=(fcy/256)/1000;
IFSObits. T3IF = 0;
IECODbIts. T3IE = 0;
T3CONDbIts.TON = 1;

}

void cfg_dmaO_adc1(void)

{
DMAOCONDbits. AMODE = 2;
DMAOCONDbits.MODE = 0;
DMAOPAD=(int)&ADC1BUFO;
DMAOCNT = 8;
DMAOREQ = 13;
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DMAOSTA = __ builtin_dmaoffset(&BufferA);

IFSObits.DMAOIF = 0;
IECObits.DMAOIE = 1,
DMAOCONDits.CHEN=1,;

}

unsignedintDmaBuffer = 0;

void __ attribute__ ((interrupt, no_auto_psv)) _DMAOInterrupt(void)

{
ProcessADCSamples(&BufferA[0][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[1][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[2][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[3][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[4][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[5][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[6][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[7][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[8][0]);

IFSObits.DMAOIF = 0;

TRATAMIENTO DE DATOS.
#include<p33FJ256MC710.h>

#define fcy 40000000

intBufferA[9][1] __attribute__ ((space(dma),aligned(16)));
voidProcessADCSamples(int * AdcBuffer);

void cfg_adcl(void)

{
AD1CON1hits.FORM =0;
AD1CON1bits.SSRC = 2;
AD1CON1bits. ASAM =1;
AD1CON1bits.AD12B =1;
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AD1CONZ2bits.CSCNA =1,
AD1CONZ2bits.CHPS =0;
AD1CON3bits.ADRC = 0;
AD1CON3bits.ADCS = 4;
AD1CON1bits. ADDMABM = 0;
AD1CONZ2bits.SMPI = 8§;

scannedProcessADCSamples(&BufferB[0][0]);

AD1CON4bits.DMABL = 0;
AD1CSSH = 0x0000;
AD1CSSLbits.CSS0=1,;
AD1CSSLbits.CSS1-1,
AD1CSSLbits.CSS2=1,
AD1CSSLbits.CSS3=1,
AD1CSSLbits.CSS4=1,
AD1CSSLbits.CSS5=1,
AD1CSSLbits.CSS6=1,
AD1CSSLbits.CSS7=1,
AD1CSSLbits.CSS8=1,

AD1PCFGL=0xFFFF;

AD1PCFGH=0xFFFF;

AD1PCFGLDbits.PCFGO = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFGL1 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG2 = 0;
AD1PCFGLbits.PCFG3 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG4 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG5 = 0;
AD1PCFGLbits.PCFG6 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFG7 = 0;
AD1PCFGLDbits.PCFGS8 = 0;

IFSObits.AD1IF = 0;
IECObits.AD1IE =0;
AD1CON1bits.ADON = 1,

}

void cfg_timer3()

{
TMR3 = 0x0000:;
PR3=(fcy/256)/1000;
IFSObits. T3IF = 0;
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IECODbits.T3IE = 0;
T3CONDits. TON = 1;

}

void cfg_dma0_adc1(void)

{
DMAOCONDIits.AMODE = 2;
DMAOCONDiIts.MODE = 0;
DMAOPAD=(int)&ADC1BUFO;
DMAOCNT = 8;
DMAOREQ = 13;
DMAOSTA = __ builtin_dmaoffset(&BufferA);
IFSObits.DMAOIF = 0;
IECObits.DMAOIE = 1;
DMAOCONDbits.CHEN=1;

}

unsignedintDmaBuffer = 0;

void __attribute__ ((interrupt, no_auto_psv)) _ DMAOInterrupt(void)

{
ProcessADCSamples(&BufferA[0][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[1][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[2][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[3][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[4][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[5][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[6][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[7][0]);
ProcessADCSamples(&BufferA[8][0]);

IFSObits.DMAOIF = 0;

INTEGRAL.
#include<p33FJ256MC710.h>

static float 1x=0;
static float Wx0=0;
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floatintegralGx (float Wx)

if{(WX< -1.0 || Wx> 1.0)
{Ix =Ix + (0.5)*(0.172)*(Wx0+Wx);
V\}}XOZWX;
return (Ix);
}

FLOAT TO STRING.

#include<p33FJ256MC710.h>
#include <stdio.h>

void Transmit (charf]);
voidFloat_to_String (double valor,intident)

{
charDato[8],VP[7];
inti,j;

Dato[O]=ident;
if (valor>=0)
{
Dato[1]="+";
=2;
}

else

{
=1
}

sprintf(VP,"%f",valor);
for(i=0;i<=6;i++)

{
Datol[i+j]=VP]i];

}

Transmit(Dato);

}
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TRANSMISION.
#include<p33FJ256MC710.h>

voidTransmit(char Vector(])

{
int i=0,j=0,k=0;

U1STAbits. UTXEN=1;
for(j=0;j<2;j++)

for(i=0;i<4;i++)

{
U1TXREG = Vector[K];
k++;

}
while(!U1STAbits.UTXBF && !U1STAbits. TRMT);
}

while('lU1STADbits.UTXBF && 'U1STAbIits. TRMT);
}

CONFIGURACION DE LA UART.

#include<p33FJ256MC710.h>

#define Fcy 40000000
#define BaudRate 9600
#define BRGVal ((Fcy/BaudRate)/16)-1

vOidUART _Init(void)

{

U1BRG=BRGVal;
U1MODEDbits.PDSEL=0;
U1MODEDbIts.STSEL=0;
U1MODEDbIits.BRGH=0;
U1MODEDbits.URXINV=0;
U1MODEDbits.ABAUD=0;
U1MODEbits.LPBACK=0;
U1STADbits.URXISEL=0;
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U1STAbits.UTXISELO=0;
U1STADbits.UTXISEL1=0;

}

FILTRO DIGITAL.

#include<p33FJ256MC710.h>
#include "math.h"

static float Vgx[13],Vgy[13],Vgz[13],Vax[13],Vay[13],Vaz[13];

floatfiltro (float dato,int parametro)
{

floatfiltrado=0;

int t=0;

switch (parametro)

{

case 0O:

for (t=12;t>0;t--)

{

Vox[t] = Vgx[t-1];

filtrado = filtrado + Vgx[t-1];

}
Vgx[0]=dato;
filtrado=(filtrado+dato)/13;
break;

case 1:

for (t=12;t>0;t--)

{

Vgz[t] = Vgz][t-1];

filtrado = filtrado + Vgz[t-1];

}
Vgz[O]=dato;

filtrado=(filtrado+dato)/13;
break;

case 2:
for (t=12;t>0;t--)

{
Vayl[t] = Vgy[t-1];
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filtrado = filtrado + Vgy[t-1];

Vgy[0O]=dato;
filtrado=(filtrado+dato)/13;
break;

case 3:

for (t=12;t>0;t--)

{

Vay|t] = Vay|[t-1];

filtrado = filtrado + Vay[t-1];

}
Vay[0]=dato;
filtrado=(filtrado+dato)/13;
break;

case 4.

for (t=12;t>0;t--)

{

Vax[t] = Vax[t-1];

filtrado = filtrado + Vax[t-1];
}

Vax[0]=dato;

filtrado=(filtrado+dato)/13;

break;

case 5:

for (t=12;t>0;t--)

{

Vaz[t] = Vaz[t-1];

filtrado = filtrado + Vaz[t-1];
}

Vaz[0]=dato;

filtrado=(filtrado+dato)/13;

break;

case 10:

for (t=0;t<13;t++)
{

Vgx[t]=0;

Vgy[t]=0;

Vgz[t]=0;

Vax|[t]=0;
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Vay|t]=0;
Vaz|[t]=0;
}
filtrado=0;
break;

return (filtrado);

}

FILTRO COMPLEMENTARIO.
Filtro pasa altas.
#define DEFINE_SUBROUTINE

float Filtro_Hp_num[ 6] ={
4.002380371094e-001F, /*b[ 1, 0]*/
-8.004760742188e-001F, /*b[ 1, 1]*/
4.002380371094e-001F, /*b[ 1, 2]*/
4.494018554688e-001F, /* b[ 2, 0] */
-8.988037109375e-001F, /*b[ 2, 1]*
4.494018554688e-001F}; /* b[ 2, 2] */

float Filtro_Hp_den[ 6] ={
5.000000000000e-001F, /*a[ 1, 0]*
-7.877197265625e-001F, /*a[ 1, 1]*/
3.132324218750e-001F, /*a[ 1, 2]*/
5.000000000000e-001F, /*a[ 2,0]*
-8.844909667969e-001F, /*a[ 2, 1]*/
4.131164550781e-001F}; /* a[ 2, 2] */

float Filtro_Hp_m1[2];
float Filtro_Hp_m2[2];

float Filtro_Hp_gain = 1.000000000000e+000F;
float Filtro_Hp_pars = 1.000000000000e+000F;

BiquadSections IIR_Filtro_Hp = {

2,
0,
1,
1
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0,
0,

&Filtro_Hp_gain,
&Filtro_Hp_pars,
Filtro_Hp_num,
Filtro_Hp_den,
Filtro_Hp_m1,
Filtro_Hp_m2,
cas_blkfloat_fm1};

#include "ged_filt.c"
#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

float filtro_Higt_Pass( float entrada)

{

float salida;

float x[],y[l;

x[O]=entrada;

init_biquad_float (&IIR_Filtro_Hp);

IIR_Filtro_Hp.filter( x, y, 1, &lIR_Filtro_Hp);
salida=y|[0];

return(salida);

}

#endif

Filtro pasa bajas.
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#define DEFINE_SUBROUTINE

float Filtro_Lp_num[ 6] = {
9.521484375000e-003F, /*b[ 1, 0] */
1.904296875000e-002F, /*b[ 1, 1]*/
9.521484375000e-003F, /*b[ 1, 2]*/
1.092529296875e-002F, /* b[ 2, 0] */
2.188110351563e-002F, /*b[ 2, 1] */
1.092529296875e-002F}; /* b[ 2, 2] */

float Filtro_Lp_den[ 6] ={
5.000000000000e-001F, /*a[ 1,0]*
-7.396850585938e-001F, /*a[ 1, 1]*
2.778015136719e-001F, /*a[ 1, 2]*/
5.000000000000e-001F, /*a[ 2, 0]*/
-8.503723144531e-001F, /*a[ 2, 1]*/
3.941955566406e-001F}; /* a[ 2, 2] */

float Filtro_Lp_m1[2];
float Filtro_Lp_m2[2];

float Filtro_Lp_gain = 1.000000000000e+000F;
float Filtro_Lp_pars = 1.000000000000e+000F;
BiquadSections IIR_Filtro_Lp ={

CORRFRON

&Filtro_Lp_gain,
&Filtro_Lp_pars,
Filtro_Lp_num,
Filtro_Lp_den,
Filtro_Lp_m1,
Filtro Lp_m2,
cas_blkfloat_fm1};

#ifndef DEFINE_SUBROUTINE
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#include "ged_filt.c"
#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

float filtro_low_Pass(float entrada)

{

float salida;

float x[ 1,y[ I;

x[O]=entrada;

init_biquad_float (&IIR_Filtro_Lp);
[IR_Filtro_Lp.filter( x, y, 1, &lIR_Filtro_Lp);
salida=y[0];

return(salida);

}

#endif

El programa estd dividido en subrutinas diferentes que se presentan a
continuacion:

e PRINCIPAL.
La rutina principal esta disefiada para configurar el sistema del reloj el cual trabaja
a una velocidad de 40 MIPS, se utiliza un cristal de 8 MHz para generar la

estimulacién. Esta rutina ademas tiene la labor de sincronizar el arranque entre el
software y el hardware.

e CONFIGURACION DE LA DMA, ADC Y TIMER.
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Esta parte del programa se encarga de configurar los registros del moédulo DMA,
ADC y TIMER.

El moédulo DMA (DirectMemory Access) optimiza el rendimiento del DSP al
ocuparse de la recepcion y alojamiento de los datos provenientes de los canales
analdgicos, permitiendo que la CPU domine otras tareas primordiales.

El ADC de 12 bits es el modulo conversor analdgico digital del DSP el cual debe
configurarse para que escanee 9 sefiales analdgicas provenientes de los

sensores. El TIMER se encarga de sincronizar los disparos del reloj para poner en
marcha los diferentes sistemas.

e TRATAMIENTO DE LOS DATOS.

Los datos recibidos por el médulo DMA son operados de tal manera que podemos
obtener los valores de las variables que necesitamos, tales como velocidad
angular, aceleracion, temperatura, etc. Este modulo se encarga de que las
funciones de transferencia sean operadas.

e INTEGRAL.

La rutina integral nos permite convertir las velocidades angulares en angulos para
generar posteriormente la estimacion por medio del filtro.

e FLOAT TO STRING.

El PC se comunica por medio de cédigo ANSSI, Float to string convierte los datos
de tipo flotante operados en el DSP, en datos tipo string para su posterior
comunicacién con el computador.

e TRANSMISION.

Se encarga de transmitir los datos desde el DSP hacia el puerto serial del
computador.

e FILTRO DIGITAL.

Esta rutina es la encarga de filtrar las sefiales provenientes de los sensores.
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e FILTRO COMPLEMENTARIO.

Esta rutina es la encarga de mezclar convenientemente las sefiales provenientes
de los girdscopos y los acelerometros.

4.2 SIMULACION DEL MODELO COMPUTACIONAL DE DETERMINACION DE
ACTITUD.

Simular el modelo computacional de determinacion de actitud/orientacion
para la unidad de medida inercial.

El modelo computacional desarrollado en C30 simulo con la ayuda de LabView
con el fin de analizar el comportamiento del dispositivo. A continuacion se muestra
la interfaz realizada en labview para estudiar el comportamiento de los algoritmos.

File Edit View Project Operate Tools Window Help

(0] [15pt Application Font |~ |[ 2o~ [~ |[£5+] [#5-]

Accelerometers
Ax (ANT)

Aa and .
auca opaydn 2010 7 ) 3
Rx E R 1
9 3
- o =] |
VISA resource name 5 g -300-

I
X b, 3}
COMS‘ w g3 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
. - 2 Tiempe Tiempe

. L) Voltaje Gx Voltaje Ax < .
- an o | [ -
" )

Gy (AN5) Ay (ANG) .
Voltaje Gy Voltaje Ay

Gz (AN2) Az (ANB)

L

Voltaje Gz

Enable/Diseble Of Data Reception

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

& q E”M\i/ g - ™ G » 9 E- . 0849 pm.

Figura 44. Interfaz desarrollada en Labview para la simulacion de la actitud.
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Para obtener el angulo de orientacién con respecto a cada eje, se integraron las
sefiales de velocidad angular provenientes del girdscopo con el método de
integracion numérica trapezoidal. Para calcular el angulo de orientacion con la
ayuda de los acelerometros se utilizan las funciones trigonométricas inversas con
la medicién de aceleraciones lineales y comparacion con la aceleracion de la
gravedad.

Cabe resaltar que esta interfaz realizada fue de gran ayuda para visualizar las

medidas tomadas por la IMU y se logré simular satisfactoriamente el modelo de
determinacién de actitud.
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4.3 IMPLEMENTACION DE LA UNIDAD DE MEDIDA INERCIAL.

Implementar la unidad de medida inercial integrando los sistemas hardware

y software.

En esta etapa del proyecto se fusionaron el disefio hardware y software para la
unidad de medida inercial de acuerdo al siguiente diagrama de bloques:

USB

Herramienta de Programacion del

DSP

RS-232

v

Interfaz para la Visualizacion de la
actitud.

A

RJ-11

Plataforma Hardware

Figura 45. Esquema general de la fusiéon de los disefios hardware y software.
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En este momento donde ya estan evaluados los algoritmos para la determinacion
de la actitud/orientacion del pico satélite, el paso a seguir es embeber el codigo
fuente dentro del procesador digital de sefial, este proceso se realiza con la ayuda
del ICD-2 (programador y debugger de microchip) que se conecta al computador a
través del cable USB, el ICD-2 se conecta a la plataforma hardware a través del
cable RJ-11 y se ordena desde MpLab IDE programar el dsPIC33FJ256MC710.

Para mostrar el proceso de fusion de los disefios mencionados la IMU se
comunica con el PC a través del protocolo RS-232 y en la interfaz realizada en
labview donde se pueden observar los valores medidos por el instrumento, el error
en los angulos estimados es de + 0,025°.

Ahora observemos las siguientes graficas, en la cual la IMU esta funcionando y

registrando la orientacion en Roll (@), Pitch (8) y Yaw (¥).

Giro alrededor del eje X- Roll.

100

50

Roll (Grados)
o
1

)
o
1

-100

T T T T T T T T T T T T !
0 200 400 600 800 1000 1200
Numero de Muestras

Figura 46. Estimacion del angulo de orientacion en Roll (#).
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Giro alrededor del eje Y- Pitch.

{\ Pitch
. A
= ’ | IoA
N RN
IR
| |
/ |
-100 U

0 200 400 600 800 1000 1200

Numero de Muestras

Figura 47. Estimacion del angulo de orientacion en Pitch (8).

Giro alrededor del eje Z- Yaw.

.
100 N
|
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g | R
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T | |
V \
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Figura 48. Estimacion del angulo de orientacion en Yaw (#).
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En las figuras 46, 47 y 48 se muestra la informacion de los angulos de orientacion
(@, 6, ¥) y por ende ya podemos estimar la actitud del pico satélite. En estas
gréficas, las muestras son tomadas cada 172 ms, indicando que la IMU ha
operado alrededor de los 3,44 minutos en esta prueba y gracias a la
implementacion del filtro complementario los angulos con la IMU son registrados
correctamente y observamos que el sistema tiende a la medida de cero grados
cuando no se detecta movimiento. La IMU desarrollada en este trabajo tiene una
resolucion de medida de 0,05°.
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5. CONCLUSIONES.

e Se disefid e implemento una unidad de medida inercial de bajo costo con la

cual se puede sensar la actitud de un pico satélite.

e El estudio acerca del disefio hardware del instrumento arrojo como conclusion
la conveniencia de utilizar los sensores ADXRS300 y ADXZL330 por manejar
un amplio rango de trabajo, posteriormente se procesaron las sefales
respectivas con un dsPIC33FJ710MC, presentandose un error del £ 0,025° en

la estimacioén de la actitud.

e Se fusionaron las sefales provenientes de los giréscopos y acelerometros
usando un filtro complementario por cada eje (pasa bajas de cuarto orden y

pasa altas de cuarto orden) para determinacion de la actitud del pico satélite.

e Se logr6 compensar correctamente las sefales de la aceleracion lineal
entregadas por los acelerbmetros con las sefiales de velocidad angular

provenientes de los giréscopos.

e Se disefié e implemento un sistema de adquisicion de datos para recibir nueve
sefales provenientes de la IMU construida, al igual que se desarroll6 una
interfaz grafica en LabView para realizar la simulacion y analisis respectivo de

dichas sefales.

e EIl algoritmo desarrollado para la estimacion de actitud del pico satélite se
embebid en un DSP de gama alta, que hace juego con los sensores utilizados

para que el sistema final implementado sea de bajo consumo de energia.
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6. RECOMENDACIONES A TRABAJOS FUTUROS.

Para los trabajos futuros seria una buena idea utilizar sensores inerciales de mejor
resolucion y giréscopos alineados dentro del chip, por ejemplo los ADIS de analog
devices serian una buena opcién para implementarlos en la IMU y sensar la
actitud del vehiculo con mayor precision.

Podria hacerse una mejora en el disefio del filtro, pasando del complementario
utilizado en nuestra IMU a un filtro de Kalman, el cual permite aumentar la
precision a la hora de estimar los angulos.
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