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Introduccion

El presente proyecto de aula es el resultado de la sistematizacion de cuatro asignaturas,
que segun el pénsum del programa de licenciatura en matematicas de la Universidad del Cauca
se denominan como “Practica Pedagogica”. En la primera asignatura se hizo una caracterizacion
de 4 instituciones educativas de la ciudad de Popayan, donde se selecciond la Institucion
Educativa Alejandro de Humboldt para llevar a cabo este proyecto; en la segunda, se realizo la
planeacion y elaboracién de los talleres y actividades a realizar en dicha institucién; en la tercera,
se ejecutaron los talleres y actividades con estudiantes de grado décimo y en la cuarta, se elabord
y organizo el presente documento.

Este proyecto es una propuesta didactica fundamentada en la solucion de problemas en
trigonometria y matematicas recreativas, nuestro objetivo es mostrar las matematicas desde un
punto de vista practico y divertido, pues estas, ademas de ayudarnos a solucionar problemas del
mundo real, son también fuente de interesantes juegos con los que se desarrollan una serie de
habilidades Utiles para la vida misma. Es por ello que este proyecto esta enfocado en una
ensefianza de comprension de conceptos trigonométricos y no solo en sus algoritmos mecanicos
y formulas memoristicas, buscando que el estudiante se acerque a la trigonometria de manera
natural, observando hechos reales y ciertos comportamientos fisicos de su entorno.

A continuacion, presentamos el documento que recoge el proceso de practica
pedagdgica, el cual esta organizado en los siguientes capitulos: el primer capitulo, justifica
nuestra propuesta, dando a conocer la importancia de ensefiar trigonometria en el bachillerato; el
segundo capitulo, presenta los referentes tedricos de nuestro trabajo; el tercer capitulo, describe
la metodologia que dirige nuestro proyecto de aula basandose en la resolucion de problemas para

desarrollar los principales temas de trigonometria y las matematicas recreativas como una



metodologia ludica en la ensefianza de las matematicas; el cuarto capitulo, muestra el resultado
de la ejecucion de cada uno de los talleres en el aula, presentando por medio de bitacoras la
respectiva reflexion. Por ultimo, se presentan las conclusiones de nuestro ejercicio docente donde

realizamos una reflexion general sobre los resultados obtenidos en este proyecto.



Capitulo I. ¢ Por qué ensefiar trigonometria?

La trigonometria es de gran importancia para el conocimiento humano, pues modela
fendmenos matematicos y eventos de la vida real, ademas, es usada en diferentes campos como
la fisica, astronomia, calculo, matematica, biologia, quimica, geografia, arquitectura, economia,
entre otras, por ello, si analizamos nuestro alrededor podemos notar que se encuentra en todos
lados.

Ensefiar trigonometria a los alumnos de secundaria es una labor compleja debido a varios
factores como, por ejemplo, la dificultad de acabar con la idea fuertemente arraigada en la
sociedad de que las matematicas son aburridas y dificiles de aprender, ademas, la ensefianza de
la trigonometria requiere salirse de las clases tradicionales y buscar estrategias innovadoras con
el fin de que el estudiante no solo memorice definiciones y formulas, sino que acceda a un
verdadero conocimiento donde comprenda e interiorice los principales conceptos
trigonométricos.

Esta rama de las matematicas nos llamo la atencién debido a que, es uno de los
principales temas a desarrollar en grado décimo, que, a su vez, trae muchos errores y dificultades
de comprension por parte de los estudiantes como:

e La repeticion mecanica de formulas, teoremas y definiciones.

e Lacomprension errénea del estudiante de la informacion transmitida por el docente.
e El deficiente manejo de los conceptos.

e Falta de bases con respecto a la geometria y el algebra.

e Dificultad en la interpretacion en problemas de aplicacion.

e Aplicacion de leyes o formulas sin verificar sobre qué clase de triangulo se esta

trabajando.



Una de las tareas mas importantes como docentes es no dejar avanzar estos obstaculos de
aprendizaje en el alumno, por ello, es importante para nosotros implementar diversas actividades
con el fin de mostrarles otra vision de la trigonometria, tratando de evitar que el estudiante caiga
en los errores y dificultades anteriormente mencionados. Pensamos que una forma de enfrentar
estos errores es reforzando muchos de los conceptos de este campo con ayuda de las
herramientas TIC, haciendo uso de programas como GeoGebra que ayuden al estudiante a
comprender y consolidar conceptos, del mismo modo, esperamos que el alumno mejore su

comprension en la resolucion de triangulos, aplicando la trigonometria de una forma diferente.



Capitulo I1. Referentes Tedricos
A continuacion, se consideran los referentes tedricos en los que esta basado este trabajo
de préctica, aqui se dan a conocer algunos aspectos relevantes sobre el planteamiento y
resolucion de problemas en trigonometria y las matematicas recreativas.

Resolucion de problemas, una metodologia idonea para la ensefianza de las matematicas.

Creemos que la resolucion de problemas es una metodologia que debe estar inmersa en
todo el disefio curricular de las instituciones en los diferentes niveles de educacion, también es
una linea de investigacion consolidada en la educacion matematica, es tal su importancia que es
considerado uno de los ejes indispensables en el aprendizaje matematico.

Por medio de la resolucién de problemas, los estudiantes descubren la utilidad de las
matematicas en su vida diaria y el mundo real, en este sentido, De Guzman (1986) comenta que:

Lo que sobre todo deberiamos proporcionar a nuestros alumnos a través de las

matematicas es la posibilidad de hacerse con habitos de pensamiento adecuados para la

resolucion de problemas matematicos y no matematicos. ¢De qué les puede servir hacer

un hueco en su mente en que quepan unos cuantos teoremas y propiedades relativas a

entes con poco significado si luego van a dejarlos alli herméticamente emparedados? A la

resolucion de problemas se le ha Ilamado, con razon, el corazén de las matematicas, pues
ahi es donde se puede adquirir el verdadero sabor que ha atraido y atrae a los matematicos
de todas las épocas. Del enfrentamiento con problemas adecuados es de donde pueden
resultar motivaciones, actitudes, habitos, ideas para el desarrollo de herramientas, en una
palabra, la vida propia de las matematicas.

Resolviendo problemas, el estudiante relaciona practica y saber, donde los conocimientos

matematicos son una base para que se enfrente a las diferentes situaciones de la vida diaria, con
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lo que el estudiante podra lograr una apropiacion de los teoremas y propiedades matematicas
viendo las magnificas aplicaciones de estas en el mundo real. Por otro lado, no existe un método
que permita solucionar todos los problemas de la misma manera, en cada tipo de situacién se
requiere del aporte de ideas particulares por parte del estudiante, incluso se puede tener diversas
formas de resolucion.

Uno de los personajes mas influyentes en esta linea de investigacion es el matematico
Hungaro George Polya, quien en sus estudios estuvo interesado en el proceso de como se derivan
los resultados matematicos. En su libro “Como Plantear y Resolver Problemas” Polya (1981)
introdujo un método de cuatro pasos Utiles en la solucion de problemas, este se basé en
sugerencias para el maestro en el aula de clases, el cual por medio de preguntas expuestas de
forma sencilla cumple la tarea de ayudar al alumno a resolver problemas por si mismo, estas
preguntas que propone Polya para el maestro se encuentran en las cuatro fases del método, las
cuales presentamos a continuacion:

Comprension del problema.

Esta fase requiere de la motivacion e interés del estudiante por el problema, esto es de
vital importancia para que luego él trate de entenderlo y quiera resolverlo. Aqui es importante
que el alumno se familiarice e intente ver el problema desde distintas perspectivas, ademas debe
reconocer la informacion que le da el problemay si es el caso, relacionarlo con alguna gréfica
usando las notaciones adecuadas.

Para lograr lo anterior debe ser indispensable que el maestro proponga a los estudiantes
las siguientes preguntas:

e ;Cual es la incognita? ;Cuéles son los datos?
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e ;Cual es la condicidn? ¢ Es la condicion suficiente para determinar la incognita? ¢Es

insuficiente? ¢ Redundante? ;Contradictoria?

Concepcidn de un plan.

Posterior a familiarizarse con el problema, el estudiante ahora debe plantearse los
caminos que lo llevaran a su solucidn, esta fase es una blsqueda creativa de ideas adecuadas que
logren satisfacer la condicidn del problema. Para ello es necesario que use ciertos conocimientos
previos, como problemas resueltos y teoremas demostrados.

Por su parte, el maestro debe guiar al estudiante para que encuentre las ideas adecuadas,
esto lo lograra colocandose en el lugar de su alumno y pensando como él, asi la ayuda del
maestro es solo una guia y no la solucion al problema. De esta manera, Pélya propone cuestionar
al alumno de la siguiente forma:

e ;Se haencontrado con un problema semejante? ;O ha visto el mismo problema planteado
en forma ligeramente diferente?

e ;Conoce un problema relacionado con este? ;Conoce algun teorema que le pueda ser
atil?

e He aqui un problema relacionado al suyo y que se ha resuelto ya. ¢Podria usted utilizarlo?

e ;Podria enunciar el problema en otra forma?

e Sino puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algun problema
similar. ¢Podria imaginarse un problema analogo un tanto mas accesible? ¢Puede resolver
una parte del problema? Considere sélo una parte de la condicion; descarte la otra parte;
¢en qué medida la incognita queda ahora determinada? ¢Puede usted deducir algln
elemento util de los datos? ¢ Puede pensar en algunos otros datos apropiados para

determinar la incégnita? ;Puede cambiar la incognita? ;Ha empleado todos los datos?
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e ;Haempleado toda la condicidén? ¢ Ha considerado usted todas las nociones esenciales

concernientes al problema?

Ejecucion del plan.

Teniendo listo el plan, hay que aplicarlo y verificar cada paso de la solucion, el estudiante
debe examinar cada detalle asegurandose que efectivamente se recorre el camino planteado, esto
hara que esté completamente seguro de que su solucion es correcta.

En esta fase el maestro es la persona que debe insistir en la verificacion de cada paso con
preguntas como:

e ;Pueden ustedes ver claramente que el paso es correcto?

e ;Pueden también demostrar que es correcto?

Examinar la solucién obtenida

Finalmente, una vez resuelto el problema, es necesario que el estudiante haga una vision
retrospectiva de su solucion, un repaso de su trabajo para estar completamente seguro de la no
existencia de errores. En esta fase el estudiante comprueba que su camino fue el correcto y no
hubo necesidad de plantearse otra solucién, sin embargo, puede ocurrir que encuentre una forma
mAas corta y correcta de resolver su problema.

No es suficiente solucionar el problema, el estudiante debe darse cuenta que podria
mejorar su solucién y utilizarlo como base para resolver otros, también es importante que en esta
fase el maestro ayude al estudiante a relacionar su problema con el mundo real, observando las

implicaciones de las matematicas en su vida diaria.
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Algunas preguntas propuestas por Polya en esta fase para que el maestro cuestione a sus
alumnos son:
e Puede usted verificar el resultado? ¢Puede verificar el razonamiento?
e (Puede obtener el resultado en forma diferente? ;Puede verlo de golpe?

e ;Puede usted emplear el resultado o el método en algun otro problema?

Con la aplicacion de este método en clases, el alumno puede sacar el mejor provecho de
todo problema al cual se enfrente, interpretandolos de forma adecuada, analizando, organizando
sus datos y sus ideas, de modo que use sus conocimientos y habilidades para la creaciony
disefio de estrategias que se puedan aplicar correctamente a la condicion de cada problema,
entendiendo que cada solucion se puede convertir en una herramienta para enfrentarse a otro y
que solo mediante la ejercitacion de este proceso el alumno puede aumentar su destreza y
experiencia.

Matematicas recreativas, una metodologia lidica en la ensefianza de las matematicas

Etimoldgicamente, la palabra recrear segun Cabello (2014) significa crear de nuevo, es
decir, las matematicas recreativas en el aula permiten al estudiante descubrir algo nuevo por
medio de actividades ludicas, por otro lado, le brindan al docente la posibilidad de divulgar de
una forma motivadora las matematicas. Un buen juego matematico que le permita al estudiante
pensar, mostrar su lado competitivo, criticar, modelar, reflexionar, interpretar y, ademas, con alto
valor educativo y formativo se puede convertir en una gran herramienta de motivacion para
aprender matematicas.

Guzman (1986) afirma que desde la antigliedad muchos matematicos cultivaban la

matematica a través del juego, como, por ejemplo:
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e Gauss, quien era un gran aficionado a jugar a las cartas y luego de cada juego anotaba las
manos que recibia para posteriormente analizarlas estadisticamente.

e Euler, que con su solucion al problema de los siete puentes de Konigsberg constituyo el
comienzo vigoroso de una nueva rama de las matematicas, la teoria de grafos y con ella
la topologia general.

e Geronimo Cardano, el mejor matematico de su tiempo, escribio un libro sobre juegos de
azar con el que se anticipd en més de un siglo a pascal y Fermat en estudios

probabilisticos.

De esta forma, De Guzman (1984, citado por Sanchez, 2013) relaciona al juego y la
ensefianza de las matematicas mediante el siguiente pensamiento:

El juego y la belleza estan en el origen de una gran parte de las matematicas. Si los

matematicos de todos los tiempos se lo han pasado tan bien jugando y contemplando su

juego y su ciencia, ¢por queé no tratar de aprenderla y comunicarla a través del juego y de
la belleza?

Por otro lado, es importante mencionar al filosofo Martin Gardner, divulgador de
matematicas recreativas, quien segin Mulcahy y Richards (2014 ) es reconocido por haber
escrito la legendaria columna “Juegos matematicos” durante 25 afios en la revista Scientific
American, ademas afirman que toda persona que se ha interesado por las matematicas en algin
momento se inspiro, estudid y citd su columna a lo largo de los afios, pues Gardner logré mostrar
con sus muchos juegos que la matematica puede ser divertida y accesible para todos, desde
cuestiones matematicas basicas hasta las mas complejas, el mismo Gardner (1979) afirma que:

Un buen rompecabezas matematico, una paradoja o un truco de apariencia magica pueden

excitar mucho mas la imaginacion de los nifios que las aplicaciones «practicas», (...) Y si
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el «juego» se elige y prepara con cuidado, puede llevarle casi insensiblemente hasta ideas

matematicas de importancia. (p. 3)

Gardner (2007) considera que las matematicas recreativas son la mejor forma para
empezar a conocer la matematica, jugar con nimeros, figuras, acertijos, rompecabezas y mas,
mejoran la capacidad de pensar l6gica y creativamente, ademas aquellos juegos que solo
requieren el mas elemental conocimiento también proporcionan una mirada estimulante hacia las
matematicas.

El uso de esta metodologia nos permite mostrarles a los estudiantes un lado divertido de
la matematica en el aula, como también crear un ambiente donde puedan expresarse libremente,
estimulando la comunicacion, la critica, la participacion, la autonomia personal y claramente el
interés por aprender. De esta forma, se busca que mediante actividades ludicas el estudiante
descubra por si mismo conocimientos matematicos, rompiendo con el ambiente tradicional y
magistral donde el docente es figura de todo conocimiento y el alumno se reduce a absorber lo

que se le trasmite.
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Capitulo I11. Metodologia y Actividades

El presente trabajo estd basado en la resolucidn de problemas y matematicas recreativas,
tal y como se lo expuso en los referentes tedricos, esta metodologia nos permite brindar al
estudiante una experiencia en la que construye, interpreta y aplica conceptos de la trigonometria
en problemas que provienen del mundo real. Para llevar a cabo este proyecto de aula se ha
buscado usar una estrategia apoyada en las TIC y herramientas ofiméticas haciendo uso de
Power Point y de sitios web como GeoGebra, YouTube, entre otras, en un espacio
extracurricular con estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Alejandro de
Humboldt.

A continuacion, presentamos de manera general los talleres propuestos_a los estudiantes,
identificando las tematicas y objetivos que nos llevaron a proponerlos:

e ;Qué tanto sabes de trigonometria?: este es un taller diagnostico que tiene como
objetivo indagar las actitudes de los estudiantes hacia las matematicas, como también
reconocer algunos de sus conocimientos en trigonometria.

e Historia de la trigonometria: en este taller queremos hacer un breve recorrido historico
sobre el surgimiento de la trigonometria y su evolucion.

e Resolvamos problemas con la regla de tres: el objetivo de este taller es dar a conocer la
medicién de los angulos, las diferencias y la importancia de medir en grados o radianes
para incorporar adecuadamente estos sistemas en la vida cotidiana.

e Sumergiéndonos en el mundo de la trigonometria: en este cuarto taller nos
enfocaremos en abordar los principales conceptos de trigonometria, como lo son las

razones y funciones trigonométricas.
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e Conociendo las Identidades Trigonomeétricas: este taller tiene la finalidad de presentar
a los estudiantes la forma de obtener las principales identidades trigonométricas, sus
aplicaciones y el como obtener el seno y coseno de los &ngulos notables sin el uso de
calculadora.

e Descubramos la ley de senos y cosenos: con este taller se pretende que el estudiante
llegue por si mismo a las leyes de senos y cosenos y comprenda como y cuando usar

estas relaciones.

Es importante mencionar que los anteriores talleres se encuentran de manera detallada en
el Anexo A de este documento.

Por otro lado, todos los talleres inician con una exposicion magistral del tema con el fin
de contextualizar al estudiante y asi poder realizar sincronicamente una serie de problemas
planteados que se resuelvan empleando el método de Polya, ademas, cada taller concluye con
una actividad ludica de matemaética recreativa con la cual se quiere potencializar el pensamiento
I6gico matematico de los estudiantes.

En esta metodologia de resolucion de problemas se plantean actividades interactivas que
provienen del mundo real. En cada una de ellas se proponen preguntas abiertas sugeridas por
Pélya, las cuales nos permiten generar un espacio donde los estudiantes puedan participar
individual o grupalmente y expresar libremente sus ideas de como resolver cada situacion
presentada. Ademas, con las matematicas recreativas a través de nuestros juegos nos permiten
ensefar esta ciencia disminuyendo la seriedad y rigurosidad que la acompafia, aunque algunos
juegos no tengan nada que ver con el tema principal de nuestros talleres, nos ayudan a fomentar

nuestras relaciones personales y comunicativas con nuestros estudiantes.
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Con respecto a la parte evaluativa, las TICs y las herramientas ofimaticas ofrecen una via
que apoya el proceso de evaluacidn de aprendizajes por medio de la participacion de cada uno de
los estudiantes, las actividades planteadas nos brindan la posibilidad de realizar una evaluacion
formativa cuyo objetivo segun EasyLMS (2020) es monitorear el aprendizaje del estudiante para
poder brindar la retroalimentacion del proceso, ademas nos ayuda a identificar las primeras
brechas en nuestra instruccion y asi poder enfocarnos en reforzar conceptos o procedimientos
que no sean claros para el estudiante. En este sentido, nuestra evaluacion tiene el objetivo de
valorar la participacion e interés de los estudiantes hacia la resolucion de las diferentes

actividades que se plantean en clase.
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Capitulo IV. Bitacoras, narrando nuestra experiencia en el aula

En este capitulo, se encuentra a través de bitacoras la reflexion de nuestra practica
docente realizada desde el mes de septiembre hasta noviembre del afio 2021 con
aproximadamente 10 estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Liceo Alejandro de
Humboldt, cabe resaltar que los estudiantes se encontraban recibiendo clases de manera virtual
desde el afio pasado por motivos de la pandemia covid-19, por lo que convocarlos a
presencialidad extra - clase fue complejo por los protocolos de bioseguridad para el manejo y
control del riesgo del Coronavirus, por esta razén la participacion de los estudiantes en nuestras
clases fue voluntaria.

A continuacion, presentamos las bitacoras obtenidas del desarrollo en el aula de los seis
talleres de trigonometria y matematicas recreativas, cada bitacora se encuentra organizada por
momentos, en los cuales se hace explicito el tema y las actividades a desarrollar, en general las
bitacoras inician con una explicacion del tema, luego se da paso a la resolucion de problemas, y
se finaliza con las actividades recreativas.

Bitacora #1: ¢/ Qué tanto sabes de trigonometria?

En esta primera bitacora reconstruimos lo sucedido en nuestro primer taller ;Qué tanto
sabes de trigonometria?, el cual tenia el objetivo de indagar las actitudes de los estudiantes hacia
las matematicas, como también reconocer algunos de sus conocimientos en temas de
trigonometria, es importante mencionar que el docente encargado del area de matematicas nos
informo que algunos temas de trigonometria habian sido trabajados mediante el desarrollo de

guias, por lo que esperdbamos que los estudiantes tuvieran cierto conocimiento en estos temas.
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Dicho esto, procedemos a realizar la reflexion sobre todo lo acontecido en este primer taller de
acercamiento con nuestros estudiantes, teniendo en cuenta los siguientes momentos:

Primer momento: Presentacion

En este primer momento de insercion y presentacion con los estudiantes dimos a conocer
nuestras intenciones con este proyecto de aula en trigonometria, contandoles sobre nuestra
metodologia de matematicas recreativas y resolucién de problemas. En esta presentacion los
animamos a disfrutar de las matematicas a traves de los juegos que les propondriamos, como
también resaltamos el valor de trabajar alrededor de la resolucion de problemas comentandoles
sobre el matematico George Polya y su método para resolver un problema, el cual nos permite
hacerlo de forma organizada, puesto que consiste basicamente en: entender el problema, planear
una solucion, ejecutarla y finalmente examinarla con el fin de que su solucion nos sea util para
resolver algun otro problema a futuro.

Segundo momento: Actitudes hacia las matematicas

En este segundo momento se prepararon algunas preguntas con la intencion de indagar
sobre las actitudes de los estudiantes hacia las matematicas. Esto fue de gran importancia para
conectarnos con los estudiantes, mantener una comunicacion activa y asi establecer una buena
relacion didactica antes de iniciar con los temas propios de nuestro proyecto de aula.

Por consiguiente, algunas de las preguntas propuestas fueron: ;Qué son las matematicas
para usted?, ¢Es divertido para usted aprender matematicas? ;Por qué?, ;Para que son Utiles las
matematicas?, ;Donde pueden encontrar las matematicas en la vida real?, y ¢ Como le gustaria
que le ensefien matematicas? Con base en las respuestas de nuestros estudiantes a estas preguntas

hacemos las siguientes reflexiones:
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e Los estudiantes admiten que las matematicas estan presentes en su vida diaria, desde ir a
comprar en una tienda hasta resolver una situacion de mayor complejidad. Estas
respuestas nos parecieron satisfactorias, puesto que, muchas veces se cree que las
matematicas no son Utiles y que los aprendizajes adquiridos en el colegio no serviran
para su vida diaria, mas adelante nosotros ayudaremos a fundamentar su utilidad por
medio de la resolucion de problemas en trigonometria.

e Algunos estudiantes encuentran divertidas las matematicas, puesto que encuentran en
ellas un reto y un objetivo a alcanzar, mientras que para otros no son divertidas por su
complejidad, por el método de ensefianza o porque no logran comprenderlas.
Independientemente del hecho de que las matematicas sean o no divertidas, la idea de
que son dificiles se ha arraigado en la sociedad e incluso ha llegado a convertirse en un
dogma, por ello nuestro deber como docentes es cambiar este pensamiento en los
estudiantes permitiéndoles sentirse cbmodos haciendo matematicas.

e Los estudiantes quieren que las matematicas se ensefien de forma divertida, mediante
actividades recreativas que les permitan entenderlas mejor. Con respecto a este tipo de
respuestas se entiende que los estudiantes buscan un cambio en su educacion, y aunque
probablemente no toda teoria matematica se puede ensefiar de forma ltdica, es en este
punto que se quiere mostrar como las matematicas recreativas y la resolucion de
problemas permiten el aprendizaje mediante juegos y actividades dinamicas generando
una participacion y comunicacion activa.

e Los estudiantes no tienen claro que es la matematica como disciplina o como ciencia,
pero admiten que incide en sus vidas diarias y que esta es importante porque se

encuentra en todas partes. El significado que le dan nuestros estudiantes a la matematica
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es practico, sus respuestas van encaminadas a verla como una ciencia aplicada en su vida
real, en las situaciones y problemas que se les presentan. En efecto, nuestra labor con
este proyecto de aula es mostrar como las matematicas surgen a partir de la actividad
humana, siendo una construccion social que busca ser Util en nuestras vidas,

desarrollando también nuestro intelecto.
Tercer momento: Taller diagnostico

En este punto propusimos un taller escrito el cual iniciaba con la siguiente pregunta:
¢Qué es la trigonometria? Muchos de los estudiantes no recordaron su definicion ni los
conceptos vistos en esta area. Requena (s. f.), define la trigonometria como la rama de las
matema@ticas que estudia la relacion entre los lados y &ngulos de los tridangulos, se ocupa, por
tanto, de las funciones asociadas a los angulos, denominadas funciones trigonométricas. Sin
embargo, la mayoria de los estudiantes no la relacionaron con ninguno de estos conceptos
anteriores, en nuestra opinién esto se debe a que muchas veces la trigonometria se ensefia de
forma memoristica y rutinaria, presentada sin ninguna utilidad, ademas debido a la situacion de
pandemia los estudiantes recibieron estos temas en guias, donde no lograron una comprension
profunda y utilitaria de estos conceptos.

Posterior a esta pregunta, el Taller 1 proponia una serie de ejercicios trigonométricos, con
el fin de conocer las bases que los estudiantes tenian para dar inicio a nuestro proyecto de aula.
El primer y segundo ejercicio de este taller consistian en:

e ldentificar el lado correspondiente a cada simbolo a, b o c.

Figura 1.

Triangulo 1
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b

Nota. Esta imagen es usada para desarrollar el ejercicio anterior, donde a, b, ¢ son los
lados del tridngulo que debian identificar los estudiantes y o uno de sus angulos. Fuente:
Elaboracion propia.

e Relacionar las siguientes razones trigonométricas con su definicion:

Figura 2.

Ejercicio de razones trigonométricas

cateto opuesto

Seno S —
cateto adyacente

hipotenusa
Caoseno —_———
cateto opuesto

cateto opuesto

Tangente -

g hipotenusa
hipotenusa

Secante —

cateto adyacente

cateto adyacente

Cosecante _—
hipotenusa

cateto adyacente
Cotangente R —
catetn opuesto

Fuente: Elaboracion propia.

Los estudiantes no respondieron acertadamente los ejercicios anteriores, lo cual podria
estar relacionado con el aprendizaje de forma memoristica que han adquirido sobre estos
conceptos, dado que fue evidente la incomprension de estos. Cabe resaltar que la resolucion de
estos ejercicios eran la base para contestar los problemas posteriormente planteados, por ello fue

necesario recordar previamente estos conceptos. Esta accion es justificada, puesto que al
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proporcionarles las formulas no se busca que los estudiantes las memoricen, sino que con el uso
de las mismas puedan llegar a la resolucion de los problemas propuestos.
De esta forma, se continué con problemas de este tipo:
e Calcular la altura del morro de Popayan, sabiendo que el angulo de elevacion es de 57 °y

la inclinacién de 60 metros:

Figura 3.

Halla la altura del morro de Popayan

Fuente: Elaboracion propia.
Estos problemas tuvieron mas acogida que los anteriores, los estudiantes lograron aplicar
bien las formulas, sin embargo, no profundizaron en su verdadero significado, pues en algunos

casos no se tenian las bases para despejar una variable, encontrando respuestas como:

sen(57°) = :—0 donde el estudiante no conseguia despejar x.

Como conclusién de este taller diagnostico, se observé que los estudiantes no tenian unas
bases firmes en algebra y posiblemente lo que aprendieron en este tiempo de pandemia con
respecto a trigopnometria no permitié interiorizar estos conceptos, por ello se vio necesario no

solo recordarles conocimientos que ya han visto sino también comenzar a profundizarselos.
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Cuarto momento: Actividades recreativas

Para concluir este primer taller, se dio paso a las dos actividades ludicas que tenian el fin
de amenizar la clase y mostrar en qué consisten las matematicas recreativas. De este modo, las
actividades presentadas fueron:

e Cartas mégicas por Fernandez (s.f.) explica que este juego consiste en adivinar nimeros

entre 0 y 100 utilizando las siguientes filas de numeros:

Figura 4.

Cartas magicas representadas en filas de numeros

64, 65, 66, 67, 68, 69,70,71,72,73,74,75,76,77, 78,79, 80. 81, 82, 83, 87, 85, 86, 87, 88, 89, 90,91, 92, 93, 94,
99,100

, 34,35, 36,37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62,

8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31,40, 41,42, 43,45, 46, 47, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63,72,
73,74,75,76,77,78,79, 88, 89,90, 91,92, 93,94, 95

5,6,7,12,13, 14,15, 20,21,22,23, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 39, 44, 45, 46,47, 52, 53, 54, 55, 60, 61, 62, 63, 68,
69 70,71,76,77,78,79, 84, 85, 86, 87,92, 93,94, 95, 100

2,3,6,7,10,11, 14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31, 34, 35, 38, 39, 42, 43, 46, 47, 50,51, 54, 55, 58, 59, 62, 63, 66,
67,70,71,74,75,78,79, 82,83, 86, 87,90, 91, 94, 95, 98, 99

1,3,5,7,9,11,13,15,17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65,
67,69,71,73,75,77,79, 81,83, 85,87,89, 91, 93, 95,97, 99

Fuente: Elaboracion propia.

En este juego se pidid a los estudiantes pensar en un numero del 0 al 100 y decir en que
filas de la anterior figura se encontraba. Para descubrir este nimero se sumo mentalmente el
primer nimero de cada fila donde se hallaba, de manera que la suma total era el nimero pensado.

Esta actividad logro capturar el interés de los estudiantes, pues trataron de buscar la razon por la
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cual siempre se les adivinaba el nimero que pensaban, algunos afirmaron que pudo ser debido a

la probabilidad, o que se miraba que un nimero se repetia en determinadas filas, sin embargo,

ninguno llego a la repuesta, pero su intriga fue saciada al momento de indicarles la razon por la

cual funciona este juego.

A continuacion, se explicé como los numeros binarios estan relacionados con este juego,

en este truco se obliga al estudiante a revelar su eleccion, puesto que ellos dijeron su nimero

hablando en binario, ya que cuando el estudiante dice “No”, “No”, “No”, “Si”, “No”, “Si”, “No”,

se lo puede entender como 0001010, el cual es el namero 10 en base decimal y en efecto es el

ndmero a adivinar.

Luego de entender el juego se mostré una expansion de este, tomada de S. Cerdn

(Comunicacion personal, 2021):

Figura 5.

Expansién del juego cartas magicas

81 L & 84 8 86 1 L] 1
§ 83 ] 90 9 ¥ M ]
93 1] L] 9% ¥ 98 » L 1 4 0
% 100 10 102 103 104 4 46 o 5 »
105 106 107 108 1% 110 5l 52 £ & E2
1 12 1m 114 115 116 s L o “ 6l
11 118 119 120 (3] 64 65 [ &
L ™ 1 3
6 n ] L
1 108 109 11 11
1 14 1% 116 1
1

Fuente: Elaboracidn propia.

En esta expansion del juego se puede adivinar el nimero pensado preguntando si el

namero esta o no en cada una de las cartas y de que color es, cuando responden “si” y el color

03

118

100

109

118

101

110

119

41

20

68

85

104

113

del numero, se suma el primer nimero de color rojo o0 negro segun se responda, la suma que se
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hace mentalmente es el numero elegido. Un resultado que Ilamo la atencién de este juego es
como uno de los estudiantes logré mirar esta forma de funcionamiento y lo corroboré jugando
con sus compafieros. Es importante dejar claro que el estudiante pudo observar que este juego
funciona de la siguiente forma: en esta version se revela el nimero en base tres, puesto que,
cuando el estudiante dice “No”, “No”, “No”, “Si en rojo”, “Si en negro” se lo puede entender
como 00012, el cual es el nimero 5 en base decimal y en efecto es el nimero por adivinar.

e Cuadrados magicos tomado de Alegria (2009):

Un cuadrado magico es una tabla que tiene la misma cantidad de filas como de columnas
donde en cada casilla se asigna un namero, de tal manera que la suma de cada una de sus filas,
columnas y diagonales principales da como resultado el mismo valor, llamado constante magica,
como, por ejemplo, el siguiente cuadrado:

Figura 6.

Cuadrado mégico de orden tres

8|16
3 7
4191 2

Fuente: Elaboracion propia

En esta actividad se propuso a los estudiantes resolver el cuadrado méagico de 3x3y luego
el de 4x4, la resolucion de este cuadrado magico fue un poco mas compleja que el anterior y por
ello se dio algunas pistas para completarlo. También se coment6 que existen muchos tipos de
cuadrados méagicos que no son puros, es decir, que se repite algiin nimero dentro del cuadrado,

una respuesta que se resaltd en la resolucién del cuadrado de 4x4 fue la de un estudiante, la cual
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coincidia con el siguiente cuadrado mégico de la sagrada familia. Cabe resaltar que este
cuadrado no es puro, ya que se repiten los nimeros 14 y 10.
Figura 7.

Cuadrado mégico de la sagrada familia en Barcelona

Fuente: Elaboracion propia

La actitud de los estudiantes cuando se vio los cuadrados magicos en el arte fue
satisfactoria, ya que hubo atencién hacia el temay mayor disposicion a hacer los ejercicios
propuestos. En esta actividad recreativa también se explicé las diferentes formas de encontrar la
constante méagica en un cuadro mégico, las cuales se encuentran en el Taller 1 (Anexo A), es
importante resaltar que todas las formas fueron verificadas y analizadas en clase con todos los
estudiantes. Luego, se mostrd la existencia de otras formas de encontrar esa constante en un
cuadrado 4x4, la imagen que se mostro en el proyector fue la siguiente:

Figura 8.

Otras formas de encontrar la constante magica en un cuadrado méagico de orden 4



Fuente: Elaboracion propia

En esta parte los estudiantes verificaron cada una de estas formas encontrando que los
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cuadrados 4, 6, 7, 9y 11, no daban como resultado la constante mégica de este cuadrado 4x4 que

es 34.

Finalmente, esta parte concluy6 con la explicacién de los métodos de construccion de

cuadrados méagicos mencionados en el Taller 1(Anexo A), se verificd cada uno de ellos y uno de

los resultados importantes con los estudiantes siguiendo los pasos del método de construccion de

cuadrados de orden par fue:

Figura 9.

Construccion de cuadrado magico de orden seis

35

34

33

32

30

28

27

11

25

24

23

15

16

20

19

18

17

21

22

14

13

12

26

10

29

31

36

Fuente: Elaboracion propia
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En este cuadrado los estudiantes verificaron si en verdad era un cuadrado méagico, para
ello, primero calcularon la constante méagica con la férmula:

6(36 + 1)
2

=111

Posteriormente, sumaron los nimeros de algunas filas y columnas, dandose cuenta que
existian casos donde la suma de estos no concordaba con el resultado de la formula, como en el
caso de la cuarta fila donde lasuma 18 + 17 + 21 + 22 + 14 + 13 = 105. Asi pues, se lleg6 a
que este método de construccidn no funcionaba para todos los cuadrados de orden par, por lo que
se explicd un método para construir cuadrados méagicos de orden multiplos de cuatro, es decir,
4x4, 8x8, 12x12, 16x16, ... Y se procedio junto con los estudiantes a construir un cuadrado
maégico de orden 8 de la siguiente forma:

Figura 10.

Construccion de cuadrado magico de orden ocho

48 47 19 20 21 22 42 41

40 39 27 28 29 30 34 33

32 31 35 36 37 38 26 25

24 23 43 44 45 46 18 17
49 50 14 13 12 11 55 56
57 58 6 5 4 3 63 64

Fuente: Elaboracién propia
Esta forma de construccién es muy parecida a la anterior, por lo cual se procedio a

calcular la constante méagica y efectivamente verificarlo como cuadrado mégico.
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En general en este primer taller se logro varios de los objetivos propuestos como el
conocer la actitud de los estudiantes hacia las matematicas y la trigonometria, saber cémo
quieren que les ensefien en las clases y también se evidencio la necesidad de reforzar los temas
de trigonometria pues en un primer momento se penso que los estudiantes tendrian cierto
conocimiento en estos temas, pero se llegd a que su paso por estos saberes no habia sido el
esperado, primeramente el objetivo era tratar de recordarles estos conocimientos y profundizarlos
hacia la resolucion de problemas trigonométricos, pero en ese momento se notd que la ensefianza
a realizar debia estar enfocada en un aprendizaje significativo y sélido, mas que memoristico,
rutinario y aplicable sin ningun significado para el estudiante.

En este taller se reflexion6 sobre cdmo ha sido la ensefianza de la trigonometria en estos
tiempos de pandemia, con estas clases apenas comenzando se buscé restablecer la relacion
didactica entre docente, alumno y saber. Tras un afio sin estar inmersos los estudiantes en el aula,
se quiso que vuelvan a estos espacios y contextos con el deseo de aprender interactuando.
Finalmente, vale la pena mencionar que las matematicas recreativas fueron fundamentales en
este taller, pues sirvieron para recobrar el &nimo, interés y motivacion de los estudiantes en
nuestras clases, ya que los juegos propuestos lograron captar la atencion de los estudiantes y se
divirtieron mientras jugaban y aprendian, de este modo creemos que las matematicas recreativas
son necesarias en nuestra aula para mejorar la relacién didactica entre nosotros, los saberes

matematicos y los alumnos.
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Bitacora #2: Historia de la trigonometria

Este segundo taller tenia el fin de mostrar a los estudiantes como en la construccién de la
trigonometria, en sus conceptos y definiciones han estado presente cosas externas a esta misma
rama de las matematicas, como lo es el mundo real y la vida diaria de los seres humanos. Una de
las conclusiones del anterior taller fue el reconocimiento de la importancia de las matematicas en
nuestra vida cotidiana y el mundo, la trigonometria no existe por si sola, sus origenes se
remontan a la prehistoria y es precisamente lo que se mostro en este taller, como la trigonometria
surge de las necesidades y experiencia del hombre. El objetivo fue mostrar como la
trigonometria se ha ido construyendo desde tiempos muy antiguos a través de la experiencia 'y
producto de la actividad viva de razonamiento en la que han intervenido histéricamente, de una u
otra manera, diversos aspectos del contexto sociocultural. Dicho esto, se procede a realizar la
reflexion sobre todo lo acontecido en este segundo taller en dos momentos, la parte historica con
sus respectivos problemas matematicos y la actividad recreativa propuesta.

Primer momento: Historia de la trigonometria

Este taller inici6 con la presentacion de diapositivas sobre la historia de la trigonometria
en diferentes culturas, es importante mencionar que a medida que se iba exponiendo se
propusieron ejercicios de acuerdo con lo explicado. De este modo, la exposicion empez6
mostrando la ubicacién en el mapa mundial de las diferentes culturas que aportaron a la
evolucion de la trigonometria, para a continuacion hablar de cada una de ellas.

Cultura egipcia (1800 a. c)

Los egipcios, segun Abonia 'y Miranda (2017) tenian su sistema de medidas por medio
del cuerpo humano como el usar, codos, manos y pies para la medicion de distancias o

magnitudes, también fueron los primeros en establecer el sistema de medida de los angulos en
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grados, minutos y segundos, esto fue algo que se explico con ayuda de un video publicado por
Vitual (2016), donde los estudiantes pudieron hacer la conversion de los grados que diariamente
usamos en el sistema decimal a este sistema de medida que propusieron los egipcios de forma
sexagesimal de la siguiente forma:
39.99° = 39°59°24”

Pues, para pasar de grados a minutos se multiplica por 60, y para pasar de minutos a segundos se
multiplica nuevamente por 60, de esta forma (0,99°)(60") = 59.4", luego, (0,4")(60"") = 24"

Ademas, Abonia y Miranda (2017) comentan que es tradicién de esta cultura hacer sus
escritos en tinta negra o roja sobre papiros especificamente para la construccién de sus
piramides, se puede ver el uso de la trigonometria en la construccién de estas, puesto que uno de
sus papiros mas antiguos, llamado el papiro de Rhind se encontraron contenidos matematicos y
entre ellos de trigonometria, su contenido fecha del afio 2000 a. C.

Por consiguiente, se propuso el problema nimero 56 del papiro de Rhind presentado de la
siguiente forma:

Figura 11.

Problema 56 del papiro de Rhind

Problema #56:

(Cuil es el seked de una piramide de 280 codos de altura y 440 codos de lado en la base?.

b
seked(0) = e

b = manos
¢ = codos
7 manos = 1 codo

Fuente: Elaboracion propia



Para la resolucion de este problema se recurrio al método de Polya, primeramente, se
entendio el problema y se mird que datos e incognitas nos proporcionaba este, en la planeacion
de la solucidn se vio la necesidad de hacer algunas conversiones en las medidas dadas y, por
tanto, la solucion se bosquejé de la siguiente forma:

Figura 12.

Solucién del problema 56 del papiro de Rhind
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la institucion Alejandro de Humboldt
Es importante resaltar que tipo de unidades son las que encontraron los estudiantes al

solucionar este problema, pues solo le colocaron el valor de 5.5 sin indicar ningun sistema de
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unidades, normalmente se establece el resultado en una misma unidad de medida, mientras en
este caso se establecen en dos, manos / codos.

Pues bien, en la parte de verificacion del problema se explicd que el Seked (o seged) es
un término egipcio antiguo que describe la inclinacion de las caras triangulares de una pirdmide
recta, por lo tanto, la inclinacion de las pendientes medidas se expresé como el nimero de manos
horizontales en relacion con cada elevacion de codo, equivalente a lo que hoy se conoce por
pendiente de una superficie plana inclinada. Ademas, en este paso se pidio a los estudiantes
relacionar este problema con la trigonometria actual, a lo cual no lograron encontrar ninguna
relacion, ya que no recordaban las identidades trigonométricas, por lo que se hizo necesario
recordar lo que es la cotangente y se mostrd su relacion con el problema, finalizando con el

Gltimo paso del método de Pdlya.

7220 _
280

5+ % donde, cot 8 = 220

De este modo, la solucién presentada fue: seked(8) = 50

Yy, por tanto: 7 cot 8 = seked(6).

Cultura babilénica (1600 a. c)

Abonia y Miranda (2017) mencionan que lo que més caracteriza a esta cultura es su
escritura en forma de simbolos “cuneiformes”, es decir, con forma de cufias en tablillas de
arcilla. El hallazgo mas importante en trigonometria en esta cultura es la tablilla Plimpton
(Figura N.° 13), se cree que fue escrita cerca de 1800 a. C., tiene una tabla de cuatro columnas y
15 filas de numeros en escritura cuneiforme de la época, la tablilla de barro Plimpton 322

muestra 60 numeros en 15 filas y 4 columnas.
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Figura 13.

Tablilla babilonica Plimpton 322

Fuente: Villatoro (2017).

Esta tabla muestra lo que ahora se llaman ternas pitagoricas, es decir, nimeros enteros a,
b, ¢ que satisfacen el teorema de Pitdgoras. Mostrando la tabla anterior de forma legible se tiene
la siguiente interpretacién de esta:

Figura 14.

Tablilla Plimpton legible

8 b d fila

y W AW 7 <« fpre 7

7 W AW AE T« B AW o« ¥ 7« «W w T

7 W F 47 <F €M ¢y 7 W ¢7 7 & <F m g

7 am < «F «T «T <R m«y < wHY ] 5
TR R Y ¢ 7w 7 «® % =

7 <F R ¢ ¢ LR gy ® b~ lado corto

7 €M 47 W «F «W ¢ “«w «7 «F 7 2

7 €7 WM <F (¥ N <F M «<H « < 4

LA LR LA L gy <& “’ b = lado corto del triangulo
7 UR T UE AT AP R 7 «m <y LA LR < d = diagonal del triangulo
7 «m < «w 7 W < [ = lado largo del triangulo
7 U U7 4T T <% €T < T B < d 2

roy men L1 v <F <m 52=(7>

7 W <8 &Y «W W ¢ “F «y oM GE <¥

Y «M <M <¢w ¢ it «m W

Fuente: Elaboracion propia



37

Esta tablilla es un poco dificil de entender, por lo que se propuso un ejercicio matematico

de conversidn donde los estudiantes comprobaron que los simbolos en esta son nimeros reales.

Para el siguiente ejercicio lo primero que se explico fue la base que usaban los babilonicos, la

cual es la base sexagesimal, este es un sistema de numeracion que emplea como base el nimero

60 usado para medir el tiempo o como se vio en la cultura egipcia medir los angulos. El sistema

empleado por esta cultura se explico con la siguiente imagen en la que cada simbolo o marca,

representa un numero.

Figura 15.

Sistema sexagesimal de la cultura babilénica

Y1 {fY 11
7 2 {¥y 12
iy = {1y 1=
W { 14
Ws W 15
we {16
7 {&F 17
& s % 18
o 8 19
{10 H« =20

Fuente: Fernandez (s.f.)

«¥ 21
«y 22
«Y 2=
€Y 24
H«W =5
«R 26
“&F 27
«F 28
“F 20
4 =0

«
«(rr
«m
«w
«w
«w
«w
«&
G
«

Ademas, Fernandez (s.f.) comenta que el cero en esta cultura lo usaban para representar

la ausencia de un numero, de la misma forma en que se usa el cero hoy en dia, los babilonios

tenian las siguientes cuatro representaciones simbolicas para este numero:
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Figura 16.

Representaciones del cero en la cultura babilonica

F S G QRN

Fuente: Ferndndez (s.f.)

La representacion mas usada es la cuarta, de este modo se presentd dos ejemplos de esta
representacion.

Figura 17.

Uso del cero en la cultura babilonica

Fa 7

1x60" + Ox 60° =60 1x602 +0x60" + Ox 60° = 3600

Fuente: Fernandez (s.f.)

Por consiguiente, la explicacion de estas conversiones de estas marcas en base
sexagesimal a nuestro sistema decimal se hizo de la siguiente forma:

Figura 18.

Conversiones sistema sexagesimal babilénico a decimal

v ok €#H
50 49

1
J l |

1 x 60% 4+ 50 x 60" + 49 x 60° = 6649 Base 10

Fuente: Camino (2017)

Se multiplica por 60° la primera cifra a la derecha correspondiente a la marca y luego se

suma la siguiente cifra a la izquierda multiplicada por 60! luego la que sigue a su izquierda por
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6072y se sigue esta secuencia en caso de que hallan mas cifras. La suma total da como resultado
el nimero en base 10 como lo indica el ejemplo.

Luego se propuso a los estudiantes convertir los siguientes simbolos o0 marcas a base
decimal:

Figura 19.

Simbolos cuneiformes

W W7 <&

Fuente: Elaboracion propia

A lo cual los estudiantes contestaron correctamente:

3 x 602+ 31 x 60+ 49 = 10800 + 1860 + 49 = 12709

Con este ejercicio matematico se mostro el contexto de los nimeros que se encontraban
en la tabla, pues son nimeros bastante grandes que expresan triangulos rectangulos que cumplen
con el teorema de Pitagoras.

Cultura griega (200 a. ¢):

Abonia y Miranda (2017) comentan que en esta cultura sobresalen algunos filésofos
matematicos como Pitagoras a quien se lo considera el padre de las matematicas griegas, Tales
de Mileto quien logré calcular la altura de las pirdmides mediante la comparacion de sombras,
Eratostenes de Cirene quien es conocido principalmente por ser la primera persona en calcular la
circunferencia de la tierra e Hiparco de Nicea quien es considerado el padre de la trigonometria,
puesto que fue el primero en tabular valores para lados de un triangulo inscrito en una
circunferencia y construyd la primera tabla de cuerdas, que corresponderia a una tabla moderna

de valores para la funcién seno. En este punto de la clase se pidi6 a los estudiantes calcular una
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cuerda de las que trazaba Tolomeo, pero solucionarlo modernamente. En la siguiente imagen se
muestra la formulacion del ejercicio hecho a los estudiantes:
Figura 20.

Ejercicio actual sobre las cuerdas de Tolomeo

Calculemos 1a cuerda AB

Datos:
diametro = 10cm
angulo a = 45°

crd(AB) = crd(2a) = 2r(sen(a))

|

#

Fuente: Elaboracion propia

Dado que el ejercicio solo consistio en reemplazar los datos en la ecuacion, no se
presentd ninguna dificultad para resolverlo. Sin embargo, se resalta que en un primer momento
un estudiante pensé que la cuerda 2a era la linea tomate al lado de 2a., es decir, la que marca el
doble de la linea verde que indica el angulo a, algo que corrigid rapidamente y se prosiguié con
la solucién del ejercicio.

Cultura hindu (400)

Dentro de esta cultura Abonia y Miranda (2017) describen la gran influencia de la cultura
griega, particularmente en la trigonometria y astronomia de Ptolomeo, en esta época los

astronomos de la india desarrollaron también un sistema trigonométrico, pero, basado en la
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funcidn seno en vez de cuerdas; esta funcion seno no consistia en una proporcion, sino en la
longitud de un lado opuesto a un angulo y a una hipotenusa dada de la siguiente forma:
Figura 21.

Sistema trigonometrico hind basado en longitudes

Semicuerda
ac=ch

Cuerda |€
ab

Y

La semicuerda de 2A coincide con el
sen(A): ac=sen(4)

Fuente: Elaboracion propia

Es asi como el seno empezd a verse como una longitud en un triangulo rectangulo.

Luego de ver como la cultura hindu tomé la trigonometria con respecto a la funcién seno,
se planted el siguiente ejercicio matematico a la clase, dado que el ejercicio solo consistio en
reemplazar los datos en la ecuacion, no se presentd ninguna dificultad para resolverlo.

Figura 22.

Ejercicio actual sobre la trigonometria hindl
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~ Calculemos la semicu

Datos:
radio = 1em
angulo a = 45°

AE = sen(a)

Fuente: Elaboracion propia

Cultura arabe (700)

Segun Abonia y Miranda (2017) los arabes en principio adoptaron el modelo de cuerdas
griego, pero finalmente se decidieron por el modelo hindu, basando asi su teoria sobre la funcion
seno y miraron al seno como una longitud. Una de sus aportaciones mas singulares fue la de
tomar r=1 en la circunferencia goniométrica, es decir, aquella con centro en el origen de un
sistema de coordenadas de un plano euclideo, en esta circunferencia en particular el seno
corresponde a la longitud de valor de la ordenada Y del angulo correspondiente y el coseno a la
longitud en la coordenada X. Por otro lado, también se comenté a los estudiantes que fue a través
de los arabes como lleg6 la trigonometria del seno a Europa y ademas fueron quienes
completaron las seis funciones trigonométricas que se ve en la trigonometria actual, las cuales
son: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. En la siguiente imagen se mostro
los resultados de seno y coseno para varios angulos y ademas los signos de estos en cada
cuadrante del plano cartesiano.

Figura 23.

La trigonometria arabe
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Fuente: Elaboracion propia

Cultura europea (1200)

Abonia y Miranda (2017) comentan que en esta época es cuando la trigonometria se
separd de su aplicacion exclusiva en la astronomia en Europa y encontraron que también era Util
para resolver problemas de aritmética y de algebra. Ademas, se hicieron varias traducciones de
obras griegas y arabes, logrando expresar mejor el conocimiento que se tenia hasta ese momento
sobre trigonometria y tomandola como una rama independiente de la matematica.

Luego de ver esta evolucion trigonométrica, se concluyé con la definicion de la
trigonometria, para que los estudiantes tengan alin més claro de que se trata esta rama de las
matematicas y que estudia.

Por otro lado, se recordé lo que dicen dos importantes teoremas matematicos, el teorema
de Pitagoras y el teorema de Tales de Mileto con ayuda de dos videos explicativos

Primeramente, se comento a los estudiantes que es necesario tener a la mano los dos
teoremas para la resolucion del préximo ejercicio, por lo que se enunciaron de la siguiente

forma:
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Teorema de Pitagoras:

En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos, es decir, h? = a* + b? donde h es la diagonal y a, b son catetos.

Teorema de Tales de Mileto

Si en un tridngulo se traza una linea paralela a cualquiera de sus lados, se obtiene un
triangulo que es semejante al tridngulo dado.

El ejercicio que se propuso basado en CirculoAl (2018) fue el siguiente:

Sean X, v, z reales positivos tal que:

VxZ+1+4y2+4+Vz22+9=10,x+y+z=8

Calcule el valor de x usando el teorema de Pitagoras y el teorema de Tales de Mileto.

En la solucion de este ejercicio matematico se empled el método de Polya, en el primer
paso los estudiantes entendieron el ejercicio, pero no llegaron a como poder resolverlo, pues lo
miraron de una forma totalmente algebraica, no supieron como utilizar los dos teoremas para
llegar a una solucion y la obtencién de una idea de resolucion fue bastante complicada.

Es por ello por lo que se guio la solucion del problema por medio de tres pasos
comentados en el Taller 2 (Anexo A), la idea no era resolverles el ejercicio, por lo que se quiso
que piensen y traten de llegar a una solucién. El bosquejo de la solucion del problema fue:

Figura 24.

Solucién de la actividad final
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Por consiguiente, el paso uno consistio en encontrar los catetos del triangulo sabiendo
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que la hipotenusa es el resultado del teorema de Pitagoras, este ejercicio fue hecho mentalmente,

pues los estudiantes después de ver que en el primer triangulo un lado era x y el otro 1, dedujeron

que los otros lados son como se muestran en siguiente figura:
Figura 25.

Solucion del primer paso de la actividad final

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
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Para llegar a esta solucidn los estudiantes vieron que en el primer triangulo:

h=+x%2+1 - h%? =x? + 12. Por tanto, los lados son:a =xy b =1
Luego, en el paso nimero dos, se pidid a los estudiantes completar la siguiente figura:

Figura 26.

Solucién del segundo paso de la actividad final

AEEEAREERN T EEEE

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Por ultimo, en el paso tres, lo Gnico que faltaba usar era el teorema de Tales de Mileto y
por ello se dijo que era hora de usarlo y se propuso la siguiente figura donde los estudiantes
aplicaron este teorema:

Figura 27.

Solucion del tercer paso de la actividad final
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

El problema estaba casi resuelto, sin embargo, se noto6 dificultades algebraicas por parte
de los estudiantes al no poder despejar la variable x de la ecuacion dada por el teorema de Tales
de Mileto, por lo cual se explico el procedimiento para llegar a la respuesta final de la siguiente
forma:

Tomamos la primera igualdad que da el teorema de Tales de Mileto para luego pedirles

resuelvan la otra igual que es aparentemente mas facil. Asi,

10
X Vx?+1

Pasamos los denominadores a multiplicar:

8Vx?+1=10x
Elevamos al cuadrado para eliminar la raiz cuadrada:
(8Y/x2 + 1)% = (10x)?
64(x%? + 1) = 100x?
64x?% + 64 = 100x?2

64 = 100x? — 64x2
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64 = 36x?

64

= 2
36

Simplificamos:

16
2
9 X

Aplicando raiz cuadrada se obtiene:

37X

En la solucion de esta ecuacion se usé un lenguaje algoritmico, el cual los estudiantes
entendieron al pie de la letra, sin embargo, cuando hicieron la resolucion de la otra igualdad se
obtuvieron este tipo de respuestas:

Figura 28.

Soluciones de los estudiantes

7 L -
Mol | =1E- tH-I8Y F (k) . r e s 7 R
a8 | =€ (H-8Y 7 (ex) o & o (g = (oY
b3 \ ‘ ——— T = >
\’\\ r\) 20 y >'~' ) i - ;i .
K ) s o
i \ ' 6 5/ /i"_.
1= B =2 Bakkd /6
1
a8 L = Y P = vy
% ; ¢ -t X
O B W 3
\ 6 4 28 x|

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Con respecto a estos resultados, fue evidente que los estudiantes trataron de usar el
mismo procedimiento para la otra igualdad, quisieron iniciar elevando al cuadrado ambos lados
de la ecuacion tal y como se lo hizo anteriormente, procedimiento que no hacia falta para
resolver esta ecuacion, entre otras respuestas también se obtuvo una confusién a la hora de

despejar la variable y mover las constantes de un lado de la ecuacién a otro. Con esto se observo
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que los estudiantes no se apropiaron de los temas de solucion de ecuaciones lineales y el despejo
de variables.

La anterior observacion fue preocupante, puesto que estos temas de algebra eran una base
que se tenia por segura en los estudiantes, varios temas a desarrollar en estos talleres de
trigonometria requieren tanto de algebra como de geometria, no se puede separar estas tres ramas
de la matematica en la resolucién de problemas, el algebra contribuye al aprendizaje de ciertos
procedimientos trigonométricos como lo son la resolucién de triangulos y las identidades
trigonométricas también le abre la puerta a pensar simbolicamente los problemas, a organizarlos
y ademas desarrolla la destreza de resolucion de problemas que se quiere ejercitar. En tanto a la
geometria se puede decir que los estudiantes estan familiarizados con la figura que mas
importancia corresponde a la trigonometria, como lo es el triangulo, y son temas que se
reforzaron con nuestros talleres.

Finalmente, sobre esta actividad, se observé como un ejercicio que en principio no
parecia poder solucionarse, ya gque se presentan tres incognitas y dos ecuaciones, ayudados por la
geometria se puede llegar a la solucion, evidentemente es un problema que necesita ser guiado
mediante algunos pasos, puesto que observar el camino para ser solucionado por si solo es algo
complicado a pesar de que se haya recordado con anticipacion los teoremas de Tales de Mileto y
de Pitagoras, teoremas que mediante el ejercicio se logré su apropiacion.

Segundo momento: Actividad recreativa “Tu dia pi”

Como actividad final se presentd la actividad recreativa llamada “Tu dia pi”, dado que en
este taller se vieron algunos nimeros irracionales, esta actividad tuvo el objetivo de hablar sobre

algunos de ellos y en especial sobre el nUmero =.
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La actividad inicid preguntandole a los estudiantes si conocen la definicion de lo que es
un namero irracional y si conocen algunos de ellos como =, e, el nUmero de oro, raiz de 2, a lo
cual los estudiantes contestaron “no” y que no recuerdan haber tratado con este tipo de nimeros
a excepcién de alguna vez haber visto el nimero = como el nimero 3.14.

Se penso que esto se debia a que en la educacion media muchas veces se trata este tema
de los nimeros irracionales comparandolos con el conjunto de los racionales y ensefidndoles a
los estudiantes a distinguir entre un nimero decimal periddico a uno aperiodico, sin embargo, no
se profundiza en este tema tan complejo en matematicas llegando incluso a la poca comprension
de lo que implica la palabra “periodo” en estas definiciones, por otro lado, los nimeros
irracionales tienen bastante historia que involucra temas tan complejos como el infinito, el cual
es poco abordado en los colegios. Para comprender estos conceptos creemos que los estudiantes
deben tener cierta madurez matematica, sin embargo, en esta actividad queremos acercarnos un
poco a bosquejarles lo que significa ser un nimero irracional.

De este modo, esta actividad recreativa tuvo el fin de mostrarle a los estudiantes la
definicion formal del nimero irracional. Formalmente, segin La Luz (s.f.) el concepto de
numero irracional se establece en el siglo XIX, desde un punto de vista moderno, un nimero

irracional es un valor que no puede ser expresado de la forma:
m
- dondem, n eZyn+0

Por tanto, un namero irracional es un decimal infinito aperiodico.
Para explicarles esto, se procedio de la siguiente forma:

Ejemplos de nimeros racionales:

. 2
e 2 pues este se puede escribir como i

. 5
e 2.5 pues este se puede escribir como >



o1

— I 10 /
e 3.3 pues este se puede escribir como —. Esto es lo que se conoce como nimero

periddico en los reales, se llama periddico porque su parte decimal conserva una
secuencia de numeros que se repiten siempre, en este caso, el nimero 3 se repite
infinitamente después de la coma. Cabe resaltar que el periodo puede ser formado por
mas de un ndmero, por ejemplo, el nimero 3,125 , es decir, se repite el nimero 125

después de la coma infinitamente, 3,125125125...

Sin embargo, el nUmero  es igual a 3,1416... siguiendo una cantidad infinita de nimeros
decimales que no guardan ningin orden y no existen dos nimeros enteros que al dividirlos de
como resultado el nimero =. Lo mismo sucede con los demés nimeros irracionales y son los
Ilamados nimeros infinitos aperiddicos, es decir, estos nimeros no guardan ningun periodo o
serie de nUmeros que se repita constantemente en su parte decimal.

De este modo, se mostré algunos ejemplos a los estudiantes de estos niumeros irracionales

como los numeros e, ¢, V3 y ¥99 hablandoles de cada uno de ellos, para luego enfatizar en el
numero &t Es importante mencionar que la explicacion del origen de estos nimeros irracionales
como e y ¢ se hizo en clases de la forma como fue planeada en el Taller 2 (Anexo A).

Luego, se hablo sobre el nimero =. Segln Flores (2019), este nimero indica la relacién
entre el perimetro (P) y el diametro (D) de una circunferencia. Asi, n=P/D, cabe mencionar que
los estudiantes creian que este nimero era solo un nimero decimal finito, 3,1416, mas no sabian
que después de estas cifras, continuaban infinitos decimales.

Por consiguiente, se nombro algunas curiosidades que guarda el nimero = con el fin de
interesarlos por este nimero, estas curiosidades se encuentran en el Taller 2 (Anexo A), cabe

resaltar que estas fueron explicadas a través de material audiovisual.
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Para finalizar, se presento el juego de “dia de pi” propuesto por la Sociedad Matematica

Mexicana (s.f.) de la siguiente forma:
Figura 29.

Tu dia pi

El juego consiste en buscar un numero entre los decimales de Pi,
en especial en este juego buscaremos en qué posicion de los

decimales del nimero 7 estd la fecha de tu cumpleafios.

Con este buscador de nimeros en los digitos de Pi puedes buscar
tu dia de P1i. Eso si, entre los primeros dos mil millones de
decimales (2.000.000.000). Asi que, aunque puedan parecer
muchos, puede ser que no esté en esta parte inicial de la infinita

cadena de decimales de m, pero por algiin lugar de ella andara.

Fuente: Elaboracion propia

Busca tu fecha de cumpleanos

el los digitos de IT

Selecciona una fecha:

dd/mm/aaaa |

Con respecto a esta actividad podemos decir que los estudiantes tuvieron gran interés por

buscar la fecha de su cumpleafios en este buscador y encontrar en que posicion se encontraba su

namero y descubrir cual fecha de cumpleafios se encuentra mas lejos en las cifras decimales del

ndmero m.
Figura 30.

Resultado de la actividad “tu dia pi”



Tu cumpleafios en los
digitos de T

iPrueba con otra fecha!'

66700310104

Tu cumpleafios aparece en
el digito 911.080 de

iCompaértelo!
¥S t

Fuente: Sociedad Matematica Mexicana (s.f.)

Este segundo taller culminé con cumplir el objetivo de mostrar a los estudiantes que el
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namero 7 es un numero irracional, que contiene infinitas cifras después de la coma, que alberga

muchas curiosidades y la humanidad necesita muchos afios para seguir descubriendo sus cifras a

través de las computadoras.
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Bitacora #3: Resolvamos problemas con la regla de tres.

El tema de este taller son la medicion de los angulos en grados y radianes, se sabe que
existen diferentes unidades de medida para medir el peso, la longitud, el volumen y en este caso
también los angulos. De este modo, asi como para pasar de metros a kildmetros se hace una
conversion sencilla que puede ser mental, lo mismo es para medir los angulos en grados o en
radianes, se hace el proceso matematico llamado regla de tres, este taller resalto el uso de esta
regla en la resolucién de problemas, pues juega un papel muy importante a la hora de determinar
las respuestas a todos los ejercicios y problemas.

Ademas, el objetivo de este taller con los estudiantes fue aclarar la definicién de grado y
radian y como ayudan a medir los angulos en la vida cotidiana, pues estos son de gran
importancia en la realidad, ya que se encuentran en casi todos los objetos y actividades de
nuestro alrededor, como en las bicicletas, relojes, movimientos de satélites como del planeta
tierra y de los planetas, también en construccion, mecanica, astronomia, ingenierias, fisica, entre
otras. A continuacion, se encuentra la reflexion de este taller en cuatro momentos:

Primer momento: Aclarando conceptos

Este taller inicio con la pregunta ;Qué son los grados y radianes? A lo cual, los
estudiantes tenian claro que son para medir los angulos, y de hecho estaban méas familiarizados a
medir &ngulos con los grados que con radianes, cabe resaltar que en el anterior taller se ensefid
como los egipcios median los angulos en su cultura y no desconocen que los grados pueden estar
dados en el sistema decimal o sexagesimal, por otra parte, el concepto de radian lo conocen, pero
no recuerdan como se mide con esta unidad por ello se les dificulto definir esta medida.

Por consiguiente, se aclaro con los estudiantes los anteriores conceptos. Se inici6 con lo

fundamental; el concepto de angulo, el cual es definido por Ramirez (2011) como la region del
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plano comprendida entre dos rectas que se unen en un mismo punto llamado origen y se

especificd que para medir su abertura siempre se lo hara en sentido contrario a las agujas del

reloj, luego, se definio el radian, conceptualmente, es la medida que surge de tomar un arco de

circunferencia igual a la medida del radio de esta, esta definicion sin recurrir a su representacion

geométrica es dificil de entender para los estudiantes, asi que se mostro el siguiente GIF:
Figura 31.

Definicién del concepto de radian

r

/ 2n rad

3 rad nt rad n rad

Fuente: Elaboracion propia

Los estudiantes con la explicacion de esta ilustracion comprendieron por qué se le llama
radian a esta unidad, puesto que hace referencia justamente al radio de la circunferencia, algo
que les llamé la atencion con respecto a la anterior animacién es como se puede obtener el

numero 7 del que se hablo en el anterior taller y como todo se relaciona con estos temas.
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También se menciond a los estudiantes que esta medida en radianes se mantiene
constante en todas las circunferencias sin importar su tamafio. Posteriormente, se retomo el tema
dado en el taller anterior, donde se explicd la medida de angulos en grados sexagesimales y se
realizé un ejercicio en el tablero, el cual se verifico entre todos.

Figura 32.

Evidencias fotogréaficas

Fuente: Elaboracion propia

También se comentd que tanto los grados sexagesimales o decimales dividen a la
circunferencia en 360 partes iguales, de manera que una vuelta a la misma son 360°, y, para
concluir esta parte, se hizo la respectiva relacién entre grados y radianes en la circunferencia con
la siguiente imagen, en la que los estudiantes entendieron como estas unidades de medida
dividen de diferente forma la circunferencia.

Figura 33.

Relacion de grados y radianes en la circunferencia
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Fuente: Lopez (2021)

Segundo momento: Ejercicios matematicos de conversion

En este segundo momento se explicé a los estudiantes sobre la medida de los angulos.
Ramirez (2011) comenta que “usualmente medimos los angulos en grados, pero también es muy
comun encontrar &ngulos medidos en radianes” (p. 213). Los grados y los radianes miden
angulos de manera que si tengo la medida de un angulo en grados puedo encontrar la medida
equivalente en radianes y viceversa.

De este modo, se indic6 la relacion que existe entre los grados y los radianes explicada
por Ramirez (2011) donde:

1 vuelta completa de la circunferencia = 360°=2 -« radianes.

Conversién de radianes a grados

Luego, se explico a los estudiantes que para convertir la medida de un angulo dado en
radianes a grados se debe hacer uso de la regla de tres, algo con lo que los estudiantes se suponen
deberian estar familiarizados. Como ejemplo se propuso la siguiente conversion:

Escribir en grados el siguiente a&ngulo dado en radianes: 5m/6 rad
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La regla de tres para este caso es:
21 — 360°

5w

6

De manera que

S5n o
_ g rad-360 _5m-360° _5-360°_1800° .
T 2mrad T 62n 12 12

Esto es que 5m/6 radianes equivalen a 150°.

En este momento se propuso como ejercicio escribir en grados los siguientes angulos

dados en radianes: /2, /3.
Los estudiantes procedieron a realizarlos y se vio que algunos cometieron ciertos errores,

pero estos no son sobre la regla de tres ni la forma de realizar la conversion, méas bien son de tipo

algebraico. La siguiente imagen muestra un ejemplo de lo mencionado anteriormente en la

solucion por parte de un estudiante:

Figura 34.

Solucién de un estudiante

f:Tcho’a} x| [ [ [ ]

| 2 | | 1 el
[ | ——AT I-_J_'

‘F@ J’aalimo". (n) T:cd
INEFSNED

| X9 = 13¢08 (£ [4)
F ‘ ‘l ; Ifzn#ea 1

4 | L

' = [36d (R)] |
ENEER=Ca o

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
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Notese que en:

3o (Fraa)

2w rad

El estudiante cancela r y la unidad de los radianes rad por estar en el numerador y el

denominador y coloca el siguiente resultado que lo lleva a una respuesta incorrecta.

o(T
B 360 (irad) _360°(2)
~ 2mrad 2

X

Como se puede ver, el estudiante tiene dificultades a la hora de aplicar la ley de
cancelacion correctamente, no toma en cuenta que esta trabajando con numeros fraccionarios, de
manera que al estar © dividiendo entre 2 en el numerador y cancelarlo queda la unidad dividiendo

a 2 como Se muestra a continuacion:

2
2w rad 2

_ 360° (%rad) ~ 360° (1)

X

Por otra parte, se resalta el trabajo realizado por un estudiante que no aplico la regla de

tres sugerida en clase, sino que lo realizo6 de la siguiente forma:

Con esta solucidn el estudiante observé que  rad equivalen a 180° como se lo indico en
la figura N.° 33 y reemplaz6 el uno por el otro, lo que conllevé a una solucion mas rapida y
correcta. Cabe resaltar que este método lo aplicé correctamente para los otros ejercicios, como el

siguiente:
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Figura 35.

Conversion de radianes a grados por un estudiante

\/\rad ,80;‘\
N = éo

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
Conversion de grados a radianes
Por consiguiente, se explicé el tema de conversion de grados a radianes donde se hizo
una regla de tres analoga y como ejemplo se propuso la siguiente conversion:
Escribir en radianes el siguiente angulo dado en grados: 47°
La regla de tres para este caso es:
21 — 360°
x - 47°
De manera que

_ 2nrad - 47° _ 2w rad - 47 _ 471 4
T 7360° 360 180 ¢

. 47
esto es que 47° equivalen a ﬁrad.

Y como ejercicio se propuso escribir en radianes los siguientes angulos dados en grados:
10°, 100°, es importante mencionar que la mayoria de los estudiantes logro hacer el proceso

correctamente, sin embargo, aun se presentaron algunos errores como:
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Figura 36.

Errores en los ejercicios de conversion

Ese'\acf\é, r ’\\.god =i%s ]

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
Aqui el estudiante olvidd que 180° ya se encontraba en un lado de la ecuacion y lo pone
nuevamente en el otro lado de esta.

Tercer momento: Resolucion de problemas

Para contextualizar los anteriores conceptos y conversiones se comento a los estudiantes
que en nuestra vida diaria siempre se ha escuchado hablar de bicicletas, juegos mecanicos,
manecillas del reloj, hélices de un helicoptero y muchas cosas mas. Al final de todo quien no ha
aprendido a manejar una bicicleta y sus cambios, sabiendo cuantos platos o pifiones tienen estas,
pues bien, todas estas actividades u objetos involucran un conocimiento fundamental que es el
radian y el grado.

En este momento del taller se recordd cémo se han venido resolviendo los diferentes
problemas y se pregunt6 cuales eran los pasos que debiamos seguir segun Pélya, a lo cual los
estudiantes contestaron rapidamente, el primer paso es entender el problemay ver los datos e
incognitas, el segundo es plantear una solucidn, el tercero es ejecutar lo que planeamos y por
altimo verificar todos los pasos y buscar alguna otra forma de solucionarlo.

Posteriormente, se presentd los siguientes tres problemas, los cuales se solucionaron de

forma conjunta:
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Problema 1

Un arquedlogo encuentra restos de una antigua construccion, se puede notar que esta
construccidn era circular pues la parte que encontré forma un arco de circunferencia que equivale
a 70° de la circunferencia completa, al medir el contorno de este fragmento encontrado dio como
resultado 24 mt. Ayuda al arquedlogo a hallar el radio de la circunferencia formada por la
construccidn si esta estuviera completa.

Siguiendo el método de Polya con nuestros estudiantes, la solucion fue hecha en cuatro
pasos:

. Comprension del problema

En este paso, primero se procedio a leer el problema y tratar de entenderlo. Cabe resaltar
que el este estaba acompafiado de la siguiente imagen:
Figura 37:

Imagen de contexto

Fuente: Elaboracion propia
Esta mostro la realidad fisica del problema, puesto que se puede ver que el coliseo de

roma también tiene una estructura como la mencionada en el problema del arquedlogo, donde los
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restos solo muestran un arco de circunferencia y se desea saber el radio de la circunferencia de
esta estructura cuando estaba completa, también con esta imagen se logro llegar a la
comprension del concepto de arco de circunferencia. En segundo lugar, se prosiguié a identificar
los datos e incdgnita que les proporcionaba el problema, donde:

Datos: arco de circunferencia= 70°, contorno del arco= 24 mt

Incognita: radio de la circunferencia=r

En esta fase, se pidi6 a los estudiantes que traten de resolver el problema y pensaran en
un plan a ejecutar, se dio unos minutos para pensar en una posible respuesta, mientras se los
cuestionaba de la siguiente forma: ;Cémo relacionan lo aprendido con el problema? ;Conocen
alguna informacion util para resolver el problema? ;Qué se necesita para resolver este
problema?, a lo cual los estudiantes relacionaron rapidamente el problema con las conversiones
que habian hecho anteriormente usando la regla de tres.

Por lo que, la primera idea fue un proceso mental de un estudiante, quien coment6 que el

camino a la respuesta estaba dado por la siguiente ecuacion:

70x24_
360
Donde,
70 x24 -
360 =T =4.0m

El camino de solucién que el compafiero planteo se la bosquejé en el tablero, sin
embargo, la respuesta era incorrecta, por ello se pregunt6 a los estudiantes si creian que el
razonamiento estaba bien. EI muchacho que trato de solucionarlo defendié su solucion diciendo a
que dato correspondia cada nimero, sin embargo, se verifico la siguiente regla de tres de la cual

salia el razonamiento:
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360° —» 24mt
70° > r

Déndose cuenta asi que los 360° de la circunferencia no correspondian al perimetro de
esta. También se los invit6 a hacer una circunferencia con radio 4,6 mt, la cual es muy pequefia
para la construccion que se habia planteado, ademas con esta regla de tres no se encontraba el
radio de la circunferencia, sino el arco de una circunferencia que equivale a 70°, esta fue toda la
interpretacion que se hizo a esta respuesta donde se vio que esta regla de tres no era la adecuada
para el problema.

Luego, el muchacho tuvo una idea que no soluciono el problema, pero ayud6 a formular
otro camino a seguir. Uno de los estudiantes propuso que ese arco de circunferencia podria ser la
medida de un radian que seria equivalente al radio de esta, es claro que la animacion que se
mostré cumplid su objetivo, la definicidn de radian decia que es la medida que surge de tomar un
arco de circunferencia igual a la medida del radio de esta. Por lo que el plan a seguir fue hallar el
arco de circunferencia que forma un radian y sugirieron pasar 70° grados a radianes para luego
buscar a cuantos metros equivale un radian y saber la medida del radio de la circunferencia.

. Ejecucion del plan

En este paso se plantearon las reglas de tres y se las realiz6 de la siguiente forma:
Conversion de 70° a radianes:
mrad — 180°
x — 70°
Se vio que los estudiantes ya no solo aplicaron la equivalencia: 360° = 2r rad, Sino que

también vieron que se podia usar: = rad = 180° y en general cualquier otra que ya habian
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encontrado, lo cual fue satisfactorio porque entendieron el trasfondo de estos procesos y no se
quedaron estancados en una sola equivalencia. Por consiguiente, la solucién obtenida fue:

_nrad-70°_nrad-7_77t 4
=7 7180° 18  18'¢

Y, por ultimo, solo quedd hallar el arco de circunferencia que forma un radian, esto lo
hicieron tomando la idea del primer estudiante, pero aplicando correctamente la regla de tres que

anteriormente se corrigio.

n d - 24mt
— q
18 ra m

lrad = x
Cabe resaltar que esta vez ya plantearon la regla de tres, no en grados, sino en radianes

para poder llegar a la respuesta correcta. Entonces,
_lrad -24mt  24mt  24(18)

X = = =
7 7T 7
ﬁ rad E

mt = 19.64 mt aprox.

Por tanto, el radio de la circunferencia si estuviera completa es de 19,64 mt.

. Verificacion

En este paso de verificacion se procedid a mostrar a los estudiantes otra forma de
solucionar el problema, cabe resaltar que esta era la respuesta preparada con la que se esperaba
guiar a los estudiantes, sin embargo, no fue necesario utilizarla, puesto que la solucion a la que
Ilegaron los estudiantes de forma natural fue usando el concepto de radian con el fin de encontrar
el radio de la circunferencia. Esto fue gratificante pues muchas veces pensamos que los
estudiantes van a solucionar un problema como nosotros queremos o los guiamos hacia nuestra

solucion, sin embargo, esperamos a ver que idea se presentaba y como la desarrollaban, fue
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evidente que el usar este método y dejar que ellos trabajen para solucionar el problema fue
exitoso.

Problema 2

El siguiente ejercicio es propuesto por Zago (2012): Una correa conecta dos poleas de
radios r=10cm y r=25 cm. Si la grande da un giro completo, ¢qué angulo expresado en grados y
radianes habréa girado la pequefia?

Continuando con el método de Pdlya tenemos los mismos pasos:

. Comprension del problema

Primeramente, es importante mencionar que el problema fue presentado graficamente de
la siguiente forma:
Figura 38.

Poleas conectadas por una cuerda.

R=25¢cm

Fuente: Zago (2012)

Este paso inici6 con las preguntas hacia los estudiantes de ¢Como relacionan este
problema con la vida cotidiana?, ¢Les resulta familiar esta imagen?, ;Como entienden el
problema con sus propias palabras?, ;Qué datos e incognitas les proporciona el problema?, y
¢Qué les pide el problema? De este modo, lo primero que hicieron los estudiantes fue relacionar
este mecanismo con el de las bicicletas, se explico que la rueda mas grande son los platos de una

bicicleta mientras la pequefia representa los pifiones, muchas veces al manejar bicicleta no se
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tiene en cuenta el funcionamiento de sus cambios y porque se vuelve méas suave o dificil cuando
se pedalea, ademas se menciond que la cuerda que une los platos con los pifiones es la cadena.
También se puede ver que este mecanismo funciona en las poleas de los gimnasios y este tipo de
iméagenes las van a encontrar no solo en matematicas, sino en fisica mas adelante.

Luego de contextualizar a los estudiantes, leyeron nuevamente el problema y dijeron: “lo
que nos pide el problema es saber cuantas vueltas da la rueda pequefia cuando la grande da una
vuelta completa”. Y siguiendo con el método de Polya a continuacion, se muestra lo que
identificaron como datos e incognitas:

Datos: radio de la polea pequefia r = 10 c¢m, radio de la polea grande R = 25 cm, giro de
la polea grande G = 360°

Incdgnita: giro de la polea pequefiag = x°

. Concepcidn de un plan

En este paso se pidié a los muchachos que piensen en una solucién a este problema, que
usen lo que han aprendido para llegar a una solucion y se les pregunto si el problema anterior les
servia para idear otro plan similar para este problema, los estudiantes no miraron inicialmente
una similitud, pero si sabian que tocaba usar una regla de tres y tal vez no solo una sino mas
como en el anterior problema. Visto que los estudiantes ya tenian claro que tocaba plantear una
regla de tres, se pidio que la formularan y se dio un momento para ello. En un principio
propusieron una regla de tres simple de la siguiente manera:

360° - 25cm
x = 10cm

Con lo que realizando los respectivos procesos se llego a qué x = 144°
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Esto significd que mientras la polea da una vuelta, la pequefia ni siquiera da media vuelta,
con lo que se hizo caer en cuenta a los estudiantes que la solucidn no era razonable, pues si se
mira las poleas conectadas por la cadena en una bicicleta, mientras la polea grande da una vuelta,
la pequefia da mas de una. De manera que se pidio a los estudiantes mirar que dato se encontraba
al plantear esta regla de tres y luego de meditarlo un poco se not6 que lo encontrado eran los
grados que giraria la polea grande al recorrer 10cm. Con lo que se tuvo que replantear el plan de
solucion.

Luego, se hizo notar a los estudiantes que en primer lugar se debia encontrar algo que
conecte o tengan en comun las dos poleas, en efecto se lleg6 a que era la distancia recorrida, pues
si pusiéramos el sistema de poleas sobre el suelo cuando la polea recorra una distancia la
pequefia recorrerd la misma. De manera que se propuso calcular esta distancia, se pregunté a los
estudiantes de qué manera se la podia encontrar y se llego a que la distancia es el perimetro de
dicha polea. Después, se les preguntd sobre la forma para calcular las vueltas da la polea pequefia
al recorrer dicha distancia, a lo cual contestaron que era necesario plantear una regla de tres
nuevamente.

. Ejecucion del plan

En este paso, se llevd a cabo lo planeado en el paso anterior. Primeramente, se hallé el
perimetro de la polea grande para encontrar la distancia que recorre al dar una vuelta. En este
punto se pregunto a los estudiantes sobre la formula del perimetro de una circunferencia, a lo
cual mencionaron no recordarla. Posteriormente, al tener un conocimiento previo sobre los
radianes, se preguntd a los estudiantes: ¢cuantos radios hay en una circunferencia? A lo cual

respondieron 27 rad, de manera que se comento que una forma facil de obtener la férmula del
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perimetro de la circunferencia es multiplicar el radio por 27, esto significa que si llamamos s al
perimetro de la circunferencia se tiene:
s=2nR - s =2n(25¢cm) =50t cm

Con lo que se resalto a los estudiantes que la polea grande recorre 507 cm al dar una
vuelta.

Luego, ya que la polea pequefia recorre la misma distancia que la grande, se pregunto a
los estudiantes ¢como encontrar las vueltas que da la polea pequefia al recorrer esta distancia?
Los estudiantes pensaron que se debia plantear una regla de tres, aunque les costd ver la manera
de hacerla, por lo que primero se les propuso mirar la distancia que recorre la polea pequefia al
dar una vuelta, y puesto que =10 entonces la distancia es 2x (10) cm, es decir 207 cm.

Después de esto, un estudiante menciono: “para que la polea pequeiia recorra 501 cm
deberia de dar 2 vueltas mas otro poco”, se preguntd ;COmo encontrar ese otro poco? Y se los
invito a pensar en plantear una regla de tres, con lo que se dio 6 minutos para que cada estudiante
proponga la regla de tres que se estaba buscando, mientras pasaban los minutos un estudiante
hall6 la respuesta manifestando que: “la polea pequena al dar una vuelta recorre 20 cm, en 2
vueltas 40m cm, con lo que para llegar a 507 cm la polea tendria que dar media vuelta mas, es
decir 2.5 vueltas”, a lo cual, los demés estudiantes estuvieron de acuerdo, sin embargo, se resalta
el hecho de que implicitamente plantearon la regla de tres pedida, por lo que se explicé que la
regla de tres correspondiente a lo que acabaron de hallar es la siguiente:

2r(10) cm — 1 vuelta
50 cm — x vueltas
De manera que:

x =50m /(2r(10) ) vueltas = 5/2 vueltas
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Luego, para encontrar los grados y radianes a los que equivalen dichas vueltas, los
estudiantes realizaron lo mismo que en el anterior paso, es decir, una vuelta son 360° en 2
vueltas 720° y la media vuelta que falta suma 180°, es decir que los grados que gira la polea
pequefia son 900°, sin embargo, nuevamente comento que la regla de tres correspondiente es la
siguiente:

1 vuelta — 360°
5/2 vueltas - x

De manera que:

x = (5/2 vueltas - 360°)/1 vuelta = (5-360°)/2 = 900°

Después, para encontrar el angulo pedido en radianes se planted la siguiente regla de tres:
1 vuelta - 2n rad
5/2 vueltas - x

De manera que:

x = (5/2 vueltas - 2m rad) /1 vuelta = 5/2 - 2w rad = 5m rad

Por tanto, cuando la polea grande haya dado un giro completo, la polea pequefia habra

girado 57 rad.

. Verificacion

Finalmente, en este punto se verificd que todos los pasos estén bien realizados y con
respecto al problema se les recordd que cuando la polea grande da una vuelta, lo recorrido por la
segunda polea es lo mismo, ya que la cadena o cuerda que las conecta es la misma. Ademas, se
les plante6 el problema de que sucederia si el radio de la polea pequefia fuese de 5 cm, a lo cual
los estudiantes notan que daria mas vueltas y proceden a realizar el ejercicio, ellos no tuvieron

dificultades en este punto. A continuacion, se muestra la respuesta por parte de una estudiante.
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Figura 39.

Solucién de un estudiante

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Notese que la estudiante observo que 10 cm es una vuelta, por tanto, para llegar a
507 c¢m la polea pequefia deberia de dar 5 vueltas, por lo que procedié a multiplicar 5 por 360°
para hallar los grados que gira esta polea.

Problema 3

El siguiente ejercicio también es propuesto por Zago (2012): Un aspersor funciona con
un mecanismo que le produce un movimiento de giro de ida y vuelta de 60°. Si el chorro de agua
alcanza 16 metros, halla el area de la superficie de césped regada.

. Comprensién del problema

En este primer paso se hizo la lectura del problema y se comprendi6 la funcién del
aspersor, los estudiantes vieron que este giraba de tal modo que el &ngulo que recorria de ida y
vuelta era de 60°, y se continué inmediatamente a sacar los siguientes datos e incognitas:

Datos: 6 = 60,r = 16 mt, A = ntr?

Incégnita: A = Area regada

En esta parte se recordo a los estudiantes la formula para hallar el area de una

circunferencia, puesto que no lo recordaban, a veces es dificil recordar estas formulas cuando
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solo se las aprende por el momento y no se las usa diariamente, por lo que, se explicé una forma
de hallar esta formula.

En primer lugar, se pidié dibujar una circunferencia, y luego mas dentro de ella, todas las
que se puedan, de modo que la Gltima supuesta circunferencia sea el centro de esta, puesto que,
intuitivamente, si pudiésemos dibujar infinitas circunferencias concéntricas dentro de esta, la

suma de todas ellas conformaria el area de la circunferencia de la siguiente forma:

En segundo lugar, se pidio cortar la circunferencia por un radio y abrir todas las

Figura 40.

Circunferencias infinitas

(O

Fuente: Elaboracion propia

circunferencias hasta que queden como lineas rectas, graficamente se hizo lo siguiente:
Figura 41.

Hallando el area de la circunferencia

2nA 2eR
2rR 2R

Fuente: Gaussianos (2011)
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En tercer lugar, algo que nunca se olvida es la forma hallar el area de un rectangulo: bxa
. ’ -7 . . .z bxa
y si este rectangulo se parte en dos triangulos por su diagonal, el area de cada triangulo es: Y

de hecho la ultima figura que se obtuvo en el anterior proceso es un tridngulo donde la base es
2nr 'y la altura es el radio de la circunferencia, de este modo el area de la circunferencia esta

dada por:

bXxa 2nrXr

= =nr Xr = nr?
2 2

Por ultimo, se comentd que esta es una forma sencilla de hallar esta area y fue gracias a
un matematico llamado Cavalieri, quien inventd y uso el método de los infinitesimales para
resolver problemas de areas y volumenes, de manera que miraba un area compuesta por infinitas
lineas como se vio en este caso o un volumen compuesto por infinitos planos. Explicada esta
parte, se prosiguio con el siguiente paso en nuestra solucion.

. Concepcion de un plan

En esta parte se pidio a los estudiantes ideas de solucion para poder trabajarlas,
primeramente, identificaron que si el aspersor girara completamente regaria toda el area de la
circunferencia y esta la hallaban con la formula que se explicd, pero esto no es lo que pedia el
problema, sin embargo, los ayudaria a plantear una regla de tres para solucionarlo, asi que se
decidid ir paso a paso con ellos en esta solucion.

o Ejecucion del plan

Primero, se calculo el area regada de toda la circunferencia si el aspersor girara 360°,

para ello se remplazo los datos en la siguiente formula:

A=mnr?=m-16% = 25671
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Luego, teniendo este resultado se llegd con los estudiantes a la siguiente regla de tres y se
hizo el proceso de despejo sin ninguna dificultad, a continuacion, se muestra la solucion hecha
por un estudiante:

Figura 42.

Solucién de un estudiante
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
o Verificacion

En este paso se mostro otra forma de solucionar este problema, cabe resaltar que esta
solucion se tenia preparada para guiarlos, sin embargo, tampoco fue necesaria, puesto que los
estudiantes lograron tener ideas que llevaron a solucionar el problema de la forma expuesta
anteriormente.

Luego de analizar todo el proceso se coment6 que hay que tener en cuenta que las
respuestas no siempre son exactas, recordando que el nimero x es un namero irracional infinito,
por lo que las respuestas suelen ser aproximadas. Por otro lado, se pregunté a los estudiantes si

encontraron similitudes en los problemas realizados, a lo cual contestaron que si, ya que el uso
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de la regla de tres fue el proceso usado para resolver los tres problemas, y encontraron relacion
de este ultimo con el primero, pues los dos tenian similitud graficamente. Con lo anterior se
concluyo este momento de resolucién de problemas observando que la dificultad inicial de
plantear las reglas de tres se soluciond satisfactoriamente.

Cuarto momento: Actividad recreativa “Sudoku”

Como actividad recreativa se presento el juego de SudoMates, que da lugar a un sudoku
clésico de 81 casillas que se deben rellenar con nimeros del 1 al 9. Los Sudokus se suelen
estructurar en cuadriculas divididas en cajas de 3x3 celdas en las que hay algunos nimeros
escritos de antemano. Para jugar, simplemente se debe rellenar las celdas en blanco de tal forma
que cada fila, columna 'y caja de 3x3 no tenga niumeros repetidos.

Con este juego se trabajo el cambio de las unidades de medida de los angulos: de grados
a radianes y de radianes a grados para reforzar los conocimientos adquiridos previamente, como
también estimular la concentracion, el pensamiento 16gico, la ejercitacion de procesos, la
imaginacion, la paciencia, la atencién y el pensamiento rapido e intuitivo, mientras se divierten
compitiendo con sus compafieros a resolverlo. De este modo, los alumnos debian rellenar
algunas de las casillas de este tablero de SUDOKU completamente vacio, haciendo cada
conversion gue se pedia y colocando en las casillas correspondientes el resultado.

Figura 43.

Sudoku
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Fuente: Elaboracion propia

PREGUNTAS:

A3, B8, C4, D7, F6, H5: Convertir % grados a radianes. RTA 6
B6, E8: Convertir i—’; radianes a grados. RTA 8

B1, C5, D4, E9, G8: Convertir % radianes a grados. RTA 5

C9, E4, H6: Convertir 6”—0 radianes a grados. RTA 3

B9, D2, G3, 14: Convertir :—5 radianes a grados. RTA 4

C6, G4, H9: Convertir % grados a radianes. RTA 1

E6, F3, G5, H2: Convertir% grados a radianes. RTA 7
C7,D3, F9, H1: Convertir? grados a radianes. RTA 2

E1, 13: Convertir % grados a radianes. RTA 9

Hay que mencionar que una parte de esta actividad recreativa se la desarrollo en el
segundo momento mientras se explicé el tema de conversiones, puesto que se notd que los

estudiantes tenian algunas dificultades algebraicas para la solucion de reglas de tres, es por ello
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por lo que se ejercitd esta parte con el sudoku. En este juego tuvieron la oportunidad de repasar

los procesos algebraicos y corregir sus errores, fueron nueve ejercicios matematicos que

reforzaron este tema, algunas de las respuestas que obtuvimos se presentan a continuacion:
Figura 44.

Soluciones de los estudiantes para el sudoku
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
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Estas respuestas guiaron a los estudiantes en la resolucion del Sudoku, la mayoria hizo el
proceso de regla de tres tal y como se lo explico, sin embargo, resaltamos a un estudiante que

hizo un método diferente para realizar las conversiones, donde para el primer caso se tuvo que:

T d=
367"61 =X

Luego, el estudiante multiplicé a un lado de la ecuacion por  rad y al otro lado por

180° que es su equivalente en grados.

T
wrad-x —%rad-180

%*aé-x==§%ra44180°

Lo cual lo lleva a la respuesta correcta:

18O°__50
36

X =

De la misma forma el estudiante trat6 de hacer todos los demas ejercicios, sin embargo,
este proceso que le sirvié en las conversiones de radianes a grados no lo pudo usar para las

conversiones de grados a radianes, pues él hizo lo siguiente:

(1260>°
—_— =X
T

El estudiante volvio a multiplicar a un lado de la ecuacién por  rad y al otro lado por
180° que es su equivalente en grados y cometid el error de asociar el numero m a radianes y
desde aqui comenzé a acomodar su proceso para llegar a la solucién pasando algo que esta
multiplicando a dividir en el mismo lado de la ecuacion.

1260

- 180°
T rad

wtrad:-x =

Frad = 1260 180°
x= Erad
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1260
X = 180°

Luego de revisar el anterior ejercicio, se explico al estudiante que la forma de generalizar
su método para el caso de convertir grados a radianes debia ser de la siguiente forma:

Si tenemos que:

<]

(1260)
— =X
T

Ahora, ya que para convertir de radianes a grados se multiplicaba por el lado izquierdo de
la ecuacion por r rad y al otro lado por 180° que es su equivalente en grados, para este caso se
debia hacer algo analogo, es decir, multiplicar al lado izquierdo por 180° y al otro por 7 rad,

asi:

[

(1260

180° - x = —) ‘T rad
T

Donde,

1260° 1260°

180°-x = grad o> x= 180° ‘rad =7 rad

Asi el estudiante, pudo generalizar su método para las dos conversiones y seguir usandolo
en las actividades propuestas en clases.

Finalmente, los estudiantes consiguieron colocar 33 nimeros, todos del 1 al 9 en las
casillas del SUDOKU para luego terminarlo, de modo que el Sudoku quedo de la siguiente
forma:

Figura 45.

Sudoku trigonométrico completo
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Bitacora #4: Sumergiéndonos en el mundo de la trigonometria

A lo largo de nuestros talleres se insistio en el papel de la trigonometria como una
herramienta matematica que permite modelar problemas de la realidad. Inicialmente, se
contextualizo historicamente a los estudiantes, esto permitié mostrarles como surgio y
evoluciond la trigonometria a través de la historia. Posteriormente, se mostro el uso de la regla de
tres en problemas de conversiones de grados y radianes y es en este taller donde los sumergimos
en los principales temas de la trigonometria como lo son las razones y funciones trigonométricas.

Por consiguiente, se presenta la reflexion de este taller en cuatro momentos, razones

trigonométricas, funciones trigonométricas, funciones trigonométricas inversas y la actividad
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recreativa, ademas ya que este proyecto esta enfocado en la resolucion de problemas, estos se
presentaran a medida que vayamos desarrollando los respectivos temas.

Primer momento: Razones trigonomeétricas.

En este primer momento se recordo las definiciones de las razones trigonomeétricas en el
triangulo rectangulo presentandolas de la siguiente forma:

Figura 46.

Razones trigonométricas

cateto opuesto

sin(a) = :

@ hipotenusa
S
g @ cateto adyacente

cos(a) =
g hipotenusa
S
cateto opuesto

C tan(a) = £

Cateto adyacente

cateto adyacente

Fuente: Elaboracion propia

Estas fueron las primeras definiciones de algunas razones trigonométricas, y con base a
estas procedimos a definir las razones trigonométricas reciprocas de la misma forma:

Figura 47.

Razones trigonométricas reciprocas

1 hipotenusa
B csc(a) = =
sen(a) cateto opuesto
. 8
) a
» & z 1 hipotenusa
W S sec(a) = =
S cos(a) cateto adyacente
S
(04
v c
Cateto adyacente caile) = 1 4 cateto adyacente
s, tan(a) cateto opuesto

Fuente: Elaboracion propia
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Luego, para que los estudiantes recordaran la relacion entre las razones y sus reciprocas,

propusimos relacionarlas en el tablero de la siguient:
Figura 48.

Relacion entre las razones trigonométricas

cos(a) =

tan(a) =

cot(a) =

sec(a) =

Fuente: Elaboracion propia

En esta parte los estudiantes notaron que a partir de las tres primeras razones podian
encontrar las demas sin tener que aprenderlas memoristicamente, haciendo un proceso de

deduccion que los ayudaria mas adelante a recordarlas. Por consiguiente, se hizo uso de

sin(a) =

esc(a) =

e forma:

cateto opuesto
hipotenusa

cateto adyacente
hipotenusa

cateto opuesto

cateto adyacente

cateto adyacente
cateto opuesto

hipotenusa
cateto adyacente

hipotenusa
cateto opuesto

GeoGebra para explicar cdmo varian el seno y el coseno en un tridngulo rectangulo si se alteran

el cateto adyacente o el &ngulo. La animacién que usamos es de la autora Morales (2016),

denominada “razones”:
Figura 49.

El seno y coseno en GeoGebra
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Fuente: Elaboracion propia

En la anterior imagen se vari6 el cateto adyacente del triangulo, donde los estudiantes
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observaron la alteracion del tamafio del triangulo, sin embargo, sus angulos, el seno y el coseno

permanecieron constantes. Con esto, los estudiantes comprendieron que las razones
trigonométricas seno y coseno no dependen del tamafio del tridngulo.
Figura 50.

El seno y coseno en GeoGebra 2

a, =47 a, = 20°

6 1.82
Sen(4T) = T 0.73 Sen(20°) = Tl 0.34
7 ;

=0.68 .« Cos(20%) = 5“@ =0

Fuente: Elaboracion propia
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Luego, se procedio a variar la amplitud del &ngulo y en este caso los estudiantes
notaron que el coseno y el seno si variaban con lo que concluyeron que las razones
trigonométricas no dependen del tamafio del tridangulo sino de la amplitud del angulo.

Aqui vale la pena mencionar que los estudiantes dieron buen uso al concepto de variable
en relacion funcional, reconocieron la variacion conjunta de las variables, es decir, identificaron
cuando una variable es dependiente o independiente de otra. Muchas veces los conceptos de
variable e incdgnita generan dificultad en los estudiantes y se suele pensar que el uso de letras
como variables se relaciona directamente a un nimero en particular, por ello cuesta comprender
que la variable depende de otros factores y puede cambiar, por ello el uso de GeoGebra fue una
herramienta util para comprender este tipo de conceptos.

Luego, para contextualizar toda la tematica explicada, se comentd que las razones
trigonométricas son ampliamente usadas en la construccion, topografia, aviacion, arquitectura,
criminologia, entre otras, por ejemplo, en actividades como hallar distancias, ver los angulos de
las luces, medir la inclinacion de los techos, alturas, el calcular el angulo de inclinacion con el
que desciende un avion, hasta para calcular el &ngulo con el que una bala fue disparada, etc.
Posteriormente, se prosiguid con el planteamiento de los siguientes problemas:

Problema 1

Carlos ha ido de vacaciones a Paris y se encuentra a 87 metros delante de la torre Eiffel.
Es preciosa y lo impresiona muchisimo, en un momento el faro que se encuentra en lo alto de la
torre apunta directamente sus pies con un angulo de inclinacion de 73.79°, calcule a qué
distancia se encuentra el foco del faro de Carlos.

Aplicando nuevamente la metodologia de resolucion de problemas de Polya se procedio a

solucionar el problema siguiendo los cuatro pasos:
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e Comprension del problema:

Luego de leer el problema detenidamente para entenderlo, los estudiantes pasaron a
identificar los datos e incognitas representandolos graficamente de la siguiente forma:
Figura 51.

Representacion del problema 1

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

En este paso, los estudiantes dudaron sobre la ubicacién del &ngulo dado en grados, pues
en un momento pensaron en ubicarlo en la parte superior de la torre, fue evidente que los
confundié el término de &ngulo de inclinacién, por lo que se aclar6 que el angulo de inclinacion
es el que se forma con el eje X, es decir, en este caso el &ngulo que se forma con el suelo. Luego
de aclarar esta duda, los estudiantes concluyeron que la distancia de la base de la torre a Carlos
es de 87 mty corresponde al lado adyacente del tridngulo con respecto al angulo dado, y la
incdgnita a su hipotenusa, con lo que se procedid a hacer la lista usual de datos e incégnitas:

Datos: angulo= 73.79°, cateto adyacente: 87 mt

Incdgnitas: hipotenusa=x, cateto opuesto=h

e Concepciodn de un plan
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En este paso se pidid a los estudiantes que pensaran en una idea para solucionar el
problema, también se les hizo las preguntas usuales: ; Como podrian resolver este problema con
lo que han aprendido?, ;Recuerdan algun problema similar que los ayude a resolver este?, a lo
cual los estudiantes respondieron que las razones trigonomeétricas les ayudarian a solucionar este
problema, por lo que se pregunto ¢Cudl seria la razon trigonomeétrica que usarian para
resolverlo?, los estudiantes estaban un poco confundidos, no supieron qué razon usar y
terminaron eligiendo el seno del angulo, en este punto se les comentd que se necesita una razon
trigonométrica que relacione los datos e incognitas del problema, por lo que los estudiantes
notaron que el seno del angulo no relacionaba la informacién anterior, de manera que pudieron
identificar que la razon trigonométrica que si los relacionaba era la secante o bien el coseno.

e Ejecucion del plan
Figura 52.

Solucion de los estudiantes
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Por lo que, la distancia del foco de la torre a Carlos es de 311,43 mt.



e Verificacion
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En este paso, se analiz6 cada paso anterior y también se solucion6 el problema usando la

razon trigonomeétrica del coseno, ademas se planteo el problema de hallar la altura de la torre

Eiffel y se prosiguid de la misma forma anterior donde, la representacion grafica fue:

Figura 53.

Representacion geométrica del problema
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Y la razon trigonométrica usada fue la tangente:

Figura 54.

Solucién de los estudiantes
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
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Por lo que se llego a la conclusion de que Carlos estaba mas cerca de la torre Eiffel de lo
que se pensaba en un inicio y la siguiente imagen representé mejor la situacion problema:

Figura 55.

Representacion geometrica del problema

N
,q,;»_;.._‘<___Cm.\,aﬁr,rJ:¥abq:

! “ ‘ mc,«,: | CegcOn

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Problema 2

El siguiente problema es propuesto por Profesorl0demates (2015): En la llanura desde un
punto se mide el angulo de elevacion a una montafia y se obtiene 35°. Acercdndose 200m mas

hacia la montafia vuelve a medir el angulo y se obtienen 55°. ;Cuél es la altura de la montafia?

e Comprension del problema

Este problema se contextualiz6 con una imagen donde un montafista esta observando una

montafa de la siguiente forma:
Figura 56.

Contexto del problema 2
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i = a3

Fuente: Elaboracion propia

En este paso se dio a los estudiantes un tiempo para leer el problema, tratar de entenderlo
y buscar un grafico adecuado para representar toda la informacion dada. Luego, empezaron a
reconocer datos e incognitas solo nombrandolos, pero no pudieron visualizar graficamente este
problema como nosotros queriamos y esperdbamos, pensamos que esto se debio a que los
estudiantes se acostumbraron a trabajar en problemas donde solo se graficaba un tridngulo y al
notar que como datos estaban el &ngulo de 35° y 55° no supieron dénde ubicarlos.

Por tanto, se guio a los estudiantes a que observen que el angulo de 35° se toma en una
posicion inicial de manera que se trazé el triangulo correspondiente, sin embargo, ya que en el
problema el sujeto se mueve 200 mt hacia la montafia, se dan cuenta de que es necesario
graficar otro triangulo con las nuevas medidas del angulo en esta nueva posicion. De manera que
la representacion grafica quedd de la siguiente forma:

Figura 57.

Representacion geométrica del problema
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Fuente: Elaboracion propia

Ademas, en este primer paso es importante mencionar que a los estudiantes también se
les dificultd reconocer e identificar la incognita x como la distancia desde la segunda posicion a
la montafa y, por el contrario, no tuvieron problema con llamar y a la altura de la montafia, sin
embargo, se notd la dificultad de los estudiantes para interpretar el problema en términos
algebraicos.

Al ver esta dificultad se hizo una reflexion acerca de la forma de solucionar problemas
matematicos, y se coment6 que expresar datos e incognitas de los problemas en términos de
variables o simbolos es para solucionarlos de una forma mas sencilla, se trata de descomponer la
informacion y ver claramente que es lo que se busca en cada problema, de manera que la
informacion quede sintetizada en simbolos y ecuaciones con las que se puede trabajar
algebraicamente.

e Concepcion de un plan

En este paso, se prosiguio con las preguntas usuales mencionadas en el anterior
problema, ;Como podrian resolver este problema con lo que han aprendido?, ;sera que en este
problema también se usan las razones trigonométricas para solucionarlo? Mientras los
estudiantes pensaban en una idea brillante, se insisti6 en relacionar los datos y las incognitas,
comentéandoles la importancia de apoyarse en una grafica que les ayude a clarificar hacia donde
quieren llegar. Posteriormente, se ideo un plan entre todos, teniendo claro que se buscaba en el
problema la altura de la montafia expresada algebraicamente como y, el cual era el lado opuesto
del triangulo 1, por lo que primeramente se enfocaron en el siguiente triangulo:

Figura 58.

Representacion geométrica del problema
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200 +x

Fuente: Elaboracion propia
En este tridngulo se observé que el lado adyacente equivale a 200 + x y la hipotenusa es
otra incognita, es claro que se identificaron los lados del tridngulo para usar una razén

trigonométrica, por lo tanto, se propuso aplicar la tangente del &ngulo obteniendo lo siguiente:

. y
tan (35°) =00 %

En este momento se recalcd que en este triangulo hay dos incognitas y un dato, por lo que
se dieron cuenta de que con la aplicacion de esta razdn trigonométrica no se llegaba a una
respuesta fija del problema.

En consecuencia, los estudiantes también notaron que no se estaba trabajando con todos
los datos del problema, sin embargo, no sugirieron nada mas, por lo que se tratd de guiarlos para
que resuelvan el triangulo namero 2 de la misma forma que el 1 con el fin de que notaran que la
solucion era plantear un sistema de ecuaciones de dos por dos, no obstante fue algo que los
estudiantes no lograron visualizar pues comentaron gue no recordaban como plantear y
solucionar un sistema de dos ecuaciones con dos incgnitas.

Aqui es importante resaltar que nuestro papel en la resolucion de problemas es de guias y
no debemos darles las respuestas a los estudiantes tan facil sin obtener un verdadero esfuerzo de
su parte para solucionarlo, sin embargo, esta estrategia no nos funcion6 en este problema porque

los estudiantes no tuvieron las bases suficientes para resolverlo, por lo que decidimos que
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primeramente debiamos profundizar en como resolver un sistema de dos por dos y luego resolver
nuestro problema.

e Ejecucion del plan

Se recordo que aplicando la razon trigonomeétrica de la tangente en el triangulo 1 de la

figura N° 57 se tenia la siguiente ecuacion:

y

tan (35°) =007

Luego, aplicando la misma razon trigonomeétrica para el tridngulo 2 de la figura N°57, se

obtuvo:
y
t 55°) ==
an (55°) .

De este modo, se procedio a solucionar el problema de la siguiente forma:

o) — y _ o\ .
tan (35°) =500 F x y = tan (35°) - (200 + x)
(o] y o]
tan (55°) = p - y = tan(55°)x

Luego, se igualo ambas ecuaciones y se despejo x.
tan (35°) - (200 + x) = tan(55°) - x
0,70 - (200 + x) = 1,42 - x
0,70-200+0,70-x =1,42-x
140 = 1,42x — 0,7x

140 = 0,72x

194,4mt = x

Luego, para hallar y se remplaz6 x en una de las ecuaciones.
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y = tan(55°)x
y = tan(55°)(194,4) = 1,42(194,4) = 276.04 mt

Cabe resaltar que este proceso se explico detalladamente a los estudiantes logrando su
comprension en este tema.

Finalmente, con este problema se vio que los estudiantes tenian dificultad para interpretar
y resolver problemas de tipo algebraico que involucren més de una ecuacion, evidenciando pocas
bases algebraicas para resolver nuestros problemas. Temas como la resolucion de sistemas de
ecuaciones son abordados en grados octavo o noveno, por lo que inferimos que como estudiantes
de grado décimo vieron estos temas en tiempo de pandemia, no interiorizaron estos
conocimientos y tal vez solo se limitaron a cumplir con sus responsabilidades y a hacer procesos
algoritmicos que no facilitaron su aprendizaje. Sin embargo, fue satisfactorio haberles recordado
estos temas, puesto que los muchachos se entusiasmaron con nuestra forma de ensefianza y nos
lo hicieron saber diciendo que entendian todo lo que les estdbamos ensefiando y les gustaba
nuestra metodologia.

e Verificacion

En la siguiente sesion se retomd nuevamente el problema y los estudiantes identificaron
los pasos claves en la resolucién del problema. De esta manera, pudieron identificar facilmente
los datos e incAgnitas en el gréafico y plantearon un sistema de ecuaciones que resolvieron de
manera rapida y correcta.

Segundo momento: Funciones trigonométricas.

En este segundo momento, se comentd a los estudiantes que las funciones
trigonométricas, segun Islas, et al. (2017) son establecidas con el fin de extender la definicidn de

las razones trigonométricas. (COmo se hace esta extensién? Las razones trigonométricas son
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cocientes entre los lados de un triangulo rectdngulo asociados a un angulo, de manera que las
funciones trigonométricas son extension de este concepto, pues estas se definen por la aplicacion
de una razén trigonométrica a los distintos valores del angulo. Para lograr una mejor
comprension de lo anterior, se mostro un video publicado por Tuprofevirtual (2015), en el cual
se explicd lo siguiente:

Con el fin de llegar a las definiciones de las funciones trigonométricas, el video inicia
dibujando un circulo con centro en el origen del plano y radio uno, en el cual se traza un radio y
haciendo el respectivo triangulo se puede inferir las dimensiones de este con respecto al angulo

a, tal y como se muestra en la siguiente imagen:

Figura 59.

Circulo unitario

Fuente: Elaboracion propia
Luego, se aplican las razones trigonométricas a este triangulo respecto al angulo o,

donde:
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Figura 60.

Relaciones entre funciones trigonometricas

v
— sen(a) = 1=y

x
—  cos(a) =1=%

o -2 - 20

y _cos(a)

L, cot(a) = x  sen(a)
1 1

> sec(@) = x  cos(a)
1 1

—ESC{:Q) - ; - sen(a)

Fuente: Elaboracion propia

Vale la pena resaltar que los estudiantes una vez copiaron estas funciones también las
relacionaron como lo hicieron con las razones trigonométricas. Seguidamente, se explicé como
las funciones seno y coseno toman valores en el circulo trigonométrico en los cuatro cuadrantes
del plano xy y se comentd que tomando como hipotenusa el radio y como lado opuesto el
segmento que cae desde el punto de la circunferencia al eje x, se forman triangulos rectangulos
tal y como lo muestra la siguiente figura:

Figura 61.

Circulo trigonométrico
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Segundo @1 Primer
cuadrante (- 1«5)

( 1 J_i) cuadrante
2

39
X

Cuarto
cuadrante

Fuente: Elaboracion propia

Ademas, en la anterior figura se explicé que la longitud de los lados opuestos de cada
triangulo corresponde al seno del &ngulo y cada longitud de los lados adyacentes corresponde al
coseno, ademas se mostré ejemplos en GeoGebra:

Figura 62.

Ejemplos en GeoGebra

(0.71,0.71)

(0.87,0.5)

Fuente: Elaboracion propia
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Tomando como ejemplo el a&ngulo de 30°, los estudiantes notaron que el sen (30°)
correspondia a la medida del cateto opuesto del tridngulo, es decir, la longitud de g que es 0,5y
el cos (30°) correspondia a la medida del cateto adyacente, en este caso, la longitud de h que es
0,87. En este punto, los estudiantes recordaron el circulo trigonométrico donde se tenian las

coordenadas (g%) aprox(0.87,0.5) como lo mostramos en GeoGebra, con lo que aclararon

todas sus dudas con respecto a este tema.

Graficacion de las funciones trigonometricas.

Explicada la anterior parte, se graficé las funciones trigonométricas seno y coseno,
primeramente, se hizo una tabla de valores, la cual los estudiantes completaron de la siguiente
forma:

Figura 63.

Tabla de valores de la funcién seno

Sen(a) 0

N =
b
=
>3
=
o
N =
| G
B

Fuente: Elaboracion propia

Para graficar la funcion seno se llamo a los estudiantes al tablero, donde cada uno grafico
un punto en el plano cartesiano, para finalmente trazar toda la funcion.

Figura 64.

Evidencias fotogréaficas



Fuente: Elaboracion propia
Por consiguiente, se completo la tabla de valores de la funcion coseno y se la comparo

con la tabla de la funcién seno, donde los estudiantes pudieron notar que las imagenes de la
funcion coseno seguian la misma secuencia de la funcion seno desde la imagen de g del
siguiente modo:

Figura 65.

Comparacion de las tablas de valores de la funcién coseno y seno

o0 T e [ wa [ w2 [ 2na | swo | n | 7wjo | a2 | aniz | swa [aamo | an

1 1 1 1
cos(a) 1 E = 0 —— _ E -1 _ E — 0 = E 1
2 2 2 2 2 2 2 2
[ o | 0 | w6 | w3 |
Sen(a) 0 1 ﬁ 1 ﬁ l (4] — l _ﬁ -1 _J_g — 1 0
2 2 2 2 2 2 2 2

Fuente: Elaboracion propia

98
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Con esto se explico, que la diferencia entre las graficas de la funcidn coseno y la funcién
seno tienen un desfase, es decir, que la grafica de la funcion coseno se la puede obtener de

grafica de la funcidn seno. Por tanto, se graficé en el tablero la funcion coseno sobre la funcion
seno, colocando el origen en donde para la gréfica de la funcion seno era gde la siguiente
forma:

Figura 66.

Graficas de la funcion seno y coseno

Fuente: Elaboracion propia

sen(x)

Para tabular la funcion tangente, se recordo que tan (x) = , de este modo, se pidio

cos (x)
a los estudiantes que completaran la tabla de tabulacion. No se hizo mucho énfasis en
completarla, ya que solo requeria de la division de nimeros fraccionarios, asi que se mostro las
diferentes graficas de las funciones que faltaban, haciendo alusion a que en algunas graficas hay
valores indeterminados, como en el caso de la funcién tangente cuando el coseno vale 0.

Figura 67.

Graficas de las funciones trigonométricas en GeoGebra



Grafica de la funcién tangente

Grafica de |a funcidn cosecante

Grafica de la funcidn cotangente

Fuente: Elaboracion propia

Aplicacion de las funciones trigonométricas.

Grafica de la funcién secante

100

En esta parte se preguntd a los estudiantes si conocian o podian relacionar estas funciones

con el mundo real segun lo que han aprendido en fisica o en otras areas, a lo cual contestaron que

tal vez estas funciones tenian que ver con las ondas del sonido, por lo que se reforzd la idea de

que las funciones trigonométricas ayudan a modelar fendmenos fisicos como el de la
propagacion del sonido, los movimientos circulares y el movimiento de los péndulos.

Tercer momento: Funciones trigonométricas inversas

Visto el tema de las funciones trigonométricas se pasoé al tema de las funciones

trigonométricas inversas, para esto se inicio con el caso de la funcion arcoseno, la cual se explicd

de la siguiente forma:

si arcsen(x)=a, entonces sen(a)=x

Luego, se comentd que el arcoseno y el seno son funciones inversas, por lo que su

composicién es la identidad, esto es:

arcsen(sen(a)) =«a



101

Y, ademas, su abreviatura es arcsen 0 sen™?

Dicho esto, se explico de la misma manera las funciones arcocoseno y arcotangente como
inversas de las funciones coseno y tangente respectivamente, ademas se mostraron sus
respectivas graficas.

De este modo:

si arccos(x) = a, entonces cos(a) = x
si arctan(x) = a, entonces tan(a) = x
Ademas:
arccos(cos(a)) = a
arctan(tan(a)) = a

Donde sus abreviaturas son: arccos 0 cos™! y arctan o tan™?!

Por ultimo, se dijo que, asi como hay funciones inversas para el seno, coseno y tangente,
también las hay para la secante, cosecante y cotangente que también cumplen con todo lo
anterior. Es importante resaltar que en este momento también se aclar6 la siguiente notacion en

la que los estudiantes se suelen confundir:

1
senx

sen"lx #

Y para terminar esta parte se propuso los siguientes problemas:

Problema 1
El siguiente ejercicio es planteado por Paramatematicas125 (2020): Imagine que usted es
un pasajero de avion y la azafata pregunta:

- (Alguno de ustedes sabe matematica?
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Usted se levanta para ver que se le ofrece, y le dice:

- Tal vez yo la puedo ayudar, ¢cudl es el problema?

- Estamos volando actualmente a una altitud de aproximadamente 10 kilémetros y

experimentamos dificultades técnicas —sobrecargo

Usted comprende que se necesita su ayuda, asi que toma su calculadora y camina hacia el
frente del avidn para ofrecer su colaboracion al piloto, que parece un poco enfermo y
desorientado.

- Me estoy sintiendo muy mal y no puedo pensar —el piloto

- ¢ Qué puedo hacer para ayudar? —pregunta usted

- Necesito deducir cuando debe comenzar el descenso. ¢Qué tan lejos del aeropuerto debe
de estar el avion, si quiero descender con un angulo de 3°? -piloto-.

El piloto se observa peor cada segundo transcurrido.

- iEso es facil! —exclama usted. Veamos. Estamos a una altitud de 10km y queremos

aterrizar en la pista con un angulo de 3°. Hmmmm

¢Qué tan lejos del aeropuerto le dijo usted al piloto que empezara el descenso?

Continuando con la metodologia de Polya, tenemos los siguientes pasos para resolver

este problema:

e Comprensién del problema

En primer lugar, los estudiantes leyeron el problema para lograr entenderlo, y se
prosiguiod a hacer el grafico correspondiente para identificar datos e incdgnitas en el tablero, de

modo que los estudiantes propusieron lo siguiente:
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Figura 68.

Evidencias fotogréaficas

ar
| fas 2zab

-‘_’A?';?".&_ ‘ e

= ol Hitud= \gkm
= R. | Bl = 22
= SeSsem——| \ &

o Y

Fuente: Elaboracion propia

Se noto que los estudiantes identificaron como incognita el lado adyacente del tridngulo
construido, ampliando la imagen se tiene:

Figura 69.

Representacion geométrica del problema

-

Fuente: Elaboracion propia

Luego, se pidio a los estudiantes verificar si esto es lo que pedia el problema, al inicio
pensaron que si, asi que, se les volvio a leer la pregunta del problema: ¢ Que tan lejos del
aeropuerto debe de estar el avion, si quiero descender con un angulo de 3°?, por lo que se dieron
cuenta de que la incognita debia ser la hipotenusa, puesto que les estan pidiendo la distancia del
avion al aeropuerto y se explico que si se tomaba la distancia como el lado adyacente del

triangulo construido seria como si el avion estuviera en el suelo.
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De este modo, cambiaron su grafico al siguiente:
Figura 70.

Representacion geometrica del problema 2

9.

ok

Fuente: Elaboracion propia

e Concepcion de un plan

En la concepcion del plan los estudiantes tenian claro que debian usar el seno del angulo
para hallar la hipotenusa del triangulo y asi la distancia que se pedia.

e Ejecucion del plan
10
sen(3°) = —
X

= 191.07 km

X =
sen(3°)
Por tanto, la distancia del avion al aeropuerto para que éste descienda con un angulo de

3°esde 191.97 km.

e Verificacion

En este paso, los estudiantes mencionaron otra forma de solucionar el problema a través

de la secante, solucion que hicieron mentalmente.
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Al respecto conviene decir que con este problema nos devolvimos al tema de razones
trigonométricas y confirmamos un buen aprendizaje de ellas, en la mente de nuestros estudiantes
quedo que siempre deben buscar una razén trigonométrica que relacione los datos e incognita
que les dé un problema, esta parte fue satisfactoria porque ya no recurrieron a ver las razones
trigonométricas en su cuaderno, sino que las supieron decir naturalmente. Sin embargo, cuando
terminamos este problema, nos dimos cuenta de que no utilizamos el tema de funciones
trigonométricas inversas y este problema tenia el fin de reforzar este tema, por lo que se propuso
a los estudiantes modificar el problema de manera que utilicen alguna funcién trigonométrica
inversa recordandoles que el uso de estas funciones es para hallar angulos, pues si se tiene el
seno o coseno de algun angulo y se le aplica su funcién inversa, el resultado es el angulo.
Algunos ejemplos con lo que se explicé lo anterior fueron:

sen(6) = 0,5
sen"t(sen(8)) = sen™1(0,5)
6 = 30°
cos() =0,5
cos™1(cos(8)) = cos™1(0,5)
0 =60°

Con esto los estudiantes propusieron que el problema deberia dar el seno del angulo, y
pedir el &ngulo, sin embargo, se comentd que en un problema no se deberia de dar este tipo de
informacidn, por lo que se recordd que el seno de un angulo es cateto opuesto sobre hipotenusa,
por tanto, el problema debia dar esos lados. De manera que la pregunta del problema qued6 de la

siguiente forma:
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¢Con que angulo debe descender el avion si se encuentra a una altura de 10 km y a una
distancia de 191,07 km del aeropuerto?, de este modo el grafico quedd de la siguiente forma:
Figura 71.

Representacion geometrica del problema

-

191.07km

ok

Fuente: elaboracion propia

Y usando el seno del &ngulo se tuvo que:

10
191.07

sen(f) =

sen"lsen(0) = sen‘l( 10 )
B 191.07

6 =3°

Con esto los estudiantes confirmaron que el angulo de descenso era 3° como en el
problema inicial.

Problema 2

Para usar nuevamente estas funciones trigonométricas inversas en un problema diferente
se retomo el siguiente problema del primer taller.

Un nifio ubicado a 20 metros de la iglesia de San Francisco apunta con un laser el pico de
la iglesia tal como lo muestra la figura, sabiendo que la altura de la iglesia de San Francisco de
Popayan mide 38 mt, calcule el angulo(f) de inclinacion del laser con el piso.

Figura 72.
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Imagen de contexto

Fuente: Elaboracion propia
Continuando con la metodologia de Pdlya se sigui6 con los siguientes pasos.

e Comprensién del problema

En este problema la imagen que lo contextualiza dejo claro los siguientes datos e
incdgnitas del problema.
Datos: h=38 m, d=20 m, Incégnita: p=?

e Concepcion del plan

En este paso los estudiantes ya tenian la idea de que este problema se solucionaria de la
misma forma que el anterior, por lo que luego de identificar los datos y la incdgnita no les fue
dificil encontrar el plan a seguir y se propuso que una de las estudiantes salga a hacerlo en el
tablero con ayuda de los demas, encontrando que las razones trigonométricas que relacionan el
lado adyacente con el opuesto en este triangulo son la cotangente o la tangente, por lo que
decidieron usar la primera.

Figura 73.

Evidencias fotogréaficas
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Fuente: Elaboracion propia

e Ejecucion del plan

Figura 74.

Evidencias fotograficas

Fuente: Elaboracion Propia

20
COt(@) = % = 0,52

cot™cot(0) = cot~1(0,52)

0 = cot™1(0,52)
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En este momento los estudiantes comentaron que en la calculadora no encontraban esta
funcion inversa, sin embargo, notaron que la funcion tan~! si estaba, por lo que procedieron a

hacer el mismo procedimiento con la tangente.

38
tan(@) = 20" 1.9

tan"1cot(0) = tan™1(1,9)
0 = tan~1(1.9) = 62,24
De donde, se concluy6 que:
cot™1(0,52) = 6 = tan"1(1.9) = 62,24

Cuarto momento: Actividad recreativa “El nim”

Como actividad recreativa se presento a los estudiantes el juego que describe Zurditorium
(2010) llamado NIM, este es un juego del siglo XVI que se cree se origino en china, pero
realmente su origen es incierto. Primeramente, se explicé a los estudiantes que este es un juego
de estrategia para dos personas que consiste en retirar, alternativamente, piezas de una serie de
montones o hileras hasta que desaparezcan todas, donde estas hileras estan ubicadas de la
siguiente forma:

Figura 75.

El Nim

Fuente: Elaboracion propia
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Para jugar el nim, se recurrié a material didactico en donde a cada pareja de estudiantes
se les entreg0 15 fichas que se organizaron en 5 montones, como en la figura anterior.
Figura 76.

Foto de clases

Fuente: Elaboracion propia

Mientras los estudiantes jugaban se pidié que analizaran la posibilidad de una estrategia
ganadora. La primera idea planteaba que el jugador que inicia quitando las fichas siempre gana,
sin embargo, rapidamente observaron que esta estrategia no era correcta, pues hubo juegos en los
que el primer jugador no gano. Luego, para motivar a los estudiantes a pensar en otras estrategias
ganadoras, se propuso un juego mas sencillo llamado:

El juego de las 12 monedas

Este juego tomado de Aprendemos Juntos (2018) consiste en ubicar doce monedas como
lo muestra la siguiente figura, donde cada jugador debe retirar una o dos monedas que se
encuentren juntas, y gana el que retire la Gltima moneda.

Figura 77.

Las doce monedas
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Fuente: Elaboracion propia

Luego, se pasé a jugar al tablero con los estudiantes aplicando la estrategia ganadora para
después preguntarles el motivo de nuestras consecutivas victorias, ellos no tardaron en descubrir
la razdn, pues este juego tiene estrategia ganadora para el segundo jugador, cuando el primer
jugador retira una ficha o dos, el segundo jugador retira la ficha o las fichas que se encuentren
diametralmente opuestas lo que le permite ganar, como se indica a continuacion:

Figura 78.

Estrategia ganadora del juego de las doce monedas

Fuente: Elaboracion propia

Este juego de las doce monedas tuvo el fin de mostrar a los estudiantes que algo similar

ocurre en el juego del nim, puesto que después de algunos pasos la figura del nim también se
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vuelve simétrica y lo Unico que se puede hacer es seguir los pasos del otro jugador para ganarle.
Por ejemplo, en la siguiente jugada:
Figura 79.

El Nim en jugada simétrica

Fuente: Elaboracion propia
Hasta ese momento la estrategia de los estudiantes se basé en llegar a este tipo de figuras

en el nim para luego seguir los movimientos de su contrincante para ganar.

Estrategia ganadora del Nim

Luego de analizar estas estrategias, se expuso la estrategia ganadora en la cual se
empleaban los numeros binarios. En primer lugar, se explicé que el sistema de numeracion
binario es un sistema de numeracion que utiliza dos simbolos 0 (cero) y 1 (uno), denominados
digitos binarios, por tanto, su base es 2 y cualquier nimero puede expresarse tanto en el sistema
decimal como en el binario.

Conversiones de base binaria a decimal y viceversa.

Dicho esto, primero se ensefid a los estudiantes a pasar numeros de base decimal a
sistema binario de la siguiente forma:

Figura 80.
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Conversiones base decimal a binaria

DE DECIMAL A
BINARIO

Convertir un niimero decimal a
binario es muy sencillo: basta
con realizar divisiones
sucesivas entre 2 y escribir los
residuos obtenidos en cada
divisién en orden inverso al

que han sido obtenidos.

Fuente: Elaboracion propia

Para ejercitar este proceso se pidié a los estudiantes pasar los numeros del uno al diez a
base binaria, algunas de las respuestas de los estudiantes fueron:

Figura 81.

Ejercicio de los estudiantes

, F1 T
| 3 “u:_ 112
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P = 00, g2
|4 ¢ .
nlK- Z 18 =t00H ]
| Tere —1or; SJIL ' il
&
1] N-f(;aI%— (11
@ ( - 1
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0 ] —= 11Q- T ITRTe T+ OO, |
0l | | [1

Fuente: Estudiantes de grado décimo Institucion Alejandro de Humboldt

Luego, se procedio a explicar la conversion de binario a decimal:

Figura 82.
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Conversiones base binaria a decimal

DE BINARIO A
DEAMAL 4 110101
— RN
. — ! \\ \-‘
Basta con numerar los digitos 1X25 + 1X2% + 0X23 + 1x22 + Ox21 + 1x2°

' ' + '

de derecha a izquierda

'
32+ 16 +0 + 4 + 0 +1=53

comenzando desde cero, a cada
nimero se le asigna la 110101, = 534,

correspondiente potencia base
2y al final se suman las

potencias.

Fuente: Elaboracion propia

Ademas, se ensefio a los estudiantes una forma rapida de hacer este proceso, esta forma
consistia en escribir la sucesion 1, 2, 4, 8, ..., es decir, la sucesion 2™ encima de los nimeros que
forman el nimero binario de derecha a izquierda y sumar los nimeros que se encuentran encima
de cada 1 para obtener el nimero en base diez tal y como lo muestra la siguiente imagen:

Figura 83.

Ejercicio de los estudiantes
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Fuente: Elaboracion propia
Explicado esto, se presentd la estrategia ganadora de la siguiente forma:
Pasos para ganar en el Nim
En este juego se define posicidén ganadora a aquella posicion del juego que permite
aplicar una estrategia ganadora contra su adversario y posicion perdedora a aquella posicion del
juego que no lo permite. Sin embargo, ¢Cémo saber si una posicion es perdedora o ganadora?
e Primero: escribir en binario el nimero de fichas que tiene cada montdn en la siguiente

tabla:

Figura 84.

Tabla del Nim
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BEl-0000
EE—00000

El— e
E—00
E—000

Fuente: Elaboracion propia
Segundo: colocar los nimeros en binario uno encima de otro de forma que la cifra de la

derecha de cada nimero esté en la misma columna como en la siguiente imagen:
Figura 85.

Sefialamiento de columnas en la tabla del Nim

Fuente: Elaboracion propia
Se marcan las 3 columnas con los numeros 4, 2 'y 1 con el fin de sefialar el valor de cada
posicién en binario, por ejemplo, en el grupo de 5 fichas aparece un 1 en las columnas del

4y del 1y efectivamente 4+1=5.
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e Tercero: Contar el nimero de 1 que hay en cada columna. Si resulta que en todas las
columnas hay un numero par de 1, esta posicion es perdedora y si al menos en una
columna hay un nimero impar de 1, la posicion es ganadora. La siguiente imagen
muestra un ejemplo de una posicion ganadora:

Figura 86.

Posicion ganadora del Nim

Por lo tanto, iesta

es una posicioén

ganadora!

Fuente: Elaboracion propia
e Cuarto: si en un turno se tiene una posicion ganadora, se debe jugar de forma que la
posicion que le quede al contrincante sea perdedora. Al repetir esto en todos tus turnos

terminaras ganando.

Terminado de ver esta estrategia, surgio la pregunta ¢Qué hacer si les toca una posicion
perdedora?, a lo cual se contestd que el Unico paso a seguir es simplemente jugar esperando a
que el contrario no conozca la estrategia ganadora y en algun momento les deje en una posicion
ganadora. Explicado esto, se procedié a aplicar la estrategia con el ejemplo hipotético propuesto

en el Taller 4 (Anexo A).

Ademas, para lograr una mejor comprensién de la estrategia se jugo en el tablero,
primero jugamos entre profesores, luego se invitd a un estudiante a jugar contra uno de nosotros

y finalmente sugerimos que dos de ellos pasaran al tablero a jugar el nim, pero este no era como
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se lo presentd inicialmente, sin embargo, la estrategia debia seguir funcionando. EIl nim
presentado a los estudiantes fue el siguiente:
Figura 87.

Otro Nim

Fuente: Elaboracion propia

Esta actividad recreativa fue una de las mas extensas, pero a la vez agradable, pues logré
capturar la atencion de todos los estudiantes en cada paso, se entusiasmaron al jugar y tratar de
entender todas las tablas. Fue un logro ver a los estudiantes usar la estrategia ganadora
correctamente, ellos analizaron, pensaron, calcularon, se emocionaron, compitieron y se
divirtieron con este juego matematico.

Figura 88.

Evidencias fotogréaficas

Fuente: Elaboracion propia
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Bitacora #5: Conociendo las identidades trigonométricas

En este taller se presentd las identidades trigonométricas como igualdades que relacionan
las funciones trigonomeétricas vistas en el anterior taller y se busco que los estudiantes
reconozcan que estas identidades se usan para simplificar expresiones trigonométricas con el
objetivo de analizarlas o solucionar algun problema. Por lo tanto, se realiza la reflexion de este
taller en los siguientes momentos:

Primer momento: Identidad trigonométrica fundamental.

Para un primer acercamiento a las identidades trigonométricas, se present6 un problema
en el cual se debia hacer uso de la identidad trigonométrica fundamental, el problema planteado
fue el siguiente:

Figura 89.

Observemos el crecimiento de una colonia de hormigas

Las hormigas durante la primavera ponen huevos y terminan su proceso

durante el verano, si al inicio del verano una colonia cuenta con 100

(Cuantas hormigas hay al final del
verano en la colonia si el verano dura

90 dias?

Fuente: Elaboracion propia
En primer lugar, los estudiantes leyeron el problema y entendieron que este les facilitaba

una funcién que tenia una incégnita y como dato los 90 dias que dura el verano. De modo que,
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propusieron remplazar la variable x por 90 en la funcion dada y asi el problema estaria resuelto.

Por tanto,

1
tan(x)+cot(x)

1
tan(90)+cot(90)

+3(90) + 100

fx) = +3x+100 - f(90) =

En este momento los estudiantes recurrieron a hacer este calculo en su calculadora, sin

embargo, se encontraron con la indeterminacion de la tan(90), les dio “Error”, en este punto se

sen(90)
cos(90)

recordd que la tangente de 90 es indeterminada, puesto que tan(90) = y, por tanto,

1 f . ., .1 . P
tan(90) = 5 lo que lleva a la indeterminacion, puesto que si 5 diese como resultado un namero,

dicho nimero al multiplicarlo por cero, daria 1, pero todo nimero al multiplicarlo por cero es

cero, esto es:

1
0=* ° 1=x(0)=0 -«

Luego de esta explicacion, los estudiantes notaron que este problema no se podia resolver
como lo planearon, por lo que se explicé un proceso de simplificacion en la funcion dada
comentéandoles que el objetivo de este taller era ver la utilidad de usar algunas identidades

trigonomeétricas para simplificar expresiones como la anterior. De manera que, se procedio a

mostrar el siguiente proceso:

fO) = G T oot T30 +100
Como:
)= 22 s ) = 28
Entonces,
f(x) = + 3(x) + 100

sen(x) , cos (x)
cos(x) = sen(x)
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1
sen(x) - sen(x) + cos (x) - cos (x)

flx) = + 3(x) + 100

f(x) = + 3(x) + 100

sen?(x) + cos? (x)
En ese momento, se tomo de referencia a Figueroa (2010) para explicar a los estudiantes
como surge la identidad trigonométrica fundamental con los siguientes pasos:
Paso 1. Apoyémonos en el siguiente triangulo rectangulo:
Figura 90.

Triangulo rectangulo

Fuente: Elaboracion propia
Paso 2. Hallemos el seno y coseno del angulo x y los elevamos al cuadrado:

_ a b - a? X b?
Sinx==ycosx== - sin®x=—ycos’x=—
c c c c

Paso 3. Sumemos el seno y coseno elevados al cuadrado y simplifiquemos haciendo uso
del teorema de Pitagoras:
Teorema de Pitagoras: ¢ = a? + b?

. 5 a’? b? a?+b* c?
sin“x + cos“x =—+—= > =—2:1
c c c c

Por lo tanto,
sen?(x) + cos?(x) =1
En este punto, se comento que la anterior identidad es conocida como la identidad

trigonométrica fundamental, la cual es una de las mas usadas en matematicas.
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Con todo y lo anterior, se regreso al problema, donde:

169 = sen?(x) + cos? (x) +3(x) +100

Fx) = %+ 3(x) + 100 = 3(x) + 101

Luego, sencillamente se remplazo la x por 90 y se tuvo el resultado de 370, por lo que se

concluyo que al final del verano la colonia contaba con 370 hormigas.
Segundo momento: (Como se obtienen algunas identidades trigopnométricas?
Vista la identidad trigonométrica fundamental, se mostré otras identidades importantes

como las siguientes:

Identidades trigonométricas reciprocas.

, 1 1
sinx = —— Ssecx =
CSCXx COS X
1 1
CcSCXxX = tanx =
sen x cotx
1 1
COoOS X = cotx =
secx tan x

En esta parte, los estudiantes observaron el surgimiento de estas identidades a partir del

triangulo rectangulo de la siguiente forma:

Figura 91.

Prueba de algunas identidades trigonometricas



sing = ——
csc

TH T H
0

csca

=

Fuente: Elaboracion propia

tana =

col a

=tana
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Continuando con el tema, también se presentd las identidades trigonométricas

pitagoricas:

1+ tan®x = sec® x

1+ cot? x = csc? x

En este momento se explicd la obtencion de una de las anteriores identidades y se dejé

Figura 92.

que los estudiantes obtuvieran analogamente la otra identidad.

Prueba y solucion de los estudiantes

1+ tan?x = sec?x

sin?x  cos’x
cos?x ' costx coszx —\;/

2

tan®x + 1 = sec?x

Fuente: Elaboracion propia

(2’ (2’ (m)

: {4_@_2_?S_=_cac:‘x__a =

Luego, se presento las siguientes identidades para valores negativos:

A3 oy 'k v coe? x

_ Sept % K COQQY = J\

SentX A-J Seal % ___Sm X

(T (e
SenX/  \ Senx Senx%.

)

T



cos(—x) = cosx sec(—x) = —secx
sen(—x) = —senx csc(—x) = —cscx
tan(—x) = —tanx cot(—x) = —cotx
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En este momento se recurri6 a las definiciones de funcion par e impar, por lo que se
explicd que las funciones pares son aquellas que son simétricas con respecto al eje y, de manera
que todo lo que esté a la derecha del eje y, se refleja hacia la izquierda, generando un efecto tipo
espejo, ademas una funcidn es par si, para cada x en el dominiode f, f (—x) = f (x).En
cambio, aquellas funciones que son impares tienen una simetria de 180°, es decir, que lo que se
encuentra a la derecha del eje y, también esta en el lado izquierdo pero girado 180°, ademas una
funcion es impar si, para cada x en el dominiode f, f (—x) = — f (x).

Enseguida, se mostro a los estudiantes algunas graficas de las funciones trigonométricas
en las cuales debian identificar si correspondian a funciones pares o impares.

Figura 93.

Funcion coseno

Funcidon coseno

Fuente: Elaboracion propia
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En la anterior funcion los estudiantes reconocieron el efecto espejo, por lo que la
identificaron como una funcién par, de manera que cos(—x) = cos(x), comprobando que, en

efecto esto se cumplia tomando algunos ejemplos como:

s (-3) =0=0s

cos(—m) = —1 = cos(m)
Figura 94.

Funcion seno

Funcion seno

Fuente: Elaboracion propia

La anterior funcion gener6 controversia en los estudiantes, ya que no fue sencillo
identificar si la funcion era par o impar, puesto que algunos miraron la misma figura a la
izquierda como a la derecha del eje y. En este punto, se recordd que una funcion par es aquella
que genera el efecto espejo teniendo como referencia el eje y, por lo que se pidié que observaran
que del origen hacia la derecha la funcién empieza tomando valores positivos en y, sin embargo,
del origen hacia la izquierda empieza tomando valores negativos, ademas, se indico que si esta
funcion fuese par deberia pasar por la linea roja en la parte izquierda respecto al eje y:

Figura 95.

Funcion par o impar
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Fuente: Elaboracion propia

Por consiguiente, se reviso si la funcion seno era impar, se record6 que una funcion es
impar si la gréfica rota simétricamente 180° con respecto al origen, por lo que fue necesario
apoyarse de la siguiente ilustracion:

Figura 96.

Prueba y solucion de los estudiantes

Fuente: Elaboracion propia
En efecto, se observé que la grafica cumplia con la definicion de funcion impar y también

se comprobd que sen(—x) = —sen(x) con algunos ejemplos:

sen (- %) = —1=—sen (%)

sen(—m) = 0 = —sen(m)
Por ultimo, se mostro otras graficas donde los estudiantes identificaron de la misma

forma si una funcion era par o impar.
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Figura 97.
Graficas de funciones trigonomeétricas

Funcion tangente Funcion cotangente

Funcién impar -  tan(—x) = —tan(x) Funcién impar —  cot(—x) = —cot(x)

Funcién secante Funcion cosecante

Funciénpar -  sec(—x) = seé(x) Funciénpar —  csc(—x) = —csc(x)

Fuente: Elaboracion propia

Con respecto a estos ejercicios fue placentero observar como los estudiantes
interiorizaron estas definiciones, pues para identificar cuando una funcidn es par, lo asociaron al
efecto espejo y para el caso de la funcion impar fue interesante ver como intentaban girar la
funcion a 180° respecto al origen, tal y como se lo mostré en la figura explicativa.

Finalmente, se mostro las siguientes identidades trigonométricas que les sirvieron mas
adelante para desarrollar la actividad final.

Identidades trigonométricas de la suma.

sin(x + y) = sinxcosy + siny cosx
cos(x £ y) =cosxcosy + sinxsiny

tanx + tany
1+tanxtany

tan(x £ y) =
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Identidades trigonomeétricas del angulo doble.

cos(2x) = cos? x — sin® x cos(2x) = 1 —sin?x
sin(2x) = 2sinx cos x 2 tanx

(2x) tan(2x) = ————

1 — tan“x

Tercer momento: ¢ Como obtener el seno y coseno de los &ngulos notables sin el uso de

calculadora?

En este momento se comentd a los estudiantes que los angulos notables son aquellos
angulos més usados que aparecen en muchos problemas de la vida cotidiana, como en
carpinteria, topografia, construccion, etc. Estos a&ngulos son los de 0°, 30°, 45°, 60° y 90°, en este
taller los estudiantes aprendieron a obtener estos angulos de forma sencilla. Por consiguiente, se
procedi6 a explicar este tema basado en Islas, et al. (2017) de la siguiente forma:

Figura 98.

Como hallar el sen 'y cos de 30° y 60° sin calculadora

Fuente: Elaboracion propia
Con la anterior imagen se explico que para hallar el seno y coseno de 30° y 60°

primeramente debemos apoyarnos en un triangulo equilatero de lado 2, se recurrio a este
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triangulo porque tiene todos sus lados y angulos iguales, ademas, la suma de los angulos internos
de un triangulo es 180° por lo que cada angulo del triangulo equilatero mide 60°. En segundo
lugar, bisecamos un angulo de forma que quedan dos triangulos rectangulos tal y como lo indica
la figura anterior, obteniendo asi &ngulos de 30° y 60°, a los cuales se les puede encontrar el seno
y coseno por medio de las razones trigonomeétricas. Este procedimiento no fue dificil pues los
estudiantes ya estaban familiarizados con estas definiciones, por lo que se hall6 primero el seno 'y
coseno de 30° y los estudiantes encontraron el seno y coseno de 60° sin ningun problema.
Figura 99.

Como hallar el sen 'y cos de 45° sin calculadora

Fuente: Elaboracion propia

Después, para hallar el seno y coseno de 45° se recurrio a un triangulo rectangulo de base
y altura 1, puesto que este es un triangulo isésceles y ademas rectangulo, este tiene dos angulos
iguales y uno recto, es decir, un angulo de 90° y dos de 45°. Luego, se aplicé la definicion de las
dos razones trigonométricas sin ningun problema, sin embargo, los estudiantes notaron que las
respuestas que se obtuvo no eran las mismas que las indicadas en el circulo trigonomeétrico, por
lo que se explico que mediante el proceso de racionalizacion se llega a esas respuestas, este
proceso consiste en eliminar las raices que se encuentran en el denominador, multiplicando por

esta misma raiz en el numerador y denominador tal y como lo mostro la figura anterior.
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Figura 100.

Como hallar el sen 'y cos de 0° y 90° sin calculadora

¢{Cémo hallar el siny cos de 0° y 90°?

La coordenada x es ialal coseno ;
y1a coordenada y es igual al seno

Fuente: Elaboracion propia

Para hallar el seno y coseno de 0°y 90° se recurrid al circulo trigonométrico y se recordd
a los estudiantes lo visto en el anterior taller con respecto a que el seno corresponde a la
coordenada y y el coseno a la coordenada x. De modo que, cuando el &ngulo es 0° las
coordenadas correspondientes son (1,0) entonces el sen(0°) es0y el cos(0°) es 1y para el
angulo de 90° las coordenadas serian (0,1) y, por tanto, sen(90°) es 1y cos(90°) es 0.

Explicada esta parte, se proyectd un video publicado por Pi-ensa Matematik. (2019) en
clases donde se sugeria un método sencillo para recordar cdbmo hallar las anteriores razones
trigonomeétricas de los &ngulos notables de otra forma.

Este método consistio en realizar un cuadro como el de la figura N° 101. En primer lugar,
se colocan los numeros del 0 al 4 de derecha a izquierda en la primera fila y de izquierda a
derecha en la segunda fila, luego, se saca la raiz cuadrada de todos los nimeros, se divide cada

raiz entre 2 y finalmente, se simplifica.
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Figura 101.

Cuadro para hallar el seny cos de los angulos notables

0° 30° 45° 60° 90°
Seno |5 o | viii | v AER RC
2 2 2 2 2 2 2 2

Coseno E=E=1 E E ﬁ_l E—U

Fuente: Elaboracion propia

Cuarto momento: Seccion de problemas.

En este momento se planted algunos problemas para que los estudiantes apliquen todo lo
visto en este taller, cabe resaltar que ellos recibieron una ficha donde se encontraban todas las
identidades trigonométricas vistas anteriormente.

Problema 1

Una escalera de 20 metros se encuentra apoyada sobre una pared con un angulo de
inclinacion de 15° con respecto al suelo. ¢ Cuanto mide la pared en la que esta apoyada la

escalera?

e Comprension del problema.

En este paso, los estudiantes recurrieron a la siguiente interpretacion gréafica para
identificar los datos e incognita:
Figura 102.

Representacion geométrica del problema
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

e Concepcion de un plan.

Los estudiantes sabian claramente que la razén trigonométrica para solucionar este

problema es sen(15°) donde sen(15°) = Zx—o En este punto se les pidio resolver el problema sin

ayuda de la calculadora, utilizando los angulos notables y las identidades trigonométricas vistas
en el taller. Por lo que, se les hizo las siguientes preguntas: ¢podrian aplicar alguna funcién
trigonométrica para resolver este problema?, ;ayudara el saber las razones del seno y coseno de
los angulos notables?, a lo cual, los estudiantes no pudieron contestar, en este momento se
encontraron perdidos, por lo que se procedio a ayudarles. Primeramente, se pidié que piensen el
namero 15 como la suma o resta de angulos notables, a lo cual contestaron rdpidamente:

60 — 45 = 15

45 -30=15

Luego, se los invitd a revisar en su ficha que identidad trigonométrica trabaja con sumay
restas de angulos, a lo cual encontraron las siguientes:
* sin(x + y) =sinxcosy * sinycos x * cos(x +y) = cosxcosy + sinxsiny

Facilmente, identificaron que se debia usar la primera identidad para hallar el sen(15°).
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e Ejecucion del plan.
Figura 103.

Solucion de los estudiantes

Gen (46 =30 ) = e 4O Cp B - Sen WcadtS

-2 (25 (5)
S RGIE

2 - ,__“_,_‘E‘:il_i._, 111
S oA

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Teniendo el anterior resultado, los estudiantes procedieron a remplazar el sen(15°) en la
razén trigonométrica propuesta inicialmente donde 20 - sen(15°) = x

Figura 104.

Solucién de los estudiantes

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

e Verificacion.

En este paso se comentd que bastaba con indicar el resultado sin uso de la calculadora, su

respuesta de 5(v/6 — +/2) estaba correcta y si alguno de ellos no tiene la posibilidad de calcular
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estos resultados algun dia con ayuda de calculadora, esta bien dejar respuestas expresadas de esa
forma y un claro ejemplo es en sus préximas pruebas Icfes en las cuales no iban a poder usar
calculadora, ademas la calculadora aproxima y no da un resultado exacto.

Problema 2

Un cuerpo vibra de manera vertical, con la ecuacion: y = 8 - sen(x) donde y esta en
centimetros y x en segundos. ¢En qué posicion se encuentra el cuerpo dentro de 120 segundos?

e Comprension del problema

En este paso se pidi6 a los estudiantes que recordaran la gréafica de la funcion seno para
que lograran asociar el movimiento del cuerpo a esta, ellos tenian claro la grafica y el
movimiento, sin embargo, recurrimos a indicérsela en GeoGebra.

Figura 105.

Representacion geométrica del problema

i
e

Fuente: Elaboracion propia

Ademas, en este problema reconocieron la siguiente informacion:
y = 8- sen(x)

x = 120 seg
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e Concepcion de un plan

Los estudiantes notaron que el plan era remplazar 120 en la ecuacion dada. Por lo que:
y = 8-sen(120)

El problema nuevamente consistié en hallar el sen(120) sin usar la calculadora. A lo
cual los estudiantes rapidamente se remitieron al anterior problema y sugirieron ver el nimero
120 como la suma de 60+60 para usar la misma identidad trigonométrica.

e Ejecucion del plan

Figura 106.

Solucién de los estudiantes

i Edcu_oi:-n
» Sen (€0*60)

= Sen (60) ces (60) %
. Sen (£8) cos (60

x 3 L4 j“ 3 01
E BB

= 3 4 @ |
5 7 g

wlviendo al 1o blema

y:g.\:;é\: q\[-é‘m'*
= 69m

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt
Finalmente, se verifico la respuesta en la grafica. En esta grafica los estudiantes se dieron

cuenta de que el cuerpo oscila entre los valores de -8 y 8 en el eje y, en donde a los 120 segundos

el cuerpo se encuentra aproximadamente a 6.9 metros del origen.



e Verificacién

Este problema fue planteado con el fin de que los estudiantes usaran la identidad
trigonométrica del angulo doble, por lo que se mostro la obtencidn de la férmula del angulo
doble a partir de la identidad trigonomeétrica de la suma:

sen(6 + 0) = sen(0) cos(6) + cos(0) sen(0) = 2sen(6) cos(6) = sen(26)

De manera que, los estudiantes usaron esta identidad para nuevamente solucionar el
problema.

Figura 107.

Solucion del problema por medio de identidades trigonométricas

R

C\'-D.:En
* Senl2 (..QO))
,z_m’Zs,,,socwg,o
e |7) 4
Z @.7 i
=J{2

2

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Quinto Momento: Actividad recreativa “Cuatro en raya”
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En este quinto taller se presento la actividad recreativa tomada de Garcia (2017) llamada

“Cuatro en raya trigonométrico”. Este juego tenia el objetivo de divertir a los estudiantes

mientras utilizan las identidades trigonometricas.
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En este juego se uso el tablero de la figura N° 108, se establecio el orden de jugada
usando una moneda y se lo explico a los estudiantes de la siguiente forma: quien coloque 4
fichas en linea vertical, horizontal o diagonalmente gana. Cada jugador segln su orden elige una
casilla del tablero, para ocuparla debe hallar el valor de la razén que aparece o simplificar la
expresion trigonométrica de la casilla y los jugadores implicados deciden si el valor hallado por
cada estudiante es correcto o no. Si la respuesta es correcta, el jugador ocupa la casilla, si no lo
es, el jugador pierde su turno. Gana el que consigue hacer "Cuatro en raya".

Figura 108.

Cuatro en raya trigonométrico

Cuatro en raya
trigonomeétrico

el 2 1 1
SULSX HC0S X sin 75° cos 75° 1+ tan?x
tan x senx
= tanx + tan
SRy 1-—sin?x o sy tan 60° Rl cos 120°
3 2 1+tanxtany
1 . in(—
csc’x sinx - cotx st 1) sec 30° tan(2x)
senx
: . 1
sin(x ty) csc 60° sin 360° cos(xty) cos 15°
cscx
1—cos(2x 1
cos(—x) 1~ cos(2x) cos® x — sin® x tan 15° tan(—x)
1 — cos(2x) cosx
1 sec(—x) 5 - 5
cosx-tanx cos135 sin(2x) tan 120
cotx

Fuente: Elaboracion propia
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Ejecucion del juego

Figura 109.

Evidencias fotogréaficas

Fuente: Elaboracion propia

Mientras los estudiantes jugaban se dieron cuenta que este juego se parecia al famoso
“triqui” por lo que en cada jugada trataban de dafiar el camino de su rival y esto lo conseguian
respondiendo correctamente a lo que se les pedia. Es importante mencionar que tuvieron que
recurrir a su ficha de identidades trigonométricas y también al cuadro de angulos notables para
responder correctamente.

Esta actividad fue exitosa porque se logro que los estudiantes resolvieran todas las
casillas del juego, se divirtieron buscando las respuestas, aprendieron, y ademas compitieron con
sus comparieros hasta que hubo un ganador. Cabe resaltar que no todos llegaron a la respuesta
rapidamente y fue en esos momentos en los que se los apoyd para que encontraran la respuesta

correcta y no perdieran su turno.
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Bitacora #6: Descubramos la ley de senos y cosenos

En este ultimo taller se dio a conocer a los estudiantes el surgimiento de la ley de senos y
cosenos. Anteriormente, se vio que las razones trigonomeétricas sirven para la resolucion de
triangulos rectangulos, sin embargo, con estas leyes se mostrd a los estudiantes que también se
pueden solucionar tridngulos que no necesariamente sean rectangulos.

Por consiguiente, se presenta la respectiva reflexion de este taller en cuatro momentos:

Primer momento: Descubriendo la ley de senos y cosenos.

En este primer momento, se guio a los estudiantes para la obtencién de la ley de senos y
cosenos basados en la informacion expuesta por Figueroa (2010). Para llegar a la ley de senos, en
primer lugar, se tomd un triangulo cualquiera en el cual se identificaron angulos, lados y vértices,
en segundo lugar, se traz6 una altura del triangulo, la cual lo dividi6 en dos tridngulos
rectangulos, en tercer lugar, se pidi6 a los estudiantes que hallen el seno de dos determinados
angulos de los triangulos rectangulos, para asi, continuar despejando y llegar a la primera
igualdad de la ley de senos, este proceso lo indica la siguiente figura:

Figura 110.

Prueba de la ley de senos, parte 1

-sin@ = — sina = —
a [
= ina=nh

-asin@ =h -csina =

asin @ = csina

sina sin@

Fuente: Elaboracion propia
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Al llegar a este punto, se comento a los estudiantes que en la ley de senos faltaba una
igualdad que tiene relacion con el angulo £ y para llegar a ella, lo primero que se hizo fue tomar
otra altura en el triangulo original y seguir el mismo proceso anterior de la siguiente forma:

Figura 111.

Prueba de la ley de senos, parte 2

. _d . _d
smﬁ—a sma—b

casinff =d -bsina =d

asin 8 = bsina

a b
sina sinp

De modo que, la ley de senos se enuncio de la siguiente forma:

Fuente: Elaboracion propia

Figura 112.

Ley de senos

LEY DE SENOS

a b C

sina sinf sin@

Fuente: Elaboracion propia
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Luego, para que los estudiantes recuerden esta ley, se comento que, un lado del triangulo
sobre el seno de su angulo opuesto es igual a otro lado sobre el seno de su respectivo angulo
opuesto y se enfatizo en los casos en los que se usa esta ley de senos de la siguiente manera:

Figura 113.

Uso de la ley de senos

¢Cuando se usa la ley de

senos?

Esta ley se utiliza cuando se conoce:
*Dos angulos interiores del triangulo y *Dos lados del tridngulo y el dngulo
uno de sus lados opuesto a cualquiera de estos lados.

B B

~— N—

B B a
a
a a
A \ (o A \ C
b b

Fuente: Elaboracion propia

Por consiguiente, se guio a los estudiantes para hallar la ley de cosenos de la misma
forma, haciendo uso de los siguientes pasos:

Figura 114.

Prueba de la ley de cosenos, Parte 1

Primero apliquemos teorema de Pitdgorasa 1y 2:

1-¢? = u? + h?
2-a? = (b —u)? + h?

Despejamos h de la primer ecuacion y sustituimos en la segunda:

Simplifiquemos nuestra ultima ecuacion:

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 115.

Prueba de la ley de cosenos, parte 2.

= b% — 2bu + u?® + ¢* — u?
c = b% — 2bu + ¢?

(En que razén trigonométrica esta Y
implicado el lado u de nuestro triangulo 1?7 [

Podemos notar que:

u -.-
cosa =— u=c-cosp
C »

Fuente: Elaboracion propia
Figura 116.

Prueba de la ley de cosenos, parte 3

a’? = b? — 2bu + ¢*

a? = b% — 2bccos a + c>

Fuente: Elaboracion propia

Cabe resaltar que la obtencion de las otras dos formulas de esta ley de cosenos es andloga
y no se procedid a desarrollarlas detalladamente para no alargar este taller, sin embargo, se
coment6 a los estudiantes que bastaba con “girar” el tridngulo para hallar las demds ecuaciones,
de manera que, si se cambia a por b, b por ¢, ¢ por ay a por S se obtiene la segunda ecuacion

b? = a? — ac -cos cos B + c2.Y analogamente se obtiene la tltima.
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De modo que, la ley de senos se enuncio de la siguiente forma:
Figura 117.

Ley de cosenos

LEY DE COSENOS

b% = a® + ¢* — 2accos B

c? =a? + b*> —2abcos@

Fuente: Elaboracion propia

En este momento se advirtio a los estudiantes la importancia de no simplemente
memorizar una férmula, sino de entender lo que estas dicen. Asi, se comentd que la ley de
cosenos permite encontrar un lado al cuadrado sumando los cuadrados de los otros dos lados y
restando el doble producto de dichos lados por el coseno del angulo entre ellos.

Luego, se propuso hallar esta ley de cosenos con un triangulo en el cual las letras eran
todas diferentes a las usadas anteriormente, esto levantd gran controversia entre los estudiantes
pues, creemos que no se habian enfrentado a un ejercicio de este tipo, pero finalmente hubo un
acuerdo cuando acudieron al significado explicado anteriormente sobre la ley del coseno pues
comprendieron que un lado al cuadrado independientemente del nombre se lo puede hallar en
funcidn de los otros dos lados y el angulo entre ellos.

Por ultimo, se presentd los casos en los que se usa esta ley de cosenos de la siguiente

manera:
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Figura 118.

Uso de la ley de cosenos

(Cuando se usa la ley de

cosenos:
Esta ley se utiliza para lo siguiente:
* Determinar la longitud de un lado del triangulo cuando se *Determinar un angulo cuando se conocen los
conocen los otros dos lados y el angulo opuesto al lado que tres lados del triangulo.
se desea calcular.
B
B
S—
B c P a
C a _
A (ot
A b c b

Fuente: Elaboracion propia

Segundo momento: Resolucion de problemas.

En esta seccidn los estudiantes aplicaron las leyes de senos y cosenos en los siguientes
problemas:

Problema 1

El siguiente problema es tomado de Sensei Math (2020): Una persona observa la cima de
un edificio con un angulo de elevacién de 35°, luego camina 3 metros hacia el edificio y vuelve a
observar la cima, pero ahora con un angulo de elevacién de 48°. Determinar la distancia que le
falta recorrer para llegar al edificio.

e Comprension del problema

En este paso los estudiantes notaron que este problema es similar a uno solucionado
anteriormente en el Taller 4 (Anexo A), en dicho problema un montafiista tomaba un angulo de

elevacién a una montafia y luego al acercarse 200 m mas hacia esta, media nuevamente el angulo
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con el fin de hallar su altura, la diferencia con este problema es que en lugar de buscar la altura
se pretende hallar la distancia hacia un objeto. Con lo anterior, los estudiantes hicieron la
siguiente representacion donde identificaron los datos e incognitas del problema:

Figura 119.

Representacion geométrica

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

En este problema los estudiantes reconocieron dos triangulos rectangulos donde el lado
comun es la altura del edificio, al respecto se comentd que independientemente de que se centren
en ver tridngulos rectangulos para resolverlos se den cuenta que también pueden resolver
cualquier triangulo que no necesariamente sea rectangulo con ayuda de la ley de senos y cosenos.

e Concepcion de un plan

En este paso, se pidid a los estudiantes pensar en coémo solucionar este problema con la
informacion aprendida hasta el momento, en este punto se hizo algunas preguntas como: ¢,Es
suficiente la informacion que da el problema para solucionarlo?, ;se puede usar alguna razon
trigonométrica?, ;sera que la ley de senos y cosenos ayuda a solucionar este problema? Y ;sera
que este problema se soluciona de la misma manera que el de la montafia 0 se puede usar otro
plan de solucion? A lo cual, los estudiantes contestaron que posiblemente este problema se

soluciona de la misma forma que el de la montafia usando un sistema de ecuaciones de dos por
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dos, ellos recordaron que era necesario usar la razon trigonomeétrica de la tangente aplicada a los
dos triangulos rectangulos y luego resolver el sistema de ecuaciones, por lo que se procedio a
hacerlo en el tablero con ayuda de todos.

e Ejecucion del plan

En primer lugar, se representd el problema con la siguiente grafica:

Figura 120.

Representacion geométrica

y
A5 ~AIE
5 3m x
Fuente: Sensei Math (2020)
tan (35°) = —2— >  y=tan(35°)- (3 +x)
3+x
(o) y [e]

tan (48°) = p - y = tan(48°)x

Luego, se igual6 ambas ecuaciones y se despejo x.
tan (35°) - (3 + x) = tan(48°) - x
0,70-3+x)=1,11-x
0,70:3+0,70-x =1,11-x
2.1=1,11x—-0,70x

2.1=0,41x




147

512mt =x
Por tanto, la distancia que le falta recorrer a la persona para llegar al edificio es de 5.12
metros.

e Verificacion

En este paso, se comento a los estudiantes que su solucion era correcta, sin embargo,
estos problemas tenian el fin de reforzar la ley de senos y cosenos, por lo que se pidié pensar en
otra forma de solucionar este problema aplicando esta tematica.

Posteriormente, se centrd a los estudiantes para que no vieran la figura N° 120 como dos
triangulos rectangulos, sino como los siguientes dos tridngulos que se podian solucionar con la
ley de senos y cosenos:

Figura 121.

Representacion geométrica

Fuente: Elaboracion propia

Dicho esto, se recordd los casos donde usar las leyes de senos y cosenos anteriormente
explicadas, sin embargo, se not6 que los datos del problema no eran suficientes para aplicar las
dos leyes directamente, por lo que se sugirio a los estudiantes buscar otros datos implicitos dados

en la figura, por ejemplo, el angulo de 90° del triangulo 2.
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Lamentablemente, los estudiantes no tuvieron idea para hallar otro angulo o lado en ese
triangulo. Aqui es de gran importancia mencionar que en los talleres desarrollados se les habia
comentado en varias ocasiones que los angulos suplementarios son los que sumados dan un
angulo de 180° y que la suma de los tres angulos internos de un triangulo es 180°. Esta
informacidn era la necesaria para encontrar otros datos en el grafico, pero no la recordaron, por
lo que se las recordd con representaciones graficas y pudieron identificar los datos que faltaban
en la siguiente figura:

Figura 122.

Representacion geométrica

A2z
7 = /'/,
//,/’ ’/,/
,// 137/
A5 41
8 3m : x [

Fuente: Elaboracion propia

Como breve conclusién de este problema creemos que, en algunas ocasiones, es
necesario recordar a los estudiantes conocimientos que para nosotros son basicos, pero que para
ellos no, pues en varias ocasiones no ven tan sencilla una solucion como nosotros, con lo que nos
dimos cuenta que siempre es necesario colocarnos en el papel de los estudiantes.

Por consiguiente, se insistio en la idea de un plan para solucionar el problema, por lo que

se volvio a los casos de uso de las leyes de senos y cosenos, con lo que finalmente los estudiantes
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propusieron aplicar la ley de senos en el triangulo 1 para encontrar el lado y, y posteriormente
utilizar esta misma ley en el tridngulo 2 para encontrar el valor de x, de la siguiente forma:

Figura 123.

Solucidn de los estudiantes
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucién Alejandro de Humboldt

Problema 2

El siguiente problema fue tomado de Devia, E. & Luna, E. (s.f.): Dos barcos piratas salen
de un puerto a la misma hora con rumbos distintos, formando un &ngulo de 110°. Al cabo de 2
horas, el primer barco esta a 34 km del punto inicial y el segundo barco, a 52 km de dicho punto,
como lo indica la figura siguiente. En ese mismo instante, ¢a qué distancia se encuentra un barco

del otro?
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Figura 124.

Representacion grafica del problema

Fuente: Elaboracion propia

e Comprensién del problema

En este paso los estudiantes notaron que la figura formada por los barcos es un tridngulo
no rectangulo, por lo que las razones trigonomeétricas vistas en los anteriores talleres no se podian
aplicar a este problema, también recordaron que la ley de senos y cosenos se aplican a todo tipo
de tridngulo. Ademas, reconocieron los siguientes datos e incognita:

Datos: lado 1= 34 km, lado 2 = 52 km, angulo = 110° e Incdgnita = x

e Concepcion de un plan

Los estudiantes tenian claro que se debian aplicar la ley de senos y cosenos para estos
problemas, y visto que en el anterior ejercicio se recordaron los casos en los cuales se pueden
aplicar estas leyes, no les fue dificil identificar que en este triangulo se tenian dos lados y el
angulo entre ellos que es justamente un caso en el que se puede aplicar la ley de cosenos, por lo

que el plan fue usar esta ley para hallar la distancia entre los dos barcos.
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e Ejecucion del plan

Figura 125.

Solucién de los estudiantes

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucién Alejandro de Humboldt

e Verificacion

En esta parte, se pregunt6 a los estudiantes si este problema se podria solucionar usando
la ley de senos, a lo cual se revisé los casos para usarla 'y se llego a que se necesitaba conocer
otro angulo para poder aplicarla.

Problema 3

El siguiente ejercicio es planteado por Sensei Math (2020): Dos nifios de la misma altura
ven pasar un globo por encima de ellos con angulos de elevacién de 35° y 67° respectivamente.
Si los nifios estan separados por una distancia de 8 metros, ¢a qué distancia se encuentra el globo

de cada uno de ellos?, ;a qué altura se encuentra el globo?
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e Comprension del problema

Luego de leer el problema cuidadosamente, los estudiantes propusieron hacer una
representacion grafica para identificar los datos e incognitas, de este modo la ilustracion fue la
siguiente:

Figura 126.

Representacion geomeétrica

. N

(“£ \3s° &z 2

5 m

X

Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Es importante mencionar que los estudiantes al inicio pensaron que la altura del globo era
la distancia de cada uno de los nifios a este, por lo que se les comentd que esto no era correcto,
puesto que el globo no estaba directamente sobre cada uno de ellos.

e Concepcion de un plan

Dado que los estudiantes ya estaban familiarizados con los casos en los cuales se debe
aplicar la ley de senos y cosenos, se decidieron a usar la ley de senos, puesto que el problema les
brinda dos angulos y un lado del triangulo. Y para hallar la altura del globo, sugirieron trazar una
perpendicular al piso que pasara por el globo.

e Ejecucion de un plan

Figura 127.

Solucién de los estudiantes
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Por lo que las distancias de cada nifio al globo fueron de 7.58 y 4.72 metros.

Luego, para hallar la altura del globo, propusieron la siguiente representacion grafica:
Figura 128.

Representacion gréafica

: L

5 i
£ 7 m %

Fuente: Elaboracion propia
Dado que los estudiantes ya tenian los datos de x y y, procedieron a usar la razén

trigonométrica del seno para hallar esta altura.

h
sen(35°) = =tg - h = sen(35°)(7.58) = 4.34 mt

Por lo que, la altura del piso al globo fue de 4.34 mt.

e Verificacion

En esta parte se reviso que todos los pasos que hicieron los estudiantes estuvieran
correctos, por lo que podemos inferir que muchos errores de los estudiantes han sido corregidos a

lo largo de todos los problemas, teniendo éxito en estos Gltimos, sin indicar mayores dificultades.
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Problema 4

Un proyector de peliculas proyecta una imagen tal y como lo muestra la figura. ;Bajo qué
angulo el proyector esta presentando la imagen?

Figura 129.

Representacion gréafica del problema

Fuente: Elaboracion propia

En este problema los estudiantes identificaron los datos e incognita, notando que se
conocen los tres lados del triangulo, por lo que decidieron aplicar la ley de cosenos para
encontrar el angulo pedido. De modo que, la solucion fue la siguiente:

Figura 130.

Solucién de los estudiantes
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Fuente: Estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt

Tercer momento: Actividad recreativa “torres de Handi”

Como actividad final se presento el juego descrito por Torres de Handi (2009), este
consiste en pasar todos los discos de la primera torre hacia la tercera siguiendo solo tres reglas, la
primera, solo se puede mover un disco a la vez, la segunda, un disco de mayor tamafio no puede
estar sobre uno mas pequefio que él mismo y la tercera, solo se puede desplazar el disco que se
encuentre arriba en cada torre.

Figura 131.

Torres de Hanoi

Fuente: Khan academy. (s.f.).
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Para el desarrollo de este juego se recurrio a la aplicacion llamada “tower of Hanoi” del
creador Moller (2011), la cual se instal6 en cada uno de los celulares de los estudiantes, esta
aplicacion tenia la siguiente interfaz:

Figura 132.

Interfaz de la aplicacion “tower of Hanoi”

-

Nota. La aplicacion cuenta la cantidad de movimientos hechos por el jugador. Fuente:
Moller (2011)

Luego de instalar esta aplicacion, se dio el tiempo necesario para jugar este juego, cabe
resaltar que la aplicacién permitia escoger el nimero de discos, por lo que todos los estudiantes
iniciaron con tres discos y a medida que solucionaban el juego, pasaban a solucionar uno con
mayor cantidad de discos. Todos lograron completar el juego con cuatro discos, cabe mencionar
que un solo estudiante no se rindi6 y logré pasar los cinco discos en casi 300 movimientos, sin
embargo, no pudieron encontrar una estrategia que les ayude a mover los discos con la menor
cantidad de movimientos.

En esta actividad fue interesante ver competir a los estudiantes mientras se divertian
jugando, a pesar de que hubo momentos en los que caian en un bucle del que no podian salir y

optaban por reiniciar el juego, se puede inferir que, este juego desarrolld la agilidad, el proceso
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de modelacion y el pensamiento matematico de los estudiantes buscando una estrategia ganadora
que les ayude a pasar todos los discos de la primera torre a la Gltima.

Luego de jugar entretenidamente el juego, se explicd dos estrategias ganadoras, segun
Torres de Handi (2009), la estrategia ganadora depende del nimero de discos del problema:

Si se tiene un namero par de discos, el primer movimiento debe ser colocar el disco mas
pequefio en la torre auxiliar, y en cada paso impar se le mueve a la siguiente torre a su derecha (o
a la torre origen si esta en la torre destino). La secuencia sera: auxiliar, destino, origen, auxiliar,
destino, origen, etc. Por otro lado, si se tiene un nimero impar de discos, el primer movimiento
debe ser colocar el disco mas pequefio en la torre destino, y en cada paso impar se le mueve a la
siguiente pila a su izquierda (o a la torre destino si esta en la pila origen). La secuencia sera:
destino, auxiliar, origen, destino, auxiliar, origen, etc. Las torres son nombradas de siguiente
forma:

Figura 133.

Estrategia ganadora de las torres de Hanoi

Origen Auxiliar Destino
Fuente: Elaboracion propio
Ademas, para obtener una solucion mas corta, es necesario mover el disco mas pequefio
en todos los pasos impares, mientras que en los pasos pares solo existe un movimiento posible
que no lo incluye. El problema se reduce a decidir en cada paso impar a cudl de las dos pilas

posibles se desplazaré el disco pequefio.
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Explicado lo anterior, se procedid a jugar las torres de Hanoi con la estrategia ganadora,
haciendo uso del video beam en clases y recurriendo a la siguiente pagina web para jugar en
linea con todos los estudiantes: https://www.ajedrezeureka.com/torres-de-hanoi/

Figura 133.

Aplicacidn de la estrategia ganadora con los estudiantes

Fuente: Elaboracién propia

Luego de aplicar la estrategia ganadora, se procedio a leer la leyenda de las torres de
Hanoi en la siguiente imagen:

Figura 134.

Leyenda de las torres de Hanoi



Dice la leyenda que, al crear el mundo, Dios situd sobre la
Tierra tres varillas de diamante y sesenta y cuatro discos de
oro. Los discos son todos de diferente tamario e inicialmente
fueron colocados en orden decreciente de diametros sobre la
primera de las varillas. También cre6 Dios un monasterio cuyos
monjes tienen la tarea de trasladar todos los discos desde la
primera varilla a |a tercera. La Gnica operacion permitida es
mover un disco de una varilla a otra cualquiera, pero con la
condicion de que no se puede situar encima de un disco otro
de diametro mayor. La leyenda dice también que cuando los

monjes terminen su tarea, el mundo se acabara.

Si los sacerdotes fuesen capaces de realizar la minima cantidad
de movimientos y cada movimiento en un segundo, ¢ cual
seria el tiempo necesario para trasladar la torre de discos?

y: por tanto, ;cuando acabaria el mundo?

Fuente: Elaboracion propia
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Con esta leyenda se explicé a los estudiantes la parte matematica de este juego, la cual

resultados:

Figura 135.

Tabla de movimientos de las torres de Handi

Menor cantidad de
movimientos

Numero de discos

1

3

7

15

Ll |lwlim] e

31

Fuente: Elaboracion propia

tiene que ver con la cantidad minima de movimientos para pasar una cantidad de discos hacia la
Gltima torre. En primer lugar, se hizo notar a los estudiantes que cuando se mueve 1 solo disco
del origen al destino, se requiere hacer un solo movimiento, cuando se mueven dos discos, se

requiere hacer tres movimientos, y asi sucesivamente hasta cinco, la siguiente tabla indica estos
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En segundo lugar, se explicé a los estudiantes que la siguiente secuencia representa la
menor cantidad de movimientos para solucionar el juego.
Figura 136.

Secuencia de la menor cantidad de movimientos en las torres de Hanoi

Ademas:
L |
1=21-1 115 = 2% — 1|
3=22-1 31 = 25—1]
7=2%-1

¢ Qué podemos deducir?

Fuente: Elaboracion propia

Con respecto a la pregunta de la figura anterior, los estudiantes lograron facilmente notar
que el nimero 2 estaba elevado a la cantidad de discos del juego, por lo que para hallar la
minima cantidad de movimientos en un juego con n discos la férmula seria la siguiente: 2™ — 1.

Volviendo al problema de la leyenda, para el caso de 64 discos basté reemplazar 64 en la
anterior formula, por tanto, el tiempo necesario que necesitan los monjes para trasladar la torre
de discos es de: 2% — 1 = 1.8446 x 10'°. Lo cual haciendo las conversiones necesarias es
aproximadamente 585.000 millones de afios. Por otro lado, la edad de la tierra es de, 4543
millones de afios, por lo que faltarian 580.457 millones de afios para que se acabe el mundo,

segun la leyenda.
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Conclusiones

En el desarrollo de este proyecto se tuvo la oportunidad de interactuar con
aproximadamente diez estudiantes de grado décimo en un ambiente extra-clase. Inicialmente, se
indagd sobre las actitudes y conocimientos previos de los estudiantes, donde se evidencié que
los estudiantes participantes presentaban dificultades tanto conceptuales como précticas en
trigonometria y algebra, a pesar de haber visto estas asignaturas como parte de su proceso de
ensefianza en el colegio, cabe resaltar que los estudiantes debido a la pandemia se encontraban
recibiendo Unicamente guias que priorizaban algunos temas de matematicas, lo cual justificé que
los estudiantes presentaran dificultades en varios temas desarrollados en los talleres.

Luego de observar la actitud y aptitud de los estudiantes, se inicio el desarrollo de talleres
abordando la historia de la trigonometria, un tema que muchas veces es olvidado en las aulas de
clases, con ello se confirm6 que abordar esto promueve el interés de los estudiantes en el aula,
contextualiza histéricamente diferentes conceptos matematicos para mejorar su comprension y
explica como las matematicas no son solo calculos, algoritmos y formulas, sino que surgen de las
necesidades del ser humano, ayudandole a resolver problemas y permitiéndole evolucionar como
especie.

Un eje central de nuestro proyecto es la resolucion de problemas trigonométricos usando
la metodologia de Pdlya, el resolver problemas a través de este método nos permitio ensefiarles a
los estudiantes un orden para el momento de enfrentarse a un problema, puesto que muchas
veces ellos tratan de usar los datos de un problema y hacer operaciones mecanicas sin lograr una
verdadera comprension de este. Es asi como nuestros estudiantes lograron apropiarse del método
del Polya para resolver cada problema que se planted en clases, los estudiantes antes de usar

alguna formula se enfocaban en entender y comprender el problema, en como hallar datos e
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incognitas para asi pasar a una concepcion del plan donde todas sus ideas fueran desarrolladas y
revisadas. Aqui es importante mencionar que todos los problemas planteados a lo largo del
desarrollo del proyecto tenian prevista su solucion en nuestras diapositivas, sin embargo, fue
satisfactorio ver que la mayoria de los problemas fueron resueltos con ideas planteadas por los
estudiantes que no coincidian con nuestras soluciones, pero que eran totalmente validas,
evidenciando su comprension en los temas explicados en clase.

La metodologia de resolucion de problemas permitié a los estudiantes relacionar la
trigonometria con aspectos del mundo real y su vida cotidiana, de forma que dejaron de ver las
matematicas como un mundo aislado, y empezaron a verla como una herramienta que pueden
utilizar para solucionar sus problemas, desarrollando también su capacidad critica frente a toda
situacién que se les presente.

Por otro lado, las actividades de matematicas recreativas, les permitio fortalecer algunos
conocimientos tanto de trigonometria como de matematicas en general, como también hizo
posible un mayor acercamiento a los estudiantes y reforzé la comunicacion entre ellos mientras
construian conocimiento resolviendo nuestros diversos juegos matematicos. Con esta experiencia
pudimos observar que como docentes tenemos la oportunidad de crear un ambiente divertido
donde se pueda aprender matematicas, dejando atras los diferentes dogmas negativos que las
rodean, como, por ejemplo, los pensamientos de que las matematicas son aburridas y accesibles
solo para algunos pocos genios. En nuestra opinién, el uso de las matematicas recreativas en
clases es indispensable para poder cambiar la perspectiva de los estudiantes hacia las
matematicas, logrando una mayor predisposicion para aprenderlas.

En general, todo nuestro ejercicio docente fue satisfactorio, puesto que logramos atraer la

atencion de varios estudiantes y cambiar su forma de pensar hacia las matematicas y en especial
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hacia la trigonometria, mostrandoles la importancia de ellas en su vida cotidiana a través de la
resolucion de problemas, ademas, pudimos generar muchos espacios donde los estudiantes
tuvieron la oportunidad de expresarse libremente aportando a las diferentes actividades que se
plantearon en las sesiones. Para concluir podemos decir que con este proyecto tuvimos la
oportunidad de ver como a lo largo de las sesiones los estudiantes fueron construyendo
aprendizaje significativo, que esperamos les sirva mas adelante en su vida cotidiana y

profesional.
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Anexo A. Documento de talleres.

El presente anexo contiene la planeacion de los seis talleres que se propusieron a los
estudiantes de grado décimo de la Institucion Alejandro de Humboldt, estos talleres guiaron la
ejecucion de este proyecto de aula, en ellos se planifico la explicacion de temas trigonométricos,
se presentd los distintos problemas relacionados con cada tematica y las actividades recreativas.

Taller 1: ¢ Qué tanto saben nuestros estudiantes?

Hoy en dia la matematica conserva la fama de ser una de las asignaturas mas dificiles en
la escuela, por ello creemos que es prioritario modificar en los estudiantes su actitud frente a ella,
pues muchas veces les resulta aburrida y no se insiste en su importancia. Las matematicas en la
educacion son fundamentales, esto se debe a que tienen un gran valor formativo porque son las
que desarrollan tanto las capacidades del razonamiento l6gico, como pensamiento numeérico,
geométrico y variacional mediante la basqueda de soluciones de manera coherente y efectiva,
ademas, las matematicas también desarrollan el pensamiento analitico, puesto que nos impulsan
a investigar profundamente los temas en busqueda de la verdad y agiliza nuestra mente
manteniéndonos alerta al error mejorando la toma de decisiones frente a las diferentes
circunstancias que presenta la vida.

El proposito de este taller es indagar las actitudes de los estudiantes hacia las
matematicas, como también reconocer algunos de sus conocimientos en temas de trigonometria.

Reglas para la resolucion de taller:

Para que este taller introductorio sirva a nuestros propo6sitos de introducir temas de la
trigonometria, esperamos que los estudiantes se acojan a los siguientes requerimientos:

e Eltaller es individual

e En las respuestas se pueden expresar de manera libre las ideas con respecto al tema.

e Esindispensable que el taller no sea copiado; en él se debe expresar el conocimiento
individual sobre el tema.

e Se debe intentar exponer de la manera mas clara posible las ideas

Primer momento: Presentacion

Este es nuestro primer encuentro con los estudiantes, por lo que se hara una presentacion

contandoles sobre que trata el proyecto de aula en el que participaran.
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Segundo momento: ¢Como es mi actitud hacia las Matematicas?

En cada uno de los siguientes puntos los estudiantes deber&n responder las preguntas de
forma clara y justificada, en sus respuestas pueden incluir ejemplos, ideas, posturas a favor o en
contra de forma libre.

1. ¢Que son las matemaéticas para usted?

2. ¢Esdivertido para usted aprender matematicas?

3. Segun su criterio ¢Para qué son Utiles las matematicas?

4. ¢Donde pueden encontrar las matematicas en la vida real?
5. ¢Como le gustaria que le ensefien matematicas?

Tercer momento: Taller diagnostico

Este taller consta de nueve problemas, con los cuales se quiere indagar sobre sus
conocimientos en trigonometria. De este modo, el taller es:
Conteste la siguiente pregunta y solucione los diferentes problemas presentados a
continuacion:
e ;Qué es la trigonometria y para qué sirve?

Problema 1.

Complete el espacio con el lado correspondiente a cada enunciado escribiendo a, b o c.

Tridngulo 1:
El lado es el opuesto al angulo o
c a o Ellado es adyacente al 4ngulo a
Ellado____ esla hipotenusa del triangulo 1
b
Triangulo 2:
El lado es el opuesto al angulo o
b a El lado es adyacente al angulo a
a El lado es la hipotenusa del triangulo




Problema 2.

Relacione las siguientes razones trigonométricas con su definicion:

Seno

Coseno

Tangente

Secante

Cosecante

Cotangente

Problema 3.

cateto opuesto

cateto adyacente

hipotenusa

cateto opuesto

cateto opuesto

hipotenusa

hipotenusa

cateto adyacente

cateto adyacente

hipotenusa

cateto adyacente

cateto opuesto
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Calcule la base (lado x) de la siguiente figura construida con dos triangulos rectangulos:

30 mt

15 mt
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Problema 4.

Calcule la altura del morro de Popayan, sabiendo que el angulo de elevacion es de 57 °y
la inclinacion de 60 metros:

Problema 5.

Calcule la atura de la torre del reloj de Popayan:

Problema 6.
Grafique las siguientes funciones en el plano cartesiano de nimeros reales:

e Funcién seno

=21 -3m/2 -1 -m/2 0 w2 m 3mi2 2m
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e Funcidn coseno

e Funcidn secante

=21 =3m/2 =TT -m/2 0 w2 m 3mi2 2T

Problema 7.

Teorema del seno: En un triangulo cualquiera, las razones obtenidas al dividir cada lado
por el  seno del &ngulo opuesto son iguales:
a b c
sen(a) - sen(f) - sen(y)
Teorema del coseno: El cuadrado de un lado cualquiera de un tridngulo, es igual a la

suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble producto de estos lados por el

coseno del angulo comprendido entre ellos:
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a’?=b*>+c?>—2-b-c-cos(a)
b?=a*+c*—2-a-c-cos(B)
c2=a?+b?>—2-a-b-cos(y)
Utilizando el teorema del seno o del coseno resuelva los siguientes problemas:
1. Enun entrenamiento de futbol se coloca el bal6n en un punto situado a5 my 8 m de cada

uno de los postes de la porteria, cuyo ancho es de 7m. ¢Bajo qué angulo se ve la porteria

desde ese punto?

c=5m

a=8m

2. Dos barcos piratas salen de un puerto a la misma hora con rumbos distintos, formando un
angulo de 110°. Al cabo de 2 horas, el primer barco esta a 34 km del punto inicial y el
segundo barco, a 52 km de dicho punto, como lo indica la figura siguiente. En ese mismo

instante, ¢a qué distancia se encuentra un barco del otro?
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Problema 8.

Relacione las siguientes identidades trigonométricas:

1 cos® x — sin® x
sin 2x 1 —cosix
2
cos 2x sin® x + cos” x
sin® x 2zinxcosx

Problema 9.
Un nifio ubicado a 20 metros de la iglesia de san francisco apunta con un laser el pico de
la iglesia tal como lo muestra la figura, sabiendo que la altura de la iglesia de San Francisco de

Popayan mide 38 mt, calcule el angulo(f) de inclinacion del laser con el piso.




Cuarto momento: Actividades recreativas

Como actividades ludicas en este taller se proponen las siguientes:

Cartas magicas
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Fernandez (s.f.) explica que este juego consiste en adivinar nimeros entre 0 y 100 con

ayuda de la siguiente imagen:

La siguiente actividad es una expansion del anterior juego tomada de S. Cerdn
(Comunicacion personal, 2021), aqui se pedira adivinar el nmero pensado preguntando si el

, 69,70,71,72,73,74, 75,76, 77, 78, 79, 80. 81, 82, 83, 87, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94,
100

32,33, 34,35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62,
9,

9,20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62,
2 85,86,87,88,89,90, 91,92,93,94,95

8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 40, 41,42, 43, 45, 46, 47, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63,72,
73,74,75,.76,77,78,79, 88,89, 90,91, 92,93, 94, 95

4,5,6,7,12,13, 14, 15,20, 21,22, 23, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 39, 44, 45, 46, 47, 52, 53, 54, 55, 60, 61, 62, 63, 68,
69,70,71,76,77,78,79, 84, 85, 86, 87, 92,93, 94, 95, 100

2,3,6,7,10,11, 14, 15,18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31, 34, 35, 38, 39,42, 43, 46, 47, 50 51, 54, 55, 58, 59, 62, 63, 66,
67,70,71,74,75,78,79, 82, 83, 86, 87, 90, 91, 94, 95, 98, 99

1,3,5,7,9, 11,13, 15,17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65,
67,69,71,73,75,77,79, 81, 83, 85, 87,89, 91, 93,95, 97,99

nlimero esta 0 no en cada una de las cartas y de qué color es, con la siguiente imagen
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Cuadrados magicos

Alegria (2009) nos dice que un cuadrado magico es una tabla que tiene la misma cantidad
de filas como de columnas donde en cada casilla se asigna un namero, de tal manera que la suma
de cada una de sus filas, columnas y diagonales principales da como resultado el mismo valor,

Ilamado constante mégica.

81| 6
S| 817
4 19| 2

Con esta actividad ludica se quiere que los estudiantes se diviertan aprendiendo acerca de
los cuadrados mégicos, su definicidn, su arte y resolucién, para ello hemos preparado una serie
de diapositivas en las que iremos explicando lo anterior y simultaneamente resolviendo algunos
problemas con respecto a esto. Estas diapositivas contienen la siguiente informacion:

Problema 1.

Construya un cuadrado méagico de orden 3, con los nimeros del 1 al 9 cuya constante
maégica sea 15.

Problema 2.

Construya un cuadrado méagico de orden 4, con los numeros del 1 al 16, cuya constante
maégica sea 34.

Cuadrados magicos en el arte.

La melancolia de Alberto Durero: Alegria (2009) comenta que en el Renacimiento se
utilizaron cuadrados magicos con fines terapéuticos. Por esto, como amuleto para ahuyentar la
melancolia, los astrélogos de la época “recetaban” cuadrados magicos de orden cuatro. Muestra
de ello es la pintura del aleman Alberto Durero, quien puso un cuadrado méagico de cuarto orden

en posicion dominante en su grabado Melancolia.
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En dicho cuadrado existen hasta 86 diferentes combinaciones de cuatro nimeros cuya
suma es el nimero méagico 34. Pero tiene méas propiedades méagicas: la suma de los cuadrados de
los nimeros de las dos primeras filas (0 columnas) es igual a la suma de los cuadrados de los
numeros de las dos Ultimas filas (o0 columnas). Ademas, la suma de los cuadrados de los nimeros
de filas (o columnas) alternadas (primera y tercera, segunda y cuarta) es la misma.

Otro hecho asombroso es que la suma de los cuadrados de los numeros situados sobre las
diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los numeros no situados sobre las diagonales,
propiedad que también se cumple con los cubos.

La fachada de la pasion de la sagrada familia por Josep Subirachs: Alegria (2009) nos
cuenta que su caracteristica principal consiste en que la suma de las filas y columnas es 33, la

supuesta edad de Cristo en el momento de su muerte.

. BOR PRI DT i ol st s+

Templo de la virgen del calvario, Zurgena — Espafia: Barrios (2021) nos cuenta las

curiosidades detras de este cuadrado magico, estas son:

e Este cuadrado magico contiene los 49 primeros nimeros naturales.
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Este cuadrado tiene un cuadrado magico de orden 3, de constante magica 75, que
contiene los numeros desde el 21 hasta el 29.

Contiene otro cuadrado magico de orden 5, de constante magica 125, que contiene en su
interior el cuadrado mégico de orden 3y, en las filas y columnas exteriores, los nimeros
desde el 13 hasta el 20 y desde el 30 hasta el 37.

También contiene el cuadrado mégico de orden 7, de constante mégica 175, que contiene
en su interior, el cuadrado magico de orden 5y, en las filas y columnas exteriores, los
numeros desde el 1 hasta el 12 y desde el 38 hasta el 49.

La suma de los numeros situados en las casillas exteriores del cuadrado de orden 3 es
200, las del cuadrado de orden 5 es 400 y las del cuadrado de orden 7 es 600.

Si se combinan dos de estas parejas, se obtienen grupos de cuatro nUmeros cuya suma es
100. Si se le afade la casilla central, la suma seria 125.

Constante mégica

Las diferentes formas de encontrar la constante magica en un cuadro magico son:
Sumar todos los numeros que se colocaran en el cuadrado y dividir el resultado entre el
orden de este. Los estudiantes verificaron esta forma haciendo el siguiente procedimiento
en un cuadrado de 3x3 y 4x4:
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45
®ois
3

1+2+3+4+54+6+7+8+94+10+11+12+13+14+15+16 =136

136

4
Acomodar en la cuadricula los nimeros que se van a utilizar en su orden natural (no en

forma de cuadrado mégico) y sumar los nimeros de cualquiera de las diagonales; el
resultado seré la constante magica de ese cuadrado.

En general, la formula para encontrar la constante méagica de un cuadrado magico de
orden n es:

n(n® + 1)
2
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Esta férmula parte de la formula de Gauss para sumar consecutivamente los primeros

’ . a(a+1)
numeros naturales, la cual es; ———=

Si queremos sumar la cantidad de numeros en un cuadrado méagico de orden nxn se

tendria que los nimeros a sumar son 1 + 2 + --- + n?. Ahora, remplazando n? en la férmula de

n?(n?+1)

Gauss se tiene: , Y como anteriormente habiamos mencionado: esta suma debe dividirse

e e 2(n?%+1 241
entre el orden del cuadrado, entonces dividimos entre n: "—"*+% _ "(nz )
e Si el cuadrado se conoce, Basta sumar cualquier fila o columna o diagonal.

Métodos de construccion de cuadrados magicos

Justo (s.f.) describe los siguientes métodos de construccidn de cuadrados méagicos:

Cuadrados méagicos de orden impar

El ejemplo més sencillo es un cuadrado de orden 3, el mas pequefio posible, se usaran los
numeros del uno al 9. Se empieza dibujando el esqueleto del cuadrado magico, después se afiade
casillas en todos los laterales hasta formar un rombo, ahora, se colocan los nimeros en orden en
el extremo superior comenzando con el uno y colocando todas las cifras siguiendo las diagonales
alternas formadas en el rombo. Las Casillas que quedan en blanco se rellenan colocando los
nimeros que estan en las casillas exteriores al cuadrado al lugar que les corresponde dentro
utilizando simetria horizontal, es decir, las celdas externas de la parte superior pasan a completar
la parte inferior y las de la parte inferior pasan a la parte superior, de la misma forma se usa
después una simetria vertical, obteniendo el cuadrado magico, tal y como lo indica la siguiente

imagen:

Cuadrados magicos de orden par
El cuadrado maés sencillo es el de orden cuatro, se empieza dibujando el esqueleto del
cuadrado magico, luego se sittia el nimero uno en el extremo superior izquierdo, después nos

desplazamos como si escribiéramos las cifras correspondientes hacia la derecha, pero anotando
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solo las cifras que forman las dos diagonales principales del cuadrado, tal y como lo muestra la

siguiente imagen:

10

11

13

16

Por ultimo, para rellenar las casillas en blanco nos desplazaremos de derecha a izquierda

desde la ultima fila escribiendo los nimeros que faltan en orden, como lo muestra la imagen de

la derecha.

1 (15 |14 | 4
12 |6 [ 7 |9
8 [10 |11 | 5
13|32 |16
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Taller 2: Historia de la trigonometria

Suele pasar que al ensefiarle a los estudiantes sobre técnicas, procedimientos o conceptos
matematicos no se explica la génesis ni las motivaciones que dieron lugar a las ramas de las
matematicas que se les estd ensefiando y, por tanto, se ven enfrentados a un camulo de
conocimientos sin sentido y aislado de toda relacién con los componentes historicos y sociales
que tiene todo saber humano, por ello, para que tengan una perspectiva completa de los
contenidos que se desarrollan en esta teoria es importante dar a conocer algunos elementos
histdricos de la evolucion de la trigonometria.

En este taller se hard un breve recorrido histérico sobre la forma como surgio la
trigonometria y la manera como fue evolucionando, puesto que, muchas de las cosas en la
actualidad emergieron de varios estudios antiguos que no podremos entender sin pensar en el
contexto en que emergieron, por ello, la historia ayuda a entender como la trigonometria es una
actividad ligada a un contexto cultural cambiante de acuerdo con las necesidades y curiosidades
del mundo real.

Este taller, a diferencia del anterior, se hara de forma grupal. Iniciara con una
presentacion historica sobre la trigonometria y los estudiantes deberan estar atentos, pues los
problemas se desarrollaran sincrénicamente.

Primer momento: La trigonometria en la antigliedad

En esta parte se expondra a los estudiantes aspectos importantes de la evolucién de la
trigonometria en el mundo, queriendo fomentar motivacion e interés en esta rama de las
matematicas.

Se hablara brevemente de la historia de la trigonometria en las siguientes culturas:

e Egipcia (1800 a. C)

e Babildnica (1600 a. C)
e Griega (200 a. C)

e India (400)

e Arabe (700)

e Europea (1200)

Para esta exposicidn se usara material audiovisual en Power Point.
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Para interactuar con los estudiantes en medio de la presentacion se realizaran algunos
problemas relacionados sobre la exposicion, su resolucion se hara guiada de manera sincronica y
colectiva, promoviendo la participacion de los estudiantes en cada respuesta.

Lista de problemas:

1. Problema 56 del papiro de Rhind: ¢Cudl es el seked de una pirdmide de 280 codos de

altura 'y 440 codos de lado en la base?

b
seked(8) = —
c

b = manos ‘
¢ = codos
| 7 manos = 1 codo ‘

2. Ejercicio de conversion de la tablilla Plimpton: Luego de la explicacidn de conversiones,

pasemos el numero escrito cuneiformemente del recuadro verde a base 10.

52 b d fila
7 «F AW 7 «H W OCE 7
T W U GE <P & W <F % @ 7 v
Y W T ey W M < ? B 45 m
7 Em { WF T 4T <R e ¥
v R T ¢ v ® 7 «F %

q : ! Base 60

50 49
J | |

1 x 602 4+ 50 x 60" + 49 x 60° = 6649 Base 10

Datos:
diametro = 10cm
angulo a = 45°

C 2a crd(AB) = crd(2a) = 2r(sen(a))

4

£ 4
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4. Calculemos la semicuerda AE, segun la relacion moderna establecida en la trigonometria
hindu:

Datos:
radio = 1lcm
angulo a = 45°

AE = sen(a)

Segundo momento: Video y ejercicio matematico.

Luego de la exposicidn y haciendo uso de las herramientas tecnoldgicas y audiovisuales
se proyectara un video acerca del teorema de Pitagoras y el teorema de Tales de Mileto, este
video ayudara a resolver el siguiente ejercicio:

e Sean, Yy, z reales positivos tal que:

S +JIa + 9 = 10

X+Yy+2z=8

Calcule el valor de x usando el teorema de Pitagoras y de tales.

Para resolver este ejercicio en clase de forma colectiva se guiara a los estudiantes con los
siguientes pasos:

Paso #1.:

Halle los catetos de los siguientes triangulos rectangulos, dadas su diagonal.

X : ©
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Use el teorema de Pitagoras:
En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos, es decir, h? = a® + b? donde h es la diagonal y a, b son catetos.

El estudiante debe llegar a soluciones relacionadas de este tipo:

h=+x2+1

h? = x% + 12

por tanto, los lados sonta=xyb =1

Paso #2:

Complete el siguiente triangulo con los datos obtenidos anteriormente:

El estudiante debe llegar a:
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Paso #3:

Use el teorema de tales para calcular el valor de x en la siguiente figura:

Teorema de tales
Si en un triangulo se traza una linea paralela a cualquiera de sus lados, se obtiene un
triangulo que es semejante al tridngulo dado.

El estudiante debe llegar a:

8 6
x 1
8 = 6x
4

§=x

Tercer momento: Actividad recreativa

Como actividad final se presentara la actividad llamada “TU DIA PI”, dado que en este
taller se presentan algunos nimeros irracionales. Esta actividad tiene el objetivo de hablar sobre
algunos de ellos y en especial sobre el nimero pi.

Formalmente, el concepto de nimero irracional se establece en el siglo X1X, desde

nuestra vista moderna un nimero irracional es un valor que no puede ser expresado de la forma:
m
o dondem, n €eZyn+0

Por tanto, un namero irracional es un decimal infinito aperiodico.
La explicacion de lo anterior se hara detalladamente en clases para dar paso a la siguiente

imagen que muestra algunos ejemplos de nimeros irracionales:
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3.14159265358979323846...

JU

2.718281828459045235360...

a
|

— 1.61803398874989484820...

, \/_ como V3 =1.7320508075687729 ...
V99 = 3.94987437106619954

Es importante mencionar, que se hablara sobre todos estos nimeros para luego
adentrarnos en el numero pi.

Por consiguiente, con respecto al nimero e se explicara su origen en torno al siguiente
ejemplo: Si se ingresa en un banco 1€ al 100% de interés anual, al cabo de un afio se obtendria
1+1=2 €. Si el abono de intereses se realiza en 2 pagos al 50% de interés, al cabo del afio se tiene
1€ mas el 50% de un 1€ es decir se tiene 1.5€ mas el 50% de 1.5€ es  decir sumamos 0.75€ de
manera que el total es 1€+0.5€+0.75€=2.25€ dado que el resultado obtenido es mayor que el
caso anterior. Se mostrara a los estudiantes lo que pasaria si se dieran 4 pagos cada 3 meses al
25% de interés ayudados por la siguiente férmula:

(1+3)

n

Para n=4
4

1
(1 + —) = 2.4441 ...
4
Dado que el namero sigue aumentando, se lo hace en el caso de que cada dia se reciba un

pago con el respectivo interés, de manera que la cantidad al final del afio seria la siguiente:

365

1
(1 + ﬁ) = 2,7145 ...

Luego de observar que el nimero obtenido ya no aumenta demasiado, se explicara que
cuando n tiende al infinito el nimero al que tiende el resultado es e.

También se comentara que el numero e es el resultado de la siguiente suma
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Con respecto al nimero ¢ o numero de oro también se explicara su origen de la siguiente

forma:
Imaginemos 1 trozo de cuerda y se corta la cuerda en un punto en el que se guarda la
siguiente proporcion: “La cuerda total es al trozo de cuerda mas grande, lo mismo que el trozo

mas grande es al pequeno” donde la siguiente imagen y formula muestran dicha proporcion

a b

< o &
N _
"
a+b
a+b a
a b
De donde:
14222
a b
Luego llamando ¢ a a/b se tiene que
1+lg
¢
Obteniendo
dP*=0+1
Es decir
P?—p—-1=0
Luego utilizando la formula cuadratica nos da como resultado
P = ! +2\/§ = 1.6180 ...

De esta forma se obtiene el nimero de oro. Es importante mencionar que la explicacion
se haré detalladamente en clases.

Por consiguiente, se hablara sobre el nimero pi, su definicion y algunas curiosidades.
Este numero indica la relacion entre el perimetro (P) y el diametro (D) de una circunferencia.
Asi, n=PID.

Para interesar ain mas a los estudiantes por este numero, les contaremos como pi guarda

muchas curiosidades:
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e Los cientificos no se han conformado con averiguar pocos decimales de este nimero. Ya
que, el altimo récord fue batido en 2021, con 62.8 billones de digitos. Este calculo fue

realizado con una computadora de alto rendimiento después de 108 dias y 9 horas.

e Pitransformado en arte: Pi en una espiral con cada digito de un color / Martin

Krzywinski

e Michael Blake, asign6 una nota musical a cada nimero y posteriormente toco la melodia
del numero pi con un gran éxito en las redes sociales.

e Enelafio 2002 el japonés Akira Haraguchi rompi6 el récord mundial recitando 83 431
digitos del nimero pi sin parar. Luego, en el afio 2006, Haraguchi volvio a romper su
propio récord recitando 100 000 digitos del namero pi.

e La probabilidad de que dos enteros positivos escogidos al azar sean primos entre si es
6/m"2.

e Que dos numeros sean primos entre si, significa que no tienen un divisor en comdn, por
ejemplo, el 8 y el 15, mientras que el 4 y el 6 no son primos entre si, ya que el numero 2
es un divisor en comun. De manera que la probabilidad al escoger dos nimeros enteros al
azar sea primos entre si es del 60% aproximadamente, ya que 6/72=0,6079
aproximadamente.

e EIl 14 de marzo de cada afo se celebra el Dia Mundial del Namero Pi. Esta festividad
nacié en Estados Unidos en 1988 y ha ido ganando en popularidad desde entonces y
desde 2009 tiene su propio dia oficial por decision de la Camara de Representantes de
Estados Unidos
Posteriormente, finalizaremos con el juego de “encuentra tu dia de pi” de la siguiente

forma en su respectivo enlace:



El juego consiste en buscar un numero entre los decimales de Pi,
en especial en este juego buscaremos en qué posicion de los

decimales del nimero 7 esté la fecha de tu cumpleanos.

Con este buscador de nimeros en los digitos de Pi puedes buscar
tu dia de Pi. Eso si, entre los primeros dos mil millones de
decimales (2.000.000.000). Asi que, aunque puedan parecer
muchos, puede ser que no esté en esta parte inicial de la infinita

cadena de decimales de =, pero por alglin lugar de ella andara.

190

Busca tu fecha de cumpleafios
el los digitos de IT

Selecciona una fecha:

dd/mm/aaaa B
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Taller 3: Resolvamos problemas con la regla de tres.

Los angulos es uno de los temas mas importantes en nuestra vida cotidiana, los
encontramos en muchos lugares a nuestro alrededor y en distintos sectores de trabajo, de una u
otra manera la medicién de los angulos dan total perfeccion en las tareas que nos propongamaos,
ya sea tareas de casa, de construccion, topografia, aviacion, navegacion, arquitectura y demas.

Este taller tiene el fin de aclarar a los estudiantes como se miden los &ngulos, se dara
conocer las diferencias e importancia de medir en grados o radianes para asi poder incorporar de
la mejor manera estos sistemas de medicion en la vida cotidiana y ante cualquier situacion o
problema que se presente.

Primer momento: Aclarando conceptos

Primero, para interactuar con los estudiantes, este taller iniciara con el planteamiento de
la siguiente pregunta: ;Qué son los grados y los radianes? Esperamos que este tema no sea
aislado de sus conocimientos, puesto que la medicion de &ngulos en grados se mira desde cursos
escolares primarios.

Luego de conversar un poco con los estudiantes responderemos esta pregunta y se
explicaré que es un grado, un radian y sus equivalencias.

Segundo momento: Ejercicios matematicos de conversion

En esta parte queremos que los estudiantes aprendan a convertir las unidades de grados a
radianes y viceversa con ayuda de la regla de tres, para ello se explicara que: 1 vuelta completa
de la circunferencia = 360° =2 - © radianes. Ademas, se propondran los siguientes ejercicios
mecanicos para que ejerciten esta parte:

Escribir en grados los siguientes angulos dados en radianes: m/2, /3.

Escribir en radianes los siguientes angulos dados en grados: 10°, 100°.

Tercer momento: Seccion de problemas

En esta parte se plantearan algunos problemas en los cuales los estudiantes tendran que
hacer uso de lo aprendido en las anteriores secciones de este taller, su resolucion se hara guiada
de manera sincrénica y colectiva, promoviendo la participacién de los estudiantes en cada

respuesta.
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Lista de problemas:

1. Un arqueologo encuentra restos de una antigua construccion, se puede notar que esta
construccion era circular pues la parte que encontrd forma un arco de circunferencia que
equivale a 70° de la circunferencia completa, al medir el contorno de este fragmento
encontrado dio como resultado 24 mt. Ayuda al arquedlogo a hallar el radio de la
circunferencia formada por la construccion si esta estuviera completa.

2. Una correa conecta dos poleas de radios r=10cm y r=25 cm. Si la grande da un giro
completo, ¢qué angulo expresado en grados y radianes habra girado la pequefia?

3. Un aspersor funciona con un mecanismo que le produce un movimiento de giro de ida 'y
vuelta de 60°. Si el chorro de agua alcanza 16 metros, halla el area de la superficie de
césped regada.

Cuarto momento: Sudomates

Como actividad recreativa se presentara a los estudiantes el juego de SudoMates, que da
lugar a un sudoku clasico de 81 casillas que se deben rellenar con nimeros del 1 al 9. Los
Sudokus se suelen estructurar en cuadriculas divididas en cajas de 3x3 celdas en las que hay
algunos nimeros escritos de antemano. Para jugar, simplemente se debe rellenar las celdas en
blanco de tal forma que cada fila, columna y caja de 3x3 no tenga nimeros repetidos.

Con este juego queremos trabajar el cambio de las unidades de angulos: de grados a
radianes y de radianes a grados para reforzar los conocimientos adquiridos previamente.

Esta actividad se desarrollara en dos Fases:

Primera fase: Los alumnos deben rellenar algunas de las casillas de este tablero de
sudoku completamente vacio, haciendo cada conversién que se pide y, a continuacion deben

colocar en las casillas correspondientes el resultado.

1 2 3 1 5 6 7 ) 9

PREGUNTAS:
A3, B8, C4, D7, F6, H5: Convertir % grados a radianes. RTA 6
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B6, E8: Convertir i—: radianes a grados. RTA 8

B1, C5, D4, E9, G8: Convertir 3—"6 radianes a grados. RTA 5
C9, E4, H6: Convertir 6”—0 radianes a grados. RTA 3

B9, D2, G3, 14: Convertir :—5 radianes a grados. RTA 4

C6, G4, H9: Convertir % grados a radianes. RTA 1

E6, F3, G5, H2: Convertir% grados a radianes. RTA 7
C7, D3, F9, H1: Convertir% grados a radianes. RTA 2

E1, 13: Convertir % grados a radianes. RTA 9

De esta forma se consigue colocar 33 numeros, todos del 1 al 9 en las casillas del
SUDOKU.

Segunda fase: En esta fase, los alumnos deben acabar de rellenar las casillas, siguiendo
las reglas clasicas de los SUDOKUS.

Este es el SUDOKU acabado:
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Taller 4: Sumergiéndonos en el mundo de la trigonometria.

Con base en el anterior recorrido histérico, es evidente que, desde la antigiiedad, la
trigonometria dio solucion a multiples problemas de medida, astronomia, calculo, medicion de
triangulos, angulos y sus relaciones. Es por ello por lo que se la define como la rama de las
matematicas que estudia la relacion entre los lados y &ngulos de los triangulos y se ocupa, por
tanto, de las razones y funciones asociadas a los angulos, denominadas funciones
trigonométricas.

Por consiguiente, este taller estd enfocado en abordar los principales conceptos de
trigonometria, como lo son las razones y las funciones trigonométricas, en primer lugar
expondremos a los estudiantes la definicion de estos conceptos con el fin de recordarselos, y,
posterior a ello, se plantearan diferentes problemas en los cuales apliquen los conceptos dados,
esto con el fin de que a través de su resolucion, el estudiante comprenda por si mismo la
importancia de la trigonometria en el mundo real y en su vida diaria.

Primer momento: Razones trigonométricas

En esta parte expondremos a los estudiantes las definiciones de las razones
trigonometricas y la relacion entre ellas. También haremos uso de un trabajo realizado por
Sandra Maria Morales en GeoGebra, ubicado en el siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/m/JZ6kv7VZ, con el cual se quiere observar cdmo varia el seno y el

coseno en un tridngulo cuando se alteran sus dimensiones.

Posteriormente, para interactuar con los estudiantes se plantearan algunos problemas
relacionados con el tema, donde su resolucién seré guiada de manera sincronica y colectiva,
promoviendo la participacion de los estudiantes en cada respuesta.

Lista de problemas:

1. Carlos ha ido de vacaciones a Paris y se encuentra a 87 metros delante de la torre. Es
preciosa y lo impresiona muchisimo, en un momento el faro que se encuentra en lo alto
de la torre apunta directamente sus pies, sabiendo que la altura de la torre es de 300mt,
calcule el angulo de inclinacion con el que desciende el rayo del faro hacia los pies de

Carlos.


https://www.geogebra.org/m/JZ6kv7VZ
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2. Enlallanura desde un punto medimos el angulo de elevacion a una montafia y se obtiene
35° Acercandose a la montafia una distancia de 200 m se vuelve a medir el angulo y se
obtienen 55°. ;cual es la altura de la montafia?

Segundo momento: Funciones trigonométricas.

En esta parte se explicara a los estudiantes el tema de funciones trigonométricas y su
definicidn a partir de las razones trigonométricas, apoyandonos en el video publicado por
Tuprofevirtual (2015) que se vera en clase, explicando algunos detalles con ayuda de GeoGebra.

Por consiguiente, llenaremos con los estudiantes las tablas de valores de las funciones
seno y coseno, para luego llamarlos al tablero a graficarlas:

_a | 0 | w6 | w3 | w2 |23 | sw6 | 76 | a3 | 3w2 | 53 | 1ty6 | 2n |

Sen(a)

"o | o | wo | we | w2 | aws | sws | n | 7w | s | a2 | sua |1me] an

cos(a)

Luego, se mostraran las graficas de las funciones sec, csc, tan y cot, para hablar sobre las
aplicaciones de estas funciones en el mundo fisico.
Por ultimo, explicaremos las funciones trigonométricas inversas de la siguiente forma:
si arcsen(x) = a, entonces sen(a) = x
si arccos(x) = a, entonces cos(a) = x
si arctan(x) = a, entonces tan(a) = x
Por ultimo, enfatizaremos en el siguiente error, con el fin de que nuestros estudiantes no
lo cometan:

sen"1(x) # Sen ()

Tercer momento: seccién de problemas

3. Imagine que usted es un pasajero de avién y la azafata pregunta:
- (Alguno de ustedes sabe matematica?
Usted se levanta para ver qué se le ofrece, y le dice:
- Tal vez yo la puedo ayudar, ;cual es el problema?
- Estamos volando actualmente a una altitud de aproximadamente 10 kilémetros y
experimentamos dificultades técnicas —sobrecargo
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Usted comprende que se necesita su ayuda, asi que toma su calculadora y camina hacia el
frente del avidn para ofrecer su colaboracion al piloto, que parece un poco enfermo y
desorientado.

- Me estoy sintiendo muy mal y no puedo pensar —el piloto

- ¢ Qué puedo hacer para ayudar? —pregunta usted

- Necesito deducir cuando debe comenzar el descenso. ¢Qué tan lejos del aeropuerto debe
de estar el avion, si quiero descender con un angulo de 3°? -piloto-.

El piloto se observa peor cada segundo transcurrido.

- iEso es facil! —exclama usted. Veamos. Estamos a una altitud de 10km y queremos

aterrizar en la pista con un angulo de 3°. Hmmmm

¢Qué tan lejos del aeropuerto le dijo usted al piloto que empezara el descenso?

Cuarto momento: Actividad recreativa “el nim”

Como actividad recreativa se presentara a los estudiantes el juego llamado NIM, este es

un juego muy famoso y antiguo.

El Nim es un juego de estrategia
para dos personas que consiste en
retirar, alternativamente, piezas de

una serie de montones o hileras

hasta que desaparecen todas.
Cada jugada permite quitar el
numero de piezas que se quiera de

un solo montén o hilera, ganando

el Gltimo jugador que puede retirar

alguna pieza.

Posteriormente, se hara que los estudiantes jueguen al Nim, traten de encontrar una
estrategia ganadora y, luego, se comprobara si sus estrategias funcionan. Después, se presentara
una estrategia ganadora que se basa en el codigo binario. Por Gltimo, los estudiantes podran jugar
y comprobar la efectividad de la estrategia presentada.

Pasos para ganar el Nim

En este juego se define posicidn ganadora a aquella posicion del juego que permite
aplicar una estrategia ganadora contra su adversario y posicion perdedora a aquella posicion del
juego que no lo permite. Sin embargo, para saber si una posicion es perdedora o ganadora, se

deben seguir los siguientes pasos:
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e Primero: escribir en binario el nimero de fichas que tiene cada montdn en la siguiente
tabla:

e Segundo: colocar los numeros en binario uno encima de otro, de forma que la cifra de la

derecha de cada numero esté en la misma columna como en la siguiente imagen:

Se marcan las 3 columnas con los nimeros 4, 2 'y 1 con el fin de sefialar el valor de cada
posicion en binario, por ejemplo, en el grupo de 5 fichas aparece un 1 en las columnas del 4 y del
1y efectivamente 4+1=5.

e Tercero: Contar el nimero de 1 que hay en cada columna. Si resulta que en todas las
columnas hay un namero par de 1, esta posicion es perdedora y si al menos en una
columna hay un nimero impar de 1, la posicion es ganadora. La siguiente imagen

muestra un ejemplo de una posicion ganadora:

Por lo tanto, iesta

es una posicién

ganadora!
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e Cuarto: si en un turno se tiene una posicion ganadora, se debe jugar de forma que la
posicion que le quede al contrincante sea perdedora. Al repetir esto en todos tus turnos
terminaras ganando.

Aplicacion de la estrategia en el aula
Luego, se aplicaré la estrategia ganadora del Nim con un ejemplo hipotético siguiendo los
anteriores pasos de la siguiente forma:

La siguiente tabla muestra los datos al inicio del juego:

En primer lugar, observemos qué columnas son impares. En este caso hay una columna,
la correspondiente al 1. Y quedémonos con uno de los montones que tenga ahi un 1. En este caso
se puede elegir entre los montones 1, 3y 5, en la siguiente imagen se sefialan los montones de

los cuales podemos elegir:

HDE | HEN
1 o

1

2 10 1
2 11 1
4 100 1 0
= 101 1 0

PAR PAR

Ahora, elijamos el montén 1 para cambiar sus digitos de manera que la columna 1 tenga
un numero par de 1. Es decir, en este caso cambiamos el nimero 1 por 0. Y, por tanto,
procedemos a quitar una ficha del monton 1, de modo que, la tabla se altera de la siguiente

forma:
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Donde el Nim queda de la siguiente forma:

Luego, supongamos que nuestro contrincante quita 1 ficha del monton cuatro, quedando
el juego y la tabla de la siguiente forma:

En este paso, lo que se hace es volver a observar qué columnas son impares, en este caso
todas las columnas lo son, las correspondientes a 1, 2 y 4. De estas columnas nos quedamos con
la que esta mas a la izquierda (en este caso la columna correspondiente a 4). Y nos quedamos
con uno de los montones que tenga ahi un 1. En este caso se puede elegir solo el montén 5.

Luego, para conseguir que este monton cambie todas sus columnas a un niamero par de
unos debemos cambiar cada nimero correspondiente a una columna impar, es decir, si en una
columna impar se tiene un 1 lo cambiamos a 0 y si es 0 a 1, por tanto, proseguimos de la
siguiente forma en la tabla:
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-

#DE HEN 9
FICHAS | BINARIO
o

#DE #EN
FICHAS | BINARIO
o

1 0 1 0
2 2 10 1 2 2 10 1
3 3 11 1 3 3 11 1
4 3 11 0 1 4 3 11 0 1

5 100 [ o 2 o N

Esto significa que debemos quitar 3 fichas del montdn 5, ya que el nimero de fichas en el
montdn 5 son 5 y necesitamos que solo queden 2 fichas, por tanto, el Nim debe alterarse de la

siguiente forma:

Llegado a este punto, notemos que las fichas del nim forman una figura simétrica, de

manera que debemos aplicar la primera estrategia ganadora sugerida.

Finalmente, se explicara el motivo por el cual esta estrategia funciona de la siguiente

forma:

Si su rival tiene una posicion perdedora, haga lo que haga, no podra hacer que les toque
una posicion perdedora. Ya que al jugar solo se modifica uno de los nimeros en binario y como
en alguna cifra de ese nimero se debe cambiar un 0 por un 1 o al revés, la columna
correspondiente a esa cifra tendra un 1 mas o menos que antes, por lo que, si antes habia una
cantidad par, ahora sera impar. Asi, si les toca jugar y su posicion no es perdedora, siempre
existird una jugada que les permitira dejarle una posicion perdedora a su rival, es decir, aplicando
la estrategia. Y, por tanto, si su rival no consigue nunca dejarles en una posicion perdedora, no
les podran ganar, ya que llevarse la ultima ficha es dejar al rival en una posicion perdedora (ya

gue no quedaria ningun 1 en ninguna columna).
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Taller 5: Conociendo las Identidades Trigonométricas

Este taller esta enfocado en la ensefianza de las identidades trigonométricas, las cuales
son igualdades que relacionan las funciones trigonométricas, estas son muy importantes en la
matematica, fisica, etc. Dichas identidades se utilizan para simplificar expresiones y poder
obtener una mas sencilla o conveniente para analizarla.

Como material ludico para este taller se incorpora el juego llamado “Cuatro en Raya”, el
cual para poder solucionarlo los estudiantes deberan usar lo ensefiado en clases, con este juego se
pretende despertar el interés por las identidades trigonomeétricas de una forma divertida en la que
los estudiantes pongan a prueba sus destrezas al buscar diferentes formas de solucionarlo.

Primer momento: Identidad trigonométrica fundamental.

Para adentrarse en el tema de las identidades trigonométricas, primero se dard a conocer
que es una identidad trigonomeétrica, para posteriormente plantear un problema a los estudiantes
en donde miren la importancia de usar la identidad fundamental de la trigonometria, luego se
hara una prueba de esta identidad.

Segundo momento: ¢ Como se obtienen algunas identidades trigopnométricas?

Existen varias identidades trigonométricas, en esta seccion se presentaran algunas de las
identidades trigonométricas mas comunes y usadas, y simultdneamente se explicaran algunas de
sus pruebas y otras se dejara como tarea a los estudiantes, esto con el fin de mostrar la obtencién
de las principales identidades que se usaran en este taller.

Tercer momento: ¢Cémo obtener el seno y coseno de los angulos notables sin el uso de

calculadora?

Los angulos notables son aquellos que aparecen mas frecuentemente en la resolucién de
problemas, estos angulos son los que miden 0°, 30°, 45°, 60° y 90°. En esta seccion se ensefiara a
los estudiantes a como obtener el valor del seno y coseno de los anteriores angulos sin el uso de
calculadora.

Cuarto momento: Seccion de problemas

En esta parte se plantearan algunos problemas en los cuales los estudiantes tendran que

hacer uso de lo aprendido en las anteriores secciones de este taller, su resolucion se hara guiada



respuesta.

Lista de problemas:

Una escalera de 20 metros se encuentra apoyada sobre una pared con un angulo de

de manera sincronica y colectiva, promoviendo la participacion de los estudiantes en cada
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inclinacion de 15° con respecto al suelo. ¢ Cuanto mide la pared en la que esta apoyada la

escalera?

Un cuerpo vibra de manera vertical, con la ecuacion: y = 8 sin x donde y est en

centimetros y x en segundos. 4En qué posicién se encuentra el cuerpo dentro de 120

segundos?

3. Simplifique cos? x + (cotx - cos x)?

Quinto momento: Cuatro en raya trigonométrico

Finalmente, se presentara el juego cuatro en raya, este es el juego perfecto para divertirse

mientras se aprende mas sobre las identidades trigonométricas.

Cuatro en raya
trigonomeétrico

sin® x + cos® x

1

sin 75° cos 75° 1+ tan?x
tanx senx
1+ 2 : 1- 2 tanx * tan
O 1—sin?x Lo tan 60° _anx2HanY | cos120°
2 2 1+tanxtany
1 in(—
csc? x sinx - cotx stn(sx) sec30° tan(2x)
senx
- . 1
sin(xty) csc60° sin 360° cos(xty) cos 15°
cscx
1-—cos(2x 1
cos(—x) 1~ cos(2x) cos? x — sin® x tan 15° tan(—x)
1 —cos(2x) cosx
1 2
: SEECT) cosx-tanx cos 135° sin(2x) tan 120°
cotx

Material necesario:

e Un tablero como el de la figura adjunta.

e 10 fichas por jugador/ - un dado para establecer el orden
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El objetivo del juego es muy sencillo: colocar 4 fichas en linea vertical, horizontal o

diagonalmente. Parece facil, pero un movimiento en falso puede acabar drasticamente con las

posibilidades de ganar.

Reglas del juego:

Juego para dos o tres jugadores.

Se tira un dado para decidir el orden en el que jugaran los jugadores.

Segun el orden, cada jugador elige una casilla del tablero. Para ocuparla debe hallar el
valor de la razon que aparece o simplificar la expresion trigonométrica de la casilla.
Los jugadores implicados deciden si el valor hallado por cada estudiante es correcto o
no.

Si la respuesta es correcta, el jugador ocupa la casilla, si no lo es, el jugador pierde su
turno.

Gana el que consigue hacer "Cuatro en raya".
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Taller 6: Descubramos la ley de senos y cosenos

Las matematicas estan presentes en todos los ambitos de la vida, es por eso por lo que en
esta ocasion se resaltara la importancia de las leyes de senos y cosenos, ya que estas dos leyes
son de gran utilidad en variedad de situaciones tanto de la vida diaria como en ambientes mas
profesionales como lo son las ingenierias, arquitectura, electrénica, mecénica, fisica,
matematicas, entre otras.

Durante el desarrollo de este taller se pretende que el estudiante llegue por si mismo a las
leyes de senos y cosenos y comprenda como y cuando usar estas relaciones para su beneficio,
mostrando una vez mas la afinidad que tiene la trigonometria con la vida real.

Primer momento: Descubriendo las leyes de senos y cosenos

Para dar comienzo a este taller se quiere que los estudiantes utilicen lo aprendido en los
anteriores talleres como herramienta para descubrir como surgen estas relaciones entre angulos y
lados de un triangulo, a las cuales se les llama leyes de senos y cosenos.

Ademas, en muchas ocasiones ocurre que los estudiantes tienen las formulas, pero no
comprenden como y cuando usarlas, es por ello por lo que en esta seccion también se quiere
explicitar cuando es Util usar cada una de las leyes de senos y cosenos.

Segundo momento: Resolucion de problemas

En esta parte los estudiantes haran uso de las leyes de senos y cosenos para resolver una
serie de problemas que podrian encontrarse en la vida real y su resolucion se hara guiada de
manera sincrénica y colectiva para promover la participacion de los estudiantes:

Lista de problemas:

1. Una persona observa la cima de un edificio con un angulo de elevacién de 35°, luego
camina 3 metros hacia el edificio y vuelve a observar la cima, pero ahora con un angulo
de elevacion de 48°. Determinar la distancia que le falta recorrer para llegar al edificio.

2. Dos barcos piratas salen de un puerto a la misma hora con rumbos distintos, formando un
angulo de 110°. Al cabo de 2 horas, el primer barco esta a 34 km del punto inicial y el
segundo barco, a 52 km de dicho punto, como lo indica la figura siguiente. En ese mismo
instante, ¢a qué distancia se encuentra un barco del otro?

3. Un proyector de peliculas proyecta una imagen tal y como lo muestra la figura. ¢Bajo qué

angulo el proyector esta presentando la imagen?
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Tercer momento: Torres de Hanoi

Como actividad final, se quiere que los estudiantes se diviertan jugando las “Torres de
Hand6i”. Con este juego se espera que los estudiantes fomenten su creatividad, ingenio e

imaginacion y a la vez desarrollen su capacidad de resolucion de problemas.

*  TORRES DE HANOI

La “Torres de Hanoi” es un juego matematico inventado

en 1883 por el matematico francés Edward Lucas.
Basicamente, consiste en tres torres verticales puestas en
una misma base. En la primera de ellas se ubican discos
de diferente tamafio y el objetivo consiste en trasladar

los discos de la primera torre hacia la tercer torre.

Reglan: 7

* Solo se puede mover un disco a la vez..
»  Un disco de mayor tamaiio no puede estar sobre uno mas pequeiio que él mismo.
* Solo se puede desplazar el disco que se encuentre arriba en cada poste

L]

El siguiente enlace permite jugar en linea: http://www.uterra.com/juegos/torre_hanoi.php
Posteriormente de hacer que los estudiantes jueguen de manera libre se pasara a la
pregunta: ;HAY UNA ESTRATEGIA DE SOLUCION?, a la cual podran responder de manera

libre sus métodos de resolucion, luego, se pasara a la explicacion de la respuesta a la pregunta:



TORRES DE HANOI

El algoritmo en cuestién depende:del nimero de discos del problema:
o

* ;
Si se tiene Un numero par de discos, el primer
movimiento debe ser colocar el disco mas
pequefio en la torre auxiliar, y en cada paso

impar se le mueve a la siguiente torre a su

derecha (o a la torre origen si estd en la torre

destino).
La secuencia serd: auxiliar, destino, origen,

auxiliar, destino, origen, etc.

TORRES DE HANOI

TORRE 2 TORRE 3

El algoritmo en cuestion depende:del nimero de discos del problema:

L ]
" * ’
Si se tiene*ﬁn nimero impar de discos, el
primer movimiento debe ser colocar el disco
mas pequeno en la torre destino, y en cada
paso impar se le mueve a la siguiente pila a

su izquierda (o a la torre destino si esta en la

pila origen). ToRRE 1
La secuencia sera: destino, auxiliar, origen,
destino, auxiliar, origen, etc.

TORRE 3
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Finalmente, se contaré la leyenda de las “Torres de Handi”, esto con el fin de explicar la

teoria matematica detras de la minima cantidad de movimientos para pasar los discos de una

torre a otra. A continuacion, se presenta la leyenda:

Dice la leyenda que, al crear el mundo, Dios situo sobre la Tierra tres varillas de
diamante y sesenta y cuatro discos de oro. Los discos son todos de diferente tamarfio e

inicialmente fueron colocados en orden decreciente de didmetros sobre la primera de las varillas.

También cred Dios un monasterio cuyos monjes tienen la tarea de trasladar todos los discos

desde la primera varilla a la tercera. La Unica operacion permitida es mover un disco de una

varilla a otra cualquiera, pero con la condicion de que no se puede situar encima de un disco otro

de diametro mayor. La leyenda dice también que cuando los monjes terminen su tarea, el mundo

se acabara.
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Si los sacerdotes fuesen capaces de realizar la minima cantidad de movimientos y cada
movimiento en un segundo, ¢cual seria el tiempo necesario para trasladar la torre de discos?

Y, por tanto, ¢cuando acabaria el mundo?



