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INTRODUCCION

Aunque histéricamente el primer acercamiento aceptado a la nocién de curvatura
fue en el siglo XIV en los trabajos del matematico Nicolds Oresme con afirmaciones
tales como que la curvatura del circulo era el inverso de su radio, mucho antes hubo
ideas de esta nocion de forma implicita en los Elementos de Euclides. Mas adelante,
a finales del siglo XVII, Newton y Leibniz la consideraron en sus estudios, pero fue
Leonhard Euler quien definié la curvatura como velocidad de cambio del &ngulo que
forman las tangentes con una direccion dada. Ademas, Euler es quien dio inicio
a la llamada geometria intrinseca al estudiar formalmente la geometria de curvas
planas introduciendo en 1736 sus coordenadas intrinsecas: longitud de arco y radio
de curvatura. De igual forma la teoria de curvas cerradas con anchura constante se
debe a él. También hizo aportes a la teoria de superficies, mas concretamente, fue
el primero en caracterizar las geodésicas como soluciones de ciertas ecuaciones

diferenciales.

En lo que se refiere a la teoria de superficies, el aleman Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), considerado uno de los matematicos mas prolijos de la historia, realizé nu-
merosas contribuciones. Su principal trabajo en este campo fue “Disquisitiones ge-
nerales circa superficies curvas”, publicado en 1828. En dicho trabajo expone ideas
geométricas importantes como la curvatura gaussiana y presenta el célebre Teore-
ma Egregium, el cual afirma que la curvatura gaussiana de una superficie es una
cantidad intrinseca, es decir, que depende Unicamente de la geometria interna de la
superficie. Por lo que conocemos hasta hoy, no existe una prueba geométrica simple

del Teorema Egregium.

Como una aplicacién del Teorema Egregium de Gauss se obtiene el “teorema de
Gauss-Bonnet para superficies”. De acuerdo a Martinez [10, pag 34], éste estable-
ce una de las formulas mas profundas y dificiles de la Geometria Diferencial y la

Topologia Algebraica. Dicho teorema fue probado por Gauss para el caso de po-



ligonos geodésicos y Bonnet o demuestra para poligonos con lados de curvatura
geodésica no nula. No existe una demostracion sencilla del mismo. Para el caso de

superficies regulares conexas compactas, el Teorema de Gauss-Bonnet afirma que

//SKdA:QWX(S),

donde x(5) denota la caracteristica de Euler de S'y K es la curvatura gaussiana. De
la ecuacion anterior se desprende que la curvatura total | [, K dA es independiente

de la métrica.

En este documento se presentan tres capitulos que apuntan a construir el concepto
de curvatura para superficies regulares y demostrar su caracter intrinseco. En el pri-
mer capitulo se expone la teoria basica de superficies regulares, dotandolas con una
forma de medir, asignando una direccién mediante un campo normal y presentando
las multiples nociones de curvatura. En el segundo capitulo se estudia la geometria
intrinseca de las superficies regulares, introduciendo el concepto de isometria, los
campos vectoriales, el Teorema Egregium, las métricas Riemannianas y geodési-
cas. Finalmente, en el tercer capitulo se presenta la relacion entre la geometria y
el andlisis mediante el teorema de la divergencia y las variaciones de la métrica,
para posteriormente exponer la demostracion que corresponde al objetivo principal

de este documento.



1. Preliminares

Este capitulo introduce la teoria basica de superficies planteada en el libro Elemen-
tary differential geometry [2]. Inicialmente, presenta la definicion de superficie regu-
lar, luego, puntualiza la nocién de suavidad para funciones definidas entre superfi-
cies, después plantea la primera forma fundamental con el fin de realizar mediciones
sobre superficies. Finalmente, se exponen las multiples definiciones de curvatura,

haciendo énfasis en la relevancia de esta idea para la geometria diferencial.

1.1. Superficies regulares

Al considerar el plano-zy como un subconjunto de R?, se obtiene una superficie dos
dimensional, se entiende por superficies regulares, aquellas que se pueden describir
mediante dos parametros, es decir, un conjunto que localmente se ve como una

porcion del plano.

Definicion 1. Se denomina a S c R? superficie regular, si existen paracadap € S
una vecindad abierta V' de p en R?, un subconjunto abierto U de R’y F : U — R?
una funcion suave tal que:

(i) FIU)=SNVyF:U— SNV esun homeomorfismo.

(il) La matriz jacobiana D, F' tiene rango maximal para cada punto u € U.

Figura 1: Superficie regular



La terna (U, F,V) es llamada parametrizacion local de S en p, el conjunto SNV
se denomina vecindad coordenada de p y las componentes de u = (u!,u?) son las

coordenadas del punto F(u) € S.

Ejemplo 1. El plano-zy, descrito por S = R? x {0} es una superficie regular.

Figura 2: Plano-zy

Tomandope S, U =R*V =R3¥y F: U — R? dada por

F(z,y) = (x,y,0),

se sigue que (U, F, V') es una parametrizacién local de S en p.

Ejemplo 2. La esfera unitaria 5% = {(z,y, z) € R? | 22 +y*+2? = 1} es una superficie
regular.

Utilizando la proyeccién estereografica, con V; := R? — {0,0, 1}, U; = R? y la funcién

1

F1<U,U) = 1—|—U2—|—’U2

(2u, 20, u® +v* — 1)

se cubren todos los puntos de S? excepto el punto (0,0, 1). Para este punto, se elige
U =R% V2 =R°—{(0,0, 1)}y

Fy(u,v) (2u, 20,1 — u? — v?).

T

Ejemplo 3. Sea U un subconjunto abierto de R? y f : U — R una funcién suave.
El grafico de f
S={(,y,2) eR*| (x,y) €U, z = f(a,9)},

10



es una superficie regular.

Figura 3: Grafica de f.

ConV :=R¥y F : U — R3 definida por F(z,y) := (z,v, f(x,y)), es claro que

(U, F, V) es una parametrizacién local de S en cualquier punto p.

Ejemplo 4. Sean I,J C R intervalos abiertos, con 0 € J, ¢ : I — R? una curva
parametrizada y v : I — R? una funcién suave. Suponga ademas que v(t) y ¢(t)
son linealmente independientes paratodot € I'y F: I x J — R3 la funcién dada
por

F(t,s) =c(t) + s v(t). (1)

Entonces, existe una vecindad abierta U de (¢,0) en I x J tal que (U, F,S) es una

parametrizacion de la superficie regular S = F(U).

Definicién 2. Una superficie regular S c R? que puede ser cubierta por parametri-

zaciones de la forma (1)), es llamada una superficie reglada.

Ejemplo 5. Sea ¢ : I — R? una curva que no se interseca a si misma,
c(t) = (ar(t), c2(t),0) y v(t) = (0,0,1), entonces la correspondiente superficie re-
glada, dada por

F(t,s) = (ci(t), ea(), 8),

es el cilindro sobre c.

La siguiente proposicion presenta un criterio suficiente para la construccién de su-

perficies regulares.

11



Proposicion 1. Sean V; ¢ R? un conjunto abierto, f : V;, — R una funcién suave y
S = {(z,y,2) € o | f(x,y,2) = 0}. Si

grad f(p) # (0,0,0),

para todo p € S, entonces S es una superficie regular.

Ejemplo 6. El hiperboloide de dos hojas S, dado por la ecuacion —a? — 3% + 22 = 1,

es una superficie regular.

En efecto, considerando la funcién

f(:v,y,z) :_xQ_y2+Z2_17

entonces S = {(x,y,2) | f(z,y,2) =0} y ademas Vf(z,y,2) = 2(—z, —y, 2).

Figura 4: Hiperboloide de dos hojas.

A continuacién se presenta la nocién de plano tangente, concepto que es funda-

mental en el desarrollo de la teoria de superficies.

12



Definiciéon 3. Sea S c R? una superficie regular. Dado p € S, el conjunto

T,S ={X € R*| existe un ¢ > 0y una curva suave parametrizada c : (—¢,¢) — S

con ¢(0) = py é(0) = X},

es llamado el plano tangente de S en p y sus elementos son llamados vectores

tangentes.

-

Figura 5: Plano tangente.

Dicho plano es un subespacio vectorial de R? de dimensién dos, ver en [6], pag 95].

Ejemplo 7. Sea S el plano-zy, p € Sy ¢ : R — S la curva suave parametrizada,
dada por
c(t) =p+1tX,

donde X = (z,y,0) € S esta fijo. Como ¢(0) = py ¢(0) = X, entonces X € 7,5,
asi S C T,S. Por otra parte, si X € T,S5, existe una curva c : (—¢,e) — S, con
c(0) =py ¢(0) = X, donde c(t) = (¢1(t), c2(t),0) y X = ¢(0) = (¢1(0),¢2(0),0) de este
modo X € S, asi 7,5 C S. Por lo tanto S = T,,5.

Proposicion 2. Sean V' c R? un conjunto abierto, f : V' — R una funcién suave
y S = f740). Si grad f(p) # 0 para todo p € S, entonces el gradiente de f es

perpendicular al plano tangente, es decir:

7,8 = {X € B | (X,grad f(p)) = 0} = {grad f(p)}"

13



Ejemplo 8. Se puede describir la esfera unitaria por S? = f~1(0), donde f es la
funcién dada por f(z,y,2) = 2* + y* + 22 — 1. Como grad f(p) = 2p # 0 para todo
p € S, entonces

1,57 ={X e R* | (X,p) =0} = {p}",

es decir, 7,,S* esta conformado por todos los vectores de R* ortogonales al punto p.

o~

Figura 6: Plano tangente de S? en p.

1.2. La diferencial

Se desea extender elementos del calculo diferencial a las superficies regulares, con
este propédsito se presenta la nocién de suavidad para aquellas funciones que su
dominio o imagen es una superficie regular.

Sea S una superficie regulary (U, F, V') una parametrizacion local de S en p, existen
tres casos para definir el concepto de suavidad.

En primer lugar, una funcién f : S — R" essuaveenp e S,si fo F': U — R" es
suave en F~1(p).

En segundo lugar, una funcién ¢ : W C R* — S es suave, si y solo si,
ioe: W — R3es suave, donde i es la inclusion de S en R?, es decir, © es
suave si vista como funcién de W en R? es suave. Lo anterior es equivalente a que
para toda parametrizacion (U, F, V') de S, la funcién F~1 o ¢ : W — R? es suave.

El dltimo caso es descrito en la siguiente definicidn.

14



Definicion 4. Sean S, S, superficies regulares, p € S;y f : S; — Sy una funcién
continua. Se dice que f es suave en p, si existen (Uy, Fy, Vi) una parametrizacién
local de S; en py (U, F», V,) una parametrizacién local de S; en f(p), de tal manera

que Fy'o fo Fy: Fy ' (f~4(VaNV4)) — U, €S suave en p.

El concepto de suavidad descrito anteriormente es para un punto p, ahora bien, se

dice que f es suave, silo es encadap € S;.

FilofoF

Figura 7: Funcion suave

Una idea relevante de cualquier campo de estudio en matematicas, es la de preser-
var estructuras. En particular, en geometria diferencial la idea de preservar estruc-
turas se entiende como deformar una superficie en otra sin cambiar las propiedades

de diferenciabilidad, en la siguiente definicion precisamos dicha nocion.

Definicion 5. Sean S, S, superficies regulares. Una funcion f : S; — S, es llama-
do un difeomorfismo, si f es biyectiva y tanto f como f~! son suaves. Si existe tal

difeomorfismo f : S; — S5, se dice que las superficies S; y S, son difeomorfas.

Ejemplo 9. Sea 52 la esfera y el elipsoide S = {(:c, y,2) ER | L 410 1 22— 1}. La

funcion f : S? — S dada por

f(x7 y? Z) - (ax7 by7 CZ)?

donde a, b, c > 0, es un difeomorfismo.

15



Figura 8: Superficies difeomorfas.

La siguiente proposicion establece la suavidad de los cambios de pardmetros.

Proposiciéon 3. Sea S una superficie regular con (Uy, F1, V1) y (Us, Fy, V) parame-

trizaciones locales. Entonces
FyloF  FrHUINW) — ESH(Vin W)

€S suave.

U,

Figura 9: Las trasformaciones de parametros son difeomorfismos.

Definicion 6. Sean S;, S, superficies regulares, p € S;y f : S; — Sy una funcién
suave. La diferencial de f en p, es la funcion d,,f : 7,5, — T¥(,)S2, definida de la

siguiente forma: para X € 7,5 se elige una curva parametrizada c : (—¢,e) — 54

16



con ¢(0) =py ¢(0) = X, entonces

d
G,I(X) = 2(fo0) € Ty

La diferencial d,f es lineal e independiente de la curva c escogida, es decir, solo
depende de X.
Analogamente, se define para la funcion f : S — R", la diferencial
d,f : T,S — R", como:
d
dpf(X) = 2 (fo0)

=0
Por dltimo, para la funcion f : U ¢ R" — S, la diferencial d, f : R" — Ty, S, esta
dada por

dp f(X) = Dy f(X),

donde D, f es la matriz jacobiana de f en p.

Figura 10: La diferencial.

1.3. Primera forma fundamental

En esta seccidn introducimos un concepto que permite medir sobre superficies re-

gulares cantidades como: longitud de arco de una curva, areas, angulos, entre otros.

17



La ventaja con la siguiente definicion, es la posibilidad de hacer mediciones sin tener

que referirse al espacio ambiente donde se halla la superficie.

Como para cada p € S, el plano tangente 7,5 es un subespacio 2-dimensional de
R3, se puede restringir el producto interno euclidiano (-, -) de R* a 7,,S y asi obtener

un producto interno sobre 7,,S. Se denota est4 restriccion por g,, es decir:

gp = 7'>’Tp5prS.

Definicion 7. La funcién que asigna a cada p € S el producto interno g,, es llamada

la primera forma fundamental de S. Dados X, Y € 7,5, se define como
L(X,)Y) =g,(X,Y) = (X,Y).

Observacion 1. Del &lgebra lineal, ver en [6, pag 479], el producto interno g, en
T,S puede ser representado por una matriz simétrica definida positiva, respecto a
una base elegida de 7,,S. En particular, dada una parametrizacion local (U, F', V') de
S en py los vectores ey, e, de la base estandar de R?, entonces D, F(e;) = %(u)
y Dy F(es) = 25 (u), donde u = F~!(p), forman una base de 7,5, de este modo, la
matriz de tamanio 2 x 2 (g;;(u));;=1,2 que representa el producto interno g,, en la base

OE DL}, esta dada por:

95(1) = gp(DuF(e1), DuF(e;)) = <%(u), %(u)> =12

Ejemplo 10. Sea S el plano-zy y F' : R? — R3 la parametrizaciéon dada por

F(u',u?) = (u',u? 0). Luego

1 0
oF oF
%(U) = DuF(el) =10 @(U) DUF(€2) = 11,
0 0

18



asi, las componentes g;; de la matriz de representacion son:

OF  OF N
gl](u) = 9p <%(U), %(U)) = 5@', 1,7 =1,2.

En consecuencia, la matriz que representa al producto interno g,, con p = F(u), es

10
1

(gij(u))ij =

Ejemplo 11. Sea F: (-3, %) x (0,27) — R? la parametrizacion de S?, dada por:

CoS u sen v
F(u,v) = | cosucosv

SEN U

Las componentes de la matriz de representacion g;;(u) son:

—Senu senv —Senu senv

oF oF
911(% U) = _au (U7 U)a _6u (U, U) = —senucosv |, | —senucosv

cosu cos U

= sen® usen®v + senucos® v + cos®u

= sen’ u(sen2 v + cos® v) + cos® u

= sen*u+ cos’u =1,

—senusenv COS U COSV
oF oF
912(% U) = _8u (U7 U)> —(% (U, U) = —senucosv |, | —cosusenv
coS U 0

= —Senu sSen v cosu cosSv + Sen u cos v CoS U Sen v

=0= 921(%”)7

19



cosucosv cosSu cosv

or oF
922(%1)): %,% = —cosusenv |, | —cosusenv

0 0

= cos® u cos® v cos® u sen® v
= cos® u(cos® v + sen®v)

= cos® U,
por lo cual, la matriz de representacion de g, con p = F(u,v), esta dada por:

1 0
(9i5(u,v))ij =
0 cos*u

Ejemplo 12. Sean S = {(x,y,2) € R® | 22 + y* = 1} la superficie cilindrica y

F:(0,2m) x R — R? la parametrizacion de S, dada por:
F(p,h) = (cos p, senp, h).

Entonces, las componentes de la matriz de representacion de g, con p = F(u), son:

—sen ¢ —sen ¢
g (e, h) = <g—];(% h)ag—i(% h)> = < cosp || cosyp >
0 0
= sen®* ¢+ cos® p = 1,
—sen p 0
912(90>h):<g—§(%h%g—g(%h>>:< wse || 0 >:o:gm<gp,h>,
0 1,

20



0 0

922(905 h) = <g_€<907 h)?%%(spa h)> = < 01,10 > =1.
1 1

Asi, la matriz de representacion, estd dada por:
(9i)ij =

Ejemplo 13. Sea S la superficie de revolucién generada al rotar la catenaria

y = acosh(%), alrededor del eje z. Tal superficie es llamada Catenoide.

Figura 11: Catenaria y Catenoide.

Considerando la parametrizacién F' : (0,27r) x R — R? de S dada por:

acoshvcosu

F(u,v) = | acoshvsenu |,
av
se tiene que:
—acoshv senu a senh v cosu
or or
%(U,U) = acoshvcosu y %(U,U) = | asenhv senu
0 a

21



Asi, las componentes de la matriz de representacion g;; son:
2 2 2 2
g1 = a“cosh”v, @¢oo = a“cosh”v, @g12 = ga1 = 0. (2)

En conclusion, g estd dada por:

a’cosh? v 0

g(u,v) =
0 a’cosh?v

El primer comentario de esta seccion hizo referencia a la relevancia que tiene co-
nocer la primera forma fundamental de una superficie. A continuacion, se presentan
algunas formulas que evidencian esta afirmacién:

Sea (U, F, V) una parametrizacién local de S, I un intervalo cerradoy c: 1 — S

una curva, tal que ¢(I) ¢ SN V. Entonces la longitud de arco de c, est4 definida

— [ Vo (et a

Ahora, sea o : I — S otra curva, tal que a(/) C SNV. Sicy a se cortan en un

como

punto p = ¢(ty) = a(ty). Entonces el angulo 0 entre ¢ y « en p se define como el

menor angulo ¢ > 0 que satisface

gc(to)( '(?50) ) (tO))
V/ Geto) ( 0)) v/ Ge(to) ( (alto))

Observacion 2. Si cy a son las curvas coordenadas de una parametrizacion F' de

cos(0) =

S, entonces el angulo 6 entre ¢y a en el punto F'(u) = p esta dado por:

gg (u), gz (u))  gi)

\/< w), gt >\/<8u2 , 2L (u)) Vo (w)ge(u)

COS
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1.4. Campos normales

Definicion 8. Sea S una superficie regular. Un campo normal sobre S es una fun-
cién N : S — R® tal que N(p) L 7,5, para todo p € S. Un campo normal en S se

dice que es un campo normal unitario si || N(p)|| = 1, paratodo p € S.

Figura 12: Campo normal.

Ejemplo 14. Sea S el plano-zy. Entonces N(z,y,0) = (0,0, 1), es un campo normal

unitario constante sobre S.

/} H H ]7

Figura 13: Campo normal.

Ejemplo 15. Sea N : S — R?®, dado por N(p) = p € S%. Como 7,5 = {p}*+ vy

IN(p)|| = ||p|l = 1, entonces N es un campo normal unitario sobre S2.

Observacion 3. Siempre se puede construir localmente un campo normal unitario
suave sobre una superficie regular S, para ello, se considera (U, F, V') una parame-

trizacion local de S en p, entonces mediante el producto vectorial se obtiene

N(p) = DF71(p)F(€1) X DFfl(p)F(62>7

23



Np)=p

©

Figura 14: Campo normal sobre S2.

donde N : SNV — R3, es un campo normal sobre S N V. Para terminar la cons-
truccion de tal campo, se considera N : SNV —s R? definido por N(p) := H%g;”,
asi [N (p)]| = 1.

Figura 15: Campo normal unitario sobre S.

Definicion 9. Una superficie regular S C R? es orientable si existe un campo nor-

mal unitario suave sobre S.

Ejemplo 16. Consideremos la superficie cilindrica S = S x R, donde
St ={(z,y) e R?* | 2? + 4> = 1}.

Entonces, N : S — R3 dada por N(z,y,z) = (z,y,0) es un campo normal unitario

suave sobre S. Por lo tanto S es una superficie orientable.

Por el contrario, la banda de Mébius (ver Figura [21) es una superficie no orientable.

Geométricamente se observa que no es posible definir un campo normal continuo

24



Figura 16: Superficie cilindrica

sobre toda la banda, pues al “recorrerla” los vectores normales cambia de sentido,
ver en [3, pag 115]. De manera intuitiva se puede decir que la banda de Mdbius no

tiene un “adentro” o un “afuera”.

Figura 17: Banda de Mobius.

Dado que N es un campo normal unitario sobre S, es decir, N toma un punto de la
superficie y le asigna un vector en R? de longitud 1, se puede considerar N como

una funcién de S en S2.

Definicion 10. Sea S una superficie regular orientable y N un campo normal unitario

suave sobre S. La funcion N : S — S? es llamada funcion de Gauss.

. (P)\/

N(p) N
p\ ' -

Epf/

Figura 18: La funcién de Gauss.
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Geométricamente la funcion de Gauss, dibuja el vector normal N(p) que sale de la
superficie S, como un vector con pie en el origen, de manera tal que su punta se vi-
sualiza como un punto de la esfera S? (ver Figura [18). Ademés, como
TnpS? = N(p)*© = T,9, la diferencial, d,N : 7,5 — T,S (Tn(,)S?) es un endo-

morfismo sobre 7,,S.

Definiciéon 11. Sea S c R? una superficie regular orientable y N un campo normal

unitario sobre S. El endomorfismo W, : 7,5 — T,,S definido por

WP(X) = _de<X)7

Figura 19: Funcién de Weingarten.

Proposicion 4. La funcién de Weingarten W, es auto-adjunta con respecto a la

primera forma fundamental.

Demostracion: Sean (U, F, V') una parametrizacién local de S en p, N el campo
normal de S que induce la funciéon de Weingarten W, = —d,N y {X, X,} la base de
T,S dada por

OF oF
X, :=D,F(e) = %(u)a Xo = Dy F(es) = w(u}
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Como N es perpendicular a S, se sigue que

oF
<aui(u+tej),N(F(u+tej))> = 0. (3)

Diferenciando la ecuacion (3) con respecto a t,

0= ¢ <g§. (u+ te;), N(F(u + tej>)>

4 tZO,N(F(u))> + <g§;(u)’%N(F(u+tej))

i

_<@7fwmwm>+@;@NQmF@»

:<@@<WN@>+MWMM&»

De este modo

B IR06) = (6 W,06)) = { 5720, () ) ()

Del teorema de Schwarz, ver en [7, pag 18], se tiene

2F ) — 2F "
oo T guwiou

luego,

B H00) = 0. N ) )

<82"§;J’ (), N(p>> = L,(X;, Wy (X3)),

por lo tanto, para los vectores X; y X; de 7,5, se tiene

]p(Xi7 Wp(Xj)) = ]p(ij Wp(Xi)) = Ip(Wp(Xi>»Xj)'
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Ahora, si X, Y € T,,S entonces pueden ser escritos en términos de X; y X,, asi, por

la bilinealidad de I, y la linealidad de W, se tiene que
[p(Xa WP<Y)) = Ip<Wp(X)a Y),

es decir W, es auto-adjunta con respecto a .

Ejemplo 17. Sea S el plano-zy y N(z,y,z) = (0,0, 1), entonces W, = 0, para todo
pES.

Ejemplo 18. Sea N : S? — R?® el campo normal unitario, dado por N(p) = p.

Entonces, la funcion de Weingarten estd dada por:
W, = —Id.

Observacion 4. Como la diferencial d,N : 7,,S — 71,5 es una funcién lineal auto-

adjunta, se asocia a d, N una forma bilineal simétrica sobre 7,5

Definicion 12. La forma bilineal que corresponde a la funcion de Weingarten W,

es llamada la segunda forma fundamental de la superficie S en el punto p, esto es

IL(X,Y) =L(W,(X),Y), X,Y€T,S.

Con el fin de encontrar las entradas h;; de la matriz que representa a /1, se con-
sidera una parametrizacion local (U, F,V') de S en p, N un campo normal unitario

sobre Sy u := F~!(p). De la ecuacion (4), se tiene que

hij(u) == IT,(DyF(e;), DuF(e;)), Q=12

= I,(Wo(DuF(e;)), DuF (e;))
82

F
~ (o 0 V) ).

28



Bajo las mismas hipoétesis, las entradas de la matriz que representa 1V, denotadas

por w’, se definen por

W,(DyF(e;)) ZwDFe]

Ademas, se pueden determinar las matrices hy;(u);; y w](u);;, una en términos de la

i

otra, de la siguiente manera:

hij(u) =1 <Z wf(u)DuF(ek), DuF(ej)>

= wf(u)gkzj(u)-

1.5. Curvatura de Gauss

En esta seccion estudiamos la nocion de curvatura planteada por el matemético ale-
man Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Es necesario destacar la relevancia de este
concepto para la geometria diferencial, segun Berger: La curvatura es el invariante
mas importante en la Geometria de Riemann y ademas el mas natural, ver en [10,
pag 31]. Antes de enunciar la definicion de la curvatura Gaussiana, se presenta la
curvatura normal y las curvaturas principales.

Sean S una superficie regular con orientacion N, p € S, ¢ : (—e,e) — S una curva
parametrizada por longitud de arco, con ¢(0) = p y n un vector normal a c. Se define

la curvatura normal de S en p, en la direccién ¢(0), denotada por «,,., COMO:

£(0)(n(0), N(p)), six(0)#0
0, si k(0) =0
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donde x(0) es la curvatura de c en t = 0, como curva en R3.

N(p)

)
N

Figura 20: Curvatura normal.

Teorema 1. Sea S una superficie regular con orientacibn N,p € Sy c: (—e,e) — S

una curva parametrizada por longitud de arco, con ¢(0) = p. Entonces
Knor = 11,(¢(0), ¢(0)).
Este teorema nos permite interpretar geométricamente el valor de /1, evaluada en

X €T,5, como la curvatura normal de la curva c calculada en 0.

Observacion 5. Dado que W, es una funcion lineal auto adjunta, para cadap € S

existe una base ortonormal X, X, de 7,,S tal que:
WP(XZ) = "iiXi 1= ]-7 27

donde k1, ko son autovalores. Ademas, k1, k2 SOn el maximo y minimo respectiva-
mente de la segunda forma fundamental 11, restringida al circulo unidad de 7,5, es

decir, son los valores extremos de la curvatura normal en p, ver en [3, pag 151].

Definicion 13. Los autovalores x; y k2 son llamados las curvaturas principales
de S en el punto p. Los correspondientes autovectores +X; y +X, se denominan

direcciones principales de curvatura.

Ejemplo 19. Dado que para el plano-zy la funcién de Weingarten W = 0, entonces

ki = ky, = 0. De manera similar, para S?, la funcién de Weingarten es W = Id,
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entonces k; = ko = 1. Por lo tanto, para el plano y la esfera, las direcciones en todos

los puntos son direcciones principales.

Definicion 14. Sean S una superficie orientable, p € S, k; y k, las curvaturas prin-

cipales de S en p. Entonces

K(p) = k’lk’g = det(Wp),

es la curvatura de Gauss de S en p. Ademas

1
= étraza(Wp),
es llamado la curvatura media de S en p.

Intuitivamente la curvatura de Gauss mide que tanto se aleja una superficie del plano
tangente, en una vecindad coordenada del punto de la superficie, donde se calcula

la curvatura.

Ejemplo 20. Sea S el plano zy, dado que W, = 0 para todo p € S, entonces
K(p)=0y H(p) = 0.

Ejemplo 21. Dado que W, = Id, para todo p € S? entonces K = 1y H = 1 sobre
S2.

Ejemplo 22. Se considera el toro como una superficie tubular, ver en [2, pag 145],

alrededor de la linea ¢, dada por
c(t) = (cost,sent,0), 2r < 2.

Entonces, k(t) = 1y por lo tanto

1 cos g cos ¢ — &
K(t,g)=———"— H(tp)=——"—>=

rl—cos ¢’
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Figura 21: El toro.

1.6. Integracion en superficies

Para terminar este capitulo estudiamos la integracion de funciones sobre superficies.

Definiciéon 15. Sea S una superficie regulary (U, F, V) una parametrizacién local de
S. Una funcién f : S — R, con f|s_y= 0 es llamada (Lebesgue-) integrable si la

funcién

(uh )T — J(F(u, )\ [det(g(ul, 1), (u',u?) € U,

es (Lebesgue)-integrable. El valor de la integral es

/ fdA = / FE (@ u2))y [ det(gyy (!, u2))du? du
S U
Ademads, el elemento de superficie esta definido por :

dA = \/det(g;;)du' du®.

Lema 1. Sea S c R? una superficie regular, (U, F, V) y (U, F, V) parametrizaciones

locales de S'y f: S — R una funcion que satisface f[s_yny) =0
(f o F) de’[(gw) U — R,
es integrable si y solo si

(f o F)y\/det((g);;) : U — R,
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es integrable y en este caso

/U(fOF)'\/det(gz‘j)dulduz = /~(f015) det(g);; du*du’.

U

Demostracion: ver en [2, pag 127].

Ejemplo 23. Sean S el plano-zy, U = R?%, V =R3y F(z,y) = (z,y,0), entonces

10
(9@'(%9)) = ( ) )
01

asi dA = dx dy. Obteniendo la integral sobre R?

[raa= [~ [ st

Si tomamos otra parametrizacion F : (0, 00) x (0,27) — R? dada por

F(r,p) = (rcosp,rseny,0),

entonces

asi dA = rdrdy y por lo tanto

/sfdA - /OOO /027r F(E(r, 9))rdedr.
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2. Geometria intrinseca de superficies

El capitulo anterior incorporo la primera forma fundamental para medir sobre su-
perficies regulares. El presente capitulo desarrolla la pregunta, ;qué cantidades se
pueden escribir solamente en términos de la primera forma fundamental?. Una ma-
nera de entender la cuestién aqui planteada es imaginar pequefos habitantes que
no pueden percatarse del espacio ambiente ni de la forma de la superficie donde
viven, sin embargo, ellos son capaces de medir longitudes y areas sin utilizar in-
formacion externa a la superficie, dichas ideas conducen a lo que mas adelante se

estudia en detalle como geometria intrinseca de superficies.

Continuando con el propdsito de ampliar algunas teorias del calculo diferencial, se
plantea el concepto de derivada covariante para campos vectoriales sobre super-
ficies. Ademas, se estudia la nociéon de métricas Riemannianas que a rasgos ge-
nerales extiende la nocién de la primera forma fundamental, es decir, dota a las
superficies regulares de diferentes maneras de medir, conservando las propiedades

del producto interno.

2.1. Isometrias

Definicion 16. Sean S, S, superficies regulares. Una funcién suave f : S| — S,
es una isometria local, si para cada p € S, la diferencial d,,f : 17,51 — Ty 52

satisface:
(dpf(X), dpf(Y)) = (X,Y),

paratodo X,Y € T,5;.

Ejemplo 24. Sean S; el plano-zy y S, = S' x R la superficie cilindrica. La funcién
f:S1 — S, dada por:
f(2,y,0) = (cosz, senz, y)
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es una isometria local. En efecto, dado p = (z,y,0) € S;, se puede ver que

d,f(X) = (—asenx,acosx,b), X = (a,b,0) € T,S.

Por tanto para cualesquiera X, Y € 7,51, con X = ae; + bes = (a, b,0),

Y = ce; + des = (¢, d,0), se tiene que:

(dyf(X),d, f(Y)) = ((—asenz,acosz,b), (—csenz,ccosz,d))
= ac(sen’ x + cos® x) + bd

=ac+bd = (X)Y).

Anteriormente se menciond que es suficiente conocer la primera forma fundamen-
tal para calcular algunas cantidades métricas (longitud de curva, angulo, area). En
este sentido se precisa lo que se entiende por geometria intrinseca, una cantidad
se denomina intrinseca si se puede escribir Unicamente en términos de la primera
forma fundamental. Otra forma de definir “intrinseco” es como aquellas medidas so-
bre superficies que se preservan mediante isometrias, ver en [12, 167], dado que

las isometrias conservan el producto interno.

Definicién 17. Una isometria local f : S, — S; que es biyectiva, se llama Isome-

tria. Si existe tal isometria f, entonces las superficies S; y S, se dicen isométricas.

Definicion 18. Las superficies S; y S> son llamadas localmente isométricas, si
para cada p € Sy, existen, una vecindad abierta U; C S; de p, un conjunto abierto
U, C S, y unaisometria f : Uy — U,, del mismo modo, para cada ¢ € S, existen,
una vecindad abierta U, C S, de ¢, un conjunto abierto U; C S; y una isometria
f:Uy — Uy

En general, que dos superficies sean localmente isométricas no implica que sean
isométricas, por ejemplo, el plano y el cilindro son localmente isométricas, sin em-

bargo, no son isométricas, tal como menciona Do Carmo:
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La isometria no puede extenderse a totalidad del cilindro porque el cilindro ni
siquiera es homeomorfo a un plano, pues cualquier curva cerrada simple del
plano puede deformarse continuamente hasta un punto sin abandonar el plano.
Tal propiedad se preservaria con toda seguridad bajo un homeomorfismo, pero
un paralelo del cilindro no tendra esta propiedad, lo que contradice la existencia

de un homeomorfismo entre el plano y el cilindro, ver en [3, pag 223-224].

c P A

Figura 22: El plano y el cilindro.

Se mencioné anteriormente que el concepto de difeomorfismo preserva las propie-
dades de diferenciabilidad entre superficies, por su parte, la nociéon de isometria
desempena la funcién de preservar las propiedades métricas de las superficies re-

gulares.

Proposiciéon 5. Sean F : U — S, ' : U —» S parametrizaciones locales de Sy
S respectivamente, tales que ¢11 = g11, 912 = 12, go2 = Joo, €N U. Entonces la

funcion ¢ = F'o F~1: F(U) — S, es una isometria local.

Demostracion: Ver en [3, pag 224].

Ejemplo 25. Sea S la superficie helicoide generada de la siguiente forma: se con-
sidera la hélice dada por (cosu, senu,au) y en cada punto de la hélice se traza una

recta paralela al plano zy que corte al eje =.
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Figura 23: Helicoide.

La funcién F' : (0,27) x (—o0,00) — S dada por

a senh v cosu
F(u,v) = | asenhvsenu |

au

define una parametrizacion local de S. En estd parametrizacion las entradas de la

matriz g; ;, estan dados por:

ou’ Ou
oF OF

g12 = <%7%> =0 = go1; (6)
OF OF 9 9

g22 = <Ov’%> = a“cosh”v

De (@) y (6) se tiene que las primeras formas fundamentales del helicoide y la ca-
tenoide son iguales y usando la Proposicion 5, se concluye que dichas superficies

son localmente isométricas

Proposicion 6. Sea f : S; — S, una isometria local y (U, F, V') una parametri-
zacion local de S; en p. Sin perdida de generalidad se asume que V NS, C Sy,
es tal que flyns, : VNS — f(V N S;) es un difeomorfismo. Entonces f o F' es
una parametrizacién local de S;. Ademas, las funciones coeficientes de la matriz de

representaciones g, ; : U — R de S; con respecto a F'y g;; : U — R de S, con
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respecto a f o I’ coinciden.

Demostracién: Se calculan las funciones coeficientes g;; y i

i) = { AL ), 2 B )
—(Duf o P)e). Dulf © FY(es)
— (D). (DL ()

— (DF(E), Due) = (Gl 5o ) = g0

De este modo, los coeficientes de la matriz de representacion de la primera forma

fundamental son una cantidad intrinseca, dado que se preservan bajo isometrias.

Ejemplo 26. Sean
S ={(z,y,0)eR}0<y <t y Sy={(z,9,2): > +22=1,2>0}

superficies regulares.

1

Figura 24: S1,5;.

Las curvaturas principales de S; y S; son k1 = k3 = 0, k1 = 0y ko = 1 respecti-
vamente. Es claro que dichas curvaturas principales no son iguales, sin embargo la

funcion f : S; — S, dada por

f(z,y,0) = (z, cosy, seny),
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es una isometria entre S; y S,. Esto muestra que las curvaturas principales no son

preservadas bajo isometrias y en consecuencia no son cantidades intrinsecas.

Por otra parte, se observa que S; tiene curvatura media constante cero, mientras
que S, tiene curvatura media constante % lo que demuestra que la curvatura media
tampoco se preserva bajo isometrias, de ahi que la curvatura media no sea una
cantidad intrinseca. Este ultimo hecho era de esperarse, puesto que la curvatura
media se calcula en términos de las curvaturas principales. No obstante, como se
prueba mas adelante, la curvatura de Gauss si es una cantidad intrinseca, aunque

esta también depende de las curvaturas principales.

Proposicion 7. Si f : S; — S, es una isometria, entonces f~!: S, — S; también

es una isometria.

2.2. Campos vectoriales

Definicion 19. Sea S una superficie regular. Un campo vectorial en S es una fun-

cién v : S — R3, tal que v(p) € T,S paratodo p € S.

Figura 25: Campo vectorial.

Observacion 6. Sea S una superficie regular y (U, F, V') una parametrizacion local
de S en p. Debido a que la primera forma fundamental es no degenerada, para toda

funcién suave f : S — RR?, existe un Unico vector v(p) € T,,S con la propiedad

dp f(X) = I(v(p), X) = (v(p), X), (7)
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para todo X € T,S.

Definicion 20. Bajo las hipétesis de la Observacion [6] se define el campo vectorial
gradiente v := grad f, como el campo definido por (7). Ademas, para todo p € SNV,
el campo vectorial v sobre S, puede ser representado por
2, . OF
grad f(p) = v(p) = Zéj(p)@(lfl(p)), (8)

7=1
donde &7, con j = 1,2, es una funcién de SNV en R.

Proposicidon 8. Sea f : S — R una funcién suave. Entonces el campo vectorial
gradiente de f es suave.

Demostracion: Se observa en la ecuacion que para demostrar la suavidad del
grad f basta probar que las funciones coeficientes £/ son suaves. En efecto, se con-
sidera (U,F,V) una parametrizacibn de S en »p € S n V.

Luego f := f o F : U — R es una funcién suave, ademas;
S 0) = 0of (57 0))
=7 (grad f(p), %(F_l(p)))
- <Ze’<p>%<F1<p>>,%<Fl<p>>>
=2 ¢ <%(F‘l(p))a %(F_I(P>>>

= Z & (p)gin(F(p)). (9)
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Multiplicando a (9) por ¢** y sumando sobre k se tiene

Asi,

Z o gjk (F~'(p))

_ {(Z gﬂf%> F} ). (10)

De (10) se concluye que las funciones &7 son suaves, ya que son sumas de produc-

tos de las funciones ¢/* o F~1y f o F~! que son funciones suaves.

Definicion 21. Sean S una superficie regular, p € S, X, € T,Sy f : S — R una

funcién suave. Entonces el nimero

Ox, [ = dpf(Xp) = I(grad f(p), X,),

es llamado la derivada direccional de f en la direccion X,. Si X es un campo

vectorial en S, entonces la funcion dx f : S — R definida por

Ix f(p) = Ox) f,

es denominada la derivada direccional de f en la direccion del campo vectorial X.

Ejemplo 27. Sean S la superficie cilindrica, X, Y los campos vectoriales dados por
X(z,y,2) = (—y,2,0)y Y(x,y,2) = (0,0,1), fi, fa, f3 : S — R las funciones defini-
das como

fl(ll‘,y,Z) =z, fg(l’,y,Z) =Y, f3(l’,y, Z) =z,
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y e, 000 (—=€,€) — S las curvas dadas por
c1(t) = (cos(t + to), sen(t + o), 2) Y ca(t) = (z,y, 2 + 1),

donde ¢, se elige de manera tal que ¢1(0) = p = ¢2(0), ¢1(0) = X(p) y Y(p) = é2(0).

Se calcula la derivada direccional de f; en la direccién X, lo cual da

Ix f1(p) = dp f1 (X))

d
= afl(cos(t + to), sen(t + to), z)

t=0

d
= %cos(t +tg) = —sen(ty) = —y.

Analogamente, se tiene

Ox fo(p) ==y Oxfs(p) =0.

Se calcula la derivada direccional de f; en la direccién de Y

Iy fi(p) = d, [1(Y(p)) = %fl(x,y, z+1) = %x =0.

De igual forma, se tiene

Oy f2Y(p) =0y Oy fs(p) =1.

Proposicion 9. Sea S una superficie regular y X, Y campos vectoriales suaves en
S. Entonces, para toda funcion suave f : S — R, existe un Unico campo vectorial

suave Z en S que satisface

Ox(Oy f) — 0y (Oxf) = 0zf. (11)

Ademas, con respecto a la parametrizacion local (U, F, V') de S, si los campos X, Y
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son dados por
. OF 2. OF
X=) tg Y= ; " g

=1

entonces

2
_ on; 05\ OF

Demostracion: ver en [4, pag 9].

Definicion 22. El campo vectorial de la Proposicion [9) es denotado por
Z = [X,Y]
y llamado el corchete de Lie de X y Y. De la proposicién anterior se tiene

Ox(Oy f) — Oy (Ox f) = Oxyif

para todo f € C>(9).

Observacion 7. El corchete de Lie [ X, Y] se puede interpretar como una derivacién

de Y alo largo de las trayectorias de X.

Ejemplo 28. Sea S una superficie regular y (U, F, V') una parametrizacion local de
S en p. Se consideran los campos coordenados %, %, entonces por el teorema de
Schwarz, ver en [7, pag 18], se tiene que
OF OF
XY]=|-—,=—|=0.
[ Y ] |:au1 Y au2:|
Definicion 23. Sea S una superficie regular y ¢ : I — S una curva parametrizada.
Un campo vectorial en S a lo largo de ¢, es una funcién v : I — R? tal que

v(t) € Tow)S paratodo t € 1.
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Figura 26: Campo vectorial a lo largo de c.

Ejemplo 29. Sea S la superficie reglada dada por F(t,s) = ¢(t) + sv(t). Entonces v

es un campo vectorial en S a lo largo de la curva ¢, donde v(t) = 2£(¢,0) € T, S.

Figura 27: Campo vectorial a lo largo de c.

Ejemplo 30. Sean S = S! x {0} la superficie cilindricay ¢ : I — S la curva dada
por
c(t) = (cost,sent,t). (13)

Entonces, v(t) = ¢(t) = (—sent, cost, 1) es un campo vectorial a lo largo de la curva

c. En general, el campo velocidad v(t) = ¢(t), es un campo vectorial a lo largo de c.

Ejemplo 31. Sean S? laesferay c¢: I — S? la curva parametrizada, dada por

c(t) = (cost, sent,0) (14)

yv: I — R3 el campo vectorial a lo largo de ¢, definido como v(t) = (—sent, cost,0).
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Figura 28: Campo vectorial a lo largo del cilindro.

Entonces, la deriva de v es
0(t) = —c(t) = (—cost,—sent,0).

Note que (i(t), c(t)) = —1, por lo cual (t) & T..;)S>.

Figura 29: Derivada de v.

Al estudiar la variacién de un campo vectorial a lo largo de una curva, se observa
que la derivada usual de un campo vectorial no siempre pertenece al plano tangente
(ver Ejemplo [31). Para solucionar esta situacion, se proyecta la derivada usual del
campo vectorial sobre el plano tangente, es decir, se omite la parte normal de la

derivada. La siguiente definicion formaliza tal idea.

Definicion 24. Sean S una superficie regular, ¢ : I — S una curva parametrizada

y v : I — R?® un campo vectorial diferenciable en S a lo largo de c. Para cada punto
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S P

S

Figura 30: Variaciones de un campo vectorial

p € S,seall,: R®* — T,S la proyeccién ortogonal de R?* sobre el 7,5, es decir
I (X) = X = (X, N(p))N(p),

donde N(p) es uno de los dos vectores normales unitarios en S en el punto p. En-

tonces se define la derivada covariante de v, en ¢t € I, como;

Figura 31: Derivada covariante.

Por definicion, Yv(t) es un campo vectorial en S a lo largo de c.

Sean (U, F, V) una parametrizacién local de S en p, ¢ : I — S una curva parametri-
zadatalquec(l) c VNS, ¢=Floc: T — R? N(F(c(t))) el vector normal a S en

c(t)yv: I — R3un campo vectorial en S alo largo de c. Como {8—F(é(t)) a—F(é(t))}

oul ? OQu?
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forman una base para 7., S, se puede expresar v(t) en términos de esta base,

o) = €(1) 9 (2l1)) + €0) S (a(1)) (15)

Por otra parte, como {aul (e(t)), %(é(t)),N(F(é(t)))} forman una base de R?, se

puede expresar en términos de esta base,

838l

0*F 1 oF ) OF i
55 (0(1)) = T (E(0) 55 (2(1)) + T (E(1)) 55 (a() + hi (D) N (F(E(1))). (16)

Definicion 25. Las funciones coeficientes mencionadas en (16),
I :U—R, 1<i,j,k<2,
son llamados los simbolos de Christoffel.

Dado que se tiene que los simbolos de Christroffel son simétricos en

8u18uﬂ = 8u38u”
los indices inferiores. Es decir

=Tk ij=1.2

Jv

A continuacidén se procede a calcular la derivada covariante en términos de una

parametrizacion local. Derivando la ecuacion (15), se tiene que

mzzewgwmwwvgéﬁwwﬂ. (17)

=1

Asi, usando se reescribe la expresion como

2 OF

o(t) = Zfi(t)aui (@6)+ D € Ffj(é(t))%(é(t)) +hi (@) N(E@(1)) | &(1).
i=1 T ,5,k=1 GES g No;;nal
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Entonces al calcular la derivada covariante, se obtiene

=y é >§5<~<t>> DY r@<~<t>>e<t>a<t>%<a<t>>
( )+ Z I (el 1 >> o). (18)

La siguiente funcion expresa las funciones componentes de la derivada covariante,
en la base { 25 (a(1))., 45 (#()), N (F(&(1))) |

¢! &+ 30 TH(E (1)

52 52 + Zz] 1 Fl2j (6) (t)éj
De este modo, los simbolos de Christoffel determinan la diferencia entre la deri-
vada usual y la derivada covariante de las funciones componentes. Ademas, de la
expresion se concluye que la derivada covariante es una cantidad intrinseca,

debido a que solo depende de los simbolos de Christoffel y a su vez estos solo estan

determinados por la primera forma fundamental, ver en [12], pag 291].

Ejemplo 32. Sean S el plano-zy, ¢(t) = (¢;1(t), c2(t),0) una curva parametrizada en S
y v un campo vectorial en S a lo largo de ¢, dado por v(t) = (v!(t),v*(¢),0). Entonces,

la derivada covariante de v es:

\%

23 0(8) = e (0(2)) = ey (02(8), 02(2), 0) = (01(t), 02(t),0) = 0 ().

Este ejemplo indica que sobre el plano la derivada covariante coincide con la deri-

vada usual.
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Ejemplo 33. Seat € R,y c: R — S?, la curva dada por
c(t) = (costcosb,sentcos b, senb),

donde 6 € (—%,2) es fijo.

Figura 32: La curva c describe los circulos de latitud.

Como N(c(t)) = —c(t) = —(costcost, sentcosb,senf) es perpendicular a T, S?,
entonces
V.
5 6(0) = €(t) — (e(t), N (e(t))) N (e(?))
—costcost —costcost —costcosf —costcost
= | —sentcosf | — < —sentcosf |, | —sentcosf > —sentcosf
0 0 —sen @ —sen @
—costcost —costcost
= | —sen,tcosf | — cos*0 | —sentcos
0 —sen
costcosf(cos? 0 — 1) cost cos O sen® 0
= | sentcosO(cos®*d —1) | = | —sentcosfsen®0
sen @ cos® 0 sen 0 cos® 0

Lema 2. Sean S una superficie regular, ¢ : I — R una curva parametrizada,

f I — R una funcion diferenciable, ¢ : j — I un cambio de pardmetro de ¢

49



y v, w campos vectoriales a lo largo de c. Entonces v + w y fv son campos vectoria-

les diferenciales en S a lo largo de ¢, que satisfacen las siguientes propiedades.

(a) Aditividad:

(b) Regla del producto |

(c) Regla del producto lI

G100, 00) = 1 (0,00 + 1 (400 Juln).

(d) Cambio de pardmetro

oo -5((5) %)

Demostracion: Para las siguientes pruebas se utilizan propiedades de la derivada

usual

(a) %(v +w)(t) = Hewy (v 4+ w)(t)

I
—
A
~~
=
—~
.
~~
~
N~—
S~—
-
—
A
~~
=
—~
.
~~
~
S~—
SN—
Il
-4
—
~
SN—
-
S
~~
~
S~—

(b) Para la prueba de esta propiedad, se utiliza que (v(t), N(c(t))) =0,t € I.
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(c) Teniendo presente que (w(t), N(c(t))) =0y (v(t), N(c(t))) =0, t € I, entonces

(Fro®.(0)) + (000, 300 ) = (500 = (600 N (0D Vel w(o)

= @) {(0o@)(t) = ((0op)(t), (N oc)op(t)(Noc)p(t)}

= §(0) {(6 - (5. N 0N o) o (0]} =4 (Fvovlt)).

Lema 3. Sea (U, F, V') una parametrizacion local de S en p. Los simbolos de Chris-
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toffel respecto a dicha parametrizacién satisfacen:

Fk — J no_ J mk.
mz ( ou’ * oui oum ) ?

Demostracién: Teniendo en cuenta la ecuacion y (hijN o F, 25) = 0, se tiene

paral <i,j <2

out  Out \oul’ oum
0’F OF N oF 0O°F
Ouioui’ oum Ow’ Ouiou™
2
< ”ak—i—thoF > <a—z
OF OF 2 F
Tk
OF OF 2 . /OF
<3uk’8um>+;rim<8_ 8u’“>

Ogjm O <8F aF>

—— +hmN o F>

I
o
I

= (TFgrm + Thogij)- (20)
k=1
Analogamente,
g, 2 dg; -
i = 2Tk + Dhgit) ¥ 5= D (Thagiy + Thjoee)- (21)
k=1 k=1

Luego, de las ecuaciones y (21), se tiene que

agjm agzm agm
- - — =2 % G 22
Oul + ou oum Z ij Ik (22)
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Multiplicando por ¢"™ y sumando sobre m, se obtiene

1 OGim  Ogim i .
330 (P Ym0 ) Yt
-3 (z grmgmr> r
k=1 m=1
2
= Gl =Ty,
k=1

parar = 1,2.

Hasta el momento la derivada covariante se ha presentado solo para campos vecto-
riales a lo largo de una curva, la siguiente definicidn generaliza este concepto para

cualquier campo vectorial.

Definicion 26. Sean S una superficie regular, v un campo vectorial diferenciable en
S,pe Syw, € T,S. Entonces la derivada covariante V, v € 1,5 de v enla
direccion w, es definida de la siguiente forma: se elije ¢ : (—¢,¢) — S una curva

parametrizada, con ¢(0) = w, y se define

Figura 33: Derivada covariante.
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Observacion 8. La definicién de derivada covariante no depende de la eleccion de

la curva, ver en [2, pag 159].

Definicion 27. Sean S una superficie regular, p € S y v,w campos vectoriales en
S. Se define la derivada covariante de v en la direccién w como el campo vectorial
V.,v, dado por

(Vwv)(p) = Vi)

Lema 4. Sean S una superficie regular, v, vy, vo, w, wy, wo campos vectoriales dife-

renciables en S, f : S — R una funcién diferenciable y ¢;, ¢; € R. Entonces

(a) R- (linealidad en el campo vectorial que se diferencia).

Vw(clvl + CQU2) = clvwvl + cngvg.

(b) Regla del producto I:
Vu(fv) = df(w)v+ fVyv.

(c) Regla del producto II

8“,([(1}1, U2>) = I(val, UQ) -+ I(Ul, vaz).

(d) ¢ - Linealidad en el campo vectorial con respecto al cual se diferencia.

vcllerCngU = Clvwlv + CQV’LUQU

(e) Linealidad con respecto a las funciones en el campo vectorial con respecto al
cual se diferencia.

Vit = fV,0.

Definicion 28. Sean v, w, = campos vectoriales sobre S. La segunda derivada cova-
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riante de z con respecto a v y w se define como
2 ._
Vouw? = Vy(Vyz) = Vy,uz.

Lema 5. Sean S una superficie regular y (U, F, V) una parametrizacion local de S

en p. Se expresan los campos vectoriales v, w, z en S, en términos de dicha para-

metrizacion por v=>"7 V() w = Z w(2E)y Zk(auk) Entonces, respecto

ala base I |os coeficientes de V2 .z estan dados por

822m
<~- duwdus v ]+Zrlﬂa z (uf + o) Zrzya_v w?

NN
+ Z ( Z FTFLJ- — I’Z}Féj)viwjzk))>

4,5,k

(23)

m=1,2.

Demostracion: El campo vectorial V,,z tiene las componentes

( —w + ZF ) = (gk)k:m

Para V,(V.z) se tiene que

Wiy 92 ow' m)
+__

v
ulaum oul Ou™

0
( 85 +ZF/BV£BUW> (
l 7 m « azz « zawj
—0—2( L ity +F”8 w o™ + T zaTv)
ijm
By

02" a Bra i, ,.j
W TE + D TiTS,2 w%ﬂ) (24)

By a=1,2

Para V,w se escribe
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y para Vy, .z Se tiene que

mij

Z—vr SR WA IR ﬁ) (25)

1By 1By a=1,2

a=

0z° 0z” 0z“
m a B l m, i
( St + ; IG5,z ,tﬂ) (E _8 50 v w’
m ~y =12 ml

Ahora, cambiando los indices [ = m, 3 =i v = j y restando a se obtiene

0%z 02 ow org P
m -~ m vy 1 I“] J 0y
<%: <aulaumw“ o dwr” )+Z<8m S A Ty

iym
+ FO‘ Z ) Z 3_F/37U]w + ZFﬁfa z w%ﬂ)
By y=1,2.
L g R B VA
8ul 8um g P

+ ZF’Y r'g.v wjzfj)

5By a=1,2

822:& l o™ jm j.m

iym

02" Bra B Tay v, i
N Z Fijwwjv + Z(Fijrﬁv o FﬁvFij)mw]Z

mij ijBy

+ Z S zw%ﬂ) (26)
a=1,2.

tjy

Reorganizando la expresion (26) se termina la demostracion.

Observacion 9. El valor de V; 2 en p € S depende solamente de v(p), w(p) y
de las derivadas de Z en p hasta el orden 2. Ademas, importa el orden en que
se diferencia, es decir, el teorema de Schwarz sobre la intercambiabilidad de las

derivadas direccionales no es valida para la derivada covariante.
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2.3. Tensor de curvatura de Riemann y Teorema Egregium

Definicion 29. Sean S una superficie regular, p € S, v,,w, € T,S y z un campo
vectorial en S. Entonces el tensor de curvatura de Riemann R en p, es definido
por:

R(vy,wy)z :==V2 22—V 2

Up,Wp Wp,Vp

El tensor de curvatura de Riemann mide exactamente el error que surge al inter-

cambiar las derivadas covariantes.

Lema 6. Sea (U, F, V) una parametrizacién local de S en p € SNV, respecto a dicha

parametrizacion el tensor estd dado por

OF
,Upva z= Z Rzgk wj k@ul (UO)

ijkl=1

Donde

ort.  art.
Rl =—"0 — k4L NIy — T TR,

kT oui o owd

Demostracién: Se expresa v,, w, y z en términos de (U, F, V') una parametrizacion

local:

oF
Zv 8u1 ijﬁuﬂ z = k zkw

De (23), se tiene que - 52
A mO 2"k ko
R<Up7 wPZ) = v?)p,w <= vfup v T Z ( _ auiaujv w’ + ZFUW (ij +tv wj>

m

—fojwv w]—i-z ( +Z Fhﬂw ry Fij)v wjzk>>
; ik
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_ 9% kE _ 1k ;
COMO 5~ auzaw = 000 Y F FU, se sigue que

R(vp, wyz) = Z (

m

ar% aFZ; ml ml i,,.7 kK
Z ( i ow ) + Z(Fli Dy = TG )v'w’2%) | (27)

ijk ijkl
Finalmente se hace un cambio de indices en (27), obteniendo la expresion deseada.
Teorema 2 (Ecuacién de Gauss). Sean S C R? una superficie regular orienta-

day (U, F,V) una parametrizacién local de S en p. Entonces, para cualesquiera

v,w,z € 1,5, se satisface
R(v,w)z = 11 (w, z)W(v) — I1(v, 2) W (w), (28)

donde W es la funcion de Weingarten. Con respecto a dicha parametrizacion, la
ecuacion es dada por

L l l

Demostracién: En primer lugar, se deriva la ecuacion (16) con respecto a u!

_OF ork oF . O°F '\  0hy A(N o F)
AulOuious - Z ( ul ouk sz 3ul8uk> ol (N oF)+ th

(ar’f aF

ou! Guk

T hyydN ( ))
Ly or OF
( z auk (Z sza ) + Comp. Normal — h;;. <W (W))
¢ m m | OF
( j + Zrk L — hijwy ) Jum -+ Comp. Normal.

(Z sza + Comp. Normal) + Comp. Normal

>
2
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Por otra parte, del teorema de Schwarz se obtiene que

0= PF OPF
Coulouou Outoutoud
— ; ( 8ulj + zk: LT — hy W, ) B T Comp. Normal

ory " n) OF
- Z < 8uij + ZFZ’FM — hi;W; ) Jum + Comp. Normal
m k

orm - orm oF
i ? k m k 1m m m
= §m (—aul] — _aui] + Ek (U5 — T + hjw™ — hijw; > S + Comp. Normal

. OF
= Z( = hiwh, + hz]»wfn)a— + Comp. Normal
um

Luego Ry}, = hjrw; — hgw!.
En la ecuacién de Gauss el lado izquierdo es el tensor de curvatura y tal cantidad
pertenece a la geometria intrinseca, mientras el lado derecho estd expresado en
términos de la segunda forma fundamental y la funcién de Weingarten que no son

cantidades intrinsecas.

El siguiente teorema, llamado Teorema Egregium de Gauss afirma que la curvatura
de Gauss es un invariante isométrico, ya que puede ser escrito en mediante el tensor

de curvatura.

Teorema 3 (Teorema Egregium). La curvatura de Gauss puede ser calculada me-
diante el tensor de curvatura de la siguiente forma: Dado p € S, se elige v, w una

base ortonormal de 7,,S. Entonces

Demostracion: La matriz de representacion de W respecto a la base v, w de 7,5, es
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dada por

Por otra parte, de la ecuacion de Gauss

I(R(v,w)w,v) = (I (w,w)W (v) = I (v, w)W(w),v)
= I1(w,w) (W(v),v) = (v, w) (W(w),v)
= (W(w),w) (W(v),v) = (W(v), w) (W(w), v)
= (W12w + Warv, W) (W1 W + Wayv, V)
— (W w + wa v, v) {(Wiaw + Waav, w)
= (wiz(w, w) + waz (v, w)) (w11 (w, v) + waw(v, v)) — (wir(w, v)+
w21 (v, v)) (wiz(w, w) + wylv,w))

= Wo2oW11 — W12W21 = det(A) =K.

De este modo el Teorema Egregium indica que si dos superficies tienen curvatura
diferente entonces no pueden ser isométricas, pues la curvatura se preserva bajo

isometrias.

Ejemplo 34. Sean

Si={(z,9,0) [2* +y* <1} y Sa={(z,y,2)|2” +y° <L z=1-a2—y?}

superficies regulares y f : S; — S, isometria, dada por f(z,y,z) = (z,y,0). Co-
mo Kg, = 0y Kg, = 1, entonces no puede existir una isometria entre estas dos

superficies.

Lema 7. Sean S una superficie regular, p € S, v,w, z,y € 1,,S. El tensor de curvatura
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tiene las siguientes simetrias:

a) Rv,w)r = —R(w,v)x

(

(0) I(R(v,w)z,y) = —I(R(v, w)y, =)

(¢) I(R(v, w)z,y) = I(R(z,y)v, w)

(d) R(v,w)x+ R(w,z)v+ R(z,v)w =0 (ldentidad de Bianchi).

Lema 8. Sea V' un espacio vectorial 2-dimensional. El espacio vectorial de todas las

funciones multilineales R : V x V x V x V — R que satisfacen las simetrias
9%(1]7 w,x, y) = _m(UJ? v, T, 9)7 y 9%(1]7 w,x, y) = —9%(1}, w, Yy, I),

es 1-dimensional.

Demostracion: Sea ey, e; una base de V dados v, w, z,y € V, se pueden escribir
V= vlel + 11262, w = wlel + wQeQ, T = xlel + {L‘262, Yy = y161 + y262

Entonces por la linealidad de i, se tiene que
R(v,w,z,y) = Rv'e; + viey, wer + wiey, x,7)
= v'w? Rey, €2, 2,y) + v*w* R(ey, 1, 2,9)
= (v'w? — v*w') R(ey, ez, 7,y)

= (v'w? — v*w') R(ey, e, x'ey + 2?es, ylter + yles)

= (v'w? — v*w')(2'y? — 22y') R(ey, e, €1, €2),

asi R es determinado por el coeficiente RR(ey, 2, €1, €2).

Lema 9. Sean S una superficie regular y p € S. Para todo v, w, z € T,,S, se tiene

R(v,w)x = K(p)(I(w,z)v — I(v, x)w).
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En coordenadas locales
Rl’jk = K-(gjk(sﬁ - gik5§')~

)

Demostracion: Se definen la funciones

SR1 (U, w,x, y) = I(R(U, w)x, y)a

Ro(v, w, 2,y) == K(p) (I(w, 2)[(v,y) = I(v,2)[(w,y),)

v,w,z,y € T,S, del lema anterior se tiene que

Esto implica que R;, R, pertenecen al espacio vectorial de funciones multilinea-
les mencionadas en la Proposicién 8|y por lo tanto son linealmente dependientes.

Entonces si ey, e, €s una base ortonormal de 7,5, se tiene que
ml(el) €2, €1, 62) = I(R(€17 62)€1a 62) = _](R(ela 62)62) 61)~
Ahora, por el teorema Egregium de Gauss

Ri(e1, eq,e1,e9) = I(R(e1,ea)ea, e1) = K(p) (I(e1,e2)I(e1,es) — I(er,e1)l(es, e3))

= %2(61, €9, €1, 62),
como fR; y R, son iguales, entonces:

R(v,w)x = K(p).(I(w,x)v — I (v, x)w).
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2.4. Meétricas Riemannianas

Se definié una cantidad intrinseca, como aquella que se puede expresar solamente
en términos de la primera forma fundamental. Esta seccién generaliza el concepto
de primera forma fundamental, es decir, dota a cada espacio tangente con un pro-

ducto interno, de esa manera se generan nuevas formas de medir en la superficie.

Definicion 30. Sea S C R? una superficie regular. Una métrica Riemanniana g en
S asigna a cada p € S un producto escalar Euclideano g, en el plano tangente 7,5,
tal que para cada parametrizacioén local (U, F, V') de S, las funciones g¢;; : U — R

definidas por

i) = g ( Go0) S w)

son siempre suaves.

La primera forma fundamental es una métrica Riemanniana, pero no es la unica, el

siguiente ejemplo muestra una de tales métricas.

Ejemplo 35. Sea S = R? x {0} C R? el plano xy, como para cada p = (uy,us) € S

el 7,,S = S, se define g, : 1,5 x T,,S — R, como
gp(v,w) = (14 ud)viw; + (1 + u3)vows,

donde v,w € T,S son dados por v = (v, v,0),w = (wy,ws,0). No es dificil ver que
g, define un producto escalar sobre el 7,,S. Considerando la parametrizacion local
F :R? — R? dada por

F(uy,ug) = (ug,us,0),

entonces

oF oF
a_ul(UDUQ) - (17070) y ﬁ(uhu2) - (07 170)7

Asi
Gij(ur, ug) = 8;5(1 + w;u; ),
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Para esta parametrizacion es claro que las funciones componentes g;; son suaves.
Es posible mostrar que esto es cierto para cada parametrizacién local, por tanto ¢

define un producto interno sobre S.

En secciones anteriores se definieron cantidades intrinsecas como los simbolos de
Christoffel, la derivada covariante, el tensor de curvatura de Riemann, la curvatura
de Gauss, entre otras. Todas estas cantidades se definen de forma analoga sobre

una superficie con una métrica Riemanniana.

Una forma de construir una métrica Riemanniana en una superficie S;, es mediante
la métrica de una superficie S, que es difeomorfa a S;, se trata de una operacion

llamada pull back.

Definicion 31. Sean S, S, superficies regulares, ¢ : S; — S, un difeomorfismo y ¢
una métrica Riemanniana en S;. Se define el pull back de g sobre S;, denotado por
¢*g, cCOMO

(0°9)p(X,Y) := go(p) (dpd(X), dpp(Y))

paratodop € S;, X, Y € T,5;.

Observacion 10. La métrica Riemanniana ¢*g en S; es la Unica métrica para la cual
¢ : S1 — Sy es una isometria. Ademas, si (U, F, V') es una parametrizacion local de
Si, entonces ¢ o F' es una parametrizacion local de S;. De este modo, se satisface
que

(©"9)ij = 9ij-

Mas aun, todas las cantidades intrinsecas son “iguales”. Por ejemplo K-, = K, 0 ¢.

Ejemplo 36. Sea S? |a esfera unitaria y S el elipsoide del ejemplo (9). Se considera
la primera forma fundamental como métrica Riemanniana en S. Como la funcién

¢ :S? — S dada por
¢(x7 y’ Z) = (ax7 by? CZ))
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donde a, b, ¢ > 0, es un difeomorfismo, entonces se puede obtener una nueva métri-
ca Riemanniana sobre S? por medio del pull back de la primera forma fundamental
sobre el elipsoide. Ademas, como la curvatura de Gauss de S no es constante para
el elipsoide, entonces por la Observacion [10fla curvatura de Gauss con la métrica

del pull back tampoco sera constante.

2.5. Geodésicas

Para empezar esta seccién, supongamos el siguiente escenario, en un salén de cla-
se, el profesor pide a sus alumnos dibujar dos puntos en una hoja y unirlos mediante
dos curvas diferentes, siendo una de ellas un segmento de linea recta. Después se
indica a los estudiantes escoger la curva mas corta que los une, llegando a la con-
clusion de que linea recta es la curva que cumple tal condicién. Ahora, si en vez de
realizar este ejercicio en el plano, se propone realizarlo en la esfera, surgen pregun-
tas tales como: ;qué propiedades (especiales) posee la linea recta?, ;existe una
curva que cumpla tales indicaciones en la esfera?, ;tiene sentido hablar de linea
recta en el espacio?, ¢qué forma geométrica tiene la curva que satisface tal condi-
cién?, etc. La siguiente definicion presenta una posible respuesta a tales inquietudes

para el caso de superficies regulares.

Definicion 32. Sea S una superficie regular con métrica Riemanniana g. Una curva

parametrizada ¢ : I — S es una geodésica si
—c(t) =0
et =0,

para todo ¢ € I.

En este sentido, las geodésicas son aquellas curvas para las cuales su campo tan-

gente tiene derivada covariante nula.
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Ejemplo 37. Sea S el plano-zy con la primera forma fundamental como métrica
Riemaniannay ¢ : I — S la curva definida por ¢(t) = p + tv. Entonces la derivada

covariante de ¢ es

paratodot € I.

Ejemplo 38. Sea c: R — S? la curva parametrizada, dada por
c(t) = (costcosb,sentcosb, senb),

donde 0 € (-7, 7). Del Ejemplo , se tiene que la derivada covariante Y.¢(t) esta

dada por

—cost cos 6 sen®d

ac’(t) = | —sentcosfsen®d | . (29)

sen 8 cos® 0

En consecuencia, solo para ¢ = 0 se satisface la ecuacion de la geodésica. Mas

aun, puede ser probado que las geodésicas en la esfera son los circulos maximos.

Proposicidon 10. Sean S una superficie regular, ¢ : I — S una geodésicay «, 5 €
R. Entonces la curva é(t) = c(at + ) es una geodésica. En efecto la derivada de
&(t) es &(t) = ac(at + B) y como Yé(t) = 0, se tiene que

—&(t) = %ac’(at + ) = a%é(o&f +B) =a® (%é) (at + ) =0.

Observacion 11. Se considera (U, F, V') una parametrizacién localde Syc: I — S

una curva parametrizada. Si u := F~! o ¢, la derivada de c estd dada por

é(0) = Duy P (0, 2(0)i(6) = 3 5 ()i ()
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y ademas

) =3y <<t>§5 () + Y ) ok <u<t>>> .

i

Asi, la derivada covariante esta dada por

Y=Y (u%) £y rfj<u<t>>w<t>uj<t>>> O ()

k ij=1

Ahora, para verificar que ¢ es una geodésica, cada componente de la ecuacién an-

terior debe ser cero. Es decir
iR () + ) T (u(t)dl (t)i/ (t) = 0, conk =1,2.
ij

Lo anterior es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, la solucién de tal
sistema estd garantizada por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones

diferenciales ordinarias.

Teorema 4 (Existencia y unicidad de geodésicas). Sean S una superficie regular
con métrica Riemanniana g, p € S, v € 7,5 y ¢, € R. Existe un intervalo I C R con

to € I y una geodésica ¢ : I — S que satisface
c(to) =p, é(to) =v.

Ademas, c esta determinada de manera unica por c(ty) € S'y ¢(ty) € 1,,S.

Definicion 33. Sean S una superficie regular con métrica Riemanniana g,c¢: I — S
una curva parametrizada por longitud de arco, n : I — R? un campo normal unitario
alo largo de ¢, de tal manera que para cada ¢ € [ las parejas {¢(t),n(t)} forman una
base ortonormal orientada positivamente de 7,,S. Se define la funcion K, : I — R

definida por la ecuacion



La funcién K, es llamada la curvatura geodésica de cen S.

De modo que, c es una geodésica si y solo si la curvatura K, = 0. Ademas, si las
geodésicas son una generalizacion del concepto de linea recta, tiene sentido pensar

que la curvatura geodésica extiende la nocién de curvatura de una curva plana.
Observacion 12. Bajo las mismas condiciones de la Definicién [33] excepto que
¢ puede o0 no estar parametrizada por longitud de arco, se expresa la curvatura
geodésica de la siguiente forma:

k. =

g(Fé,n)
T gle

)
Proposicion 11. Sean Sy, S, superficies regulares y f : S| — S, una isometria
local. Si ¢ : I — S; es una geodésica, entonces fo ¢ : I — S; también es una

geodésica.

Demostracion: Sea (U, F, V') una parametrizacion local de S;. Por la Proposicién [6]
se tiene que fo F' : U — S, es una parametrizacion local de S, y las funciones
componentes g;; ¥ g;; coinciden, por lo tanto los simbolos de Christoffel también
coinciden Lema' En consecuencia la derivada covariante de ’f:; es igual a cero,

~ =
es decir, f o c es una geodeésica.

Esta proposicién expresa que las geodésicas son invariantes bajos isometrias.

Definiciéon 34. Sean S C R? una superficie regular con métrica Riemanniana g,
peS,veT,S,deRyc,: I — Slageodésica con condiciones iniciales ¢,(0) = p
y ¢,(0) = v. Entonces

Cou(t) 1= cy(01),

es la geodésica con condiciones iniciales cs,(0) = p Yy ¢5,(0) = dv. En efecto, con

B =0, por la Proposicién [10] se tiene que cs,(t) = ¢,(dt) es una geodésica.

Para concluir esta seccion, se introduce una forma de emplear las geodésicas para
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inducir parametrizaciones locales del plano tangente a la superficie, mediante una
funcion llamada exponencial. Esta funcion transforma una vecindad del 0 € 7,,S en

una vecindad de p en S.

Observacion 13. Sea S una superficie regular con métrica Riemanniana g, p € S'y
v e T,S. Existe ¢ : I — S la Unica geodésica, con ¢(0) = p, ¢(0) = v, donde I es el

intervalo de dominio maximo. Si 1 € I, se define

exp,(v) := c(1).

Para 0 € R, existe una geodésica c;, : I —s S dada por cs,(t) = ¢,(dt) con ¢s5,(0) = p
Yy ¢5,(0) = dv. Dado que el 0,1 € I, entonces [0,1] C I y por lo tanto parat = 1, la
expresion

exp,(dv) = c5(1) = ¢y (9),

tiene sentido, pues ¢ € [0, 1] C I, es decir § € I. Por lo tanto ¢,(d) esta bien definida.
Asi, parat =4,
co(t) = exp,(tv).

El dominio de exp,, esta dado por:

D,={veTl,S| 3¢, :I— S,donde [0,1] C I}.
Definicion 35. La funcion exp, : D, — S es llamada la funcién exponencial.
Proposicion 12. El conjunto D, tiene forma de estrelldﬂ con respectoa 0 € 7,,S.

Demostracién: Se considera la geodésica constante ¢ : R — S, dada por ¢(t) = p,

entonces para t = 1, exp, = ¢(1) = p. Por lo tanto 0 € D,. Ademas, si v € D,

'Un subconjunto A de un espacio vectorial tiene forma de estrella con respecto a X € A, si
siempre que Y € A, el segmento de linea de X a Y esta contenido en A.
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5
0 \expp

Figura 34: Funcién exponencial.

entonces ¢, es definido para [0, 1]. Asi, para 0 <t < 1, se tiene que

exp, (tv) = c,(t),

dicho de otra manera, el segmento de linea que une a 0 y v pertenece a D,

Figura 35: exp,, - Asigna lineas radiales a geodésicas.

Mas aun, por la dependencia continua de las soluciones de una EDO con valores ini-
ciales, ver en [8, pag 80], la funcion exponencial es suave y el D, es un subconjunto
abierto de 7),S.

Ejemplo 39. Sean S el plano-zy con la primera forma fundamental como métrica
Riemanniana, p € Sy v € T,,S. Considere la geodésica c en S dada por ¢(t) = p+tv.

Se tiene que D, = TpS'y la funcidn exponencial es exp,v = ¢(1) = p + v.
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Ejemplo 40. Sean S = {(z,y,0) € R? | 22+ y* < 1} con la primera forma fundamen-
tal, pe S'ywv e T,S. Entonces, exp,(v) =p+vy D, ={v e R® | p+ve S} =5—p,
donde S —p={w—p|we S}.

Ejemplo 41. Sean S? con la primera forma fundamental, p € S?, v,w € T,S, donde
v = 0w, |w|| =1y d = ||v]|. Se considera la geodésica c en S? con c(0) = py ¢(0) = v,
dada por

c(t) = cos(dt)p + sen(ot)w.

Luego c(1) = exp,(v) = cos(d)p + sen(d)w = cos(||v||)p + Sen(HUH)ﬁ. Por lo tanto la

funcién exponencial estd dada por

cos(8)p + sen(8)w = cos([[v])p + sen(Jull) 2y, v # 0

exp,(v) =
b, v =20.
Se aprecia que para v,w, con w = —wv, se tiene que, exp,(v) = exp,(w), pues
[0l = [| = vl = [[wl].

Este ejemplo exhibe que exp, no es una funcion biyectiva, lo que resulta ser un
inconveniente, si se pretende utilizar la funcion exponencial para construir una para-
metrizacién local en la superficie. Para solucionar este se restringe el domino de la
exp,, a una vecindad del 0 € D, que permite utilizar el teorema de la funcion inversa

para tal propésito.

Lema 10. Sean S una superficie regular y v € T,S. Entonces, la diferencial de la

funcion exponencial en 0 € D,, denotada por dyexp, : TpS — T, S, esta dada por
doexp,(v) = Id(v) = v.
Demostracion: ver en [2, pag 185].

De este modo utilizando el teorema de la funcién inversa existe una vecindad W de
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0 € D, tal que exp W — exp, (W) C S es un difeomorfismo.
p p p

‘W:

Proposicion 13. Sean S una superficie, p € S, V, C R? un abierto con 0 € 1,
y W =T, n V, tal que exp, : W — exp,(W) es un difeomorfismo. Dada una
pametrizacién local (Uy, Fy,V;) de T,S alrededor de 0 € 7,5, se tiene que (U, F,V)
donde U = F{*(WnW)y

U — R3,

F = expoF1|U

es una parametrizacion local de S.
Demostracion: Como F; es un homeomorfismo entonces U := F,*(WW) es un con-

junto abiertoy F(U) = expo Fi|,, = exp(W) =V N S. Ademas, por el teorema de la

v
funcién inversa existe una funcién continua F~! : VNS — U, por lo cual F es un

homeomorfismo.

Figura 36: Funcién exponencial.

Ejemplo 42. Sean S una superficie regular con una métrica Riemanniana, p € S'y
{X1, X2} una base ortonormal de 7,,S. Tomando la parametrizacion en coordenadas

cartesianas para 7,5, es decir U; = R? y Fi(u*,u?) = ), u'X;, la correspondiente
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parametrizacion local de S es:

F(u',u?) = exp, (Z uX) ,
7
la cual es llamada la parametrizacién en coordenadas normales de Riemann.

T,S
exp,
I e
1!1

Figura 37: Coordenadas normales.

Lema 11. Sean S una superficie regular con métrica Riemanniana g, ¢: I — S una
curva parametrizada por longitud de arco, n : I — R?® un campo vectorial en S a lo
largo de ¢ que tiene longitud constante 1, tal que (¢,n) = 0. Entonces, para ¢, € [

existe un € > 0, tal que la funcidén F': (ty — e,y +¢) x (—¢,e) — S, dada por

F(t,s) == exp,(sn(t))

es una parametrizacion local de S. A lo largo de ¢, la métrica Riemanniana, con

respecto a esta parametrizacién, tiene la forma

10
01

(9i5(¢,0))i; =

Demostraciéon: Sea ~ la geodésica que pasa por c¢(t) en direccion n(t), es decir

7(0) = c(t) y v(0) = n(t). Asi, v(s) = exp,(sn(t)) := F(t,s). Calculando las deriva-
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das parciales de F' en el punto (t,0)

S0 = 50K, (0) = Selt) = 60
2.0 = A ($)lemo = 3(0) = n(t)
Luego
(G €0 50 00)) = o) ate) =
ademas
1220l =1= 1950l

asi 25(¢,0) y 2E(t,0) son L.I. Esto es {%—f(t, 0), 2E(¢, O)} forman una base ortonormal
para T,)S. Luego, por el teorema de la funcion inversa, se obtiene un abierto U tal
que (t,0) € U y F|y es una parametrizacion local de S alrededor de ¢(t).

Ademas, la matriz de representacion de esta dada por

gii 921 10
(9:4(t,0))ij = =
g12 g2 0 1

Definicion 36. Las correspondientes coordenadas de la parametrizacion local pre-

sentada en el Lema[i1]son llamadas coordenadas de Fermi.
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3. Analisis y geometria

En esta seccidn iniciamos presentando la nocién de superficie con frontera y como
integrar una funcién sobre curvas que parametrizan dicha frontera, después, intro-
ducimos el concepto de divergencia para un campo vectorial, asi como el teorema
de la divergencia, resultado que generaliza el teorema fundamental del calculo. Lue-
go, se definen los (2,0) campos tensoriales simétricos en una superficie. Por ultimo,
se estudian las familias uni-parametricas de métricas Riemannianas, asi como la

variaciéon de la métrica.

3.1. El teorema de la divergencia

Definicion 37. Una superficie con frontera S es un subconjunto cerrado de una
superficie regular Sg., C R?, tal que para cada punto p € S existe una parametriza-
cion local F': U — Sge,y, con p € F(U), satisface

(1) F(U)cC S, obien

(i) F~'(p) = (z,0)" paraunz € Ry F7'(S) = {(z,y)" € U | y > 0}.

Los puntos de S que satisfacen la condicién (i) son llamados puntos interiores de
S, mientras los que satisfacen (ii) son llamados puntos frontera. El conjunto de to-
dos los puntos interiores de S es el interior de S, y el conjunto de todos los puntos

frontera es la frontera de S.

Figura 38: Superficie con frontera
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Ejemplo 43. El disco circular S = {(z,y,2)[z* + y* < 1} es una superficie con

frontera.

Figura 39: Interior y frontera de S

Ejemplo 44. El hemisferio superior S = {(z,y,2) € R3|22 + 3> + 22 = 1,2 > 0} es

una superficie con frontera.

Figura 40: Hemisferio superior de la S2.

Ejemplo 45. Una superficie regular S es una superficie con frontera. A decir verdad,
95 = 1.

Sea S una superficie con frontera. Para cada p € 05, existe una parametrizacion
F que satisface F~'(p) = (z,0) y F~1(S) = {(z,y) € U | y > 0}, entonces, los
puntos de la frontera que pertenecen a la vecindad coordenada F'(U) pueden ser

parametrizados por la curva regular ¢ : I — S,.,, dada por

c(t) :== F(t,0).
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Para t, € I tal que c(ty) = F'(t,0) = p se tiene que ¢é(ty) € 1,S. Existen exactamente
dos vectores normales unitarios +v(p) € 7,5 que son perpendiculares a ¢(t,). Es
decir

(¢(to), £u(p)) = 0.

Los vectores +uv(p) son llamados vectores normales unitarios a la frontera de S
en p.
Para v = F~!(p), se tiene que ¢(ty) = d,F(1,0), luego (d,F)~'(¢(ty)) = (1,0). Sea

(d,F)"*(v(p)) = (z,y), entonces, el producto interno

((dp )~ (v(p)), (0, 1)) = ((2,1), (0, 1)) =y #0.

Se denomina vector normal unitario exterior a la frontera en el punto p, al vector

v(p), que satisface;
y = ((d,F) " (v(p)), (0,1)) <0,

mientras —uv(p) es el vector normal unitario interior.

| =

Figura 41: Vectores normales unitarios a la frontera de S.

Proposicion 14. Sea S una superficie con frontera'y p € 9S. Existe una curva
regular 3 : [0,¢) — S, con 3(0) = —uv(p), donde —u(p) es el vector normal unitario

interno.
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Demostracion: Dado p € 0S5, existe una parametrizacion (U, F,V) tal que
F(p) = (w',0)y F71(S) = {(a,b) € U | b > 0}. Sea (z,y) € R* de manera tal
que

d F(z,y) = —v(p),

por la definicion de —wv(p), se tiene que y > 0. Considerando la curva
B :10,§) — S,, dada por

B(t) = F((u*,0) + t(z,y)) = F(u' + tz, ty).

Entonces 3(0) = py 5(0) = D, F(x,y) = —v(p). Yaque y > 0yt € [0,£), se concluye
que G(t) € S, es decir ty > 0.

Observacion 14. Para el vector normal unitario exterior v(p) no existe una curva
analoga a la mencionada en la Proposicion de lo contrario existiria una curva
g :10,&§) — S, dada por

donde 5(0) = F(z(0),y(0)) = py (0) = v(p). Como y(0) = 0y y(t) > 0, entonces
y(0) > 0, lo cual es una contradiccion ya que y(0) < 0 para el vector v(p) (ver Figura

41).

Observacion 15. Sea f : S — R una funcién real definida sobre una superficie

regular orientada S. El soporte de f es el conjunto

supp f = {p € S|f(p) # 0}.

A continuacién se define como integrar funciones sobre la frontera de una superficie.

Definicion 38. Sea S una superficie con fronteray f : 9S — R una funcién suave
con soporte compacto. Se escribe 9S N supp f = C; U ... U C, como una unién

disjunta, donde cada C; es una parte de la frontera que puede ser parametrizada por
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una curva regular. Eligiendo parametrizaciones por longitud de arco ¢; : I; — R3

con ¢;(1;) = C;, se define la integral de linea como

. fds == ;/, foc;(t)dt.

Proposicion 15. Si¢; : [; — C; son parametrizaciones regulares de C; (no nece-

sariamente por longitud de arco), entonces
fis= 3" [ Heo) ol dr

Demostracion: Si la curva c; es parametrizada por longitud de arco, la afirmacion se
cumple, pues ||c;(t)|| = 1. Si ||¢;(¢)|| # 1, existe un cambio de parametro ¢;(s) que
conserva la orientacion, ver en [2, pag 27]. Luego, ¢; = ¢; o ; es una reparametri-

zacion por longitud de arco de ¢;, es decir ||¢;(s)|| = |lc; o ;(s)|| =1y

SRR () R P

donde t = y,(s). (30)

De la definicién de integral de linea y la ecuacion (30), se tiene que

[ra-$ [ rono
:ﬁéwquS
S e
:g/ljfocj(t)%

llés

=3 [ rocle
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Observacion 16. Sea S una superficie regular con métrica Riemanniana ¢ y
f : R — S una funcién suave, al igual que en la Observacion [6] existe un cam-

po vectorial suave, denominado grad f, que satisface

dp f(X) = g(grad f(p), X),
paratodo X € 7,,S. Si (U, F, V') es una parametrizacion de S entorno de p, entonces

sobre SNV se tiene que

(9(7‘ oF) oF
a f— E y_N, S
grad g out  Oud’

La ecuacion anterior muestra que grad f depende de la métrica g, no obstante d, f

es independiente de g.

La Observacion 16| permite asociar un campo vectorial a una funcién suave. Ahora,
se define una operacién que realice lo contrario, dado un campo vectorial se quiere
asociar una funcion. Para ello, se inicia recordando que la traza de una matriz A

n x n, esta definida como:

Traza LT : =ay +axn+...+ Q.

(075 Apn,

Se puede definir la traza de una aplicacion lineal f : V' — V, para ello se elige una
base B del espacio vectorial V, si B, es la matriz de representacion de f respecto

a la base B, entonces la traza de f, estd dada por
Traza f = Traza By.

Se puede probar que la definicién anterior es independiente de la base, esto es, si
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M, es la matriz de representacion de f respecto a otra base de V/, entonces
Traza By = Traza My = Traza f

En particular, si V es un espacio vectorial de dimensién finita dotado con un producto
interno (, )y { vy, v, ...,v,} una base ortonormal de V, entonces la traza de f esta

dada por
Traza f = (f(ve), ve)-
k

Definicion 39. Sea t — ¢(t) una curva diferenciable de matrices reales n x n

invertibles. Si denotamos por

gy = [0 D) o,
gnl(t) gnn(t>

diremos que ¢ es suave si las funciones g¢;; son suaves, es decir

dg d
= —qg.(t .
Lema 12 (Derivada de un determinante). Sea t — ¢(t) una curva diferenciable de

matrices reales n x n invertibles. Con g = ¢(t), se tiene que

d d
—Indetg= traza (¢ '—¢ ).
dt g z (g dtg)

Demostracion: En primer lugar considerando el caso ¢ = t, tal que g(to) = Id. El

determinante de ¢ esta dado por:
detg = Z Sign(o-)glo'(l)"'gna(n%

donde se suma sobre todas las permutaciones ¢ : {1,...,n} — {1,...,n}, se sigue
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que

dg o dgna n
— det g(te) = Z sign(o ( o) (to) ++ Gno(m)(to) + -+ g101)(t0) - - - dt( )(to)) :

Como g;;(ty) = 0 para i # j, la Unica permutacién que aporta un sumando no nulo

es la permutacion o = Id; luego

d d dgon
—detg(to) = ;(Zl(to) Gem(to) + -+ gulto) ... Zt (to)
dgll dgnn
=~ (to) + .+ = (to)

= Traza (%( )) .

Ahora, para g(ty) # Id, sea h(t) := g(ty)‘g(t), asi h(ty) = Id. Utilizando el resultado

anterior se tiene que:

d
- (deth(t)

Por otra parte d

_ %(det g_l(to)detg(t))

t=to

— detg (o) (dety( ))

t=to
1 d
~ det g(to)a(detg(”)

i(ln det (1))

t=to

t=to

82



Asi
i(ln det g(t )) = Traza (gl(to)%g(to))

Definicion 40. Sean S una superficie regular, p € S'y X un campo vectorial diferen-

t=to

ciable en S. La traza del endomorfismo VX : 7,5 — TS, dado por Y, — Vy, X

es llamado la divergencia de X en el punto p y es denotada por div X (p). Asi,
div X (p) := Traza (Y, — Vy, X).

Lema 13. Si se escribe el campo vectorial X con respecto ala parametrizacién local
F,como X =37  ¢9F (p), Asi,

divX = Z (8 - +Z ij%) mza - <\/de’[ ki) J) (31)

Demostracion: Hallemos la matriz de representacion de Y, — Vy, X, con respecto

alabase {25, 25} de T,S. Como

duls
Vo X = Vo <Zf’auz)
o0& OF OF
:;<%8uz 5ZFZ@ ) Z( +Z§F)ak’

las componentes de la matriz de representacion del endomorfismo son

(850,

Jk

por ende la traza de la matriz, estd dada por

div X = Z( +ZP )
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lo cual prueba la primera parte de la ecuacion (31)). Ahora,

Z (3 det (91) &+ \/ det (gi )

mza 5 (vdet (9kt) ]>

\/m
Zam o Z m ) 9
\/ det (gr1) \/det (gg) 0w
Zam
- 5

> o (in (Vaet o)) € +z o

—%Z -(In (det (gx)) €j+za§]
J

luego resta verificar la siguiente expresion para obtener la segunda igualdad de la
ecuacion (31):

0
a—(ln det gkl ZF (32)

N —

Con (gi;)i; = g y el Lema[3|se obtiene
o ag]k agzk agji ik
ZF_ Z(au@+aj our ) 9
B 09\ o 1 _1 09
! Z () g~ Sraza (57 22 (33)

y por el Lema[12]se tiene que

_, 0g 10
— 1_ —_— ——
E I, Iraza ( ui) 5 In (det g). (34)

Proposicion 16 (Linealidad de la divergencia). Sean X, X;, X, campos vectoriales

sobre S. Si X = X, + X,, entonces

div X = div X, +div X,.
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Demostracion: Sea (U, F, V) una parametrizacion local de S en p. Se escriben los

campos X, X; y X, con respecto a la parametrizacion mencionada, como:

OF
X = Zf a ) 1225]%7 2_27 3uﬂ
J

Entonces

% % aF
=D (B'+7) 75—

[

Luego, por el Lema[T3]

divX:Z 8uﬂ+z )

J

=y 5””] +ZF 5’+7>

j

ap i : :

:Z +ZF3]B +Z +ZI‘Z]7 = div X; + div X,.

j

Este resultado se puede extender para un numero n de campos vectoriales.

El teorema presentado a continuacion es una generalizacién del teorema fundamen-

tal del calculo.

Teorema 5 (Divergencia de Gauss). Sean S,., una superficie regular con ¢ una
métrica Riemanniana , S C S,., una superficie con frontera, X un campo vectorial
continuamente diferenciable con soporte compacto en S,., y v el campo normal

unitario exterior de S. Entonces

/dideA:/ g(X,v)ds. (35)
s as

Demostracion: Para cada p € supp X N S existe una parametrizacion local (U, F, V)
de S,., como en la Definicién[37| Dado que supp X NS es compacto, se puede cubrir

con un ndmero finito de vecindades F;(U;). Se definen p; : R® — R funciones
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suaves con soporte compacto en U;, tal que 0 < p; < 1y > . p; = 1. Se escribe
X; = p;X entonces >, X; = >, p;X = X en S'y cada campo X; tiene su soporte
contenido en F;(U;). Por la linealidad de la integral y la divergencia, es suficiente
probar la ecuacion para X;. Asi, sin perdida de generalidad se puede asumir
que supp X N S esta contendié en una vecindad F(U).

En primer lugar se considera el caso en que la vecindad se intersecta con la frontera
de S, es decir, es del segundo tipo de la Definicién[37] Por lo tanto la parametrizacion
local F': U — R?® es tal que F~1(S) = {(uv!,u?)T € Ulu* > 0} ysupp X NS C F(U).

Sin perdida de generalidad se asume que
F:U=(-a,a) X (—a,a) — S,

son coordenadas de Fermi a lo largo de ¢ ( Lema (i), donde ¢ es una parametri-

zacién por longitud de arco de 95 N F(U). A lo largo de la frontera de S se tiene

que
10
(9i5(u',0))i; = ( ) (36)
01
’ oF
v(F(u',0)) = —%(ul, 0). (37)

En particular \/det (gy;(u',0)) = 1. Escribiendo el campo X con respecto a ' como
X =3, ¢4 y usando el Lema(13] se obtiene

Jrawxaas [ <3 5 (At e’) vt it
-y /0 ' /_ Z%(\/det ()€ duitdui. (38)

86



Con j = 1, se integra primero respecto a u' para obtener

/_a %( Vet (gu)¢")du' = v/det (gu)(a, u?)&i(a, u?)

- \/det (gkl><_a7 uz)fl(_av ’U,2) =0

dado que &'(—a,u?) = &(a,u?) = 0 por lo supuesto sobre el soporte de X. Con

j = 2, se integra respecto a u? y obtenemos

[ /et )i = (/e (g (a5 1€ ) — (et (g (a7 1€ 0)
—&*(ut,0). (39)

Entonces la ecuacién (38) se simplifica a

/ divXdA = — [ el 0)dul. (40)
S

—a

Por otra parte, evaluando la integral de linea se tiene que

]u —8—F ul S
/as g(X,v) ds—/ <Zf 0 ut,0), 8u2( ,0)) d

0 0
= 8552(u1,0) g (8521(u ,0),—6—F21(u1,0)) ds
_ / —e(ut,0)du’, (41)

por las ecuaciones y se sigue que

/diVX dA:/ g9(X,v) ds
S S

Si la vecindad no se intersecta con la frontera, entonces los argumentos anteriores

muestran que F(U) C Sy como supp X NS C F(U) C S, entonces en la ecuacion
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es igual a cero, asi
/ div XdA = 0,
S

terminando la demostracién.

Definicion 41. Sean S una superficie regular con métrica Riemanniana
gy f: S — R una funcién dos veces diferenciable. Se define la funcion Af :
S — R, dado por

Af :=divgrad f.

Se denomina a A el operador de Laplace. Ademas, una funcion que satisface
Af=0
es llamada armonica.

El siguiente corolario es el resultado de aplicar el teorema de la divergencia cuando
a5 = 0.

Corolario 1. Sea S una superficie regular compacta con métrica Riemanniana g.
Entonces para todo X, campo vectorial diferenciable y para toda f, funcién dos

veces diferenciable en S, se satisface
/dideA:O:/AfdA.
S S
Proposicion 17. Para toda funcion diferenciable f y campo vectorial X, se satisface
div(fX) = fdivX +g(grad f, X).
Demostracién: Sea vy, v, una base ortonormal de 7,,S. Por el Lema[4] se tiene que

VyfX = df(Y)X + fVyX. (42)
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Calculando la traza del endomorfismo Y — Vy f X, obtenemos

Traza (Y — Vy fX) =g (Z Vo fX, vk)

k

_ Xk: g(df (v) X + fV, X, vp)

— Zk: g(df (vi) X, v) + g(f Vo, X, 01)

_ ; df (i) g(X, vx) + f9(V, X, 0r)

— zk:g(grad Fro0)9(X, o) + fg(V, X, vg)

=g(grad f, X) + fVy X.

Observacion 17. Sea S una superficie compacta con fronteray fi,f, : S — R
funciones diferenciables. Entonces, se cumple la formula de Green, ver en [2, pag
232]

()
/ fo AfydA = — / sgrad fy.grad fo) dA+ [ fo 0ufy ds
S S

oS
(b) Sios =10
/f2 Afy dA:/AfZ f1 dA.
S S
Definicidn 42. Sea S una superficie regular. Un (2,0) campo tensorial simétrico
en S es una funcién que asigna a cada punto p € S una forma bilineal simétrica
b, en 1,5, de manera tal que respecto a la parametrizacion local F' : U — S las

funciones b;; : U — R dadas por

b0) 1= b (G0, G50

son suaves.
Definicion 43. Sea S una superficie regular con métrica Riemanniana g y b un (2,0)

89



campo tensorial simétrico. La traza de b es la funcién Traza b : S — R, la cual

respecto a una parametrizacion local F’, esta dada por
ij

La divergencia de b es el campo vectorial divb en S, el cual respecto a una para-

metrizacién esta dado por
, [ Oby;
(divb) = nglg” (a—uf - Z (T5bar + F?kbaj>> :
ijk «

Observacion 18. Fijando p € S, para cada forma bilineal simétrica b sobre 7,5,

existe un unico endomorfismo B, : 1,5 — 1,5, adjunto respecto a g, tal que:
b(X,Y) = g,(By(X),Y), X, Y €T,S.

Dada una parametrizacion local (U, F,V) de S al rededor de p, denotando
U = F~'(p), la matriz (B!) que representa a B, respecto a la base {%(u), %(u)}

de 7,5, es dada por
B =Y gy,
j

donde
OF

brj = b(%(u, %(u)> .
Asi
(Trazab) (p) = Traza (B,).

3.2. Variacion de la métrica

Definicion 44. Sean S una superficie regular y I C R un intervalo. Una familia

uniparamétrica de métricas Riemannianas en S es una funcién que asigna para
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cadat € I y cada p € S un producto escalar ¢, , en 7,5, tal que para cada (U, F, V)

parametrizacion local de S en p, las funciones I x U — R, dadas por
oF oF .
(t,ul,u2) — gij(t,ul,uz) ‘= 0t,F(u) (@(U), %(W) )= 17 27

son suaves.

Ejemplo 46. Si existen dos métricas g, y ¢g; definida en una superficie regular S,

entonces

Gtp -— (1 - t)g(),p + tgl,p» te [O, 1]7

define una familia de un parametro de métricas Riemannianas, que representa una

transicion de go a ¢;.

Ejemplo 47. si g es una métrica Riemanniana en S, entonces
Grp =1tgy,, t€(0,00),

define una familia uniparamétrica de métricas Riemannianas.

Je]
out”

En adelante se utilizara la notacién de la suma de Einstein y la abreviatura 0, :=
Observacion 19. Sea ¢;, una familia uniparamétrica de métricas Riemannianas.
Con ¢ty € I se escribe su expansion de Taylor con respecto a t en t = t, como

gij(t,ut u?) = gii(u', u?) + (= t0)gij(u', u?) + O((t — to)?).

Andlogamente se puede definir ¢, I'%, Rl K, dA. Esta definicion determina un
(2,0) campo tensorial ¢, la derivada de esta familia uniparamétrica de métricas Rie-

mannianas con respecto at ent = t,.
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Lema 14. Las definiciones anteriores implican:
(@) ¢'* = - Zgijgizglk
il

kLS o (00, D Diy .
k _ ko Jjo 1 17 B 1k
(b) I = 2229 < out * oW our ) % l: %597 9p1

Demostracion: Para el item (a) se diferencia el simbolo de Kronecker respecto a ¢t y
se obtiene

NG /-/? . lk -k

0; = (919") = Gqug" + gug" =0

Luego
g™ = —agug™. (43)

Entonces, multiplicando la ecuacién |43/ por ¢’¢,
9" 9:d" = =9 ug",
y como ¢/'g;; = &7, obtenemos
9" = —¢" qug".
Para el item (b) se diferencia los simbolos de Christoffel respecto a ¢

U 1 an . .
Ff] = §9k (aigja + ajgja - aQQij) + §gk (aigja + (9jgm - (9agij)

1 . 1 o o . )
= _igﬁagﬂlglk(aigja + 0igja — 0ubij) + §gk (0iGja + 0iGia — 0alij)
) | ) )
= _Fiﬁjglkgﬁl + §9k (0iGja + 0jGia — Oalij)-
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Lema 15. La variacién del elemento de area de superficie esta dado por

. 1
dA = §Traza (g)dA

Demostracion: Por el Lema se tiene que

d 1 d d

—I i) = o~ i) = Traza ( g”—gi; | -
Luego, derivando el elemento de area de superficie respecto a ¢

A~
dA

|2 &=

( de’[(gij)duldUQ)

( det (gij)>du1du2

M dtdet gw)}dulduz

Vet (o) tt )dtdet (g3 } e
\/det (g;)) %m det (gij)}duldu2

(In det (gw)> \/F(gij)dulalu2

traza(g")
91;)

~+

N | —

I
[\DI)—‘[\?II—‘MIH[\DIP—‘;—’H — f_/‘\&
NN

Q.lg‘

_‘
Q
N
Q

traza(g) dA
Lema 16. La variacién de la curvatura de Gauss esta dada por
2K = div(div (§)) — A(Traza(g)) — K.Traza(g).

Demostracion: Dado p € S, se eligen las coordenadas normales de Riemann (res-
pecto a ¢;,) en p. Entonces las primeras derivadas de los coeficientes métricos y

los simbolos de Christoffel son igual a cero en p. Derivando el tensor de curvatura

93



respecto a ¢ y usando el Lemal6]y [14] se obtiene

Rl = 01y — 0Tl + Th, Ty + Tl — T T — T, 1%

igk T

- az‘ﬁcj - ajﬂci

(N . . ol
= =g lai(akgja + @gka - aagkj) - azrgjg lgaﬁ

2
1 : : . N
- §galaj(akgia + Oika — Oadri) + 0; Ffzg "o
1 al . . . . 3 al -
= 59 (aiakgja - 8iaagkj - ajakgm + ajaagki) - Rijk;g Jap-

Luego, usando el Lema@y derivando la expresion k = 5¢/*RL,, se tiene

2K = g]kRZ],c

= gijzjk + ijRZ]k

1 : ' j
29]]{} az(a 8kg]a aiaagkj — ajkgia + (’9j3a9m‘) ]kRZ]kg gaﬁ

= ¢ 9 (0:0kGj0 — 0i0agij) — K (995 gjx6] — g% gird?) g% Gus

_ _gajgalglaRz]k +

— 94K (9" g0, — glkgikéji‘)
= ¢ ¢ (0,0kGj0 — 0i00 k) — K(20] — 5%?)9“5&,8 — 9% g K (205 — 0,6)
G4 00k G0 — DDagis) — K (267 = 07) g% s — 91 G K (25} — o))
= g% 4" (0:0kGj0 — 0i0agr;) K (3] )9‘”‘9&'5 — 99 g K (0Y)
(

= —2K Traza(g) + ¢"" 9" (0:0kGja — 0i0alrj),

donde se renombro6 los indices j =4, [ = 8y se utilizo ¢! = 2 = 5j,’j Por otra parte,

se calcula la divergencia del (2,0) campo vectorial div (g)
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div (div (¢)) = 9,(div (§))’
= (g™ g7 (05 — T¥Ghe — T Gja))

= ™97 (0i0igs — AT Gro — AT e
Ademas
979:0;9" = —g” g 0T, — g7g" 0T,
De otra parte,

A( Traza (g)) = Qij(aiaj(gklgkz))
= ¢"(9,0;9")grs + 9" 9" 0:0;G11

= (_gijgkaairfyj + aiglaairzj)gkz + 979" 0:0; g1,
Por ultimo,

div (div (9)) — A( Traza (9)) = ¢"'9" (018igjr — 0i0i g — O 90k — Ol day
+ O Gak + 015 Gok)
= "9 (810igjx — 0:0;9k1 — O Gor + O Gak)
= 9"97 (910G — 0:059m + RijjGra)

= gklgij(alé?igjk — 0;0i9r1) — K Traza(g).

Teorema 6. Sea S una superficie regular compacta. Entonces el numero

/ KdA,

es independiente de la métrica Riemanniana.
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Demostracion: De los Lemas [16] y [15] cada ¢, familia uniparamétrica de métricas

Riemannianas con K, curvatura de Gauss y dA, elemento de superficie, satisfacen
d ) .
_/thAt - /(thAt_'_thAt)
1 . ) 1
= / — div (div (¢))dA; — / —A( Traza (g))dA;
s 2 52
— / lkt Traza (¢)dA; + / kt(1 Traza (¢)dA;)
S 2 S 2
1 , .
— 5 [ (@v(div(s) - A(Traza (9))dA =0,
S

por el Corolario[1] Ahora, considerando la familia uniparamétrica definida en el Ejem-
plo[46} g, := (1 — t)go + tg: entonces

1
/KldAl—/KodA[):/ i/thAtdtZO
S S o dt Js

Corolario 2. Sean S, y S; superficies regulares compactas con métricas Rieman-

nianas. Si S; y S, son difeomorfas, entonces

KdA = KdA.
51 SZ

Demostracion: Sea g la métrica Riemannianaen S, y ¢ : S| — S5 un difeomorfismo
entre S; y S,. Si la métrica en S; es ¢*g (el pullback de g), entonces la curvatura de

Gauss satisface

k¢*g — Kg (@] ¢
Luego
KygdA = K,o¢dA
S1 S1
= K, dA. (45)

Sa
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Si S, tiene cualquier métrica Riemanniana g;, entonces por el Teorema 6} se tiene

KyogdA = / K, dA.
Sl Sl

Luego, por la férmula se tiene

KygdA= [ K,dA.
51 S2

Entonces

/ K, dA= [ K,dA.
51 52

El nimero [, K'dA nos permite distinguir cuando dos superficies que no son difeo-

morfas, por ejemplo la esfera y el toro, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 48. La esfera y el toro no pueden ser difeomorfos, dado que [, KdA =0
mientras [, KdA = 4z
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