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1 INTRODUCCION

El presente escrito resume los resultados del trabajo de grado Una aplicacion

practica de la Geomatria Fuclidiana.

En el tercer capitulo se hace una recopilacién de conceptos generales como el
plano, traslaciones, vectores, suma de puntos y vectores y transformacién li-

neal. Conceptos estos muy importantes para el estudio posterior.

El cuarto capitulo contiene las demostraciones formales de las funciones rotacion,
semejanza, y simetria como transformaciones lineales, ademas de la construccion
y la demostracion del funcionamiento de un primer prototipo de pantografo

bidimensional.

Ya con las bases matematicas suficientes y un poco de aplicacion electromecanica
se disena y explica en el capitulo 5, como seria un pantografo bidimensional
controlado por computador, el cual puede ser utilizado para reproducir figuras

semejantes.

Finalmente, en los capitulos 6, 7, y 8 se reliza una extension de los conceptos
vistos en los capitulos anteriores al espacio, llegando finalmente al diseno de un
prototipo de pantégrafo tridimensional controlado por computador que puede

ser utilizado para reproducir objetos semejantes.



Con este trabajo se pretende dar un primer paso en el camino de la construccién
de tecnologia a partir de los conceptos de la Geometria de Euclides, y asi dar

una aplicacién mas practica al conocimiento matemaético.



2 OBJETIVOS

Realizar un estudio matematico detallado del funcionamiento de un pantégrafo

bidimensional (graficador XY) y extenderlo a un pantégrafo tridimensional.

Disenar un sencillo prototipo electromecanico de un pantoégrafo bidimensional
que basado en las funciones de la geometria Euclidiana permita reproducir fi-

guras geométricas en una superficie.

Realizar una primera aproximacion de un pantografo tridimensional basado en

las funciones de la geometria Euclidiana.



3 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL
PLANO

3.1 INTRODUCCION

Se estudia en este capitulo algunas de las propiedades importantes de las trans-
formaciones lineales en el plano. Para este estudio primero se recuerdan algunos
conceptos fundamentales basados en la obra del profesor universitario y director
de este trabajo de grado Magister Francisco Escobar Delgado !. Al finalizar
este capitulo se habran adquirido unas bases, que permitiran en el capitulo
siguiente enteder de manera clara y precisa el porqué de la construccion y el

funcionamiento matematico de un pantégrafo bidimensional.

3.2 EL PLANO

El plano se puede imaginar como una pagina de una hoja de papel que se ex-
tiende infinitamente hacia la derecha, hacia la izquierda, hacia arriba y hacia
abajo. El plano se representa con el simbolo Es y se llama espacio euclideo

de dos dimensiones, a sus puntos se le da nombre de la siguiente manera.

Témese la recta F; (espacio euclideo de una dimensién) cuyo origen es el punto
P,, contenida en el plano de ésta pagina y trasladese hacia arriba y hacia abajo

de tal forma que el punto P, produce una recta perpendicular a E; que obvia-

IESCOBAR DELGADO, Francisco. Geometria analitica, una nueva visién.Popayan: Universidad del
Cauca, 2001. 205 p.



mente pasa por el punto P,, entonces el espacio euclideo de dos dimensiones se
puede ver como la union de infinitas rectas paralelas a F;, ademas como cada
punto P, € E; cuando es trasladado, produce una perpendicular a F; que pasa
por el punto P,, entonces se puede mirar el plano como la malla formada por
todas la infinitas rectas paralelas a F; y todas las infinitas rectas perpendicu-

lares a F; tal como se muestra en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Construccién del plano Fs por traslacién de Fy

Notese que cada punto de esta malla y por consiguiente cada punto del plano
se nombra de manera tnica. Si un punto P, € F; se traslada b € R, entonces

el punto P, produce el punto a, b del plano que se nota F, .

La recta origen F; se llama eje X y la recta perpendicular al eje X producida

por la traslacién del punto P, se llama eje Y.

Las rectas X y Y se llaman ejes coordenados ortogonales del plano Ej,

los cuales se cortan en el punto P, y forman cuatro angulos rectos llamados



cuadrantes (I,11,111,1V) como se muestra en la Figura 1.2.

Por la forma de construccién del plano realizada, se puede afirmar que el punto
Py € E se ha trasladado cero por la vertical produciendo el punto Py € Fy y
este es el origen del plano.

Un punto P,; € E5 se llama punto con coordenadas cartesianas a y b o

también punto con posicion cartesiana (a,b).

¥
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Figura 3.2: Ejes coordenados ortogonales del plano Fs

3.3 TRASLACIONES EN EL PLANO

Se define inicialmete la funcién traslacién en el espacio euclideo de una di-
mension, para posteriormente y basada en esta obtener una definicién precisa

de la misma funcion pero en el plano.

Definicién 3.1 (Funcion traslacion en la recta) Sea b € R y P, € Fj,

la funcion traslacion b en el espacio euclideo de una dimension Fy, que se



nota Ty. Se define asi:

Tb . E1—>E1

Px'—>Tb(Px):P5t+b

Ahora, con base en la definicién de traslaciéon en el espacio euclideo de una
dimensién, se define la funcion traslacion para el espacio de dos dimensiones,
teniendo en cuenta que esta no es mas que la composicion de dos funciones

traslacion en la recta, una por la horizontal y otra por la vertical.

Definicién 3.2 (Funcion traslacion horizontal) . Sea P,, un punto del

plano Ey y a € R, la traslacién horizontal a se nota T, y se define asi:

T E2—>E2

a

Pyyr— Tf(Pw,zﬂ = Priay

Definicién 3.3 (Funcion traslacion vertical) . Sea P,, un punto del pla-

no Fy yb € R, la traslaciéon vertical b, se nota TbI y se define asi:

T} By — B

Pyy— THPyy) = Pryis

Luego, para definir la funcion traslacion en el plano Es se utiliza la composicién
de la funcién traslacién horizontal con la funcion traslacion vertical, como se

ve en la definicién siguiente.

Definicién 3.4 (Funcion traslacién en el plano) . Seana,b e RyP,, €
Es, la funcion traslacion a, b en el espacio euclideo de dos dimensiones Es,

se nota Ty, y se define asi:



PO,y+b T r —— — e Ta,b(Pa:.,y) - Pm+a,y+b

Poy4o VP,

PO-,O Pm,O Pac+a,0

Figura 3.3: Funcién traslacion en el plano

Top : By — Eo

)

Py Tup(Pry) = THTE (Poy)) = Potayss

Obsérvese que cualquier punto P, , € Es se puede obtener aplicando la traslacién
T,, al punto P,,, es decir P,, = T, ,(F,,). En la Figura 1.3 se muestra la
imégen del punto P,, € Fy mediante la funcién 7, y se ve claramente la

composicion de las funciones traslacion horizontal y vertical.

3.4 VECTORES EN EL PLANO

La nocion inicial que se tiene de vector es la de un objeto con magnitud, di-
reccion y sentido. Este conocimiento corresponde al vector no nulo que repre-

sentamos como un segmento de recta dirigido.



Geométricamente un vector se puede representar por un segmento retilineo,
donde se conoce cudl es su punto inicial y cudl es su punto final, este ultimo se
representa con una flecha, la longitud del segmento es la magnitud del vector,
el angulo que forma el vector con el semieje positivo X suministra la direccion

del vector, y la flecha indica el sentido hacia a donde apunta el vector.

Si el origen de un vector es el punto F,, del plano cartesiano, entonces este se
llama vector geométrico o localizado, de cualquier otra forma se dice que

es un vector libre.

Para este estudio son de mayor importancia los vectores geométricos, ya que
los vectores libres mediante una traslacion adecuada se convierten en vectores
geométricos.

Cada vector geométrico termina en un punto del plano y viceversa, cada punto
del plano es el extremo de un vector geométrico, entonces existe una correspon-

dencia biyectiva entre los puntos del plano y los vectores geométricos.

De acuerdo a lo anterior, un vector geométrico del plano puede ser visto de tres

maneras que entre si son equivalentes:

1. Como el segmento dirigido que tiene origen en el punto P, , y extremo en

el punto P, , este vector lo notamos V.

2. Como el punto extremo de V,, es decir podemos hablar del vector F, ;.

3. Como la posicién cartesiana del punto extremo de V,, es decir como la



) . Pas
Pogd oo :

N
/ Pos

Pa,O PC,O PO»O Pa,O

Vector libre en el plano cartesiano Vector geométrico en el plano cartesiano

Figura 3.4: Vectores en el plano Es

posicion de P, ;, entonces hablamos del vector algebraico (a, b).

El conjunto de todos los vectores geométricos del plano E, se denota por V2.
En la Figura 3.4 se observan los diferentes tipos de vectores en el plano FEs.
3.5 SUMA DE PUNTOS EN EL PLANO

Definicién 3.5 Dados los puntos Py, y Peq € Es, la suma de estos dos puntos

del plano Es, se nota P, + P. 4 y se define asi:

Pa,b + Pc,d - Tc,d(Pa,b)
- Pa-l—c,b-‘,—d

En la Figura 3.5 se ilustra de manera gréafica el resultado de la suma de dos

puntos del plano Es.
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Pa,b
Pa-&-c,b?(___'? ...................... =

|
|
|
|
|
Pa+c,b+d *

Figura 3.5: Suma de puntos en el plano E5

3.6 SUMA DE VECTORES EN EL PLANO

Para el presente trabajo, cuando se hable de vectores en el plano se hara re-
ferencia a vectores geométricos, a menos que se haga menciéon expresa a los
otros tipos de vectores. Como se quiere que la suma de puntos coincida con
la suma de vectores, entonces, dados los vectores V,;, y V.4 en V2 el vector
suma serad Vi, .p+q, que no es otra cosa que el vector que va desde el punto P, ,
hasta el punto P, . p+q. Este resultado demuestra la veracidad del método del

paralelogramo cominmente utilizado para la suma de vectores (ver Figura 3.6).

3.7 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL PLANO

Considérese el plano Ej, con el origen P,, fijo. Se vi6 que a cualquier punto
P, del plano le corresponde un vector geométrico Vg, que tiene por punto
final a P, ;. Supdngase que se da una funcién f, tal que a cualquier punto P, ,

del plano FEj5 le hace corresponder otro punto P, del mismo plano, es decir

11
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Figura 3.6: Suma de dos vectores en el plano Fs

que el punto P,, se transforma en el punto P, ,. Esta funcién se denomina
transformacién de puntos y se dice que el punto P, , es la imagen del punto

P, , mediante f, que se define asi:

[t By — Ey
Pry f(Px,y) = Py y
Conjuntamente con la transformacion dada de puntos, es posible considerar
una transformacién de vectores geométricos del plano FEs, en la cual un vector
geométrico arbitrario V, , se transforma en el vector V,/ ,/, el cual es la imagen

de V,, mediante la transformaciéon f. La representacién simbdlica de lo ante-

rior queda asi, Vv = f(Vy).

Definicién 3.6 (Transformacidn lineal) Sean V,, y V. vectores en V?Z,

12



A € R y f una transformacion definida en el plano, se dice que f es una

transformacion lineal si cumple las condiciones siguientes:

1 f(AVap) = AMf(Vay)-
2. f(Vap +Vea) = f(Vap) + f(Vea)

En lo sucesivo, cuando se haga referencia a vectores y mientras no haya con-

fusion debe entenderse que es un vector geométrico.

La interpretacién geométrica de las condiciones (1) y (2) de la definicién 3.6
es muy importante para el entendimiento del pantégrafo bidimensional, en la
condicién (1) nétese que el vector AV, es colineal al vector V,;, y se obtiene
de éste estirandolo o contrayéndolo A veces segun que |A| > 160 < |A| < 1,
si [A| = 1 el vector no se dilata ni se contrae y en cualquier caso, si A < 0 el

vector AV, p, se obtiene de |A| V,; rotdandolo media vuelta.

Esta condicién que se ilustra en la Figura 3.7 muestra que la imagen de un
vector V,, € V2 bajo una transformacion lineal f, f(V, ) es colineal a f(AV, ;)
y se obtiene de éste estirandolo o contrayendolo A veces, por esto la transfor-
macién lineal f transforma lineas rectas que pasan por el origen en lineas rectas

que pasan por el origen.

Para interpretar geométricamente la condicién (2) se debe recurrir a la definicién
de suma de vectores en el plano E, hecha anteriormente. Dados los vectores
Vap ¥ Veala condicion (2) muestra que la imdgen obtenida mediante la apli-
cacion de una transformacion lineal a la suma de dos vectores es igual a la suma

de los vectores imagen bajo la misma transformacion, esto es f(V,p + Vea) =

fWVap) + f(Vea).

13



ff:l Fﬂ. a) = -U. Wﬂb)
Vo)

Fad
‘R_‘a\ —y

AV 4

[

Figura 3.7: Interpretacion geométrica de la condicion 1 de la definicién de una transformacion

lineal

Como los puntos también son vectores, entonces f(P,p + FPea) = f(Pap) +

f(Pea). Ademds, f(Foo) = Foo puesto que f(Foo) = f(Foo+ Foo) = f(Foo) +

f(FPoo) v el médulo de la suma es Fp .

Poo, Pap, Peay Pup+ Peq son los vértices de un paralelogramo, y mediante f,
este paralelogramo se transforma en el paralelogramo cuyos vértices son: F g,
f(Pup),f(Pea)y f(Pap)+ f(Pe.a) v las transformaciones lineales convierten pa-
ralelogramos con un vértice en el origen en paralelogramos con un vértice en el

origen, esto se ilustra en la Figura 3.8.

14
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Figura 3.8: Interpretacion geométrica de la condicion 2 de la definicién de una transformacion

lineal
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4 FUNCIONES: ROTACION, SEMEJANZA Y
SIMETRIA COMO TRANSFORMACIONES
LINEALES EN EL PLANO

4.1 INTRODUCCION

En el presente capitulo se definen las funciones rotacién, semejanza y simetria
en el plano y se demuestra que son transformaciones lineales, quedando asi el

camino claro para el andlisis y la construccién del pantégrafo bidimensional.

4.2 COORDENADAS POLARES EN EL PLANO

Se llama semirecta origen a la semirecta horizontal que se extiende infinita-
mente hacia la derecha del origen Fy, y se nota Sy. Si sobre el plano se gira una
vuelta a Sy alrededor del origen Py, esta semirecta produce el plano, es decir que

el plano se puede ver como la unién de infinitas semirectas con origen comun F.

Como la semirecta origen es un conjunto de infinitos puntos y al girarla una
vuelta para producir el plano, cada punto de la semirecta Sy diferente de F,
produce una circunferencia con centro en Fp, entonces el plano se puede ver

también como la unién de infinitas circunferencias con centro en F,, reunido

con {Fy}.

Témese un punto P, de la semirecta origen Sy (P, € Sp,a > 0), de acuerdo

16



a la anterior construcciéon del plano, este punto al girar una vuelta produce

la circunferencia de radio a con centro en Py, esta circunferencia se denota

C’iraPO.
53
Ci’l"aPO
Sy So
PO Pa
Sy

Figura 4.1: Circunferencia de radio a con centro en Py

Definicién 4.1 (Semirecta «) Si una semirecta con origen en Py forma con
la semirecta origen So un angulo de medida o, entonces esta se llama semirecta

a 1y se nota S,

Cada punto del plano F5, menos Fy, pertenece a una unica circunferencia y a

una Unica semirecta S,, donde 0 < o < 27.

Definicién 4.2 (Coordenadas polares de un punto P) SiP € E,, P # B
y P € Cir,Po NS, entonces el punto P se llama P,,. Se dice que P tiene

posicion polar (a,a) o que a y o son las coordenadas polares de P, .

El tinico punto que no tiene posicién polar es el origen Fj .

17



La figura 4.2 muestra las coordenas polares de un punto P del plano F.

Sz

2

Sa
P,
Pa,(y
a
(e
Sx S

Py 0
Ssx

2

Figura 4.2: Coordenadas polares de un punto en el plano Es

4.3 RELACION ENTRE COORDENADAS POLARES Y COOR-
DENADAS CARTESIANAS

Dado un punto P € E5 con coordendas polares a y «, se pueden obtener a

partir de estas las respectivas coordenadas cartesianas x y y,ast:.

x = aCosa (1)

y = aSena (2)

Y teniendo las coordenadas cartesianas podemos obtener también las coorde-

nadas polares con las siguientes expresiones:

18



a= a2 +y? (3)

a= tanil(%) (4)

4.4 ROTACIONES EN EL PLANO

Definicién 4.3 (Funcién rotacion en el plano) Sea f € RT, 0 < § < 27
Yy P, o € Es. la Totacion 3 en el plano, se nota Ra, y es la funcion definida

s,

asi.!

Rﬂ . E2—>E2

Pa,a — Rﬁ(pa,a) - pa,aJrﬂ

Todo vector V,; del plano diferente a V4 tiene infinitos puntos, y todos estos
puntos pertenecen a la misma semirecta S,, donde « es la direccion del vec-
tor. De tal manera que si aplicamos una rotacién Rz a un vector arbitrario
del plano, el nuevo vector tendra como direccién el angulo oo + [ y conserva la

magnitud. Vease la figura 4.3.

El extremo del vector geométrico V., € V? es el punto P, € Ey y su posicién
polar es (r,«), donde r = \/m y « es el angulo que forma la semirecta
que sale del origen y pasa por P, , con el semieje positivo de las X, se sabe que
para 0 < 3 < 27 se tiene Rg(P,q) = Prats. Se pueden hallar las coordenadas
cartesinas del punto P, .13 de la siguiente manera:

Si P, P,

v — L
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Rg(Py,y) = Py 4y
Rﬂ(VTy) o+ ﬁ Px,y = Pr,a

Figura 4.3: Rotacién de un vector en el plano Es

x =rCosa (5)
y = rSena (6)
cuando se aplica la rotacién 3 a P, , se obtiene un punto P, ,/, donde P, =

Protpy

¥ =rCos(a+ )

y =rSen(a+ )
solucionando, tenemos

2’ = r[CosaCosB — SenaSen]
y' = r[SenaCosf + CosaSen[3]
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remplazando (5) y (6) en las ecuaciones anteriores, se concluye que:
' = xCosf — ySenf3 (7)
y' = xSenf + yCosf (8)

Por lo tanto, cuando a un vector arbitrario V, , € Fs se le aplica una rotacién

3 se obtiene un vector V,/,,, donde:

' = xCosf3 — ySenf3

y' = xSenB + yCosp3 9)
de tal manera que
R,@(‘/ac,y) - %COS,@—ySenﬂ,xS’enﬂ—l—yCos,@ (10)
Teorema 4.1 La funcion rotacion en el plano es una transformacon lineal.

Demostracion

Sean Va,y € V2, k€ Ry 0 < 3 < 27, debemos demostrar que:

Rﬁ(k(‘/;v,y)) = k(R,@(V;v,y))

de la ecuacion (10) se tiene

k(R,@(VZv,y)) - k(‘/acCos,@—ySen,@,xSen,@-l—yCos,@)
- Vk(mCos,@—ySen,@),k(acSenB—i—yCos,@)

- ‘/(k:t)Cosﬁf (ky)Senp,(kx)Sen+(ky)Cosp
= Rs(Viary)

= Rg(k(Vzy)
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Luego, se cumple la primera condicion de la definicién de transfromacion lineal.

Considerese ahora dos vectores arbitrarios V,, ., v Vi,4,. Se debe demostrar

que

Rﬁ(vzh,yl + V;tz,yQ) - Rﬁ(vxl,yl) + Rﬁ(vm,yz)

De un lado se tiene que el vector suma de los vectores estd dado por Vi, 425 41 44s
y aplicando una rotacion 3 a este vector suma se obtiene, de acuerdo a las

ecuacion (10), lo siguiente:

R,@(‘/:Uhyl—i_‘/;?%:lﬁ) - Rﬁ(‘/:v1+ﬂf27y1+y2)

= ‘/(:vl+ac2)Cos,@—(yl+y2)Sen,@,(:v1+ac2)Sen,8+(y1+y2)Cos,@ (11)

De otro lado, y aplicando (10) se tiene

Rﬁ(vxhyl) + Rﬁ(vzvz,yz) - %1008ﬁ—y156nﬁ,x156nﬁ+y1COSﬁ

+Vx2005ﬁ7y2 Senf,xaSenf+y2Cos

Sumando la expresion de la derecha, se tiene

Rﬁ(vxl,zﬂ) + Rﬁ(vxz,yz) = V(:vl+:v2)COS,@—(y1+y2)56nﬁ7(:v1+x2)56nﬁ+(y1+y2)008ﬂ (12)

De las expresiones (11) y (12), se concluye que
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Rﬁ(vxl,zﬂ + sz,yz) = Rﬁ(“ﬂh?ﬂ) + Rﬁ(wz,yz)

quedando demostrada la segunda condicién de las tranformaciones lineales, por

lo tanto la rotacion es una transformacion lineal.

Si un punto F,, recorre cierta figura F', entonces el punto P, 43 obtenido a
partir de la rotacién 3 del punto P, , recorre la figura F’, que se obtiene girando

F alrededor de F con un angulo dado 3. Ver figura 4.4

Y
F/

Figura 4.4: Rotacién de una figura

4.5 SEMEJANZAS EN EL PLANO

A continuacién se define la funcién semejanza de vectores en el plano Fs y se

demuestra mas adelante que esta es una transformacion lineal.
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Definicién 4.4 Sean a,b € R, k € R* y V,, € V? la funcién semejanza
de razon k que se nota Sy, se define asi:
S, VF— V?

Var — Sk(Vaw) = Viarb
Teorema 4.2 La funcion semejanza Sy es una transformacion lineal

Demostracidon:

Sean A € R, V.., € V2, entonces

ASk(Vay) = AlViaky)

= Va(kz) A(ky)
= Vi(a),k0w)
= Sk(Vaeay)
= Sk(AViy)

Asi queda demostrada la primera condicion de la definiciéon de transformacion

lineal.

Ahora se demuestra que la transformacién de una suma es la suma de las trans-

formaciones, que es la segunda condicion.

Sean V4, V.4 € V2, aplicando las propiedades de la funcién semejanza y de la

suma de vectores se tiene.
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Sk(Vap +Ved) = Se(Vateptd)
= Vi(ate) k(b+d)
= Viatkekbtkd
= Viarb + Vickd

= Sp(Vap) + Sk(Vea)

Luego, la funcién semejanza es una transformacion lineal.

Si el extremo del vectorV, , que es el punto P, , recorre una figura F', entonces
el punto Py, 5, que es el extremo del vector Sy(V;,,) recorre la figura " que es

semejante a F'. Véase la figura 4.5.

k(Pny)

Poo

Figura 4.5: Figuras semejantes

Como la semejanza Sy, es transformacién lineal, entonces ella transforma lineas

rectas que pasan por el origen en lineas rectas que también pasan por el origen,
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pero mas precisamente, S transforma cada recta que pasa por el origen en ella
misma y més exactamente, Sy, transforma cada semirecta con origen en Fy en

ella misma, como se ve en la figura 4.6.

s
B
>~

o w
>

Foo

=)

)

Figura 4.6: Transformacion de una semirecta mediante S

Los dos triangulos de la figura 4.6 son rectdangulos y los lados que forman los
angulos rectos son proporcionales, luego, por Euclides los dos triangulos son
semejantes y el angulo en Fy, para ambos tridangulos es igual, y por lo tanto

Vay ¥ Viz iy €Stdn en una misma semirecta, con esto se ha probado lo propuesto.

Como la semejanza transforma paralelogramos en paralelogramos, entonces un
aparato que transforma una figura en otra semejante a ella, mediante S es el

que se muestra en la figura 4.7.

Donde,
NQ = MS N
NP,, MP,,
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Poo

Figura 4.7: Pantografo bidimensional
Py es un punto fijo y cuando P, , recorre una figura F', entonces Py, j, recorre

Sp(F) = F'.

Se dice que aqui, P, v Pigky €stan en una misma semirecta que inicia en Py y

Sy, transforma el paralelogramo Py oM P, , N en el paralelogramo Py oM’ Py kN’

El aparato de la figura 4.7 se llama pantdgrafo bidimesional.

4.6 SIMETRIAS EN EL PLANO

Una simetria se define, respecto a las rectas que pasan por el origen. Inicial-
mente se estudia la simetria respecto al eje coordenado X y se demuestra que

es una trasformacion lineal.
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Definicién 4.5 (Simetia respecto al eje coordenado X) Dado un vector
Vus € V2, la simetria en el plano del vector V, respecto al eje coordenado

horizontal X, se nota o, y se define asi:

o, 1 VE — V?
Va,b — Ux(%,b) = ‘/;1,71)
Teorema 4.3 La funcion simetria es una transformacion lineal.

Demostracion
Sean V,;, v V.4 vectores en V2 A € R. Para demostrar que es una transfor-

macion lineal, primero se prueba que o, (AV,p) = Ao (Vas),

0:(AVap) = 0:(Vaan)
= Vi
= AVa_p
= Aou(Vap)

Queda demostrada la primera condicion.

Ahora se demuestra la segunda condicion,

Ox(Vap +Ved) = 02(Vateptd)
= Vate—(b+a)
= Vate—b-d

= Va-p+Ve_a

- O-:v(‘/;t,b) + O-:v(‘/c,d)
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Ox (RI; Y

Figura 4.8: Figuras simétricas respecto al eje X

Por lo tanto la funcion simetria respecto al eje coordenado X es una transfor-

macién lineal.

Si el punto extremo P,, de un vector geométrico V, ,, recorre una figura F,
entonces el punto simétrico P, _, recorrera una figura ' que es simétrica a F.

Véase la figura 4.8.
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5 CONSTRUCCION DE UN PANTOGRAFO
BIDIMENSIONAL ELECTROMECANICO

5.1 INTRODUCCION

En el presente capitulo se describe la construccion de un prototipo de pantégrafo

bidimensional electromecéanico, basado en motores paso a paso.

5.2 MOTORES PASO A PASO

Para la construcciéon de un prototipo de pantografo electromecanico se pueden
utilizar dos motores paso a paso para controlar cada una de las coordenadas X

y Y. Por eso es conveniente ver que son y como funcionan este tipo de motores.

Los motores paso a paso son en la actualidad muy importantes en todos los
poyectos que incluyan control de movimiento y posicion. Una de las aplica-
ciones mas cercana a todos nosotros esta en los discos duros y disqueteras de
un computador, asi como también el avance de papel y la posicion de la cabeza
de una impresora. Los brazos mecanicos de la mayoria de industrias utilizan

este tipo de motores.

Estos motores son de naturaleza digital, lo cual facilita su control, ya que sen-

cillamente se hace contando el nimero de pasos o los angulos que avanza.
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Un motor paso a paso convierte pulsos eléctricos en movimientos discretos de
rotacion. Los motores paso a paso tienen como caracteristica comercial la can-
tidad de grados que gira en cada paso, siendo los mas utilizados en impresoras

los de 7.5° por cada paso.y en discos duros y escaner los de 1.8° por paso.

Los motores paso a paso estan constituidos por un rotor y un estator. El
rotor esta construido de un imén permanente que tiene un patréon fijo alter-
nado de polos Norte y Sur, el estator esta formado por una copa de hierro
con dientes, energizadas por dos embobinados separados los cuales definen la
polaridad Norte y Sur de cada uno de los dientes. La interaccién entre el rotor
y el estator, polos iguales se repelen y polos opuestos se atraen hacen que el

rotor se mueva.

En la figura 5.1 se muestra como se deben conectar los embobinados de un mo-
tor paso a paso para que se pueda lograr una secuencia de cuatro pasos, cada
bobina se conecta a un sistema de conmutacion para obtener las polaridades
positiva y negativa. El motor avanza en sentido de las manecillas del reloj (CW)
aplicando la secuencia de polaridades 1, 2, 3 y 4. Inviertiendo el orden el motor
gira en sentido contrario (CCW). Para energizar las bobinas, se puede utilizar

un circuito basado en transistores configurados como interruptores electréonicos.

En la tabla 5.1 se muestra como deben energizarse los embobinados para que

el motor de la figura 5.1 realice una secuencia de cuatro pasos.
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]

#0005
Ilhmw—l

Interruptor A Interruptor B

TN S

Figura 5.1: Funcionamiento de un motor paso a paso

5.3 PANTOGRAFO BIDIMENSIONAL ELECTROMECANICO

La construccion se hace a partir del pantografo que aparece en la figura 5.2, el
cual estd compuesto por cuatro regletas que para nuestro caso se ha utilizado
aluminio. En el pantégrafo existe un punto llamado Fp g, los demds puntos de
articulacion entre las regletas de aluminio son moéviles. En el punto P se coloca
un punzén de punta roma que permita recorrer la figura de la cual se quiere
reproducir una figura semejante y en el punto P’ se coloca una plumilla o lapiz

que sirva para dibujar sobre una superficie plana la figura semejante.

En el pantografo de la figura 5.2 el punto P recorre la figura F', mientras que
en el punto P’ se ha ubicado una plumilla, la cual reproduce una figura F’ que
es semejante a F'. Para demostrar que la figura F” es semejante a la figura F,
basta probar que cualquier punto P’ = P, de la figura F’ se obtiene de su

correspondiente punto P = P, , de la figura /' mediante una misma semejanza
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Pasos | Bobina A | Bobina B
1 + +
2 + -
3 - -
4 -
1 +

Tabla 5.1: Secuencia de conmutacién de 4 pasos

Sk

Para esto observese que si a los vectores que determinan el pantégrafo se les
dibuja los vectores punteados para obtener dos paralelogramos semejantes, con
razon de semejanza k, tal como se muestra en la figura 5.3. Se obtienen dos
paralelogramos cuyos vertices son o, Py, Peq y Pry para uno de los parale-

logramos y Py, Py, Pea y P, para el otro paralelogramo.

Por construccién del pantografo se tiene que Pyy = Si(Pap) = Pragy ¥
P.y = Sk(P.a) = Prera, donde & > 1. Por definicién de suma de puntos
Poy=PFPip+ Pea= Porcpray Py = Poy + Pog = Pyioya, reemplazando

se tiene:
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Punto fijo

Figura 5.2: Pantografo bidimensional

Px/,y’ = Pa’,b/ + Pc/,d/
= Prab + Prcka
= DPratkekbikd
= Pr(ate)k(b+d)
- Sk(Pa-‘rc,b-‘rd)

= Sk(Px,y)

Por lo tanto P,y = Sk(Pry).

Asi, si el punto P, , recorre una figura I, entonces el punto P,/ s recorrera una

figura F' = Si(F).

En el procedimiento anterior se ha considerado k > 1, que da como resultado
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Por vy =Pra kb

Pa,b
Foo P 7 Py
x 7/ x
\\\ , Y s Y
~ 7/ //
\<\\ 7/
Pc,d ~o //
~ 7
\\ y
\\\ 7/
/7
\\\ 7/
- 7
~/

Pc’,d’ = Pkc,kd

Figura 5.3: Geometria del pantégrafo bidimensional

una figura F” de mayor tamano que la figura F', es decir que el pantégrafo ha
servido para ampliar la figura. Por el contrario si lo que se quiere es obtener
una figura reducida mediante S% (0 < % < 1), sencillamente hay que intercam-
biar los puntos Py P’, esto es que en el punto P se ubica la plumilla o ldpiz y
en el punto P’ se coloca el punzén de punta roma con el que se sigue la figura

a reproducir. La demostraciéon se realiza de manera similar a la anterior.

A partir del pantografo anterior se puede construir un pantografo electrome-
canico controlado por medio de la tarjeta de puertos de un computador con la
ayuda de una interfaz adecuada basada en transistores, que permitan el manejo

de motores paso a paso.

La construccién sencillamente, consiste en poder mover mediante un mecanis-

mo electromecdnico controlando el punto P, ,, para esta operacion se pueden

35



utilizar dos motores paso a paso, cada uno de los cuales es responsable de
una coordenada cartesiana. uno de los motores es responsable del movimiento
en el eje X y el otro estd encargado del movimiento en el eje Y, del punto
P, , del pantégrafo bidimensional de la figura 5.2. Ademads de los motores es
necesario implementar dos interruptores de fin de carrera los cuales permitan
inicializar cada motor, y poder hallar el origen de cada uno de los ejes del
sistema. Esta operacion es muy parecida a la realizada por una impresora, a
partir de este origen se pueden localizar otros puntos aplicando traslaciones,
rotaciones o simetrias. Es necesario controlar los limites maximos de desplaza-
miento porque si no se corre el riesgo de danar los pinones o desajustar el

sistema.

Para cada uno de los ejes del sistema se utiliza un motor paso a paso, un tornillo
sinfin y dos pinones. Uno de los pinones va en el eje del motor y otro en el
extremo de tornillo sinfin que es el encargado del mecanismo de movimiento.
Los pinones pueden guardar una relacion de 2 a 1, de tal forma que cuando el

motor ha dado un giro de 360° el tornillo sinfin ha dado media vuelta.

Como se utilizan motores de 7.5° por paso, para que el tornillo gire una vuelta
necesitamos que el motor realice 96 pasos. Los tornillos utilizados tienen 18
hilos por pulgada, lo que hace que por cada giro del tornillo se presente un
desplazamiento de % de pulgada en cualquiera de los ejes del sistema. Se con-

1
(i)
96 °

cluye entonces que cada paso del motor es equivalente a lo que representa

0.000578703 pulgadas (0.001469903cm).

Los motores pueden hacerse girar de manera independiente o simultanea, cuando

lo hacen independientemente la trayectoria forma un angulo de 0° 0 90° con el
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sistema de coordenadas y cuando se hacen girar de manera simultdanea, debido

a la similitud de los sistemas de desplazamiento en X y Y describen un angulo

de 45°.

De tal manera que para desplazarse de un punto A a un punto B se puede hacer
siguiendo alguna de la trayectorias de la figura 5.4, donde se considera que para
llegar desde el punto A hasta el punto B uno de los motores debe girar 3 pasos

y el otro 6 pasos.

Figura 5.4: Posibles trayectorias para desplazarse de un punto a otro

Cualquiera de las trayectorias pueden ser implementadas en el software de con-
trol de nuestro pantégrafo, siendo la més simple la trayectoria (a) de la figura
5.4 y la mas compleja la trayectoria (c). Gracias a la gran exactitud de nuestro
pantégrafo se pueden implementar los trazos con la trayectoria (b), sin que la

figura a reproducir quede imperfecta. Para cualquiera de las trayetorias se ha
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utilizado la funcién traslacion en el plano vista en el capitulo 1.

Este sistema es el encargado de dibujar la figura 'y se puede hacer dando
las instrucciones desde el computador, a éste se fija el punto P del patdgrafo
de la figura 5.2 de tal manera que los movimientos generados a partir de los
motores paso a paso y los tornillos sinfin se veran reflejados en el punto P’ del
pantégrafo en el cual se ha asegurado una plumilla o lapiz el que ird dibujando

la figura F’ que es semejante a la figura F'
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6 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL
ESPACIO

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudian los conceptos matematicos necesarios para de-
mostrar que se puede pensar en construir un pantografo tridimensional. Todo el
esfuerzo se concentra en demostrar y conceptualizar los diferentes movimientos
necesarios para reproducir cierta figura de tres dimensiones desde el computa-
dor con un pantégrafo tridimensional, haciendo uso de la funcién semejanza,

yva que esta es una transformacion lineal.

6.2 EL ESPACIO

Para construir el espacio euclideo de tres dimensiones coloquese el plano Fs
de forma horizontal, de tal manera que el semieje positivo de X tenga sentido
adelante y el semieje positivo de Y tenga sentido derecho, tal como se mues-
tra en la figura 6.1. Asi se tiene un plano XY con orientaciéon derecha, ahora
trasldadese este plano continuamente hacia arriba, de tal forma que el punto
origen I{ ¢ de Iy produzca una semirecta perpendicular a los ejes X y Y, luego
repitase el proceso hacia abajo de tal manera que el punto /o produzca una
semirecta con sentido opuesto a la anterior, que también es perpendicular al

plano XY. De esta forma, se tiene que la recta producida por F o se denomina
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eje coordenado Z del espacio de tres dimensiones Fs.

\\

%

//

Figura 6.1: Generacon del espacio Fs5 por traslacién del plano XY

Un punto P,,,, € Es cuando se traslada perpendicularmente al plano XY en

1,Y1
la generacion del espacio tridimensional Ej3, genera en su recorrido una unica
recta perpendicular al plano origen y paralela al eje Z. Es decir que si el punto
P,, . se traslada z; por esta paralela al eje Z, se produce el punto Py, 4, .,, €l
cual es la interseccion entre una tnica recta paralela al eje X con una unica

paralela al eje Y y con una tunica recta paralela al eje Z, el punto origen del

espacio I3 se obtiene trasladando 0 por el eje Z a [}y € Es.

Cualquier punto Py, 4, ., € E3 se puede obtener a partir de Fy o, trasladan-
dolo x; por el eje X para obtener P, o, luego este punto se traslada y; por la
paralela al eje Y que pasa por P, o0, obteniendo el punto P, ,, o y finalmente

se traslada este ultimo punto z; por la recta paralela al eje Z que pasa por
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P, 4.0, llegando de esta manera al punto P, ,, .,. Ver la figura 6.2

Z
//
/ le’y1,21
.
/7
/7
7
7
———————— Y
1 Po,0,0
I
Pml,O,O : le’yho
/ I
I
X I
¥

Figura 6.2: Obtencién de Py, 4, -, a partir de la traslacién de Py 0,0

En cada punto P, , . € Es termina un unico vector que inicia en Fy g, a este

vector lo llamanos vector geométrico V., ., cuya longitud viene dada por:

LongVyy. =V a?+y? + 22

6.3 TRASLACIONES EN EL ESPACIO DE TRES DIMENSIONES

De manera analoga a como se hizo en el capitulo 2, se define la funcién traslacion

tridimensional.

Definicién 6.1 (Funcion traslacion tridimensional) Sean a,b y c reales
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y Py, € B3, la funcion traslacion a, b, c en el espacio euclideo de tres

dimensiones s, se nota T, y se define:

Ta,b,c : E3 B E3
Px,y,z — a,b,c(Pa:,y,z) - Px-l—a,y—i—b,z-i—c
6.4 SUMA DE PUNTOS EN E;

Definicién 6.2 (Suma de puntos en el espacio de tres dimensiones)
Sean Py, y, 2 Y Pryyo. 2 puntos de Es, la suma de estos puntos se nota Py, ,, ., +

Py, o2 Y s€ define:

Px1,y1,21 + P$2792722 = Px1+xz,y1+y2,21+22

Al igual que en el plano FEs, se puede también ver la suma de dos puntos en el

espacio de tres dimensiones en términos de traslacién, asi:

Px1,y1,Z1 + sz,yz,Zz = Tx1,y1,Z1(P:tz,y2,22)

6.5 VECTORES EN EL ESPACIO DE TRES DIMENSIONES

En el espacio F3 también existen vectores libres y vectores geométricos,
los segundos son todos aquellos vectores que tienen como origen el punto P

y extremo un punto P, , . € Fs3 cualquiera, de otra forma es un vector libre.

Notese que al trasladar un vector geométrico, se obtiene un vector paralelo de

igual longitud y se convierte en un vector libre.

Se define la traslacion de vectores de la siguiente manera:
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Definicién 6.3 (Traslacion de un vector en el espacio de tres dimensiones)
Sea V. € V3 ya, by c reales, la traslacion T, del vector Viy.z, se define

s,

asi.;

_
Ta,b,c(‘/ac,y,z) - Ta,b,c(PO,O,OPx,y,z)

- P0+a,0+b,0+cpx+a,y+b,z+c

- Pa,b,cP:v-l—a,y—i—b,z-‘rc

Se puede ver que la traslacién 75, . convierte el vector geométrico V., . en el

vector libre cuyo origen es el punto P, ;. y su extremo el punto Py g yib 2tc-

6.6 SUMA DE VECTORES EN EL ESPACIO Ej

Cuando se tienen dos vectores Vi, 4, -1, Vi, 4.2, €1 €l espacio Es, pueden suceder

dos casos:

1. Que los vectores estén alineados. En este caso los vectores pertenecerian a
una unica recta y para sumarlos basta con trasladar sobre la recta y ubicar
el origen del segundo vector en el extremo del primero, y el vector suma
entonces es el vector que tienen como origen el punto origen del primero

y como extremo el punto extremo del segundo.

2. Que los vectores no estén alineados. Cuando los vectores no estan alinea-
dos, estos determinan un plano que los contiene. Para sumar los dos
vectores se traslada sobre el plano determinado el segundo vector hasta
que su origen coincida con el extremo del primer vector y la suma es el

vector que va desde el origen F o hasta el punto donde llegé el extremo
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del segundo vector.

La figura 6.3 muestra la suma de dos vectores en el espacio Ej3, representados

y vistos en el plano que ellos determinan.

Pﬂﬂl +z2,y1+y2,21+22

Vw17y1721 Vm1+x27y1+y2;z1+22

sz;yz,zz
meymzfz
Po.o,0
Figura 6.3: Suma de vectores en Fj
Definicién 6.4 (Suma de vectores en Es) Sean Vi, i 2 Y Viyyo.z d0S vec-

tores cualesquiera de Fs, la suma se nota Vg, 4, ., + Vs y se define de la

2,Y2,227

siquiente manera:

Vﬂ?l,yhzl + Vﬂcz,yQ,Zz - V961+962,y1+y2,Z1+Z3

De lo anterior se puede decir que en un espacio de dimensién n dos vectores
no colineales siempre determinaran un plano que los contiene, y asi generalizar

el método del paralelogramo comunmente utilizado para sumar dos vectores de

Es5 6 Ejs.
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6.7 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL ESPACIO

Definicién 6.5 ( Transformacion lineal en el espacio E;) Sean Vi, 4, -
Y Visuos € V2, X € R y f una transformacion definida en el espacio, se dice

que f es una transfomacion lineal, si se cumplen las condiciones siguientes:

L. f()‘vfcl,yhm):Af(vw1,y1721)

2' f(‘/;tlyylyzl + Vx27y2722> = f(‘/;tlyylyzl> + f(%27y2722>

Asi como una transfomacion lineal en el plano convierte paralelogramos en
paralelogramos, un transformacién lineal en el espacio convierte paralelepipedos

en paralelepipedos.

6.8 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS

Como se sabe, el espacio F3 también puede ser visto de otras dos maneras difer-
entes, como la unién de infinitos cilindros coaxiales o la unién de infinitas esferas
concentricas. De estas dos maneras particulares de ver el espacio aprecen las
coordenadas cilindricas y esféricas que son muy utiles a la hora de construir
maquinas utilizando motores digitales como los usados para este trabajo. En
este texto se describe la localizacién de un punto del espacio utilizando tanto
coordenadas cilindricas como esféricas, para un mayor detalle véase la obra
Geometria analitica, una nueva vision del profesor Francisco Escobar, la que

ha servido como base para este trabajo.

Dado un punto F,,. € Ej3, este punto pertenece a un tnico cilindro de radio
r. En la figura 6.4 se pueden ver las coordenadas cilindricas del punto P, , ..

Para llegar al punto P, . desde el punto origen Fy o hay que trasladase r por
el semieje positivo X, llegando al punto P, 0. Luego, girar un angulo « al

punto P, o0 alrededor de Py sobre la circunferencia de radio r con centro en
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Figura 6.4: Coordenadas cilindricas de un punto en Fj3

Py o0 contenida en el plano XY y asi se llega al punto P, .. Finalmente hay
que trasladarse z por la recta paralela al eje Z que pasa por P, , y asi se llega

al punto P, , ..

(r,a, z) es la posicién cilindrica del punto P,, . y 7, @ y z son la coorde-

nadas cilindricas del punto P, ,; donde r > 0,0 < a <2ry z € R.

Se puede pasar un punto P, , . expresado en coordenadas cartesianas a coorde-

nadas cilindricas haciendo uso de las siguientes formulas.
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N

o = arctan =

Se puede pasar un punto P, , . expresado en coordenadas cilindricas a coorde-

nadas cartesianas haciendo uso de las siguientes férmulas.

T =T COS
Yy =rsina
z2=2z

Ahora, también es posible ver el espacio F3 como la unién de las infinitas esféras
concentricas de centro oo y radio . Un punto cualquiera P € F3 pertenece

a una uUnica esféra y sus coordenadas esféricas se pueden ver en la figura 6.5.

Para hallar un punto P partiendo de P, es necesario trasladarse r por el
semieje positivo X quedando en el punto P, o que pertenece a la esfera de radio
r. Luego se rota sobre el plano XY un angulo « alrededor de Fy o, quedando
en el punto P, .. Por tltimo y desde la semirecta M, del plano XY se rota 3

y se llega finalmente al punto P, , s.

Se dice que (7, a, ) es la posicién esférica del punto P.,3 0 que r, a 'y 3

son las coordenadas esféricas de punto P, .3, donde r > 0, 0 < o < 27 y
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Figura 6.5: Coordenadas esféricas de un punto en E3

|
ol
AN
@
IN
B

Un punto P, , . en coordenadas cartesianas puede pasarse a coordenadas esféricas

utilizando las siguientes formulas.

r = /x2+y2+22

« = arctan <Q)
x

[ = arctan (

z
Ve

Un punto P, . en coordenadas esféricas puede pasarse a coordenadas carte-

sianas utilizando las siguientes formulas.
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T = rcosacos 3
Yy = rsinacos (3

z=r1rcosf3

49



7 FUNCIONES ROTACION, SEMEJANZA Y
SIMETRIA COMO TRANSFORMACIONES
LINEALES EN EL ESPACIO

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo se demuestra que las funciones rotacion, semejanza y simetria
en el espacio F3 son también transformaciones lineales y que por esto es posible
reproducir con aparatos mecanicos y electronicos cuerpos semejantes, rotados o
simétricos. Estas funciones se utilizan para el funcionamiento de un pantografo

tridimensional.

7.2 ROTACIONES EN EL ESPACIO

Cuando se rota el espacio 5 mediante una rotacién R alrededor de Fy g, los
semiejes positivos de los ejes X, Y y Z se transforman en las semirectas Sy, 8, ~,
Sas o Y Sas psns T€SPectivamente,qy, f;, v; con ¢ € {1,2,3} son las medidas
de los angulos que forman estas semirectas con los semiejes positivos X, Y, 7
respectivamente y ellas son perpendiculares entre si, esto porque la rotacion R

no varia el tamano de los angulos existentes.

Los vectores unitarios Vi 90, Vo.1,0 ¥ Vo,0,1, se convierten respectivamente en los

vectores unitarios de la semirectas anteriores, los cuales son Viesay cosgi,cosi
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‘/cos ag,cos B2,C08 V2 y ‘/cos ag,cos (3,c08 Y3 *

Por facilidad en las expresiones, se utiliza la siguiente notacion:

Va1,b1,cl = ‘/cos a1,c0s (31,c08 11
%g,bg,cg - V::os 2,cos B2,c08 v2

Vag,bg,(:3 - ‘/cos as,cos (33,c08 Y3

Dado un vector V,, . € V?, se puede expresar como:

Ve = Va(1,00 T Vy0,1,00 + Vz00,0,1)

Ahora si a ese vector se le aplica una rotacion R, entonces se tiene que

R(Vyy:) = R(Vaa00) + Vyo,1,0 + Va0,01))
= xR(Viop0) +yR(Vo0) +2R(Vop,)
= Vi b1,e0 T YVasbo,eo T 2Vag b e
= Vaayabyzer T Vyaoybayer T Veas,zbs zcs
Va1 +yas+zas,obi+yba+zbs,zer +ycatzcs

R
x7y7z

Definicién 7.1 (Funcion rotacion en el espacio) Sea v,, . € V3 un vec-

tor geométrico en el espacio Es3, se define la funcion rotacion de vectores
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de la siguiente manera,
R : V3 —V3
Vi ¥ BR(Vaya) = Vi y o

donde,

¥ = zay + yay + zas
y/ = ZL‘bl + ybg + Zbg

2 =xer +yeo + ze3

Teorema 7.1 La funcion rotacion de vectores en el espacio de tres dimensiones

es una transformacion lineal.

demostracion

Sean V,, . € V3 y k € R, es necesario demostrar que:

k(R(‘/ac,y,z)) - R(k(‘/ac,y,z))

aplicando la definicién de funcién rotacion, se tiene

52



(R(Voyz:)) = kViy o

= Via/ ky ko

= Vi(zai+yas+zas),k(zby +yba+2b3) k(zer +ycatzcs)

= Vikw)ar+(ky)az+(k2)as, (k2)by+(ky)ba -+ (k2)bs, (ka)er + (ky)ea+ (kz)es
= R(ka,ky,kz)

= R(k(‘/ac,y,z))

Luego, se cumple la primera condicién de las transformaciones lineales.

Sean Vi, iz V Vs ueze € V2 dos vectores arbitrarios. Se debe demostrar que:

R(‘/ﬂfl,yl,m + ‘/sz,yz,m) - R(‘/Zvl,yLZl) + R(‘/ﬂfmyz,m)

aplicando la definiciéon de suma de vectores y de funcion rotacion, se tiene

R(V;El,yl,zl—i_vm,ymzz) - R(%1+x2,y1+y2,21+22)

‘/;U/,y,72,

donde,
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= ($1 + 962)&1 + (y1 + yg)ag + (21 + Zg)a/g
y/ - (xl + xQ)bl + (y1 + yg)bg + (2’1 -+ Zg)bg

¥ = (r1+x2)er + (11 + y2)e2 + (21 + 22)c3

Lo anterior se puede reorganizar aplicando la propiedad distributiva y asocia-

tiva, quedando de la siguiente manera:

= (r1a1 + yra2 + Z1CL3) + ($2a1 + Y200 + ZQCL?,Z

- 7 -

Vv Vv
/ ’
Ty To

y' = £$151 + y1ba + ZleZ—FS:Iszl + yoby + nggl

v} Yy
/
2= (w101 + yr1co + 2163) + (2201 + Yoo + 22¢3)
A ~~ S/ A ~~ S/
1 24
entonces,
R(Vw17y17Z1 + ‘/;62,?;2722) = V;t/ler’Q,y’leré,z{Jrzg

‘/ﬂflpy/pzi + ‘/x' Yh7h

2

remplazando se obtiene,

R(V;Ehyl,zl + %2,y2,22> - Vx1a1+y1a2+21a3711b1+y1b2+21b3,x161+y162+2103 +

Vmal +y2a2+22a3,22b1 +y2b2+22b3,w201 +y20c2+22C3

= R(Vzh,yl,n) + R(Vx27y2722)
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queda demostrado que se cumple la segunda condicion de las transformaciones

lineales, por lo tanto la rotacion en el espacio es una transformacién lineal.

Igual que en el plano es facil ver que si el punto extremo de un vector V,,, .
recorre un objeto O, entonces punto extremo del vector R(V,, ,) recorrera un

objeto O" que es el mismo objeto O rotado por R.

7.3 SEMEJANZAS EN EL ESPACIO

Definicién 7.2 (Funcién semejanza en el espacio) Sean V,,, € V3 y

k € RY, la funciéon semejanza de razén k en el espacio Es, se define:

S, Vi—V3

V;v,y,z ? Sk(vx,y,Z) = Vk‘:v,kyykz

Teorema 7.2 La funcion semejanza en el espacio es una transformacion lineal.

Demostracion

Sean A€ R, k € RT y V., . € V3, entonces

AMSk(Vawz)) = MViakykz)
= V\(ka) A(ky) A (k)
= Vi) kOw) k(r2)
= Sk(Vazryrz
= Se(AVey.:)

95



Asi se ha demostrado que se cumple la primera condicién de una transformacion

lineal.

Para la segunda condicién, sean Vi, 1 21y Visyeze € V2 y k € RT. Aplicando la

suma de vectores y las propiedades de los reales, se tiene:

Sk(vxlyy1721 + %2792722) = Sk(v;t1+x2,y1+y2,z1+22>
= Vi(@r+oo) k(y1+y2) k(z1422)
- ka1+k12,ky1+ky2,kz1+k22

- Vk:vukyukm + kaz,kyz,kZQ

- Sk(‘/ﬂfl,yl,m) + Sk(‘/m%y%@)

Por lo tanto, la funcién semejanza es una transformacion lineal.

Si el extremo de un vector V,, . recorre un objeto O, el extremo del vector

Sk(Vyy») recorre un objeto O’ que es semejante a O, con razén de semejanza

k.

7.4 SIMETRIAS EN EL ESPACIO

Por 1ltimo en esta seccién se trata una simetria en el espacio E3 con respecto

al pllIltO P07070.

Definicién 7.3 (Funcion simetria en E; respecto a Pyo) Sea V,,. €
V3, la funcién simetria en E3 respecto a Py que se nota oy, se de-

fine asi:
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op : V3I—V3

‘/Zv,y,z — O-O(V;:,y,z) - V—ac,—y,—z

Teorema 7.3 La funcion simetria en Es respecto a FPyoo es una transfor-

macion lineal.

Demostracion

Sea V,,. € V?y X € R, para demostrar la primera condicién de una transfor-

macion lineal se tiene.

)‘(UO(Vx,y,Z)) = )‘(V—x,—y,—Z)
= V_()-0w)—(2)
- O'O(V)\:t,)\y,)\z>

= 00(/\(‘/%2;,»3))

Finalmente se demuestra la segunda condicion de una transformacion lineal.
Sean Vi, izt V Visunzo € V72, la simetria de la suma de los dos vectores estd

dada por:
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JO(%lvylvzl—i_VxQ,yQ,Zz) = 0'0(‘/261+x2,y1+y27z1+z2>
- Vf(ler:tz),*(y1+y2),f(zl+22)

= Vican)+(=z2),(=y1)+(—y2), (—21)+(—22)

- V—mh—yh—m + V—m,—ym—m

- 0'0(‘/;51@1,21) + 0'0(‘/;52@2,22)

Por lo tanto la funcién simetria es una transformacion lineal.
Si el punto extremo de un vector V, , . recorre un objeto O, el punto extremo

del vector oy(V recorrerd un objeto O que es simétrico a O respecto al
0\Vaz,y,z

pUIltO P07070.
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8 CONSTRUCCION DE UN PROTOTIPO DE
PANTOGRAFO TRIDIMENSIONAL

8.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presenta un prototipo de pantégrafo tridimensional que
partiendo del pantégrafo bidimensional y adaptandole un motor que permita
girar su base se obtiene un sistema que reproduce objetos tridimensionales
semejantes basado en coordenadas cilindricas y en el hecho que el espacio es
igual a la reunion de todos los planos que pasan por una misma recta, se hace

aqui una demostracion de este resultado.

8.2 CONSTRUCCION DEL PANTOGRAFO

Para construir este prototipo podemos utilizar el pantografo electromecanico
bidimensional que se vié en el capitulo 3, el cual sencillamente se monta sobre
una base que permita girarlo un angulo determinado mediante el uso de un

nuevo motor paso a paso.

Recordar que un punto del espacio se expresa en coordenas cilindricas de la
forma P, ,., donde r > 0, 0 < o < 2mr y z € R. En el sistema bidimen-
sional, el pantégrafo permitia obtener un punto Py, i, a partir de un punto
P, , cualquiera del plano mediante el uso de dos motores paso a paso, uno para

el movimiento en el eje X y otro para Y, estos motores en el nuevo diseno se
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utilizan uno para lograr la distancia r y otro para obtener la posicién z, y el
angulo « se obtiene implementando un motor que gire el pantografo alrededor

del eje que pasa por el punto fijo Fy o del pantografo.

Pty 0

Figura 8.1: Pantégrafo tridimensional

Para demostrar que este pantografo reproduce objetos tridimensionales seme-
jantes basta probar que cada punto P,,. € E® se convierte en un punto
Py » € E® mediante la aplicacién de este aparato, y que Py v = Sk(Pyy..) =

Pry oy k- donde k > 0.

Se hace uso de coordenadas cilindricas para demostrar lo anterior, es decir
debemos expresar los puntos P, , . y Py . de la forma P, .y Py o . respec-

tivamente, donde: r es el radio del cilindro que contiene a P, , . y " el radio
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del que contiene a P, ./, o es el dngulo que forman las proyecciones de los
vectores V., . v Vi . sobre el plano XY con el semieje positivo X; z y 2’ las

cordenadas en el eje Z de cada punto.

Del pantégrafo bidimensional, podemos decir que la longitud del vector Vs ./

es k — veces la longitud del vector V., ., esto es

long(Vy y 2) = k(long(Vyy »))

para k > 0.

Sea 3 el angulo que forma el vector V, , . con la proyeccién de este en el plano
XY. La longitud del vector V,, o es r que es el radio del cilindro que contiene
a P,,. v la longitud del vector Vs, o es r’ que es el radio del cilindro que

contiene a P,/ ., esto es:

r=long(Vyy0)

" =1long(Vury o),

de otro lado se tiene que:

long(Vy40) = long(Vy,,, ») cos B

long(Vy 4y 0) = long(Vyr y .r) cos 3

€como,

long(Vy y 2) = k(long(Vyy »))
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entonces,

long(Vy o) = klong(Vy,, ») cos B

long(Var y.0) = klong(Vy 40)

de donde,

r'=kr (13)

Para la componente z y 2/,

z = long(Vyyo)sin 3

2 =long(Vy o) sin
remplazando, se obtiene:
2" = k(long(Vyy0))sin 8
de donde,
2 =kz (14)

Se sabe que cada componente cartesiana de P, , . se puede expresar en funcién

de sus coordenadas cilindricas de la siguiente manera,

T = rsin o
Y = T Cos
2=z
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y para el punto Py,

' =1r'sina

/ /

y =1 cosa
2=z

reemplazando las ecuaciones (13) y (14) en las anteriores expresiones, se obtiene

2 = krsina

y' = krcosa

7 =kz
de donde se puede concluir que,

¥ = kax

y' = ky

2 =kz

por lo tanto, Py .0 = Pry pykz = Sk(Pa:,y,z)-

Este resultado demuestra que para cualquier punto P, , . del espacio, el pantégrafo

disenado obtiene el punto Py, ./, en donde Py v = Sk(Pyy.2)-

Si el punto P, , . recorre la superficie de un objeto tridimensional O, entonces
el punto P,/ . reproduce la superficie de un objeto O’ que es semejante a O.

Esto es O' = Si(O), esto se muestra en la figura 8.2.

Con el pantégrafo de la figura 8.1 se reproducen objetos semejantes de mayor

tamano. Si se quiere obtener un objeto semejante de menor tamano, sencilla-
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Figura 8.2: Reproduccién de un objeto tridimensional

mente es recorre el objeto a reproducir con el punto P, .., y el objeto semejante

lo recorre el punto P, ,, .
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9 CONCLUSION

Después de realizar este trabajo puedo afirmar que para lograr un mejor Pais,
tenemos que comprometernos como docentes a imparitr conocimientos cuya
aplicacion practica beneficie el desarrollo tecnolégico. Mientras no se tengan
claros todos los conceptos geométricos del mundo que nos rodea, nos serd im-

posible construir aparatos que faciliten nuestra vida cotidiana.

De no revolucinar con el conocimiento el quehacer pedagdgico nos veremos
de por vida sumidos en el fondo oscuro del subdesarrollo. Me resta exten-
der la invitacion para que cada uno de los que actuamos en el escenario del
conocimiento, busquemos aplicarlo de manera practica y despertemos la cre-
atividad de nuestra sociedad con el tinico propésito de caminar juntos hacia un

futuro mejor.
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