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INTRODUCCION

El desarrollo de éste trabajo se realizé en la modalidad de seminario, adscrito
al Grupo de Investigacién “Algebra, Teoria de Numeros y Aplicaciones ERM”,
inscrito en la Vicerrectoria de Investigaciones de la Universidad del Cauca y
en COLCIENCTAS (Grupo “B-Promisorio”, Convocatoria 2000; “Reconocido”,
Convocatoria 2003; Categoria A, Convocatoria 2004). En este grupo se origing
un espacio para que estudiantes del Departamento de Mateméticas conocieran
temas sobre combinatoria que les permitiera generar ideas, las cuales fundamen-
taran trabajos de grado.

Asi, surgi6 el interés en el estudio del coloreado de grafos con respecto a
vértices y aristas analizando los problemas del niimero cromético y la Teoria de
Ramsey. Situaciones que involucran estos problemas surgen en las diferentes
ramas de la ciencia. Por ello es importante estudiar técnicas eficientes que
ayuden a encontrar solucién a estos problemas.

El contenido de este trabajo estd dividido en cuatro partes. La primera
constituida por fundamentos sobre grafos, que contiene definiciones y resultados
bésicos para el desarrollo del texto. En segundo lugar se presentan definiciones
y cotas para el problema del nimero cromético, éste capitulo se amplia en
los Apéndices A y B, que se refieren al Polinomio Cromdtico y al Teorema
de Los Cuatro Colores del cual se hace una presentacién informal e histérica.
Posteriormente, se dedica la tercera parte al Teorema de Ramsey y algunas
aplicaciones, para lo cual se presenta como predmbulo el Principio del Palomar.
Se termina con un capitulo sobre el cdlculo de algunas cotas y nimeros de
Ramsey, de lo cual se muestra una tabla actualizada en el Apéndice C.

Para la mejor comprension de las definiciones y resultados de este documento
se incluyen ejemplos e ilustraciones, también se amplian y reorganizan algunas
demostraciones, de las cuales se referencian entre corchetes aquellas que se ob-
tuvieron total o parcialmente de la bibliografia, y no se referencian aquellas que
se desarrollaron en este estudio.



1 FUNDAMENTOS SOBRE GRAFOS

La finalidad de este capitulo es presentar una base conceptual de la teoria de
grafos y algunos resultados necesarios para el desarrollo de este trabajo.

1.1 Conceptos y resultados basicos

Sea V un conjunto no vacfo y k un nimero natural, se denota mediante V¥ al
conjunto de todos los subconjuntos de V' con k elementos, es decir

VI .= {X CV :|X| =k}, donde |X]| es el cardinal del conjunto X.
Definicién 1.1.1. Un grafo simple (sobre V') es un par ordenado
G = (V,A) donde A C VI,

V se llama el conjunto de vértices de G y A el conjunto de aristas de G. |V]|
y |A| se llaman el orden y el tamafo del grafo G, respectivamente.

En este documento cuando se haga referencia a un grafo, este serd un grafo
simple.

Si a = {z,y} € A, los vértices z, y se llaman adyacentes o extremos de
la arista a. Sixz € V y para todo y € V, {x,y} ¢ A, entonces x es un vértice
aislado.

Si |V es finito, también lo es |A] y el grafo G = (V, A) se dice finito. El
tamafio de un grafo finito G es al menos 0 y a lo sumo (“2/‘). Si |V es infinito
y |A| es infinito el grafo G = (V, A) se dice infinito.

A menos que se diga lo contrario, los grafos que se estudian en este docu-
mento serdn finitos.

Cuando sea necesario se notard un grafo G = (V, A) mediante G = (Vg, Ag),
para hacer énfasis en que los conjuntos Vg v Ag, son los conjuntos de vértices
y aristas respectivamente del grafo G.

Generalmente un grafo se representa gréficamente en forma tal que cada
vértice queda representado por un punto en el plano y cada arista por una

curva de Jordan que une los representantes de sus extremos, es decir una curva
continua entre los extremos que no se cruza a si misma, ver siguiente figura.

Figura 1.1. Grafos G, con |V| =10y |A] =20

10



Definicién 1.1.2. Sean G = (V, A) un grafo y = € V; mediante Ng(z) se
denota el conjunto de vértices adyacentes a z (vecindad de z) y su cardinal es
el grado del vértice z en el grafo G, denotado gr(x); es decir:

Ng(z) = {yeV:{z,y}ec A}
gr(r) = |Ng(v)|

El maximo grado de G (segtn vértices) se denota mediante A(G), y el minimo
grado mediante 6(G); es decir:

A(G) =max{gr(v) :veVg} v 6(G) =min{gr(v):veVag}.

Si §(G) = A(G) = k, entonces el grafo se llama k-regular. Ver siguiente figura.

P o

K es 5-regular G es 3-regular
Figura 1.2

Lema 1.1.3. En todo grafo G = (V, A) se cumple la siguiente igualdad:
2|41 =) gr(v).
veVa

Demostracion [12]: El resultado es inmediato, ya que cuando se suman los
grados de los vértices de un grafo, cada arista a de G se cuenta dos veces, porque
a tiene dos vértices como extremos. [

Corolario 1.1.4. Todo grafo G = (V, A) tiene un nimero par de vértices
con grado impar.
Demostracién: Por el Lema 1.1.3 se tiene que:

214l = > gr(v).

vEVG
Si se consideran los conjuntos
Vi={u € Vg :gr(u)esimpar} y Vo = {w € Vi : gr(w) es par},
entonces

dYogr) =Y gr(w+ Y gr(w) =24 (L.1)

veVa ueVy we Vo

11



Ya que la suma de nimeros pares es par, entonces » . gr(w) es par. Para que la
weVa
igualdad (1.1) se cumpla, la suma Y gr(u) debe ser par y como gr(u) = m,+1,
ueVy
donde m, es un nimero natural par, entonces

Sorw) = Sm+1)

ueVy ueVy

Vil + Zmu-

ueVy

Asi |V1| es par y por lo tanto hay un nimero par de vértices de grado impar. O

La demostracién del teorema que se enuncia a continuacién, utiliza el Prin-
cipio del Palomar en su versién mas simple: Si se tienen k + 1 objetos que
estan contenidos en k cajas, entonces hay al menos una caja con al menos 2
objetos. Este principio se estudiard en el capitulo 3.

Teorema 1.1.5. En cualquier grafo G = (V, A), existe por lo menos un
par de vértices que tienen el mismo grado.

Demostracion [6]: Si G tiene p vértices, entonces cada vértice tiene grado
igual a uno de los nimeros 0, 1, ...,p—1. Sin embargo, es imposible para G tener
un vértice de grado 0 y un vértice de grado p — 1. Por lo tanto la lista de los
grados de los p vértices de G contiene a lo sumo p — 1 nimeros diferentes. Por
el Principio del Palomar, por lo menos dos vértices tienen el mismo grado. [

Definicién 1.1.6. En un grafo G, el segundo grado de un vértice v
denotado grs(v), es la suma de los grados de los vértices adyacentes a v. Es

decir:
)= Y gr(w).

wENg(v)

Lema 1.1.7. En todo grafo G = (V, A) se cumple la siguiente igualdad:
S gra(0) = 3 (gr(o))
veVa veVg
Demostracion: Sea |[V| = n y si se supone que V = {v1,vs,...,v,}, entonces
por la Definicién 1.1.6 para cada 7 = 1,...,n se tiene que:
gra(v) = Y gr(vy).
v; ENg(vi)

Luego,



y si v es adyacente a m,, vértices de G, entonces gr(v) debe estar m, veces en
la suma del término derecho de la igualdad anterior, pero m,, = gr(v) por tanto
m, - gr(v) = (gr(v)).

Esto se puede hacer con cada uno de los vértices obteniendo:

n

Z!]W(w) => (gr(v:))*. O

i=1

Definicién 1.1.8. Sean G = (Vg,Aqg), H = (Vy,Ag) dos grafos, H es
subgrafo de G si Vg C Vo v Ay C Ag, donde cada arista en Ay tiene sus
extremos en Vy. Si H es subgrafo de G, se escribe H C G y se dice que G
contiene a H. Si H es subgrafo de Gy H # G, H se llama subgrafo propio
de G y se denota H C G. Ver siguiente figura.

¥

Hy H; H,
Figura 1.3. Subgrafos propios Hy, Hy, H3 del grafo G

El siguiente resultado responde a la pregunta: ;cuél es el nimero minimo de
aristas en el grafo G para que contenga un tridngulo (grafo completo de orden
3), es decir que contenga un grafo con tres vértices y las aristas que unen estos
vértices?

Lema 1.1.9. Si G = (V, A) es un grafo, con |[V|=n,n >3y |A| > V{J,
entonces el grafo G contiene un tridngulo.

Demostracion [6]: Si G = (V, A) no contiene un tridngulo, para {z,y} € A
se tiene que:

N¢g(z) N Ne(y) = 9,

luego
gr(z) + gr(y) = [N ()| + [Na(y)| < n,

porque si no fuera asi, existirfa un vértice v € Ng(z) N Ng(y), entonces para
toda arista {z,y} € A se cumple

gr(z) +gr(y) < n.

13



Sumando este resultado para cada arista de G se tiene:

> gr(@) +gr(y) <nlAl,
{z,y}€A

en esta desigualdad la sumatoria esta formada por los grados de los vértices de
G, tal que para todo v € V, gr(v) aparece gr(v) veces en la suma, por tanto:

> gr@) +gr(y) = (gr(v))* <nlAl.

{z,y}€A veV

Por el Lema 1.1.3 se tiene,

lzgr(v)] =44

veV

Por la desigualdad de Cauchy Schwartz,

veV veV veV veV

De las desigualdades (1.3) y (1.4) se deduce que:
4|AP* <nYy (gr(v)),
veV
y utilizando (1.2) resulta
4|AF <ny (gr(v))? < n?|A].
veV
Por tanto,
2

n
Al < —.
1<

2

En conclusién |A4| > Vj

lzgr(v)-ll < D (gr()? Y 1=n) (gr(v)*.

J para que el grafo G contenga un tridangulo. [J

(1.2)

1.2 Algunas clases de grafos y operaciones entre grafos

A continuacién se presenta un listado de grafos que se utilizan en el desarrollo

de este trabajo. Ver Figuras 1.5 y 1.6.

1.2.1 Grafos especiales

Sea G = (V, A) un grafo.

i) Si A = @, el grafo G se llama grafo nulo (sobre V) y se denota como

G= (Vo).

14



ii) Si A=V es decir |A] = (“z/l) el grafo G se llama grafo completo sobre
V' y se denota Ky = (V, V). K, denota el grafo completo sobre n
vértices. Todo grafo completo con n vértices es (n — 1)-regular.

iii) El grafo complemento del grafo G (respecto de adyacencia) es el grafo
G = (V,A) donde 4 = V12 \ A. El complemento de un grafo completo
K, es el grafo nulo sobre Vg, , K,, = (Vg, , D).

iv) SeaV=ViUVs,donde ViNVo = y |Vi| =s, |Vo| =r. Si
{x,y}EA:>1'€V1, yGVQ,

el grafo G recibe el nombre de grafo bipartito (sobre V) y se denota
B; . G se dice grafo bipartito completo cuando

{r,yle A<=z eVi,ye W

en tal caso G se denota mediante K ,.

v) Sea V=V, UVLU..UV, donde |Vi| = ny, |Va| = na, .o, [V&| = ng ¥
ViNV; = &, para todo par ¢,j con ¢ # j. Si

{z,yy e A= (Fi,j:i#j)xeVi,yeVj),

el grafo G recibe el nombre de k-partito (sobre V') y se denota mediante
By ns,...ni- G se dice k-partito completo cuando

{ry}e A= (Fi,j:i#j)xeV,yel)),

en tal caso, G se denota mediante Ky, n,... n,-

Definicién 1.2.1.1. Un camino en un grafo G = (V, A), es una secuencia
de vértices (no necesariamente distintos) del grafo G,

V1, V2, U3, “‘7vt7vt+1

de tal forma que a; = {v;,v;11} es arista de G, para todo i, con 1 <4 <t Un
camino en G se denota W¢ y se representa mediante Wg = (v1,v2, ..., V411),
ademds se dice que W es un camino con extremos vy y vy+1. El nimero de
aristas contenidas en el camino es la longitud del camino y se denota {(W¢).

Si v;,v; € V, entonces la distancia de v; a v;, denotada d(v;, v;), se define
como:

d(v;,v;) == min {I{(Wg) : Wg es un camino en G con extremos v; y v;}

Definicién 1.2.1.2. Sea G = (V, A) un grafo. Un camino de la forma
We = (v1,v2,...,u11) se llama una trayectoria de longitud I, si todos los

15



vértices v;, para 1 < ¢ < [41 son distintos, excepto posiblemente v; y v;11. Una
trayectoria de G se denota T y se representa mediante T = (v1,v2, ..., U41).
Cuando v1 = vi41 y I > 3 a la trayectoria se le llama: trayectoria cerrada
de longitud I.

En el grafo de la Figura 1.4, hay un camino Wg = (v1,v2,v3, V4, U1, U5, Vg)
de [(Wg) = 6 y una trayectoria Tg = (v1,vs, Ug)-

i
Y s

'U4 'Uﬁ

Uz g

Ua Uy

Figura 1.4

vi) El grafo C; = (V, A) formado por los vértices y las aristas de una trayec-
toria cerrada T = (v1,v2,...,v14+1), se llama ciclo de longitud [. Los
ciclos de longitud ! corresponden a los poligonos de I lados (I-4gonos).

vii) Un grafo G, se llama conexo si cualquier par de vértices estdn unidos por
una trayectoria. Un subgrafo conexo maximal de G es un subgrafo
conexo con el mayor nimero de vértices posible y se llama una compo-
nente conexa de G.

viii) Siun grafo T' = (Vir, A7) es conexo y no contiene ciclos, entonces se llama
un drbol. Un grafo (conexo o no) sin ciclos se llama un bosque. Cada
componente conexa de un bosque es un drbol.

Figura 1.5. Algunos grafos especiales.

. »
»
Grafos Nulos . . . .
Gy a, <) P
Grafos
Completos 1 i \
¥
K K, S Ky “ X
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Un grafo G y su complemento Q %
G G

A AH

Grafos K1, 1 1,2 1,3 2,2
Bipartitos
Completos M % ﬁ
Ky s LEW
Grafos
3-partitos
Completos
K K1 Kis
Ciclos A / Y m
Cq c, Cs
]
Az‘
Grafo Grafo con dos
componentes £ z
Conexo /]\.:
conexas
Arboles + [ A N A\ M
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1.2.2 Operaciones con grafos

Sean G = (Vg,Ag) y H = (Vy, Ay) dos grafos tales que Vg N Vy = @. Las
siguientes son algunas operaciones que se pueden realizar con Gy H.

i) El grafo suma de G y H es el grafo G+ H = (V;, A} ) donde

Vi=VeUVyg vy Ay = AcgUApg.

ii) El grafo unién de G y H es el grafo GU H = (V{,, Ay) donde

W=VeUVy vy Au=AgUAgU{{z,y}:2€ Vg, yeVy }

iii) El grafo producto cartesiano de G y H es el grafo G x H = (Vy, Ax)
donde Vi = Vg x Vg, vy Ay es el conjunto de todas las aristas de la forma

{(u,v), (u/,v")} tales que:

(u=v e€Vgy {v,v'}€Ag)o(v=2" € Vyy {uu'} e Ag)

l Vg Uy U3
CH]
G+H G UH Vi GxH

v vg Va

Figura 1.6

1.2.3 Resultados obtenidos de las operaciones con grafos

i) Sea G = (V, A) un grafo con componentes conexas G1, Ga, ..., G, entonces

G=G1+Gy+..+Gy.

ii) El complemento de K, es el grafo K, + K.
iii) El complemento de K, ny.... ne€8 Kny + Kpy + ... + Ko, -

18



2 PROBLEMA DEL NUMERO CROMATICO

Si se tiene un grupo de personas que se han inscrito en los diferentes cursos
de un congreso, el problema de organizar el horario de tal forma que ninguna
persona deje de asistir a alguno de los cursos se puede mirar en términos de
grafos.

Sea G = (Vg, Ag) el grafo, donde el conjunto de vértices representa los cursos
y una arista indica que al menos una persona esta inscrita en los dos cursos que
relaciona la arista. La solucién al problema es equivalente a encontrar el valor
minimo de k para el cual el conjunto de vértices Viz puede ser particionado en k
clases, V1, Va, ..., Vi, tal que ninguna arista una dos vértices de la misma clase.

De manera similar el problema de colorear un mapa con un minimo de colores
de tal forma que regiones vecinas tengan distinto color, se representa de igual
manera que el anterior. Las regiones conforman el conjunto de vértices y una
arista es la relacién de vecindad entre regiones. De este problema surgié el
famoso Teorema de los Cuatro Colores probado en 1976 por K. Appel y W.
Haken. En términos de mapas este teorema afirma que todo mapa plano puede
ser coloreado con a lo sumo cuatro colores de tal forma que ningin par de
territorios fronterizos tengan el mismo color. (Ver apéndice B).

En la solucién de este tipo de problemas interviene el estudio del nimero
cromatico de un grafo, para el cual en este capitulo se presentan algunas cotas.

2.1 Coloreado de los vértices de un grafo

La idea de “pintar mapas”, sin que regiones vecinas estén pintadas del mismo
color, conlleva a las nociones de “coloracién de vértices de un grafo y nimero
cromético”.

.Cuaél es el menor valor de k tal que al formar una particion {Vy, Vs, ..., Vi }
de Vg, ninguna arista una dos vértices de la misma clase?, es decir: ;cudl es el
menor valor de k tal que si {z,y} € Ag, entonces z € V;, y € V; para ¢ # j7.
Este minimo recibe el nombre de nimero cromético del grafo G y se denota por

X(G).

Definicién 2.1.1. Un etiquetado de un grafo G = (V, A) con |V| =n, es
una funcién biyectiva:
¢:V —{1,..,n}.

Un grafo etiquetado es un par (G, ¢), donde G es un grafo y ¢ es un etiquetado
de G, tal que, siv € V 'y ¢(v) =i, v se nombra v;, para 1 <1 < n, asi se genera
un orden para los vértices de G, esto es V = {vy, v, ...,v,}. Para un ejemplo
de grafo etiquetado, ver siguiente figura:
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Figura 2.1.

Definicién 2.1.2.  Sea G = (V, A) un grafo. Un subconjunto U de
vértices en V se llama independiente en G si ningin par de vertices en U son
adyacentes. El nimero de independencia de G se define como:

a(G) :=mda{|U| : U es independiente en G}.

Ademss, se dice que U es independiente a v, para algin v € V, cuando ninguno
de los vértices de U es adyacente a v.

Definicién 2.1.3. Sea G = (Vg, Ag) un grafo, una k-coloracién propia
de G es una funcién C : Vg — S, donde S es un conjunto con k elementos,
tal que C71(i) es un conjunto independiente para todo 1 < i < k (es decir
C(z) # C(y) para todo {z,y} € Ag). Es claro que el conjunto S puede ser
cualquier conjunto con k elementos, por ejemplo S = {1,...,k}. Se dice que el
grafo G es k-coloreable si admite una k-coloracién propia C. Los valores que
toma C son llamados colores y los vértices que pertenecen a C~1(i) para cada
1 < ¢ < k son del mismo color y forman una clase cromética que genera una
particién de Vg, teniendo asi una coloracién de los vértices del grafo G.

El niimero croméatico de G se define como:
X(G) := min {k € N : existe una k-coloracién propia de G} .
Si x(G) = k se dice que G es k-cromdtico y una k-coloracién propia de G

se llama una coloracién 6ptima de GG. Por ejemplo en el grafo G de la
siguiente figura:
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Figura 2.2. Una 4-coloracién propia de G

1,2,3 y 4 son llamados colores. Las clases cromaticas del grafo
G de la Figura 2.2 son: Vi = {vy,v3},Va = {vs}, V5 = {va,v5} ¥
Vi = {ws2}, por tanto Vg = V3 U Vo U Va3 U Vy.

Lema 2.1.4. Un grafo G = (V, A) es k-coloreable si y sdlo si es k-partito.

Demostracion: Si G es k-coloreable, V =V, U...UVy, con V; NV, = & para
todo i # j, donde los V;, 1 < i < k, son las clases cromdticas generadas por la
k-coloracién propia de G. Por lo tanto, si {z,y} € A, entonces existen ¢, j con
i # j, tales que z € V;, y € V. Asi, G es k-partito.

Si G es k-partito, entonces V' = V; UVo U ... UV}, donde V; NV; = @ para
todo ¢ # j, v si {z,y} € A, entonces existen i, j con i # j, tales que z € Vj,
yeVj.

Ahora, sea C : Vg — {1, ..., k} la funcién tal que C(x) = i para todo x € V;;
1 <4 <k, ésta funcién es una k-coloracién propia de G, ya que C(z) # C(y) si
{z,y} € A. Por tanto G es k-coloreable. [

Definicién 2.1.5. Sea (G, ¢) un grafo etiquetado. Se dice que (G, ¢) es
k-coloreable en forma tnica si x(G) = k y cualquier k-coloracién propia de
( induce la misma particién cromatica.

Por ejemplo el grafo de la Figura 2.3 se puede colorear con tres colores
de varias maneras induciendo la misma particién cromética {vi,v4}, {ve,v2},
{vs,v3}. Es decir, al intentar colorear este grafo de otra manera con tres colores
siempre se obtiene la misma particién.

U

U6 U4

Us V2

Figura 2.3.
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Lema 2.1.6. Sea G = (V, A) un grafo k-coloreable en forma tnica con
clases cromdticas Vi,Vao, ... Vi. Sixz € V;, 1 <i <k, entonces existe al menos
un y € Vj, para todo j # i, tal que {z,y} € A.

Demostracion [11]: Sea G = (V, A) grafo k-coloreable en forma tnica con
clases crométicas V1, Vs, ..., Vi, y sea x € V; tal que no existe y € V; para el cual
{z,y} € A, asi = puede ser recoloreado con el color de la clase V}, entonces se
genera otra particién cromadtica de G, lo cual contradice el hecho que el grafo G
es k-coloreable en forma tnica. O

Corolario 2.1.7. Sea G = (V, A) un grafo k-coloreable en forma inica,
entonces gr(x) >k — 1, para todo x € V.

Demostracion [11]:  Por el lema anterior si € V; existe al menos una arista
{z,y} € A con y € V;, para todo j # i, asi x es adyacente al menos a k — 1
vértices de G. O

Proposicién 2.1.8. Un ciclo C,, = (V, A) es 2-coloreable si y sélo si n es
par.

Demostracion: Si C,, es 2-coloreable, entonces V = PUQ, donde PNQ = &;
P es el conjunto de los v; € V tales que C(v;) =1y @ es el conjunto de los v;
€ V tales que C(vj) = 2. Siv; € P, entonces vy y v, € @, ya que {v1,v2},
{vn,v1} € A, ademds vz € P, ya que {vo,v3} € A, al continuar éste proceso se
obtiene que en () estdn los v; donde j es par y como v, € @, n es par.

Si C), es un ciclo par n = 2t, t > 1, se debe demostrar que C,, es 2-coloreable;
se define la funcién C : V.— S, C(v;) = 1 si i es impar y C(v;) = 2 si i es
par, esta es una funcién de coloracién ya que para cada arista {v;,v;r1} € A,
C(v;) # C(viy1). Por lo tanto C,, es 2-coloreable. [

Proposicién 2.1.9. Si n es impar, entonces C,, es 3-coloreable y por lo
tanto 3-cromdtico.

Demostracion: Sea T = (vy,va, 3, ..., Un, Unt1) la trayectoria cerrada que
forma el ciclo C,, = (V¢,, Ac,) de longitud n, donde n es impar, y sea f la
siguiente funcion:

f : VCT,, - {Oa 1a2}
v; — f(v;) =i (mdd 3).

Esta funcién es una 3-coloracién propia de C,,, ya que f(v;) # f(vi+1), para
toda arista
a; = {’UZ',’Ui+1} S AC”, 1< <n.

En efecto al suponer que f(v;) = f(v;+1) para algtn ¢, se tiene que
i =1+ 1(mdd 3),

y por tanto 1 = 0(mdd 3), lo cual no es posible.
Por lo tanto C,, es 3-coloreable. Ademss, como C}, no es 2-coloreable por
ser n impar se tiene que C,, es 3-cromdtico. [
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Dado que un grafo G = (V, A) es 2-coloreable si y sélo si es bipartito, una
manera simple de decidir si un grafo es 2-coloreable es escoger un vértice v;, y
dividir los vértices restantes en dos grupos: aquellos a distancia par de v;, y
aquellos a distancia impar. El grafo es bipartito y por ende 2-coloreable si y
s6lo si estos dos conjuntos de vértices forman una particién del conjunto V' con
conjuntos independientes. Es decir, los vértices del conjunto a distancia par no
son adyacentes entre si y los vértices del conjunto a distancia impar tampoco
son adyacentes entre si. Por ejemplo en el grafo G de la Figura 2.4 los
conjuntos de vértices que estan a distancia par o impar de v7 son respectivamente
I = {vsv2,v4, 01}, P = {vg,v3,v7}. Asi, el grafo G no es 2-coloreable, ya
que los conjuntos P, no forman una particién del conjunto V' con conjuntos
independientes, porque vs v v4 son adyacentes.

@ Us

Uy vz

Yy

Figura 2.4.

El proceso de calcular la distancia de cada vértice a v; puede hacerse de
forma eficiente, por ejemplo, el algoritmo de Dijkstra [14] resuelve el problema
del camino mds corto entre dos vértices.

No se ha encontrado una manera eficiente de decidir si un grafo es k-
coloreable con k > 3.

De la seccién anterior y de las definiciones del Capitulo 1, se obtienen los
siguientes resultados sobre ntimeros crométicos para grafos especiales.

i) Sean G y H dos grafos. Si H C G, entonces x(H) < x(G).

ii) Si G = (V,9) es un grafo nulo, entonces x(G) = 1.
X(K,) =n.

X

111

v Cp) =2, sin espary x(C,) =3, si n es impar.

>

Kg,.) =2
vi =2

Bs r)

s

>

(
(
(
vit) X(Kn,,. ) = k-
X(Bu,,...ny) < k.

Sea G un grafo. Si G es un drbol, entonces x(G) = 2.

viii

1X

)
)
)
)
v)
)
)
)
)
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2.2 Numeros cromaticos de la suma, unién y producto de
dos grafos

Proposicién 2.2.1. Si G = (Vg,Ag) y H = (Viu, Ag) dos grafos, tales que
Vo NV = @, entonces

xX(G + H) = maz{x(G),x(H)}

Demostracion: Sean x(G) =ty x(H) = q, t > ¢q. Existen funciones de
coloracién Cq, Co,

Cl : VG - {1727 7t} y CQ : VH - {1a2,~”vq}7

tales que C1(z) # C1(y), para todo {z,y} € Ag y Ca(v) # Co(w), para todo
{v,w} € Ap, la funcién

C: V+ — {1,27...775}7
definida por:
Clx)=Ci(x),YVex e Vg y C(v) =Co(v),Yv € Vyy,

es tal que
C(S) 7£ C(Z)7 V{S,Z} € A-‘m

vaquesi{s,z} € Ag, C1(s) # C1(z), similarmente si {s, z} € Ap, Ca(s) # Ca(2).
Por tanto el grafo G + H es t-coloreable, pero no es (¢ — 1)-coloreable, porque
contiene un subgrafo t-coloreable que es el grafo G.

Se concluye que x(G + H) = mdz {x(G),x(H)}. O

Proposicién 2.2.2. Si G = (Vg,Ag) y H = (Vy,An) son dos grafos,
tales que Vo N'Vyg = &, entonces

X(GUH) = x(G) + x(H).

Demostracion: Sea x(G) =ty x(H) = q. Existen funciones de coloracién
Cla CQa

C1: Vo —{1,2,..,t} y Co: Vg —{t+1,t+2,...,t+q}

tales que C1(z) # C1(y), para todo {z,y} € Ag y C2(v) # Ca(w) y para todo
{v,w} € Ay. La funcién:

C:Vy—{1,2,....,t},
definida por
C(z) =Ci(z),Vz €V y C(v) =Ca(v), Vv € Vi,
es tal que;

C(s) #C(2),V{s,z} € Ay,
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vaquesi{s,z} € Ag, C1(s) # C1(z), similarmente si {s, z} € Ag, Ca(s) # Ca(2).
Si{s,z} € A_ tal que s € Vg y z € Vg, también se tiene que C(s) # C(z),
debido a que
C(s)e{1,2,..,t} v Clz)e{t+1,t+2,....t+q}.

Por lo tanto el grafo GU H es (t+ g)-coloreable, pero no es (t+ g — 1)-coloreable,
porque de ocurrir esto, existe v € Vg tal que C(v) = C(x), para algin = € Vg,
lo cual no puede suceder ya que {x,v} € Ay. Por lo tanto

xX(GUH) =x(G)+x(H). O

Proposicién 2.2.3. Si G = (V, A) es un grafo con componentes coneras
G1,Go,...,Gy, entonces

X(G) = 1glft§k{x(0i)}-

Demostracién: La proposicién se cumple para grafos con una componente
conexa.

Como hipétesis de induccion, se supone que el resultado es verdadero para
todo grafo que tiene k — 1 componentes conexas. Se probard que la proposicién
se cumple si G tiene k componentes conexas G, Ga, ..., G, es decir:

G=G1+Gs+..+Gy.

Ahora, sea H =G1+Ga+ ...+ G_1. Asi G = H + G}, y por la Proposicién
2.2.1,

X(G) = maz {x(H),x(Gr)},

como H tiene k — 1 componentes conexas, por hipdtesis de induccién

X(H) = maz  {x(Gi)},

entonces

X(G) = maz {x(Gi)}. O

1< i <k

Proposicién 2.2.4. Si G = (Vg,Ag) y H = (Vu,An) son dos grafos,
tales que Vo N'Vyg = @, entonces

X(G x H) = maz {x(G), x(H)}

Demostracion: Sean x(G) =t y x(H) = ¢, sin perdida de generadidad
supongase que ¢t > q. Existen funciones de coloracion g,h,

g: Vo —{1,2,..,t} v h:Vg—{1,2,...,q},
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tales que g(u) # gu),¥ {ue} € A v h(v) £ h(w'),¥ {v.v'} € Ag, La
funcion:
f : VGXH — {1,2,...,t},

definida por
fu,v) = g(u) + h(v) (mod t),¥ (u,v) € Voxm ,

es tal que;
flu,v) # f(u',0"),V{(u,v), (W, v")} € Agxn,

va que si {(u,v), (v/,v")} € Agxmg ,conu=u" y {v,0'} € Ay entonces

f(u,v) = g(u) + h(v) (mod t) y f(u',v')=g(w)+h(v) (mod t)

Luego

flu,0) = f(u',0') = g(u) + h(v) — g(u) = h(v) (mod t)
h(v) — h(v") (mod t)

como h(v), h(v") son ambos menores o iguales que t y h(v) # h(v’), entonces
f(u,v) # f(u',v"), y por tanto el grafo producto G x H es t-coloreable pero no
(t—1)-coloreable, porque G C Gx H y x(G) = t, por lo tanto x(GxH) =t O

2.3 Cotas inferiores para y(G)

Definicién 2.3.1. Dado un grafo G = (Vg, Ag), el nimero de clique de
G, se denota por w(G) y es el orden del subgrafo completo (clique) con mayor
numero de vértices de G.

Asi w(G) = m siy sélo si G contiene un K,,, més no contiene un K,, ;. Es
claro que:

i) w(G) > 2siysélosi Ag # .
ii) Si H C G, entonces w(H) < w(G).

Teorema 2.3.2. Para todo grafo G = (Vg, Ag), se tiene que:
i) x(G) > w(G),

6@ =

Demostracion [11]:  La primera parte se prueba por contradiccion. No es
posible que x(G) < w(G), ya que el subgrafo completo de G con w(G) vértices
necesita colores distintos para cada uno de sus vértices.
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Para la segunda parte, sea x(G) = k, entonces existe una particién cromdtica
de G con clases cromadticas Vi, Vs, ..., Vi, cada una de ellas independientes en G
y por tanto, con a lo sumo «(G) vértices. Esto es |V;| < a(G) para 1 <i < k.
Luego,

de donde,

k
debido a que Y |V;| = |Vg|. Y como x(G) = k, entonces
i=1

En las dos cotas mencionadas anteriormente la igualdad se da para grafos com-

pletos. Es posible encontrar grafos en que ambas cotas son estrictas, por ejem-

plo el grafo G de la siguiente figura, donde w (G) = |‘a/((g))‘ =2y x(G)=3.

G

Figura 2.5.

2.4 Cotas superiores para y(G)

La mayorfa de las cotas superiores para x(G) surgen de algoritmos que producen
coloraciones. La mds simple se presenta en el siguiente lema.

Lema 2.4.1. Si G = (V,A) es un grafo, entonces x(G) < |V|.
Demostracion [11]: Al utilizar un color distinto para cada vértice de G, se
tiene una coloracién propia de G, por lo cual x(G) < |[V|. O

Definicién 2.4.2. Sea un grafo G = (Vg, Ag). Siv € Vg se define el grafo
G — v, como: G—v= (V' A") donde

V =Vo—{v} y A'=Ag—{{v,z}:z€ No()}.

G — v se llama el grafo que surge de eliminar el vértice v del grafo G.
Si S C Vi. Se define el grafo G — S, como: G — S = (V"”,A”) donde

V'=Veg—-S y A"=Ag - {{v,z} : 2 € Ng(v), v e S}.
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G — S se llama el grafo que surge de eliminar un subconjunto S de vértices
del grafo G.

Lema 2.4.3. Sea un grafo G = (V, A), si U es un conjunto independiente
en G con |U| = a(Q), entonces, se cumple que:

X(G) =1 =x(G-U).

Demostracion: Sea x(G) = k y Vi, Va, ..., Vi una particién de V' generada
por una k-coloracién de G, donde U = Vj, esto es posible, ya que los conjuntos
Vi, i+ <1 < k son conjuntos independientes.

Ahora se analiza V — U,

V-U=V,UVaU..UVi_1,

asi V. — U es (k — 1)-coloreable, pero no es (k — 2)-coloreable, porque si esto
ocurriera existirfa un ¢, con 1 < ¢ < k — 1 tal que cada v € V;, se puede
reubicar en un Vj, j # ¢ para 1 < j < k—1. Pero esto implicarfa que G es
(x(G) — 1)-coloreable, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,

x(G-U)=k-1
Ast, x(G) —1=x(G-U). O
Teorema 2.4.4. Para cualquier grafo G = (V, A) se cumple:
X(G) < V| =a(G) + 1.

Demostracion [11]:  Sea U un conjunto independiente en el grafo G con
|U| = a(G), el grafo G — U tiene |V| — a(G) vértices. Por el Lema 2.4.1
X(G—=U) <|V|—«a(G) y por el teorema anterior x(G —U) = x(G) — 1. Luego,
X(G) =1 < |V] — a(G). Por tanto, x(G) < |V|—a(G)+1. O

2.5 Algoritmo voraz o codicioso (greedy)

Sea (G, ¢) un grafo etiquetado, donde G = (V, A) y V = {v1,v2,...,v,} en este
orden. Y sea S ={1,2,...,n} un conjunto de colores.
Se define la siguiente funcién de coloracion:

cC : V—85,
C(’U1> = 1,
C(v2) = min (S —{C(v;):v; € Ng(va), i <2}),
C(vg) = min (S —{C(v;):v; € Ng(uvp), i < k}),
C(v,) = min (S —{C(v;):v; € Ng(vyn), i <n}).
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Es decir, una vez coloreados los k — 1 primeros vértices, del conjunto de
colores se eliminan aquellos colores usados en los vecinos de v, que ya hayan
sido coloreados. De los colores que quedan se le asigna a v el minimo color
disponible.

La efectividad del algoritmo depende esencialmente del etiquetamiento ini-
cial del grafo. Por ejemplo, el siguiente etiquetamiento de los vértices de B,, »,
hace que el algoritmo voraz utilice n colores.

Mientras que el siguiente, hace que el algoritmo voraz utilice 2 colores, que
es su nimero cromético.

Definicién 2.5.1. Seaun grafo G = (V, Ag). Un subgrafo inducido por
V! C Vi eselsubgrafo I = (V7, Ar)donde V; =V'y Ay = {{x,y} € Ag N VI[Z]} )
Se denota I = (Vi) , para enfatizar que I es un subgrafo inducido de G.

Nota: Si G = (V,A) es un grafo y v € V, entonces G — v es un grafo
inducido de G.

Teorema 2.5.2. Sea G = (V, A) un grafo, entonces
0(G) <mazx (6(I)) y max (A()) < A(G),
donde I recorre el conjunto de todos los subgrafos inducidos de G.
Demostracion: Sea v € V| tal que gr(v) = 0(G), luego para el grafo G — v
se tiene que §(G —v) > §(G). Por lo tanto,

0(G) < max (6(1)).
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Sea w € V, tal que gr(w) = A(G), luego para el grafo G — w se tiene que
A(G —w) < A(G). Por lo tanto,

maz (A1) < A(G). O

Teorema 2.5.3. Sea G = (V, A) un grafo, entonces
x(G) < A(G) + 1.

Demostracion: En el algoritmo voraz, el subgrafo inducido por Ng(v), donde
v € V| utiliza a lo sumo gr(v) colores, ya que, por el Lema 2.4.1.

X((Na(v))g) < [Ng ()| = gr(v).

Luego, al menos uno de los colores 1,2, ..., gr(v) + 1 debe estar sin usar y éste
serd el color asignado a v.
Como gr(v) < A(G) para todo v € V, entonces x(G) < A(G)+1. O

La cota anterior es éptima para grafos completos y ciclos impares.

A continuacién se presentan algunas cotas que mejoran la cota anterior para

X(G).

2.6 Una cota de x(G) derivada de grafos inducidos

Proposicion 2.6.1. Sea G = (Vig, Ag), un grafo con x(G) =n y sea (U), € T,
donde

T={(I)g:x(D)e) =n} vy U] =min{lVal : Re T}.
Si v € U, entonces
x((U—={v}))=n—-1y gr(v)zn-1

Demostracion [11]:  Por hipétesis

x((U)g) = n- (2.1)
Siv € U, entonces el subgrafo (U —{v}) es un subgrafo inducido en (U)¢, luego
x((U = {v})) <n. (2.2)

Ahora, se mostrard que x((U — {v})) =n — 1. Al suponer que
x((U—{v})) <n—1, (2.3)

por la Proposicién 2.2.2 para el grafo (U — {v}) U K, donde K; = ({v},9)
se tiene que,
X((U = {v}) UKy) = x((U —{v})) + 1.
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Como (U), C (U — {v}) U K, entonces

(D)) < x((U = {v})) + 1.

Como por (2.3) se tiene que x((U—{v})) < n—1, x({U)g) < ny esto contradice
(2.1). Por la desigualdad (2.2) se puede concluir que

x((U—A{v})) =n—1. (2.4)

Ahora, para mostrar que gr(v) > n — 1 para todo v € U, se supone que
gr(v) < n—1 para algin vértice v en U. Luego, para algin enterom < n—1, m
vértices en U—{v} son adyacentes av en (U)g. Y por (2.4), x(U—{v})) = n—1,
entonces (U — {v}) tiene minimo n — 1 vértices, y como gr(v) < n — 1 existe
u € U — {v} tal que u ¢ Nyy(v) para el cual puede ocurrir una de las dos
situaciones: w es adyacente a todos los vértices en U — {v} o para algin vértice
en U — {v}, u es adyacente a dicho vértice.

En cualquier caso, se puede asignar al vértice v el mismo color que a u. Por
lo tanto, (U)g puede colorearse con n — 1 colores y esto contradice la ecuacién
(2.1). AsiparatodoveU; gr(v) >n—1. O

Proposicién 2.6.2. Para todo grafo G = (V, A), se cumple:
X(G) <mdz (6((T)g)) + 1.
Demostracion: Sean x(G) =ny (U), € T, donde
T={I)g:x(I)g) =n} vy |Ul=min{|Ve|:ReT}.
Si v € U, entonces por el teorema anterior
Xx(U—{v}))=n—-1y gr(v)2n—-1
Por lo tanto 6({(U)g) > n — 1 y por lo cual se tiene que,
x(G) <5((U)e) + 1.

Como

por el Teorema 2.5.2, y
maz (5((1) gy ) < méz (5({1))).

ya que los grafos inducidos sobre (U)g también son inducidos sobre G, por lo
tanto

V(@) <miz (5((1)e) +1. O

El teorema anterior se ilustra en la siguiente figura, en la cual se identifican
los subgrafos inducidos del grafo G y maz (({I).)) = 2, por tanto x(G) < 3
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Figura 2.6. Subgrafos inducidos de G

Corolario 2.6.3. Para cualquier grafo G = (V, A), se tiene:
X(G) < A(G) + 1.

Demostracion: Anteriormente se hizo la demostracién de esta cota mediante
el algoritmo voraz, pero también se puede probar utilizando el teorema anterior,
observando que:

X(G) <1+ maz (6((1)g)) <14+ A(G),

ya que 6((I)) < A((I)g), y por el Teorema 2.5.2, max (A((I)s)) < A(G).
U

2.7 Una cota de x(G) derivada de grafos k-criticos

Definicién 2.7.1. Sea G = (V,A), H C Gy x(G) = k. Si x(H) < k para
todo H, G se llama k-critico o cromaticamente critico.

El dnico grafo 2-critico es Ks y todo grafo completo K, es n-critico.

Lema 2.7.2. Si G = (V,A) es un grafo con x(G) = k, entonces existe un
grafo H, H C G tal que H es k-critico.

Demostracion: Supéngase que para todo H C G, tal que x(H) = k, existe
H' C H tal que x(H') = k. Como H' C G, x(H') = k, nuevamente se tiene
que existe H"”, H"” C H' tal que x(H") = k y asf se obtienen infinitos subgrafos
propios de G, lo cual es imposible porque G es un grafo finito, por tanto todo
grafo k-cromdtico tiene un subgrafo k-critico. O

Lema 2.7.3. Si G = (V,A) es un grafo k-critico, entonces §(G) >k — 1.
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Demostracion [5]: Sea x € V, como G es k-critico, x(G —z) < k—1. Si
gr(xz) < k—1, entonces todo u € Ng(z), puede ser coloreado con k — 2 colores,
asi el color que no se utiliza en los vecinos del vértice x, puede ser asignado a
x en la coloracién de G y se obtiene una (k — 1)-coloracién propia de G. Esto
contradice que x(G) = k. Por lo tanto gr(z) > k — 1 para todo x € V y en
consecuencia §(G) > k—1. O

Teorema 2.7.4. (Szekeres-Wilf, 1968). Si G = (V, A) es un grafo,
entonces

X(G) <1+ i (6(H))-

Demostracion: Sea k = x(G), y sea Hy un subgrafo k-critico de G. Por el
lema anterior,

k—1<6(H) < mdg (5(H)).

< .
Por tanto x(G) < 1+ maz (6(H)). O

Comentario: La cota anterior es igual a la cota x(G) < 1+max (6((I)))
de la Proposicién 2.6.2, porque para todo H C (G existe un grafo inducido
(I)g tal que H C (I) donde Vi = Vg ast

(H) < 6((I)g), porque [Ag| < ’A<I>c|‘

por lo tanto mdx (6(H)) = max (6((1)s)) -

Del anterior teorema se observa que la cota x(G) < §(H;)+1, donde Hy es un
subgrafo k-critico de G, seria més sencilla de manipular ya que, como se probé
antes, todo grafo k-cromético tiene un subgrafo k-critico; desafortunadamente
no se tiene idea de cémo encontrar H; eficientemente.

2.8 Una cota de x(G) derivada de un ordenamiento de los
vértices

Teorema 2.8.1. (Welsh-Powell, 1967). Sea G = (Vig, Ag) un grafo con
|VG| =n. Si
912922932 . 2 Gn

es una lista ordenada de los grados de los vértices de G, entonces

< , i — 1 o).
x(G) <14 1gLiaaén{mm(z 1,9:)}

Demostracion: Los vértices v € Vg se etiquetan de acuerdo a la funcién
f(v) =, sigr(v) =g

Existe un vértice vy tal que si g; > ¢ — 1, para todo 1 <14 < k, entonces

min(i—1,g;) =i—1
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y si g; <1¢— 1, para todo k < ¢ < n, entonces
De lo anterior se tiene que min(k — 1,gx) = k — 1. Luego

mdx (min(i—1,¢g;)) =k —1

1<i<k
y
, i —1a)) = .
iz (min(i —1,9:)) = grt1
De donde,

maz (min(i — 1,g;)) = maz (k — 1, gp41)

Si max (k — 1, gk4+1) = k — 1, entonces por el algoritmo voraz es posible que
todos los k — 1 vértices anteriores a vy pertenezcan a Ng(vg), asi se necesitan
k—1-+1 = k colores para pintar los vértices hasta vy. Como g; < ¢—1 entonces
al pintar v; para ¢ > k se utilizan a lo sumo k colores. Por lo tanto

e
X(G) < 1+ mag {min(i — 1,9}

Similarmente cuando mdx (k — 1, gg4+1) = gr+1- O

El anterior teorema se ilustra por medio de la Figura 2.7 junto con la tabla
correspondiente.

Se observé en el Teorema 2.5.3 y el Corolario 2.6.3, que, usando el
algoritmo voraz para colorear un grafo GG, siempre es posible colorearlo con no
més de 1+ A(G) colores. Después se analizé que, si los vértices son ordenados
de modo que gr(v;) > gr(viy1), entonces es posible ocupar un méximo de

1+ mébz{min(i —1,¢;) : 1 <i < |Vg|}

colores y que esto es menor o igual que 1+ A(G).

Luego surge la siguiente pregunta: dado un grafo G = (V, A) cualquiera.
(Serd posible encontrar un etiquetamiento vy, vz, ..., vy de los vértices
de G tal que, al aplicar el algoritmo voraz con dicho orden, se obtenga
una coloracién é6ptima? La respuesta es afirmativa. El problema de llevar
esto a la practica es que, en general, es muy dificil hallar un etiquetamiento que
genere la coloracién 6ptima.
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Figura 2.7.

Vértices ordenados | Grado | (i — 1,gr(v;)) | min(i — 1, gr(v;))
V1 4 (0, 4) 0
(%) 3 (1, 3) 1
U3 3 2,3) 2
V4 2 (3,2) 2
Vs 2 (1,2) 2
6 2 (5,2) 2
e 2 6,2) 2
Us 1 (7, 1) 1
v 1 1) I

max{min(gr(v;),i —1)} =2
Tlustracién del Teorema (Welsh-Powell,1967)

Por lo tanto el nimero maximo de colores para colorear los vértices del grafo
de la Figura 2.7 es 3 y ademds se mejora la cota x(G) <1+ A(G) =5.

2.9 Una cota de x(G) derivada de orientaciones

Definicién 2.9.1. Un grafo orientado es un par ordenado D = (V (D), A(D))
generado a partir de un grafo G = (V, A) con

VD)=V y AD) = {(z,y) o (y;2) : {z,y} € A}.

V(D) es el conjunto de vértices del grafo orientado D y A(D) es el conjunto
de aristas del grafo orientado D. Una arista cuyo primer término es x y cuyo
segundo término es y, se denota (z,y) y se dice que x incide en y. Cabe resaltar
que las aristas (z,y) v (y,x) son distintas.

Definicién 2.9.2. Sea D = (V(D), A(D)) un grafo orientado, un camino
orientado en D es una secuencia de vértices

V1,V2,0V3, ..., Ut, Vg41,
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de vértices v;, no necesariamente distintos, y aristas orientadas a; = (v;, v;11),
1 < i <t yse denota Wp = (v1,v2,...,0t41), donde v1 y vepq1 se llaman
respectivamente inicio y final del camino. EIl nimero de aristas contenidas en
el camino es la longitud del camino orientado y se denota [(Wp).

Un camino orientado Wp = (v, ve,...,v;+1) es una trayectoria orientada
de longitud ! en D, si todos los vértices v; para 1 < ¢ < [ + 1 son distintos
excepto posiblemente vy y vi41. Sil > 3y v1 = v41 la trayectoria se llama
trayectoria orientada cerrada de longitud | en D o ciclo orientado en
D.

Un subgrafo orientado de D es un grafo orientado D' = (V(D’), A(D’))
donde V(D') C V(D) y A(D') C A(D). D’ se llama subgrafo orientado
maximal sin ciclos, cuando V(D) = V(D) y A(D’) tiene el maximo nimero
de aristas y no tiene ciclos orientados.

En la Figura 2.8, el grafo orientado D tiene un camino (vs,ve,vs) de lon-
gitud 2 y sin ciclos.

Vg

Uy

Figura 2.8.

Teorema 2.9.3. (Gallay-Roy-Vitaver (1968, 1967 y 1962)). Si
D = (V(D), A(D)) es un grafo orientado a partir de G = (V,A) y

D) = iz {I(Wp)}

entonces x(G) < 1+1(D). Mas ain, G tiene una orientacion para la cual se
alcanza la igualdad.
Demostracion [5]: Sea D un grafo orientado a partir de G. Sea

D" = (V(D'), A(D"))
un subgrafo orientado maximal sin ciclos de D. Sea f una funcién:

f:vV(D)— S
v — (o) = 1+ £(D"),

donde £(D’) = nV”[L/dx {I{(Wp/) : v es el final de Wp}.
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Sea P un camino en D’ y u el primer vértice de P, entonces todo camino
en D’ que tiene final u puede ser extendido a través de P, ya que D’ no tiene
ciclos orientados. Asi, f(v;) < f(v;) a lo largo de cada camino P en D’ (esto
se debe a que D’ no tiene ciclos). Ahora, se muestra que f es una coloracién
propia de G. Si (u,v) € A(D), existe un camino entre v y v en D', ya que
(u,v) € A(D’) o al hacer incidente u en v, sobre D se forma al menos un ciclo.
Ast, f(u) < f(v) o f(u) > f(v), por lo tanto para toda {u,v} € A, f(u) # f(v),
asi f es un coloracién propia de Gy x(G) < 1+ (D).

De lo cual, para todo {u,v} € A, f(u) # f(v) por lo tanto f es un coloracién
propia de G y

X(G) <1+ 4(D") <1+1(D).

Para demostrar que existe alguna orientacién de G tal que para su grafo orien-
tado D* se tenga, {(D*) = x(G) — 1, se considera una coloracién 6ptima C de
G.

Para cada arista {u,v} € A : (u,v) € A(D*) si y sélo si C(u) < C(v),
yva que C(u) # C(v). Si P es un camino orientado de D* que tiene inicio v
y final w, para todo v; € P, C(v:) # C(vt+1) y como un camino con [(D*)
tiene {(D*) 4 1 vértices, entonces estos vértices utilizan a lo sumo x(G) colores,
por lo tanto I(D*) + 1 < x(G); pero se tenfa que I(D*) + 1 > x(G), luego
I(D*)=x(G)-1. O

La Figura 2.9 ilustra este teorema, donde D es un grafo orientado de G, y
D’ es el subgrafo orientado maximal sin ciclos orientados en D.

Y3 V3 ¢! L b ! Vg v, 7
v v
Uy Vs Vs Uy s Vs
e o D
Figura 2.9
(Y U1 (%) V3 V4 Vs

Fo)=1+¢DY |2 [3 1|14

La Figura 2.10 muestra dos orientaciones de un grafo G, donde en la
primera orientacién se tiene x (D7) < 3 y en la segunda x(D3) < 2.

- * * T
o Ya Y3
. - e D
7 V2 Us
* * ] D2
Gl 2 Uy

Figura 2.10.

37



Comentario: Si se logra obtener de un grafo G un grafo orientado D para
el cual
(D) = min{l(D*) : D* es un grafo orientado de G},

se obtiene el minimo valor para [(D) + 1.

Un método para obtener una mejor orientacién del grafo G, es considerar el
vértice v al cual llega el mayor niimero de aristas, y a cada una de estas se le
asigna la orientacién hacia v. A las aristas que tengan un vértice adyacente a
v, se les d4 la orientacién que inicie en v. Asi, se continua el proceso teniendo
en cuenta que no se formen ciclos.

2.10 Una cota de x(G) derivada de grafos conexos y no
k-regulares

Definicién 2.10.1. Sea G = (V, A) un grafo y S C V tal que G — S tiene mds
de una componente conexa, es decir G— 5 = F +...+ F;, donde ¢ > 2, y cada Fj
es una componente conexa de G — S. S se llama un conjunto separador o
corte por vértices de un grafo G. Siv eV y S = {v}, v se llama vértice
de corte. Ver siguiente figura, donde a y b son vértices de corte en G y

k(G) =1

G./\
a b
Figura 2.11.

Si G es conexo, se define la vértice-conectividad x(G) de G como
Kk(G) = min{|S|: S C Vg y S es un conjunto separador de G}.

Si k(G) > k, G se llama k-conexo.

Observaciones:

i) K(K,)=n-—1.

G

@—0 .

ii) K(Kp,n) = min{m,n}, ya que del grafo K,,, se pueden suprimir hasta
min {m,n} — 1 vértices sin desconectarlo.
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ili) Un grafo G con més de un vértice es conexo si y sélo si tiene k(G) > 1.

Definicién 2.10.2. Sea G = (V, A) un grafo conexo y T' = (Vp, Ar) un
drbol tal que T C G con Vp = V. El arbol T se llama un arbol abarcador de
G o un arbol de recubrimiento de G. Ver siguiente figura:

Figura 2.12. G y su arbol abarcador T

Proposicién 2.10.3. Si G es un grafo es conezro, entonces G tiene al
menos un drbol abarcador.

Demostracion: Si G es conexo y no tiene un arbol abarcador T, entonces
existen v y w en V', tal que no hay un camino con extremos v y w en GG, pero
esto contradice el hecho que G es conexo. [

Teorema 2.10.4. Si G = (V, A) es un grafo 2-conexo, k-regular (con
k > 3) y no es completo, entonces existen vy, va,v, vértices de G tales que
v1,v2 € Ng(vy), {vi,v2} ¢ Ay G—{{v1},{v2}} es conezxo.

Demostracion [5]: Sea z cualquier vértice de G, tal que k(G — z) > 2 (ver
Figura 2.13). Asi se toma v; = x y vy cualquier vértice a distancia 2 de x
(que existe ya que G es k-regular con k > 3 y no es un grafo completo), y si se
toma vy, cualquier vecino comun de v y vg, entonces G—{{v1},{v2}} es conexo
porque k(G —x) > 2y

G —{{v1},{v2}} = (G —v1) —va.

Si k(G — x) = 1 (ver Figura 2.14), G — x tiene al menos un vértice de corte
y al menos 2 componentes conexas, es decir G — S = F} + ... + F;, donde i > 2
y cada F}j es una componente conexa de G —x. Ademds, x debe tener vecinos
en cada componente conexa de G —x. Siy, z€ Vg_p, ey € I}, 2 € Fy, t # 7,
como G — z es conexo y como € Ng(y) y © € Ng(z) hay un camino entre x
y y distinto a los caminos entre  y y en G —x. Por lo tanto G — {{v1}, {v2}}
es conexo. FEn éste caso, se toma v, = x, y v1, vy dos vértices adyacentes a x y
en componentes conexas distintas. [
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& G-
Figura 2.13. El grafo G — z es un grafo de conectividad igual a 3

& Y

& G-z

Figura 2.14. El grafo G — z es un grafo de conectividad igual a 1

Como se ha visto anteriormente x(G) < 14 A(G), y esta cota se alcanza
si G es un grafo completo o un ciclo impar. Los siguientes teoremas muestran
que éstos son los tnicos grafos donde se alcanza dicha cota.

Teorema 2.10.5. Si G = (V, A) es un grafo conexo con |V| =n, A(G) =k,
k>3 y G no es k-reqular, entonces x(G) < k.

Demostracion [5]:  Como el grafo G no es k-regular, entonces existe un
vértice v € V tal que gr(v) < k. Ya que G es conexo, entonces se puede formar
un drbol abarcador T' = (V, Ar) de G a partir de v. Ahora, se ordenan los
vértices de G en orden decreciente de su distacia a v en T. Es decir se calcula
dp(w,v) para cada w € V, y se ordenan: d; > dy > ... > d,,—1. Por ser T un
arbol se tiene que 1 < d; <n — 1. Ahora, se etiquetan los vértices de G asi:

d(w) = wy, si dp(w,v) = d;;

originando el orden mencionado anteriormente.

Por ser T un érbol abarcador si v; € V, (excepto v) existe un vj, j > ¢
tal que {v;,v;} € Ar, ya que si esto no sucediera T no serfa conexo lo cual
es imposible, por lo tanto todo v; € T tiene por lo menos un vecino que viene
después en el orden, asi hay a lo mas k — 1 vecinos que anteceden a v;. Como
gr(v) < k, para v también hay a lo mds k — 1 vecinos que lo anteceden en el
orden (porque tiene a lo més k — 1 vecinos), por lo tanto al aplicar el algoritmo
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voraz :

C(’Ul) 1,

C(ve) = min (S —{C(v;):v; € Ng(va), i <2}),
C(v?)) = min (S - {C(Ui) 1V; € NG(UZ‘), 1 < 3})7
C(vn) = min (S—{C(v;) :v; € Ng(vi), i <n}),

se ocupardn a lo mds k colores. Asi, x(G) <k. O

Teorema 2.10.6. (Brooks, 1941). Si G = (Vg, Ag) es un grafo conexo
que no es ni un grafo completo ni un ciclo impar, entonces x(G) < A(G).
Demostracion [5]: Sea A(G) = k.

i

ii)

iii)

iv)

iv-1)

Si k < 1, entonces por ser G un grafo conexo, puede ser K; o K3 (no se
considera éste caso).

Si k = 2, entonces por ser G conexo debe ser un ciclo o un grafo bipartito,
como no se considera el caso de G ciclo impar: G es un ciclo par o bien
es bipartito donde x(G) =2 = k.

Si k > 3y G no es k-regular, por el teorema anterior se cumple que

X(G) < A(G).

Si k > 3y G es k-regular, se consideran dos casos: G puede tener un
vértice de corte o ser 2-conexo.

Si G tiene un vértice de corte x (ver Figura 2.15), entonces

donde las F; son componentes conexas de G — z. Sea G1 = (V4,A4;1) CG
con

Vi=Vrp U{z} y Ay = Ap, U{{z,b} : {z,b} € Ag ybeE VR },
sucesivamente para cada F} se define G; = (V;,4;) C G, con
‘/j = VFJ- U{l’} ij :AFJ- U{{x,b} : {{E,b} cAgybe VFJ-}~

En cada G;, gr(z) < k, entonces como cada G, es conexo y no k-regular,
se puede aplicar el método del teorema anterior y obtener una coloracién
propia para cada G; con la condicién que = tenga el mismo color en cada
Gj, y en cada coloracién se utilicen a lo sumo los mismos k colores por
tanto x(G;) < k, como

V=1uWwu..uV, v A=A1UAU..UA;,
entonces con las coloraciones de los G; se colorea a G' con a lo sumo k

colores, por lo tanto x(G) < A(G).
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iv-2) Nos queda ver el caso en que G es k-regular y 2-conexo (ver Figura
2.16). Por el Teorema 2.10.4, G tiene vértices v, ve y v, tales que
G — {{v1},{v2}} es conexo. Luego se puede formar un drbol abarcador
T de G — {{v1},{v2}} a partir de v,, y se ordenan los vértices en el drbol
abarcador T sin v,, es decir en T — {v,, } etiquetdndolos vz, vy, ..., v,—1; de
modo que las etiquetas aumenten a medida que se acercan a la raiz v,.
Asi, tal como en el teorema anterior todo vértice antes de v,, tiene a lo més
k—1 vecinos antes que él en el orden, por lo que el algoritmo voraz ocupa a
lo mds k colores para colorear {vy, vs, ..., vp—1}, ya que el algoritmo voraz
le asigna el mismo color a v; y a v y como v,, tiene a lo més k£ — 1 colores
ocupados entre sus vecinos, entonces v,, puede ser coloreado con el color
k, por lo tanto G es coloreado con a lo mas k colores.

F

G : Grafo k-regular con vértice de corte =

Fo 2

Componentes conexas de G — z

Gi=F+zx Go=Fy+x

Figura 2.15.



Ug v, Uy

&G
Gy G—{{v1},{v2}} son Grafos k-regulares y 2-conexos

Vg

U, o
Arbol abarcador T y el grafo T — {vg}
Figura 2.16.

2.11 Problemas extremales

Al haber estudiado el problema del nimero cromético para un grafo surge la
siguiente pregunta ;Cudles son los grafos k-cromadticos con menos aristas
sobre n vértices? y ;Cudles son los grafos k-crométicos con mas aristas
sobre n vértices?

Proposicién 2.11.1. Si G = (V, A) es un grafo k-cromdtico con |V| = n,
entonces |A| > (g) aristas.

Demostraciéon: Como G es k-cromédtico, entonces V = V3 U Vo U... UV} tal
que los subgrafos inducidos (V) para todo i, 1 < i < k no tienen aristas. En
el caso extremo que para cada i, |V;| = 1, entonces se tiene un Ky, el cual tiene

(g) aristas. Por tanto |A| > (’;) 0

Definicién 2.11.2. Si G = (V,A) esun grafoy V =V, UKL U ..UV,
es la particién de los vértices de G generada por una k-coloracién propia de G,
entonces el grafo H = (Vy, Ag) talque Vg =V y

Ap=AU{{z,y} ¢ Az ecV,,ye Vi #j},

es k-coloreable ya que la funcién de coloracién de G también colorea al grafo H.
El grafo H se llama k-coloreable maximal con n vértices, el cual es k-partito
completo de la forma K, ,,... n, donde |[V;| = n;, 1 < i < k. Ver siguiente

43



figura:

¢ € ¢ b

Figura 2.17. Un grafo 3-coloreable y un 3-coloreable maximal

., Qué condicién deben cumplir los valores ny,no, ..., N, para que
G = Km,n%-u,nk
tenga la mayor cantidad posible de aristas?. La respuesta se dd a continuacién.
Definicién 2.11.3. Un grafo de Turan 7, , es un grafo r-partito com-
pleto, Th,» = Ky, my....m,., cOn 1 vértices en el cual |n; —n;| < 1, para ¢ # j.

Asi, n; = [n/r] on; = [n/r].
La Figura 2.18 muestra un grafo de Turdn 7% 3.

Figura 2.18.

Teorema 2.11.4. Un grafo de Turdn T, es el dnico grafo r-partito (o
lo que es equivalente r-coloreable) con n vértices y maximo numero posible de

aristas.
Demostracion: Sea T, , un grafo de Turdn, a partir de él se crea otro grafo

r-partito completo y se mostrard que éste tiene menos o igual nimero de aristas
que T, .. Esto es suficiente ya que todo grafo r-partito no completo con n
vértices tiene menos aristas que el grafo r-partito completo con n vértices.

n

o Siv eV tal que |[V;| = [%], entonces gr(v) =n— 2],

si v se pasa a una de las partes de orden L%J, entonces

gr(v)zn—(ﬂﬂ).

Asf se pierde una arista para este grafo r-partito completo.
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si v se pasa a una de las partes de orden [ﬂ, entonces

CRRS (D
<o (E)e)

Asi se pierden dos aristas para este grafo r-partito completo.

e Siv €V tal que |V;| = [2], entonces gr(v) =n — [2],

T

si v se pasa a una de las partes de orden L%J, entonces

r=o- (2] +1)
o]

Asi no se pierden aristas para este grafo r-partito completo.

si v se pasa a una de las partes de orden [%L entonces

n
gr(v) =n— ([f—‘ + 1) .
T
Asi se pierde una arista para este grafo r-partito completo.

Por tanto el nuevo grafo tiene igual o menos aristas que 73, .. Similarmente
se puede seguir el proceso de mover dos o mas vértices. [J

El grafo de Turdn dé un ejemplo de cudntas aristas se pueden agregar como
méximo a un grafo k-cromético con n vértices, de tal forma que siga siendo
k-cromético.

SiG=(V,A) y x(G) =k, |V| =n, como el grafo T,, , = (V, Ar) tiene:

r—1 r

r r r
|AT‘ = E nin; + E non; + ... + E Np_1Mj; = E E nin;,
j=2 =3 j=r

i=1j=i+1

entonces se pueden agregar como méximo |Ap| — | A| aristas en G y asi obtener
un grafo k-cromdtico maximal con |Ar| aristas.

Definicién 2.11.5. Sea G = (V, A) un grafo y a = {v;,v;} € A. Se define
el grafo G—acomo G—a= (V/,A)donde V' =V y A =A—{a}. G—ase
llama el grafo que surge de eliminar la arista a del grafo G.

Proposicién 2.11.6. Si G = (V, A) es un grafo k-critico, entonces.

1. Dado cualquier v € V, hay una k-coloracion propia de G en que el color
asignado a v no es asignado a ningin otro vértice, y donde los otros k—1
colores aparecen en Ng(v).
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2. Dados v1, va € V y a = {v1,v2} € A toda (k — 1)-coloracién propia de
G — a le asigna el mismo color a los extremos de a.

Demostracion [5]:

1. Sea f una (k —1)-coloracién propia de G—wv. Asignando un k-ésimo color
a v se completa una k-coloracién propia de G. Si los vértices de Ng(v)
no utilizan los k — 1 colores, entonces es posible asignar el color faltante
a v y completar una (k — 1)-coloracién propia de G, pero esto no puede
suceder ya que el nimero cromético de G es k.

2. Si una (k — 1)-coloracién propia de G — a asigna colores distintos a los
extremos de a, se puede mantener dicha coloracién tras agregar a, lo cual
no puede ser porque el nimero cromético de G es k. O

Nota: Aunque G no sea k-critico, si G tiene un vértice v o una arista a
tal que x(G —v) < x(G) = k o x(G —a) < x(G) = k, entonces la parte
correspondiente de la proposicién anterior se aplica a v 0 a a segin sea el caso.

Definicién 2.11.7. Un grafo G = (V, A) sin vértices aislados es un grafo
critico si
X(G —a) <x(G) =k,

para toda arista a de G.
Proposicién 2.11.8. Sean G = (Vg, Ag) y H = (Vi, An) dos grafos, con

VenNVy =2. Si Gy H son criticos, entonces GU H es critico.
Demostracién: Si a € Ag, entonces

X(GUH) —a) X((G —a)UH),
= X

(G —a)+ x(H), por Proposicién 2.2.2,
X(G) + x(H), porque G es critico,
(

A

x(G U H), por Proposicién 2.2.2.

De forma andloga se demuestra para el caso en que a € Ay.

Sia = {v,w} € Agun,dondev € Vg y w € Vp, segun la proposicién anterior
hay k-coloraciones propias de G y de H en las cuales los colores asignados a v
y a w, respectivamente, no son asignados a ningin otro vértice en el grafo
correspondiente y donde los otros k — 1 colores aparecen en Ng(v) y Ng(w).

En consecuencia, para la arista a = {v,w}, x(GUH — {v,w}) < x(GU H),
debido a que el color de w se puede asignar a v o viceversa.

Por lo tanto, para todo a = {v,w} € A(GU H) se tiene

x (GUH) —a) < x(GUH). O
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3 PRINCIPIO DEL PALOMAR Y TEOREMA
DE RAMSEY

En este capitulo se tratan dos teoremas de existencia: el Principio del Palomar
y el Teorema de Ramsey, el cual se puede considerar como una generalizacién
de la siguiente observacion llamada el Principio del Palomar: al clasificar k
objetos en m casillas y k > m, entonces en alguna casilla necesariamente hay
més de un objeto. Més atn, dado un ntimero h, existe un ndimero M tal que si se
clasifican M objetos en k casillas, siempre hay una casilla con al menos h objetos.
El Teorema de Ramsey generaliza este principio al considerar no solamente la
clasificacién de los elementos de un conjunto dado, sino la clasificacién de sus
subconjuntos que tienen exactamente dos elementos, o en terminos generales, la
clasificacién de los subconjuntos que tienen n elementos.

Se analizan las versiones informal, general e infinita para el Principio del
Palomar y el Teorema de Ramsey y se incluyen algunas aplicaciones en el campo
de las Matemadticas, entre ellas el Teorema de Erdos-Szekeres, el Lema de Dil-
worth, el Lema y Teorema de Schur, Teorema de Sperner y Teorema de Van der
Waerden, entre otras.

3.1 Versiones del Principio del Palomar

Definicién 3.1.1. Si Ay B son dos conjuntos se define una relacién R desde
A hacia Bode A en B escrita R: A — B, como un subconjunto de la coleccién
A x B de pares ordenados (a,b) cona € Ay b€ B. Un diagrama dirigido
de la relacién R es una descripcién de R en la que cada par ordenado (a,b) € R
se representa por una flecha desde a hasta b.

Definicién 3.1.2. El dominio de R es el conjunto de los a € A para los
cuales existe un b € B con (a,b) € R; el rango es el conjunto de los b € B
para los cuales existe a € A tal que (a,b) € R. Si (a,b) € R, entonces a estd
relacionado con b mediante R.

Definicién 3.1.3. Para cada a € A, la imagen de a mediante la relacién
R es R(a) = {b € B: (a,b) € R}, el conjunto de elementos con los cuales esta
relacionado a. Para cada b € A la preimagen de b mediante la relacién R es
R7Y(b) = {a € A: (a,b) € R}, el conjunto de elementos relacionados con b. La
relacién reciproca de R es R~ = {(b,a) : (a,b) € R}.

Nota: Es importante recordar que en términos de diagrama dirigido de R,
|R| es el nimero de flechas en la relacién R, y |R(a)| es el nimero de flechas que
salen de a. Similarmente, |[R7!(b)| es el nimero de flechas que llegan a b.

Definicién 3.1.4. Una funcién f de A hacia B, escrita f : A — B, es
una relacién de A hacia B para la cual vale la siguiente condicién:
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Para cada a € A existe un dnico b € B con (a,b) € f, el conjunto B es el
codominio de f. Si (a,b) € f , entonces se dice que f aplica a en b, y se
escribe f(a) = b.

Si f es una biyeccién, entonces su reciproca f~! se llama la inversa de f.
Las biyecciones son las tinicas funciones cuyas relaciones reciprocas también son
funciones.

Teorema 3.1.5. (Principio del Palomar). Sea R una relacion de A
en B, donde A y B son conjuntos finitos no vacios. Las siguientes cuatro
afirmaciones son vdlidas:

1) Existe a € A con |R(a)| > |R|/|A].

2) Eziste a € A con |R(a)| < |R|/|A|.

3) Existe b€ B con |[R7'(b)| > |R|/|B.

(1)
(2)
3)
(4) Euziste b€ B con |[R7'(b)| < |R|/|B.

Para todo a € A, el cociente |R|/|A| es el valor promedio de R(a). Asi
que (1) dice que existe un a € A con al menos |R| /| A]| flechas saliendo de él, y
(2) asegura que existe a € A con alosumo |R| / |A| saliendo de él. Similarmente,
(3) establece que existe b € B con al menos |R|/|B| flechas apuntando a él,
mientras que (4) establece que existe b € B con a lo sumo |R|/|B| flechas
apuntando a él.

Demostracion [6]: Para probar (1) por contradiccién se asume que

[R(a)] < |R|/]A]

para todo a € A. Entonces

R R
|R| = Z |R(a) Z |A| |A| |R|, debido a que Zl |A].

acA acA acA

Luego, |R| < |R| lo cual es un absurdo. Por lo tanto la hipétesis de que
|R(a)] < |R|/|A| para todo a € A es falsa. Luego existe un a € A con
|R(a)| = [R| /Al

Para probar (2) se reemplaza “<” por “>" en el argumento anterior. Fi-
nalmente (3) y (4) se siguen de (1) y (2) considerando la relacién reciproca
R™': B — Ay notando que [R™'| = |R|. O

Ejemplo. Sean Aj, A, ..., Asg, cincuenta subconjuntos de un conjunto S
con 100 elementos, y cada A; contiene 40 elementos de S. ;Se puede probar
que existe un elemento de S el cual estd contenido en varios de los A;7

Definir una relacién R de {A1, As, ..., A50} en S tomando (A;,s) € R siy
sélo si s € A;. Se sigue del Teorema 3.1.5-(3) que existe s € S con al menos

~ 40 x 50
[R1s)| 2[RI/ I8] = =5 = 20,
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20 flechas apuntando a él.

De manera informal se enuncia el principio del palomar asi:

Al tener un conjunto con n objetos que son distribuidos en k cajas, entonces:
n > k = al menos hay una caja con al menos 2 objetos.

n > 2k == al menos hay una caja con al menos 3 objetos.

n >rk = al menos hay una caja con al menos r + 1 objetos, r € Z™.

Ejemplos.

(i) Sise pregunta a cada integrante de un grupo de 15 personas, que dia de la
semana cumple anos, se tiene que al menos tres de ellos nacieron el mismo
dfa de la semana.

(ii) Si se tiran dos dados doce veces, entonces al menos en dos de esas tiradas
se obtiene la misma suma de puntuaciones.

(iii) Si X es un conjunto arbitrario de 16 nimeros enteros, entonces hay al
menos 4 elementos de X con el mismo resto médulo 5 (la diferencia de
cada dos de ellos es un multiplo de 5).

Verificacién de (iii): La congruencia médulo m clasifica a los enteros en m
clases de equivalencia. Las clases residuales médulo m son: {[0],[1],...,[m — 1]}.
Asi, los n = 16 ntiimeros enteros de X serén distribuidos en k = 5 cajas (clases)
tal que dos enteros estdn en una misma caja si poseen el mismo resto en la
divisién por 5. Como 16 > 3(5), el principio del palomar versién informal nos
dice que existe al menos una caja con al menos 4 niimeros enteros.

. Qué dice el principio del palomar sobre funciones?

Si f: A — B es una funcién, entonces |f| = |A|, asi |f|/|A| = 1; luego
(1) y (2) del teorema anterior no ofrecen informacién. Sin embargo, (3) y (4)
resultan importantes y se reestablecen aqui en el contexto de funciones.

Teorema 3.1.6 (Principio del Palomar: versién general para fun-
ciones). Sea f una funcidn de A en B, donde A y B son conjuntos finitos
no vacios. Las siguientes dos afirmaciones son vdlidas:

(1) Existe b€ B con ‘f‘l(b)| > |A|l/|B|.
(2) Euziste be B con |f~1(b)| < |A|/|B].

Demostracion [6]: Es un caso particular del Teorema 3.1.5, especifica-
mente de los numerales (3) y (4). O

El siguiente teorema es una generalizaciéon del teorema anterior.
Teorema 3.1.7. Si f: A — B es una funcion de un conjunto finito no

vacto A en un conjunto con b elementos B = { By, Ba, ..., By}, entonces las dos
siguientes afirmaciones son vdlidas:
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(1) Si |Al =a1+az+...+a,— b+ 1, entonces existe B; con |f~'(B;)| > a;,
para 1 <1 <b.

(2) Si|Al=a1+az+...+a,—b+1, entonces existe B; con |f~1(B;)| < a;,
para 1 <i <b.

Demostracion [6]:
(1) Si no existe un B;, tal que ‘fﬁl(Bi)| > a;, para 1 < i < b, entonces

b

b b
A= 301 B < X fa =1 = Yai =,

i=1

lo cual es una contradiccién.
(2) Sino existe un B;, tal que |f*1(B,;)| < a;, para 1 <1 < b, entonces

b

b b
A= D117 B 2 ) (ai+1) = Y ai+b,
=t i=1

i=1

lo cual es una contradiccién. 0O

Teorema 3.1.8. (Caso especial del Principio del Palomar para fun-

ciones). Si f: A — B esuna funcion y |A| = |B|+1, entonces existe b € B
con |f’1(b)| > 2. FEn otras palabras, f(a1) = f(a2) para algunos ai,as € A.
Demostracién:
_ Al |B]+1
o)) = = = >1. O
I ON=15= T8

De manera informal el principio del palomar para funciones se
enuncia asi: Si se tienen k£ + 1 objetos que estan contenidos en k cajas,
entonces hay al menos

una caja con al menos 2 objetos.

Ejemplo [9]: Si S es un conjunto finito de nimeros naturales, entonces hay
un subconjunto 7' de S tal que la suma de todos sus elementos es un miiltiplo
de |S].

Verificacién: Sin = |S]; lo que se busca es una suma congruente con cero
modulo n. Un primer intento serd establecer la aplicacién

v:p(S)—{0,1,2,...,n—1}

T — (T) = <G§Ta) méd n,

donde p(S) es el conjunto de partes de S. Como |p(S)| = 2™ y 2" > n para
n > 1, el principio del palomar nos dice que hay al menos dos subconjuntos T}

y Ty de S tales que
Za = Zb (mdéd n),
acT beT>
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y por tanto

Za— ZbEO (méd n).

acT, beT,

Pero esto no garantiza que (a —b) € S paraa € Ty y b € T5. Luego, no se
puede deducir de esta manera lo que se queria demostrar en forma completa.
En cambio si T3 C Ty 6 Ty C 17, se puede comprobar que si. Lo que se debe
hacer es ordenar los elementos de S, de menor a mayor, esto es

S={a <ay<..<ap}.
Luego, se consideran los subconjuntos:

{al} 5 {ala a2} ) {0’17 az, 0’3} PREES) S

y la funcién que devuelve los valores médulo n de cada suma:
ay, (a1 + CLQ), (al + ag + CL3),
Esto es:
¢ {1,2,..,n} —{0,1,2,...,n— 1}
i
i— (i) = (Z%) maéd n
k=1
Si existe un 4 con ¢'(i) = 0 se habra terminado; y por tanto el conjunto bus-
cado serd T' = {a1, as,as, ...,a;} . Sipor el contrario, no existe tal ¢ entonces la

aplicacion sélo tomard valores en {1,2,...,n — 1} ; y por el principio del palomar
existen ¢ < j tales que ¢'(7) = ¢'(j), esto es,

i J
Zak = Zak(mo'd n),
k=1 k=1

Sin perdida de generalidad, supéngase ¢ < j, por lo tanto el conjunto buscado
serd T' = {ai+1, A2y oeey aj} .

Teorema 3.1.9 (Principio de Dirichlet: Principio del Palomar en
versién de particiones). Sean ai,as,...,ar nimeros enteros no negativos
ysean=a +a+..+a,—k+1 Si|X|>nyX =AU..UA; es
una descomposicion de X como union de subconjuntos disyuntos y no vacios,
entonces para algin i tal que 1 <14 < k se tiene |4;| > a;.

Demostracion [13]: Si se supone por reduccién al absurdo que |4;] < a;
para todo i (1 < i < k), entonces |4;| < a; — 1 y por tanto

en contradiccién con la hipétesis | X| >n. O
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En las versiones anteriores del principio del palomar se ha asumido que el do-
minio y el codominio son conjuntos finitos. Si el dominio es infinito numerable,
entonces resulta el principio del palomar infinito.

Teorema 3.1.10. (Principio del Palomar infinito). Si f: A — B
es una funcion de un conjunto contablemente infinito A en un conjunto finito
no vacio B, entonces existe b € B con f~1(b) contablemente infinito.

Demostracién: Si se supone que para todo b € B, f~1(b) es contablemente

finito, entonces
DI <14,
beB

lo cual es una contradiccién, ya que como f es una funcién de A en B,

Al =" 170)]-

beB

Por lo tanto la suposicién de que para todo b € B, f~1(b) es contablemente
finito es falsa. Y en consecuencia, existe un b € B con f~1(b) contablemente
infinito. O

Versién infinita informal del principio del palomar. Si se tiene un
conjunto X infinito y se distribuyen sus elementos en un niimero finito de cajas,
entonces hay una caja que contiene infinitos elementos.

3.2 Aplicaciones del Principio del Palomar

En esta seccién se aplica el principio a dos tipos de estructuras mateméticas:
sucesiones y 6rdenes parciales. El objetivo es demostrar que sucesiones arbi-
trarias y 6rdenes parciales contienen subestructuras no aleatorias.

Definicién 3.2.1 Una relacién R de X en X o de X hacia X es reflexiva
si (a,a) € R para todo a € X; simétrica si (b,a) € R, entonces (a,b) € R;
antisimétrica si (a,b) € Ry (b,a) € R implica a = b; transitiva si (a,b) € R
y (b,¢) € R, entonces (a,c) € R, para todo a,b,c € X.

Un orden parcial R sobre X es una relacién R de X en X que es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Se denota un orden parcial mediante <, y se escribe
a < b cuando (a,b) € R. Dos elementos a,b € X son comparables si a < b o
b < a y son incomparables si no son comparables.

Definicién 3.2.2. Una sucesién finita de nimeros reales es una funcién
cuyo dominio es el conjunto N,, = {1,2,...,n} y el codominio es el conjunto de
nimeros reales.

Los niimeros en el rango de la sucesién se llaman elementos de la misma.

Si el k-ésimo término esta dado por a(k), entonces a(k) se denota ax. Una
sucesion infinita de niimeros reales es una funcién cuyo dominio es el conjunto
N y el codominio es el conjunto R.
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Por ejemplo, la funcién a(k) = k? define la sucesién infinita S = {1,4,9,...}
yS={2,3, \/g, 7} es una sucesion finita de nmimeros reales con cuatro términos.

Una sucesion (finita o infinita) es creciente o estrictamente creciente si
a; < a; para todo i < j; decreciente o estrictamente decreciente si a; > a;
para todo 4 < j; monoténicamente creciente si a; < a; para todo i < j;
monoténicamente decreciente si a; > a; para todo ¢ < j; monétona si es
monoténicamente creciente o monoténicamente decreciente.

Asi, la sucesion {1,1,0,—1} es monoténicamente decreciente y la sucesion
{1,2,3,4,...} es estrictamente creciente.

Una sucesién {b1, ba, ..., by, } es una subsucesion de {ay, as, ..., a, } si existe
una funcién uno a uno que va de los subindices de la subsucesion a los subindices
de la sucesiéon f:{1,2,...,m} — {1,2,...,n}, para la cual f(i) < f(j) siempre
que @ < j, b; = ay(;) para todo i € Ny,.

Por ejemplo: {—2,2,1/2} es una subsucesién de {1,4, —2,3,15,2,/2}.

3.2.1 Teorema de Erdos-Szekeres

Teorema 3.2.3. (Erdds-Szekeres). Si m,n € N, entonces cualquier suce-
s1on

S = {ah a2, ..., amn+1},
de mn—+1 nimeros reales contiene una subsucesion monoténicamente creciente
de m + 1 términos o una subsucesion monoténicamente decreciente de n + 1
términos (o ambas).

Demostracion [6]: Si S es una sucesién de mn + 1 términos que no con-
tiene una subsucesién monoténicamente creciente de m + 1 términos, ni una
subsucesién monoténicamente decreciente de n 4+ 1 términos. Entonces se de-
fine la funcién f : Nype1 — Ny X Ny, mediante  f(t) = (z¢,9:), donde z; es
el médximo nimero de términos en una subsucesién monoténicamente creciente
de S comenzando con a;, donde x; < m (por la suposicién inicial) y y; es el
maximo nuimero de términos en una subsucesién monoténicamente decreciente
de S comenzando con a;, donde y; < n (por la suposicién inicial).

Por el principio del palomar existen j,k € {1,2,....mn + 1}, j < k, con
f(j) = f(k). Se sigue que si a; < ay, entonces x; > xj, mientras que si a; > ag,
entonces y; > yr. Ambas desigualdades contradicen f(j) = f(k). Por lo tanto,
la suposicién inicial es falsa, y S contiene una subsucesién monoténicamente
creciente de m + 1 términos o una subsucesiéon monoténicamente decreciente de
n 4+ 1 términos. [

Ejemplo. Tomando m =4y n = 2, el teorema de Erdos-Szekeres garantiza

que una sucesién S de mn + 1 = 9 numeros reales contiene una subsucesién
mondétona creciente de 5 términos o una subsucesién mondétona decreciente de

93



tres términos o ambas. Si los nueve términos de S son distintos, entonces las
subsucesiones serdn: estrictamente creciente o estrictamente decreciente. Asi,

S1=42,3,5,-1,0,15,-60, —11,4}
contiene la subsucesion decreciente a3 = {2, —1, —60} entre otras. y
Se ={2,3,5,-1,0,15,—60, —11,17}

contiene la subsucesién creciente a5 = {2,3,5,15,17} y la subsucesién decre-
ciente a3 = {2, —1, —60}, entre otras.

El niimero mn+1 en el teorema anterior es el mejor posible ya que existe una
sucesiéon de mn nimeros reales que no contiene una subsucesién monotdénica-
mente creciente de m + 1 términos ni una subsucesién monoténicamente decre-
ciente de n+1 términos. A continuacién se muestra la existencia de tal sucesién
concatenando n sucesiones, cada una de m términos crecientes de la siguiente
forma: para cada j € N,, sea S; = {ai, ..., am;} una sucesién monotoénica-
mente creciente de m nimeros reales, donde cada elemento de S; es mayor que
cada elemento de Sy, siempre que j < k. Asi, la sucesion

S = {(111, ey A1y Q125 ooy A2y oooy Almyy -oey amn}

no contiene una subsucesién monétona de la longitud deseada.

Corolario 3.2.4. Si se tiene n® + 1 nimeros reales, n + 1 de ellos forman
una sucesion monotona.
Demostracién: Es un caso particular del teorema anterior con m =n. [

Ejemplo: Dados n? 4+ 1 puntos distintos en R2.  Probar que hay una
subsucesién de n + 1 puntos

(T1,41)5 s (Tng1, Ynt1)

para la cual

IN
IN

. S Tn41,
- 2 Ynt1,

1

Y1 > Y2

T2

Y

0 una subsucesién de n + 1 puntos para la cual

IN

3] T2 < ... < Tpy1,

1 < Y2 <. < Yng1
Verificacién: Si se ordenan los n? + 1 puntos en R? de tal forma que su
escogencia se hace de izquierda a derecha en el plano tomando como referencia

el eje x. Asi, se obtiene una sucesién de puntos para la cual las coordenadas
x forman una sucesién creciente de n% + 1 nimeros reales y sus respectivas
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coordenadas en el eje y forman una sucesién de n? + 1 nimeros reales, la cual
por el colorario anterior tiene una subsucesién de longitud n + 1 creciente o
decreciente.

El lema de Dilworth, presentado en la siguiente seccién, generaliza el teorema
de Erdos-Szekeres a conjuntos parcialmente ordenados; es decir, conjuntos en
los cuales dos elementos pueden ser o no ser comparables.

3.2.2 Lema de Dilworth

Definicién 3.2.5. Un orden total (o un orden lineal) sobre un conjunto X
es un orden parcial <x donde todo par de elementos de X son comparables.

Por ejemplo, la relacién menor o igual usual es un orden lineal sobre el
conjunto N.

Si <x es un orden parcial sobre X y Y es un subconjunto de X en el cual
todo par de elementos son comparables, entonces Y es una cadena (de X). Si
ningin par de elementos distintos de Y son comparables, entonces Y es una
anticadena (de X). El niumero de elementos que conforman una cadena o una
anticadena se denomina tamano. La longitud de <x es el mdximo nimero
de elementos de una cadena de X y el ancho de <x es el mdximo nimero de
elementos de una anticadena.

De un orden parcial <x surge un grafo orientado donde el conjunto de
vértices es el conjunto X y las aristas orientadas son todas las parejas de <x
que no indican reflexividad, ni transitividad.

La Figura 3.1 es el grafo orientado que representa las parejas

(1,5). (1,4),(~3,0), (0,4), (0, ;)
que pertenece al orden parcial
<X:{(1’1)(15)( 4),(5,5), (=3 3)(30)(34)}
ST (5800,(0,0).0.4), (0.1) . (4,4). (1, 1), (-8, -8)

definido sobre el conjunto X = {1, 5, —
de <x son ambos 3; por ejemplo, {—3
{1, —3, —8} es una anticadena de ancho 3.

3,0,4 %, —8}. La longitud y el ancho
,0,4} es una cadena de longitud 3 y

s .5

-3

173

Figura 3.1 Un orden parcial de ancho 3 y longitud 3
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La longitud y el ancho de un orden parcial en un conjunto X estan rela-
cionados con el cardinal del conjunto por medio del siguiente resultado de R. P.
Dilworth.

Lema 3.2.6. (Dilworth). En cualquier orden parcial sobre un conjunto
X de mn+1 elementos, existe una cadena de longitud m + 1 o una anticadena
de ancho n + 1.

Demostracion [6]: Si se supone que no hay una cadena de longitud m + 1,
entonces se puede definir una funcién f : X — {1,...,m} con f(x) igual al
méximo nuimero de elementos en una cadena terminando en el elemento z.
Por el Principio del palomar Teorema 3.1.6-(1), algunos n + 1 elementos de
X tienen la misma imagen bajo f. Por la definicién de f, esos elementos son
incomparables, ya que si al menos dos elementos z, y de estos fueran comparables
se tendrfa una cadena de longitud m + 1 para algunos de esos elementos (ver
Figura 3.2 en donde si x3 y x4 fueran comparables f(z4) = 4). Por lo tanto,
ellos forman una anticadena de tamano n+ 1. O

Figura 3.2.

Si se considera de nuevo el orden parcial de la Figura 3.1, en el cual
I X|=7=2-3+1,

entonces el Lema de Dilworth garantiza una cadena de 2 + 1 elementos (la cual
se puede observar en el ejemplo) o una anticadena de 3 + 1 elementos. Se nota
la similitud entre el Lema de Dilworth y el Teorema 3.2.3 de Erdos-Szekeres.
En cada caso, las hipétesis conciernen a un conjunto de mn + 1 elementos y la
conclusién a subconjuntos de tamanos m+ 1y n+ 1. Estas similitudes no son
coincidencia. En efecto, el teorema de Erdos - Szekeres puede probarse como
un corolario del Lema de Dilworth como sigue.

Sea S = {ai1,...,@mn+1} una sucesién de mn + 1 nidmeros reales y <g un
orden parcial definido sobre S tomando a; <g aj, si con el orden usual en los
reales a; < a; y 1 < j. El Lema de Dilworth garantiza una cadena de m + 1
elementos (correspondiendo a una subsucesién monoténicamente creciente de
m + 1 términos) o una anticadena de n + 1 elementos (correspondiendo a una
subsucesién monoténicamente decreciente de n + 1 términos).
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Ejemplo: Sean 0 < a1 < as < ... < @ympt1, mn+ 1 enteros. Probar que se
pueden seleccionar m + 1 de estos enteros ninguno de los cuales divide al otro,
on + 1 de ellos cada uno de los cuales divide al siguiente.

Se puede probar que la relacién “divide a” es una relacién de orden parcial,
ya que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Aplicando el lema de Dilworth
se obtiene el resultado esperado.

FEl Lema de Dilworth es equivalente al siguiente teorema:

Teorema 3.2.7. Sea X un conjunto y sea <x un orden parcial sobre X
con longitud 1 y ancho w. Si |X|=s, entonces s < lw.

Demostracion [6]: Si se supone lo contrario, es decir que s > lw+1, entonces
por el Lema de Dilworth, existe una cadena de longitud [ + 1 o una anticadena
de tamano w + 1. Este resultado contradice la definicién de [ o la de w. 0O

Observacién: La prueba anterior muestra que el Teorema 3.2.7 se sigue
del Lema de Dilworth. También se puede ver que el Lema de Dilworth se sigue
del Teorema 3.2.7. Esto es, si se supone que no existen cadenas de longitud
m —+ 1, ni anticadenas de ancho n + 1; entonces se pueden encontrar cadenas de
longitud m (a lo sumo) y anticadenas de ancho n (a lo sumo), por el Teorema
3.2.7 | X| < mn, lo cual es contradictorio porque |X|=mn + 1.

Se utiliza la desigualdad establecida en el Teorema 3.2.7 para investigar la
coleccién X (t) de los subconjuntos del conjunto de ¢ elementos N, ordenados
por inclusién. Claramente el cardinal de X (t) es 2¢. Ademds, [ = ¢+ 1, porque
cualquier cadena de longitud maxima parte con el conjunto vacio y adiciona un
elemento hasta que N; se agota. ;Qué es w? Esta pregunta se responde por
el teorema de Sperner, pero por ahora se puede observart que la desigualdad de

Dilworth entrega 2! < (¢ + 1)w estableciendo que w > ti—l

Teorema 3.2.8. (Teorema de Dilworth). Si <x es un orden parcial
sobre un conjunto finito X, con longitud | y ancho w, entonces X puede ser
particionado en | anticadenas o w cadenas.

Demostracién: Se prueba que X puede ser particionado en [ anticadenas,
para lo cual se define la funcién

X —{1,..,1},

tomando f(x) como el mdximo nimero de elementos en una cadena terminando
en el elemento x. La preimagen de cada y € {1,...,1} es una anticadena, como
las preimagenes son disjuntas se concluye que X es particionado en [ anticadenas.

Para mostrar que X puede ser particionado en w cadenas, sea H una anti-
cadena con w elementos hy, ha, ..., hy, y sea cada P;, 1 <14 < w, una cadena con
el méximo ndmero de elementos que contenga el elemento h; de tal forma que
P,NP; =0, paracada 1 <7< j <w. Como P; C X, entonces

w
UP CX.
i=1
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Cada elemento r de X pertenece al menos a una cadena de la relacién de orden
parcial, por lo tanto r € P; para algun ¢, ya que si r ¢ P; para todo i, entonces
H U {r} serfa una anticadena con w + 1 elementos, lo cual no es posible. [

Considerando la Figura 3.1 de nuevo, se encuentra que X puede ser parti-
cionado en cuatro cadenas:

LN RUNEY

y en tres anticadenas:

1
{5’ 0} ) {1’ _37 _8} ) {4a 5} 3
la 1dltima particién la justifica el teorema anterior.

Teorema 3.2.9. (Version infinita del Lema de Dilworth). Un orden
parcial sobre N entrega una cadena infinita o una anticadena infinita.

Demostracién: Si se supone que no existe una cadena infinita, entonces no
existen cadenas o existe al menos una cadena de longitud m. Si se d4 el primer
caso se tiene una anticadena de longitud infinita. Si se d4 el segundo se define

la funcién
f: X —{1,2,...,m},

con f(z) igual al méximo nimero de elementos en una cadena terminando en
x. Por el principio del palomar infinito, existen infinitos elementos de X que
tienen la misma imagen bajo f y por la definicién de f esos elementos son
incomparables, ya que si lo fueran se tendria una cadena de longitud m + 1 para
alguno de estos elementos, lo cual no es posible. Por lo tanto los elementos que
tienen la misma imagen bajo f forman una anticadena infinita. [J

3.2.3 Teorema de Sperner

Sea el conjunto Ny = {1,2,3,...,t} y X(¢) la coleccién de subconjuntos del
conjunto Ny, y sea C el orden parcial contenencia sobre X (¢). Por ejemplo, si
t = 4, entonces X (4) consiste de 16 elementos:

2, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2},{1, 3}, {1, 4},{2,3}, {2, 4},
{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}.

La cardinalidad de X (t) es 2!. Algunos ejemplos de contenencia son:
{173} g {17374}7 @ g {1} y {17273} g {17273}'

;,Cuadl es la longitud y el ancho de C 7 La longitud es [ = ¢ + 1, porque la
cadena mas larga inicia con @ e incluye un nuevo elemento en cada paso hasta
que todos los ¢ elementos estén incluidos. El ancho w de C es el objeto del
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teorema de Sperner. Se recuerda que una anticadena de X (¢) es una coleccién
de subconjuntos de N; ninguno de los cuales contiene a otro.
Sperner probé el siguiente teorema en 1928.

Teorema 3.2.10. (Sperner). La cardinalidad m de una anticadena A
de subconjuntos de Ny satisface m < (LEJ) Por lo tanto, como los (EJ)
2 2

subconjuntos de tamano L%J forman una anticadena, el ancho de C es

»={15)

Demostracion [6]: Sea A = {A1,..., Ay}, y sea |A;| = ay, para cada i € N,,,.
Para cada A; hay «;!(t—«;)! cadenas de longitud t+1 que contienen a A;. Tales
cadenas comienzan con el conjunto vacio, agregan un elemento a la vez hasta
que A; se agota, luego agregan un elemento a la vez hasta que el complemento de
A; se agota, o lo que es igual ;! es el nimero de subconjuntos de A; y (t — a;)!
es el nimero de conjuntos que contienen a A;. Esas cadenas son diferentes
y hay t! cadenas de longitud ¢ + 1 juntas, ya que & ofrece ¢ posibilidades de
contenencia en los conjuntos de un elemento, y los conjuntos de un elemento
tienen ¢t — 1 posibilidades de contenencia en los conjuntos de dos elementos, asf
sucesivamente hasta los conjuntos de t — 1 elementos que tienen una posibilidad
de contenencia en el conjunto N;. Entonces,

m
D al(t —ai) < ¢l
i=1

Dividiendo esta desigualdad por t! se obtiene:

m ¢ —1
(1)<

i=1

y reconociendo que (;) es méximo cuando k = [t/2], se obtiene:

m<[gJ>l = i(é)l =1 (3.1)

"= (LEJ)' -

,Cuales son las posibles anticadenas de N; con (Lg J) elementos? La igualdad

Por lo tanto,

t

en (3.1) puede obtenerse tinicamente si (LEJ)_I = (a_)_lpara cada o;. Sites
L :

par, esto obliga a que «; % Si ¢ es impar, entonces todos los elementos de la
anticadena son de tamano % o son todos de tamano %

Ejemplo: Los elementos de X (5) son todos los subconjuntos del conjunto
X = {1,2,3,4,5}, los cuales se presentan organizados en columnas segin el
nimero de elementos:
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{1,2} || {1,2,3}
1,3y [ (1,24

{1,4} || {1,2,5}
T
&)y | H23 L35 s 5 g 5y | [(11,2,5,4,5) |

{2,4} || {1,4,5}
{4} {1,3,4,5}
O o) L2L0)

(3,5} || {2.4,5)
4,5} || {3,4,5}

La relacién de contenencia se puede observar de manera horizontal, esco-
giendo un elemento apropiado de cada columna empezando por el elemento &,
as{ se obtienen cadenas de longitud 6. Las columnas forman anticadenas ya que
entre los elementos pertenecientes a ellas no se da la relaciéon de contenencia.

Se observa que es posible encontrar a;!(t — a;)! = 2/(5 — 2)! = 12 cadenas
que contengan al conjunto {1,2} .

Por el Teorema de Sperner hay una anticadena de longitud

v <L2J> - <L§J) -(3) =

3.3 Versiones del Teorema de Ramsey

El teorema de Ramsey se origina por el interés de Frank Plumpton Ramsey
(nacido en 1903, Cambridge) en buscar una solucién al problema de encontrar un
método mecédnico para decidir si una proposicién matemética arbitraria puede
ser probada dentro de una teoria o no. La teoria de Ramsey fué iniciada por
Erdoss y Szekeres en 1933 y tiempo después descubrieron la conexién con los
trabajos de Ramsey.

Lo que interesa en esta teorfa es colorear aristas en una familia de grafos
completos K, sin restricciones sobre vecindades, es decir si las aristas tienen
un vértice en comin. Aqui un ¢g-subconjunto de S es un subconjunto con g
elementos del conjunto S.

El aspecto que motivé a indagar sobre algunas aplicaciones del teorema de
Ramsey, que es la base de la teorfa de Ramsey, es resaltar la importancia de
conocer e investigar la utilidad que tienen los resultados ya conocidos de una
teoria matemdtica dentro de otras teorias, mostrando el poder conceptual que
tiene para la solucién de algunos problemas matemadticos, su intima relacién con
la teoria de grafos y la combinatoria, dentro de ella las relaciones binarias y el
principio de palomar.

Definicién 3.3.1. Una coloracién de las aristas de un grafo G con
k colores es una funcién f : Ag — C, siendo C un conjunto de k elementos
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(no se impone ninguna restriccion sobre los colores de aristas con un extremo
comun). Un grafo coloreado se dice monocromadtico si todas sus aristas son
del mismo color. La existencia de los nimeros de Ramsey nos permite enunciar
el siguiente resultado, cuya prueba se sigue de la versién general que se presenta
més adelante.

Teorema 3.3.2. (Teorema de Ramsey: version de grafos). Dados
enteros positivos p, q existe un entero minimo n tal que si un grafo completo
tiene al menos ese niumero de vértices entonces, para cualquier coloracion de
sus aristas con dos colores (rojo o azul) es posible encontrar un subgrafo K, de
color rojo o un subgrafo K, de color azul.

El nimero n se denomina nimero de Ramsey y se denota R(p, q).

Ejemplo: En cualquier coleccién de seis enteros distintos o bien tres de
ellos son primos relativos entre si o bien tres de ellos no son primos relativos
entre si.

Verificacién: Se considera a Kg, cuyas aristas se colorean con dos colores,
azul (primos relativos) y rojo (no primos relativos). Se quiere probar que
siempre se encuentra un K3 rojo o un K3 azul en cualquier coloracién posible
de K. En otras palabras se prueba que R(3,3) = 6.

b

a

Figura 3.3

Se nombra el conjunto de vértices que representan 6 enteros distintos por
{a,b,c,d,e, f} y se fija uno de ellos, por ejemplo a, al que llegan cinco aristas
en total y que se deben distribuir en dos colores, al vértice a deben llegar al
menos tres aristas azules o bien al menos tres aristas rojas. Si se supone que se
tiene el primer caso y que las aristas azules se unen por ejemplo con los vértices
c,d,y [,y si alguna de las aristas entre estos vértices fuera azul, se tendria ya
un tridngulo azul. Si no fuera asi, lo que se tendria serfa un tridngulo rojo con
vértices ¢,d y f. De ahi que R(3,3) <6 .

Si se parte de un K5 no es posible concluir lo mismo. A continuacién se
muestra una coloracién para un K5 con la relacién primos relativos y no primos
relativos en la cual no existe un tridngulo monocromético rojo ni un tridéngulo
monocromatico azul. De ahf que R(3,3) > 6 y por lo tanto R(3,3) = 6.
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22 55

22 55 14
Figura 3.4

En general se puede considerar un nimero ¢ > 2 de colores, y plantear el
problema:

dados enteros p1,pa, ..., pt, encontrar el minimo entero n = R(p1,p2, ..., Dt)
para el que cualquier coloracién con ¢ colores de las aristas del grafo completo
K, contenga un subgrafo completo K, monocromatico de color 4, para algin
i=1,2,.,t.

Teorema 3.3.3. (Ramsey: versién conjuntista). Dados los enteros
POSitivos p1,Pa, ..., Dt, existe un entero minimo n = R(p1,pa,...,pt) tal que si
un conjunto S tiene m (o mdas) elementos y se colorean todos sus subconjuntos
de dos elementos con t colores, entonces existe un p;-subconjunto de S tal que
todos sus subconjuntos de dos elementos tienen color 1.

Se pueden estudiar situaciones todavia més generales. Por ejemplo, el teo-
rema de Ramsey sigue siendo cierto, cambiando los subconjuntos de tamano dos
por subconjuntos de tamafio . La notacién ahora serfa R(p1,pa,...,pt;r) v lo
que se denotaba como R(p1,p2, ..., pt) deberia ser escrito como

R(p1,p2, -, 05 2).

En términos de coloracién de grafos para r > 2 se consideran hipergrafos,
que son grafos en los cuales una arista conecta més de dos vértices.

3.3.1 El principio del palomar a partir del niimero de Ramsey.

Teorema 3.3.4. Si m,n son enteros positivos, entonces
R(m,n;1)=m+n—1.
Demostracion [8]: Si se supone que m > n se tiene que
m>n—1ly(m+n—1)>(n-1)2.

Luego por el Teorema 3.1.5, versién informal existe al menos una caja (color)
con al menos n objetos. De modo que si se tiene un conjunto con m +n — 1
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elementos y se colorean con dos colores, rojo y azul, entonces al menos m llevan
el color rojo o bien al menos n el azul. [

Teorema 3.3.5. Sit es un entero positivo, entonces

R(2,2,..,2;1) =t + 1.
——
t

Demostracion [8]: Sea t un entero positivo, como t+1 > (1)t por el principio
del palomar del Teorema 3.1.8 t+1 es el minimo entero que permite asegurar
que si se distribuye ese nimero de objetos en ¢ cajas al menos una de ellas
contiene dos o mds objetos. De modo que si se tiene un conjunto con t + 1

elementos y se colorean con t colores, entonces al menos dos elementos llevan el
mismo color. [

3.4 Demostraciéon del Teorema de Ramsey

De la definicién del nimero de Ramsey R(p, ¢;r) se sigue que:

L. R(p,q;r) = R(q,p;7).

2.r<py r<q
3. R(p,q;r) > max{p,q}.

Lo anterior permite observar que para cualquier » y ¢ > r es cierto que
R(r,q;r) = q.

Teorema 3.4.1. (Ramsey: versién general finita). Dados los enteros
D1,D2, ..., Dt, T existe un entero positivo minimo R(p1,pa,...,pe;7) tal que si un
conjunto S tiene al menos ese numero de elementos y se colorean todos sus
subconjuntos de r elementos con t colores, entonces existe un p;-subconjunto de
S tal que todos sus subconjuntos de r elementos tienen color i.

Demostracion [6]: (Sélo se presenta la prueba para t = 2). Se procede por
induccién sobre r. Por el teorema 3.3.4 se tiene para r = 1 que

R(p,q;1)=p+q—1.

Asi, se supone que el teorema es cierto para r — 1 y se desea mostrar que para
el entero R(p, q;r) es también cierto.

1. Para cualquier r y p > r es cierto que R(p,r;r) = p y de forma similar
R(r,q;r) = q para q > 7.
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Por lo cual se usa induccién sobre p y ¢, a partir de (1). Asi, es posible
definir

pr=Rp—-1,¢7)yqa=R({pq—1r).

Sea S un conjunto con n elementos, donde
n>1+Rp1,q;r— 1), (3.2)

y los subconjuntos de r elementos de S se colorean con dos colores, rojo y azul.
Sea a un elemento arbitrario de S y se considera una coloracién de todos los
subconjuntos con r — 1 elementos de S" = S — {a} asignandole a X C S’ el
color de X U{a}. S’ tiene n— 1 elementos, entonces por hipétesis de induccién
y la desigualdad (3.2), S’ contiene algiin subconjunto A con p; elementos, tal
que todos sus subconjuntos con r — 1 elementos son de color rojo o S’contiene
algin subconjunto B con ¢; elementos, tal que todos sus subconjuntos con r —1
elementos son de color azul.

Sin pérdida de generalidad, se supone que la primera situacién ocurre. Como

A tiene p; elementos y
p=Rp-1,4q7),

hay dos posibilidades: la primera es que A tiene un subconjunto de g elementos,
con todos sus subconjuntos de r elementos de color azul, asf se tiene un subcon-
junto de S con todos sus r-subconjuntos de color azul. La otra posibilidad es
que A tiene un subconjunto A’ de p — 1 elementos con todos sus r-subconjuntos
rojos. El conjunto A’ U {a} también tiene ésta propiedad, porque si solamente
se consideran los elementos de A’ C A ya estd garantizado, pero si se consideran
los subconjuntos que contienen a {a} estos tienen un subconjunto X con r —1
elementos de A" C A, luego como X es de color rojo el subconjunto X U {a}
fué pintado de color rojo. Esto demuestra el teorema y ademds:

R(p,q;m) > R(R(p— 1,¢;7), R(p,q — 1;7);7 — 1) + 1. (3.3)

Un caso especial de (3.3) ocurre cuando se hace la coloracién de las aristas con
r = 2 y utilizando el hecho de que R(p,q;1) = p+ g — 1, se tiene que:

R(p,q:2) > R(p—1,¢;2) + R(p,q — 152). O

En su trabajo original, Ramsey probé primero la versiéon de su teorema para
conjuntos infinitos.

Teorema 3.4.2. Si G = (Vg, Ag) es un grafo infinito numerable, entonces
G contiene un subgrafo completo infinito o un conjunto infinito de vértices in-
dependientes.

Demostracion [13]: Sea F' = {v € Vg : gr(v) < oo} el conjunto de los
vértices con grado finito.

Se consideran dos casos:
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i) F es infinito.

Sean wuq,us, ... los vértices con grado finito en el grafo G. Se construye
inductivamente una nueva sucesién de vértices, asi: sea vy = u1, como vy el
primer u; no adyacente a vy, y como vz se toma el primer vértice u; no adyacente
a vy ni a vy y asf sucesivamente. En general si ya se han elegido los vértices
V1, ..., Uk, entonces como vy se toma el primer u; no adyacente a ninguno de los
vértices v1,vs, ..., V. Esto siempre es posible, ya que los vértices u1, us, ... son
de grado finito, mientras que los u; son infinitos y ademds son de grado finito.
Los vértices v; asi construidos constituyen un conjunto infinito independiente.

ii) F' es finito.

En este caso V; = Vg — F debe ser infinito. Sea uq un elemento cualquiera
de V; y sea U; el conjunto formado por los vértices de V; adyacentes a u;. Es
claro que |U;| = o0, ya que gr(ui) = oo y fuera de V; hay sélo un nimero finito
de vértices. Ahora se define V5 como el conjunto de elementos de U; que son
adyacentes a infinitos vértices de Uy. Si |V3| < 0o, entonces se puede aplicar al
subgrafo de G generado por U; — V5 el razonamiento que se hizo para el caso
i), de lo cual resulta un conjunto independiente infinito. Por el contrario, si
|Va| = oo se escoje ug € Vo y se repite el proceso definiendo Us como el conjunto
de vértices de V5 adyacentes a ug, etc. Si este proceso se detiene al encontrar
algiin V,, finito, entonces existe un conjunto infinito independiente. Si por
el contrario el proceso no se detiene, entonces la sucesién uq, us,... genera un
subgrafo infinito completo. [J

Teorema 3.4.3. (Ramsey: versién infinita). Dado un conjunto A in-
finito numerable, si se colorean los k-subconjuntos de A con r colores, entonces
existe un subconjunto infinito B de A tal que los k-subconjuntos de B son todos
monocromaticos.

El teorema anterior dice que si K es un grafo completo con un conjunto
infinito numerable de vértices, entonces para cualquier coloracién de sus aristas
con dos colores existe un subgrafo completo (con un nimero infinito de vértices)
monocromético. Es interesante senalar que el resultado no es cierto si el con-
junto de los vértices es no numerable. Asi, si el grafo completo tiene como
vértices los nimeros reales y se colorean sus aristas con dos colores, entonces no
existe necesariamente un subgrafo completo monocromético cuyos vértices sean
un subconjunto no numerable de los reales.

Teorema 3.4.4. (Ramsey: versién infinita para grafos). Silas aristas
de un grafo completo con una infinidad numerable de vértices se colorean con r
colores, entonces existe un subgrafo completo infinito y monocromdtico.

Demostracion [13]:  Por induccién en r, se tiene: para r = 1 es claro, y
para r = 2 es el Teorema 3.4.2. Ahora si se supone que el resultado es
cierto para un r > 2. Dado un grafo completo infinito numerable, en el cual
las aristas se colorean con los colores 1,2,....,7 + 1, por la hipétesis inductiva
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existe un subgrafo completo infinito con las aristas de un mismo color 7 para
algin i = 1,...,7 — 1, o un subgrafo completo infinito con las aristas coloreadas
con los colores 7 y r + 1, el cual a su vez por el Teorema 3.4.2 debe tener un
subgrafo completo infinito monocromético. O

Teorema 3.4.5. (Cota probabilistica de Erdés para R(m,m)). Para
todo nimero natural m > 3 se tiene que

R(m,m) > 2%,

Demostracion [8]: Se presentan a continuacién argumentos no constructivos
y de tipo probabilistico de Erdos.
El nimero R(k, k), se denota mediante Ry.

1. Se colorean aleatoriamente las aristas {i,j} de un grafo completo K,, con
dos colores.

2. Ahora se considera el espacio de probabilidad cuyos elementos son las
coloraciones de las aristas de K, con dos colores y cuyas probabilidades
vienen dadas por:

P(colorear {7, j} de rojo)

N~ DN —

P(colorear {7, j} de azul)

3. El color de cada arista {i,j} del grafo es independiene del color de las

n

2) aristas del grafo K, hay entonces 2(3) posibles

demds. Como se tiene (
coloraciones.

4. La probabilidad de tener una coloracién particular es:
2—(3).

5. Sea S un conjunto de k vértices del grafo y sea F, el suceso: “S es
monocromético”; es decir, las aristas que unen vértices de S son todas del
mismo color. S tiene k vértices y sus (’;) aristas son monocromadticas,
por tanto se tiene una coloracién de K, en la que S es monocromaético,

entonces quedan (g) - (g) aristas por pintar, es decir se tiene 2(3)7(5)

coloraciones, con probabilidad

6. Asi que

P(E;) = P(S monocromdtico rojo) + P(S monocromético azul)
= 27(6) 4 2-(5) = 21-(5)
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7. Ahora si E}, denota el suceso “K}, es monocromédtico”; su probabilidad es:
P(Ey) < Z P(Es) =#{S C Vg, : S con k vértices} - 91-(2)

SCVk,,,
|S|=k

(Z)gl—@)

8. Sinestal que P(Fj) < 1, se tiene alguna coloracién en la que no hay algin
K. monocromético. Y en esas condiciones, necesariamente el nimero de
Ramsey Ry debe ser mayor que n. Es decir se tiene que:

(Z)zl('i) <1,
(Z) <21,

de lo cual

i) Como Ry > n se tiene que,

ii) Utilizando la estimacién (7;:) = L’ <o m—;, se puede reescribir
la cota para Ry (si k > 4)

— k kg )
271 kE < (R,
(Bi)F 2 k2
Es decir,
(Ry)>2%. O

Decidir si el siguiente limite

, 1
lim (Ry)*
k—o0
existe es uno de los grandes problemas que permanecen sin resolver en este
campo.
De la anterior desigualdad se tiene que:

i)
lim inf(Re)* > V2

k—o0
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ii) Ahora se utiliza una cota superior en el caso particular de m =n = k (ver
Teorema 4.3.2)

R(k.K) < (k;—fzz) _ <2(:_—11)>.

(2(k— 1)) < 9201,

Ademas
k—1

n
por la igualdad (2:) =227,
k=0

Asi
R(k,k) < 4%,

de donde

=

lim sup(Ry)* < 4.

k—o00

iii) Resumiendo se tiene que:

==

V2 < lim inf(Rk)% < lim sup (Ri)* < 4.

k—oo k—o00

3.5 Aplicaciones del Teorema de Ramsey
3.5.1 Aplicacién a Sucesiones

Proposicién 3.5.1. Dada una lista ordenada de 5 nimeros reales distintos,
al menos 3 de ellos en el mismo orden forman una sucesion mondtona creciente
o decreciente.

Demostracion [8]: Sea {x1, 2,23, 24,25} un conjunto de 5 niimeros reales
en un cierto orden. Supéngase que z1 < x2 (un argumento similar vale para el
caso contrario). Si xy < x3, se ha terminado. Si no es asi, es porque o bien
1 < x3 < x5 0 bien z3 < x;. En el primer caso, con el cuarto punto se tiene
ya una sucesiéon monétona. En el segundo caso, si x4 estd por debajo de z3 o
por encima de xy, entonces se tiene ya la sucesién. Sélo queda la posibilidad
de que x3 < x4 < x9, pero el quinto punto determina la sucesién monétona de
tres puntos.

Es claro que si se tienen mas de 5 términos en una sucesién la proposicién
es verdadera. [

Teorema 3.5.2. Para cada entero k > 3, existe un minimo entero M (k)
con la siguiente propiedad: para cualquier sucesion con al menos M (k) nimeros
reales hay k de ellos que forman una subsucesion mondtona.

Demostracion: Se tiene que una sucesién es creciente si todas sus subsuce-
siones de tres elementos son crecientes (similarmente para decreciente). Con
tres nidmeros reales se pueden encontrar los siguientes casos:
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a) Forman una sucesién creciente: 1 < x5 < x3.

b) Forman una sucesion decreciente x1 > x5 > x3.

c

d

1 <Xoy XTg 2 T3.

)
)
)
) T1 > T3y 12 < 3.

Luego, las subsucesiones de tres elementos de una sucesién se puede colorear
con los colores a,b,c y d. Asi, dada una sucesién de R(k,k, k, k;3) nimeros
reales, por la definicién del numero R(k,k,k, k;3) se debe tener una sucesién
monocromética de k niimeros en alguno de los cuatro colores.

Si k > 5 se descartan los colores ¢y d como se vié en la proposicién anterior,
y si los colores son a o b se encuentra por lo tanto una subsucesién monétona

de longitud k. O

Corolario 3.5.3. Dados los nimeros enteros m,n > 3, existe un minimo
entero L(m,n) con la siguiente propiedad: para cualquier sucesion con al menos
L(m,n) nimeros reales hay m de ellos que forman una subsucesion mondtona
o n de ellos que forman una subsucesion mondtona.

Demostracion: Por el teorema anterior existen los enteros M (m) y un M (n)
tales que M(m) < R(m,m,m,m;3) = Ry y M(n) < R(n,n,n,n;3) = Rs.

Si se supone m > n, se tiene que existe una subsucesién de longitud m
creciente o decreciente para una sucesién con Ry términos. Asi,

L(m,n) = M(m).

Ahora si la sucesién con R; términos tiene dos subsucesiones: una creciente de
longitud m y otra decreciente de longitud m, se puede encontrar una subsucesiéon
creciente de longitud m y una decreciente de longitud n o una subsucesién cre-
ciente de longitud n y una decreciente de longitud m. Asi, L(m,n) = M(m). O

3.5.2 Version infinita del Teorema de Erdos-Szekeres

Teorema 3.5.4. (Bolzano). Cualquier sucesion infinita S = {a1,a2,...} de
numeros reales contiene una subsucesion mondtona infinita.

Demostracion [8]: Sea A una sucesién infinita de numeros reales. Los
3-subconjuntos de la sucesién se colorean con 4 colores dependiendo de la dis-
posicién de los tres niimeros, como en el Teorema 3.5.2 y de acuerdo con el
siguiente esquema:

* * * L *

Color a Color b Color ¢ Color d
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El teorema de Ramsey en versién infinita Teorema 3.4.8 garantiza que
existe un B subconjunto de A infinito monocromatico. Por la Proposicién
3.5.1 se tiene que B sdélo puede ser pintado con los colores a o b, es decir
corresponden a una sucesién creciente o decreciente. [

Corolario 3.5.5. Si S es un conjunto infinito en R?, entonces existe un
A C S infinito tal que, o bien A estd contenido en una recta o bien cada tres
puntos de A son no colineales.

3.5.3 Aplicacién a Teoria de Grupos

Aqui es importante recordar que, por definicién, un semigrupo finito es un
conjunto finito en el cual se define una operacién binaria asociativa, que serd
llamada producto. Ademds, un elemento e del semigrupo es idempotente si
cumple e x e = e.

Teorema 3.5.6. Todo semigrupo finito debe tener un elemento idempo-
tente.

Demostracion [8]: Sean a un elemento cualquiera del semigrupo y a’ el
producto (¢ veces) del elemento a. Si n, es el nimero de elementos del conjunto
(orden del semigrupo) y

N =R(3,3,...,3;2),
———

n

entonces se considera el grafo completo Ky con sus vértices numerados y la
coloracién de sus aristas con n colores (cada color es un elemento del semigrupo)
de la siguiente forma.

La arista que une los vértices i y j, donde i < j se colorea con a’~¢. El
hecho que se trabaje en un semigrupo garantiza que cualquier potencia de un
elemento pertenece al semigrupo.

El teorema de Ramsey garantiza que debe haber un tridngulo monocromético,
esto es, debe existir 4, j, k; donde ¢ < j < k y tales que

Si se denota e = a? %, teniendo en cuenta que: aF =7 xai % = ¢~ se observa
b) b

que e x e = e. Asi, éste es el elemento idempotente que se buscaba. O

3.5.4 Aplicacién Geométrica

Se dice que un conjunto de puntos del plano estd en posicién genérica si no
hay tres de ellos alineados.

Proposicién 3.5.7.(Erdds - Szekeres). Para cada entero m > 3 existe
un minimo entero N,, con la siguiente propiedad: para cualquier conjunto de
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n puntos del plano en posicidn genérica con n > Np, hay m de ellos que son
los vértices de un poligono convezo.

Demostracion [13]:  Es claro que N3 = 3, ya que todos los tridngulos son
convexos. N, debe ser mayor que cuatro, ya que cuatro puntos dispuestos de
modo que uno de ellos sea interior al tridngulo determinado por los otros tres
no son los vértices de un cuadrildtero convexo. Se prueba que Ny = 5. En
efecto, la envolvente convexa de un conjunto de 5 puntos en posicién genérica
es un pentdgono, un cuadrildtero o un tridngulo. En los dos primeros casos,
tomando cuatro vértices de la envolvente convexa ya se tendria el cuadrilatero
convexo. En el tercer caso dos de los puntos (A y B) son interiores al tridngulo
determinado por los otros tres (C,D y E). La recta AB deja en un mismo
semiplano a dos de los vértices del tridgngulo (C'y D) y en el semiplano opuesto
al vértice restante. Es facil ver entonces que A, B,C y D son los vértices de un
cuadrilatero convexo.

< o

Ahora, se prueba que si n puntos estdn en posicién genérica y cada cuatro
cualesquiera de ellos son los vértices de un cuadrildtero convexo, entonces los
n puntos son los vértices de un n-dgono convexo. Para esto, sean Py, ..., P,
los vértices de la envolvente convexa, numerados en el orden en que aparecen al
recorrer su perimetro en uno de los posibles sentidos. Si m < n, entonces alguno
de los puntos dados es interior a la envolvente convexa y por lo tanto a alguno
de los tridngulos Py Po Ps,P) P3Py,...,P, P,,_1 P,,. Pero entonces se tienen cuatro
puntos tales que uno de ellos es interior al tridngulo determinado por los otros
tres, y no son vértices de un cuadrildtero convexo contradiciendo la hipdtesis.
Por lo tanto n = m, como se queria probar. En otras palabras, un poligono es
convexo si todos sus cuadrildteros lo son.

Sean ahora m >4y n > R(m,5;4). Dado un conjunto X de n puntos del
plano en posicién genérica, se colorean los subconjuntos de 4 elementos de X
de la siguiente manera: si forman un cuadrildtero convexo; se colorean con el
color A, y si no forman un cuadrildtero convexo; se colorean con el color B. En
virtud de la definicién de R(m, 5;4) existen dos posibilidades:

a) Hay un subconjunto de X de m puntos tal que todos sus subconjuntos de
4 puntos son de color A. En éste caso los m puntos son vértices de un
m-4gono convexo, como se probd anteriormente.

b) Hay un subconjunto de X de 5 puntos tal que todos sus subconjuntos de
4 puntos son de color B. Pero esto es imposible, pues ya se probé que un
pentdgono contiene al menos un cuadrildtero convexo (Ny = 5).
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En consecuencia R(m,5;4) satisface la propiedad deseada. Por tanto hay
un minimo entero N,,, < R(m,5;4) con esta propiedad. O

Los tnicos nimeros de Erdos - Szekeres NN, conocidos son
N3 =3, Ny=5y N5s =9. Se ha conjeturado que N,, = 2™ 2 4 1.

3.5.5 Aplicacién a Teoria de Niimeros

Lema 3.5.8. (Schur). Dado un entero positivo m, existe un entero S(m)
tal que, si N > S(m) y se colorea el conjunto M = {1,2,...,N} con m colores,
existen tres numeros x,y,z € M con el mismo color tales que x +y = z.
Demostracion [8]: Sean
S(m) = R(3,3,3,...,3;2) — 1,
—_———
m veces
y M un conjunto con cardinal N > S(m). Colorear con m colores los elementos
de M y considerar el grafo completo K11 con vértices en {0,1,2,..., N}. Es

claro que para cualquier arista {i,j} de Kny1, el valor |[i —j| € M. Asi, la
coloracién de M permite colorear las aristas de K41 de la siguiente forma:

color de {i,j5} = color de |i — j|, en la coloracién de M,

como

N > S(m) = R(3,3,...,3;2) — 1,

se tiene que
N+1>R(3,3,...,3;2).

Y asi, para el grafo Ky,1, existird un tridngulo monocromatico, es decir se
tendrd vértices i > j > k tales que,
color de {i,j} = color de {j,k} = color de {i,k}.
Luego,
color de |i — j| = color de |j — k| = color de |i — k|
S—— S—— e
T Y z
Por lo tanto, se prueba que x 4+ y = z, reemplazando cada valor y teniendo

en cuenta que ¢ > j >k

Gi—N+G—k)=i—j+j—k=i—k=2 030

Los enteros S(m) son llamados los nimeros de Schur. Se puede deducir
que S(1)=2(1+1=2),5(2)=5,53) =14y S(4) = 45. Ademds se conoce
que 160 < S(5) < 315.
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Ejemplo: Para m = 2 en el lema de Schur se tiene que S(2) = 5, las
posibles coloraciones del conjunto {1,2,3,4,5} con dos colores, se presentan a
continuacién, donde se senala una posibilidad para los nimeros x, y del lema
anterior:

{1},{2,3,4,5}
{2},{L,3,4,5}
{3}.{1,2,4,5}
{4}.{1,2,3,5}
{5} Y {l) 27 37 4}

{1,2},{3,4,5}
{1,3},{2,4,5}
{1,4},{2,3,5}
{1,5},{2,3,4}
{27 3} ) {l) 47 5}

{2,4},{1,3,5}
{2,5},{1,3,4}
{3,4},{1,2,5}
{3,5},{1,2,4}
{4,5},{1,2,3}

Teorema 3.5.9. (Schur). Dado un entero m, existe un entero N(m) tal
que, si p es un primo suficientemente grande, p > N(m), entonces la ecuacion
a™ +b" =™ tiene solucion no trivial en Zp,.

Demostracion [8]: Sea

p>N(m)=R(3,3,....3;2),
——

m

un primo.
Considerar el grupo multiplicativo Z; = {1,2,...,p — 1} y todos sus subcon-
juntos de la formas:

Hj={ja":a=1,2,..,p—1} CZ; donde1<j<p-1

Los subconjuntos H; son disjuntos o iguales. En efecto, si dos de ellos, por
ejemplo H; y Hy, con j # k tuvieran un elemento en comin, entonces

g™ =kd™
para ciertos ¢, d en Zj. Es decir, que
Jj=kdmc ™.
Ast

HJ = {]am :a:1a2a"'ap_1}: {kdmcimam :a=1,2,...,p—1}
= {k(dc'a)" :a=1,2,...,p— 1} = Hy.

Ademass es claro que

Ahora, se estima cudntos elementos tiene H;. En principio tiene p—1 elementos,
pero algunos pueden repetirse.
Si dos elementos de H; son iguales es porque para ciertos elementos

a,be{1,2,...p— 1} = ja™ = jb"™,
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entonces
am — bnl.

Es decir, se quiere contar cudntas potencias m-ésimas iguales pueden aparecer
para un b fijo, o lo que es lo mismo cuantos elementos a hay tales que

(ab™H)™ = 1.
Pero la ecuacion
™ —1=0,

tiene a lo mds m raices en Zg, entonces hay a lo sumo m potencias repetidas

para cada elemento de ;. Sea m; el nimero de potencias repetidas del i-ésimo
elemento de Hj, con 1 < ¢ < |Hj|. Asi se tiene que:

p—1=my+ma+..+mpg, <m|H,

luego
p—1
[Hjl 2 = —.
Por lo tanto:

=z

=p—1<mlH|.

p—1
U H;
j=1

Se puede afirmar que hay a lo sumo m de los H; que son disjuntos y cuya unién
sea todo Z;. para mostrar esta afirmacién, se supone que hay k de los H;
disyuntos, esto es

|+ | Ha| 4 .+ | Hi| = —p-1

k
U H;
=1

Como |H;| > p;Ll, entonces

-1

de ahf que p—1 > k. (%) . Por lo tanto k < m.

Ahora, se utilizan los subconjuntos H; (distintos), como colores, con los
cuales se colorea el conjunto {1,2,...,p — 1} dependiendo del H; al que pertenez-
can. El primo p es lo suficientemente grande para que el lema anterior garan-
tice que existen x, y, 2 € H; para cierto j tales que x +y = z. Esto es,
Ja™ +jb™m = je™ y por tanto, a™ +b™ = ¢ para a,b,c € Z,,. U

Ejemplo: Por el teorema anterior dado m = 2, existe el entero N(2) = 6,

tal que la ecuacién a? + b? = ¢? tiene solucién no trivial en Zs.
Verificacién: Se consideran los conjuntos H; = {ja2 ra € Z;} ,1<1<6:
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Hy={la’:a€Z;} ={1,4,2,2,4,1} = {1,2,4}
Hy={2a*:a€Zi} ={2,1,4,4,1,2} = {1,2,4}
Hs; ={3a*:a€Z;} ={3,5,6,6,53} = {3,5,6}
Hy={4a*:a€Z;} ={4,2,1,1,2,4} = {1,2,4}
Hs = {5a*:a €7t} ={5,6,3,3,6,5} = {3,5,6}
Hg = {6a*:a €7} ={6,3,5,5,3,6} = {3,5,6}

De los anteriores conjuntos los H; distintos son

Hl:{17274} y H3:{3,576}a
en H, se tiene que x =4,y =4 y z = 1 es solucién a la ecuacién a? + b? = ¢?,
lo que se querfa verificar.

Otra excelente aplicacién del Teorema de Ramsey consiste en el siguiente
resultado, cuya demostracién no estd al alcance de este trabajo (ver [6]).

Teorema 3.5.10.(Van der Waerden). Para todo par de enteros | y
r, existe un menor entero ng tal que si m > ng y se colorea el conjunto
{1,2,...,n} con r colores, entonces el conjunto tiene una progresion aritmética
monocromdtica de longitud [:

a,a+d,...,a+ (I —1)d, donde d € N

Observacién: Si en el teorema se considera ] =3y r =2 con n = 8, es
posible tener una coloracién del conjunto {1, 2, ..., 8} tal que no se encuentra una
progresién aritmética monocromadtica de longitud 3, por ejemplo la coloracién:
{2,3,6,7},{1,4,5,8}, de ahi que ng > 9 paral =3 y r = 2.

Los nimeros ng se denotan W (r,l) y se llaman nimeros de Van der
Waerden. A continuacién se presenta una tabla con algunos nimeros repre-
sentativos:

4 | 35
5 | 178
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4 NUMEROS DE RAMSEY

Dos conceptos bésicos de la teorfa de grafos: el nimero de clique y el nimero de
independencia, se utilizan para hallar algunos nimeros de Ramsey y cotas para
algunos de ellos, objetivo central de este capitulo. Para este fin se describen
conceptos y propiedades de (m,n) — grafos y nimeros e(m,n).

4.1 Interpretacién del nimero R(3,3)

Al considerar la siguiente pregunta: ;Cuél es el nimero de personas que se re-
quiere en una reunién de tal forma que se pueda asegurar que se tiene entre ellas
un grupo de tres personas en el cual todas se conocen mutuamente, o un grupo
de tres personas en el cual ninguna se conoce mutuamente?, se puede observar
que una herramienta matemdtica 1til para este tipo de problemas (ademds de
muchas otras) es la rama de la combinatoria conocida como teoria de grafos.
Al usar la teoria de grafos para responder a esta pregunta se puede pensar en
un grafo completo con n vértices que representan a las n personas, y la arista
entre cualquier par de vértices representa la relacion (conocerse) entre estas dos
personas.

Con este fin se puede colorear de azul cada arista del grafo si las dos personas
unidas por esta arista se conocen la una a la otra, y rojo si no se conocen
mutuamente. Asi, la pregunta anterior se replantea de la siguiente manera:
para cualquier coloracién rojo-azul de un grafo completo jcudntos vértices debe
tener este grafo de tal forma que en él se pueda asegurar la existencia de un
tridngulo rojo o un tridngulo azul? Claramente, si se tienen tres vértices es
posible tener un tridngulo monocromético, sin embargo es posible encontrar
personas A y B conociéndose mutuamente, y ambas no conociendo a C. Es
decir, existe una coloracion del grafo completo K3 que no garantiza la existencia
de un tridngulo monocromatico. Por lo tanto la respuesta a la pregunta no es
3. Asi, R(3,3) > 3.

A B

Figura 4.1. Una coloracién de K3 sin tridngulos monocromaticos.

Ahora se desea examinar el grafo completo con cuatro vértices. {Serd posible
colorear las aristas de éste grafo de tal forma que no haya un tridngulo rojo ni
uno azul? En efecto, la siguiente figura muestra una posible solucién. Luego,
R(3,3) > 4.
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Figura 4.2. Una coloracién de K, sin tridngulos monocromaéticos.

Un grafo con cinco vértices requiere mas consideraciones, pero es posible
dar una coloracion de este grafo, tal que no contenga triangulos. Por lo tanto
R(3,3) > 5.

Figura 4.3. Una coloracién de K; sin tridngulos monocromaticos.

Al tratar de encontrar de manera semejante una coloracién para el grafo
completo de 6 vértices se tienen muchas dificultades. Usando ensayo y error
parece imposible encontrar una coloracién libre de tridngulos. La verificacién
del ejemplo del Teorema 3.3.2 muestra que no existe tal coloracién. Y tal
prueba se presenta de nuevo aqui.

En un grafo completo con 6 vértices, se escoge uno de los vértices y se le llama
v, cada vértice tiene 5 aristas adyacentes a él. No importa cémo sean coloreadas
las aristas adyacentes a v, se puede asegurar que al menos tres de ellas tienen el
mismo color. Asumiendo que estas tres aristas son azules, y etiquetando los tres
vértices extremos de ellas como a, b y ¢, se examinan las aristas {a, b}, {b,c} y
{c,a}. Sicualquiera de las tres aristas es azul (por ejemplo {a, b}), entonces esa
arista forma un tridngulo azul con las dos aristas adyacentes a v ({v, a} {v,b}).
Pero si ninguna de las aristas {a,b},{b,c} vy {¢,a} son azules, entonces todas
tres deben ser rojas y se tendra un tridngulo rojo. Por supuesto el mismo
argumento puede ser aplicado si las tres aristas tomadas inicialmente son rojas.

e b
L
v — T T T - [
R \ _4,,—’/"
wo | _}{_};‘,

Figura 4.4. Kg contiene al menos un tridngulo monocromadtico.
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Lo anterior se puede interpretar asi: es imposible tener una coloracién con
dos colores (azul, rojo) del grafo completo con 6 vértices donde no incluya en
alguna parte un tridngulo rojo o un tridngulo azul, o en el contexto de la reunién
de personas mencionado anteriormente, es posible encontrar un trio donde todos
ellos se conozcan entre sf o todos sean extranos. Problemas como éste son la
base de la rama de las matemadticas conocida como Teorfa de Ramsey.

Uno de los principales teoremas de la Teoria de Ramsey puede enunciarse
informalmente como “El desorden absoluto es imposible”, o en otras palabras:
si se tiene casualmente una estructura desorganizada es posible asegurar que
alguna parte de ella estd ordenada. Una de las formas usuales de mirar la
teoria de Ramsey es en el contexto de la teoria de grafos. Se examinan las
coloraciones de los grafos y se trata de determinar qué condiciones se aplican.
La pregunta es: ;qué tan grandes pueden ser los grafos para que contengan o
no ciertas subestructuras?

De acuerdo a lo inmediatamente anterior, la pregunta jcial es el minimo
niimero de vértices que se requiere en un grafo completo 2-coloreado para garan-
tizar la existencia de un tridngulo rojo o azul?, se interpreta en la terminologia
de la Teoria de Ramsey asi: jcudl es el valor de R(3,3)?, de lo visto anterior-
mente la respuesta es R(3,3) = 6. ;Cudl es el valor de R(3,4)?, es decir, qué tan
grande debe ser un grafo completo para garantizar la existencia de un tridangulo
rojo o un grafo completo de 4 vértices azul? En general, lo que se pretende
conocer es el nimero mds pequeno de vértices, R(x,y), de un grafo Kg(, ) tal
que para cualquier coloracion con dos colores (rojo, azul), el grafo contenga un
K, rojo o un K, azul.

Un procedimiento general para encontrar solucién a estos problemas es un
programa de computador que examina todas las posibles combinaciones. Pero el
nimero de cémputos incluidos crece tanto que calcular R(5,5) por este método
tomaria probablemente varios cientos de afios de tiempo computacional. Ante
tal dificultad, en este capitulo se recurre a definiciones, propiedades y teore-
mas dentro de la teoria de grafos y se examinan técnicas que se utilizan para
encontrar algunos nimeros de Ramsey y cotas para estos.

4.2 (m,n)— grafos
Lema 4.2.1. Sea G = (V, A) un grafo. Si X CV, entonces para el subgrafo
(X)) de G se tiene:

a((X)g) <a(G) v w((X)g) Sw(@).

Demostracién: Por contradiccién, supongase que a((X),) > «(G). Sea B
un conjunto independiente en G tal que |B| = a(G) y sea U es un conjunto
independiente en (X). tal que |U| = a((X),). Como U es un conjunto de
vértices de un subgrafo inducido de G se tiene que U es también un conjunto
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independiente en G. Asi, por la suposicién inicial |U| > |B| lo cual no es posible,
por definicién de a(G).

Luego, a({(X)s) < a(G).

Ahora, si se supone que w((X),) > w(G), la contradiccién es clara ya que
(X)5 € G.

Ast, w((X) o) <w(G). O

Lema 4.2.2. Si G es un grafo, entonces
a(G)=w(G) v w(G)=aG).
Demostracion: Sea G un grafo en el cual

a(G)=n y w(G)=m.

Si w(G) = m, entonces existe un K,,, C G. Ya que, K,, es un subgrafo inducido
en G por el Lema 4.2.1, se tiene:

a(Kn) < a(G).
Luego
m < n. (4.1)
Si a(G) = n, entonces existe un conjunto U independiente con |U| = n, tal que
Ue=U2) v (Ug=Kuy.
Luego, por el Lema 4.2.1 w((U)g) < w(G) = m. Asi
n < m. (4.2)

De (4.1) y (4.2) se tiene que m =n y a su vez a(G) = w(G).

De manera similar se prueba que w(G) = «(G). O

Definicién 4.2.3. Sean m y n nimeros naturales mayores o iguales que
2. Un grafo G se llama un (m,n) — grafo si

w(@<m y alG) <n,
o equivalentemente, un grafo G es un (m,n) — grafo si

w(G)<m y w(G)<n,

esto es, si G no contiene un grafo completo K,, y G no contiene un grafo
completo K.
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w(@)=2<3 w(G)=2<3
Figura 4.5. G es un (3,3) — grafo.

Lema 4.2.4. Un grafo completo K, es un (m+1,2) — grafo.
Demostracion: Para un grafo completo K, se tiene:

WKp)=m<m+1 y wlKy, =1<2.
Asi, por la definicién anterior el grafo completo K, es un (m+1,2)—grafo. O

La siguiente figura ilustra el lema anterior.

Ke Ke
E 5 B 9
1 4 18 od
2 3 2 E
w(Kg)=6<7 w(Kg)=1<2

Figura 4.6. K es un (7,2) — grafo.

El siguiente teorema enuncia las propiedades principales de los (m,n) —
grafos.

Teorema 4.2.5. Si G es un (m,n) — grafo, se tiene:

1. G es un (m,n) — grafo si y sélo si G es un (n,m) — grafo.

2. Si G es un (m,n) — grafo, entonces G es también un (mq,n1) — grafo
para todo my > m y todo ny > n.

3. 85i G=(V,A) es un (m,n) — grafo y X CV, entonces también (X). es
un (m,n) — grafo.
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Demostracion:
1. Si G es un (m,n) — grafo, por el Lema 4.2.2
w@) =a(G)<n y aG)=w(G@) <m.
Por lo tanto G es un (n,m) — grafo.
2. Si G es un (m,n) — grafo, por la Definicién 4.2.3
w(@ <m y alG)<n.
Simy > m y ny > n, entonces
w(@ <mi vy a(G) <nq,
y por la Definicién 4.2.3 G es un (mi,n;1) — grafo.
3. Si G es un (m,n) — grafo, por la Definicién 4.2.3
w(@ <m y alG)<n.
Sea X C G, entonces por el Lema 4.2.1
W((X)g) Sw(@ <m ¥y al(X)g) < a(G) <n.

Por lo tanto (X) es un (m,n) — grafo. 0O

Los siguientes ejemplos ilustran el teorema anterior:

i) El grafo G de la Figura 4.7 es un (4,3) — grafo y por lo tanto G es un
(3,4) — grafo.

ii) El grafo G de la Figura 4.7 es un (4,3) — grafo, pero también es un
(5,6) — grafo.

G G

Is &

wi@ =3<4ya(@G)=2<3 w@=2<3yalG)=3<4
Figura 4.7.
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iii) La siguiente figura muestra un subgrafo inducido del grafo G de la Figura
4.7 que es un (3,3) — grafo y por consiguiente un (4,3) — grafo.

(X Xe

c e

W((X)g) =2 <3 a((X)g) = w((X)g) =2 < 3
Figura 4.8.

Definicién 4.2.6. Sean G = (V, A) un grafo, v € V un vértice de Gy X el
conjunto de vértices adyacentes a v, esto es X = Ng(v). Se denota por Hi(v)
al subgrafo de G inducido por X, es decir H;(v) = (X) .

Sea Y el maximo conjunto de vértices de GG independiente a v y distintos de
v, esto es Y = Ng(v). Se denota por Ha(v) al subgrafo de GG inducido por
Y, es decir Ha(v) = (Y) -

Cuando no exista ambigiiedad se escribe H; en lugar de H; (v) y Ha en lugar

Hj(v). Las siguientes figuras ilustran la definicién anterior.

G Hi(c) Hj(c)

a

d
¢ e
Figura 4.9.

€] Hi(v) Hy(v)
b c b c

@ d “ d

u € /e

g f g f

Figura 4.10.
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Lema 4.2.7. Si G = (V,A) es un (m,n) — grafo, entonces para todo
vértice v €V, Hy es un (m —1,n) — grafo y Hy es un (m,n — 1) — grafo.

Demostracion [10]: Sean v € V' y H; el subgrafo inducido por los vértices
que son adyacentes a v como se definié anteriormente.

Por la definicién de subgrafo inducido cualquier conjunto de vértices inde-
pendiente en H; debe ser también independiente en G. Debido a que G es un
(m,n) — grafo, se tiene que

a(Hp) < a(G@) < n.

Considerando los nimeros de clique se tiene la siguiente relacién: si H; contiene
un subgrafo completo con k vértices, entonces el grafo formado por estos vértices
y el vértice v elegido es un subgrafo completo con k + 1 vértices, ya que v tiene
una arista para cada vértice en Hy. Asi:

E+1l<w(G) <m y wH)<wG -1<m-—1,

por lo tanto Hy es un (m — 1,n) — grafo.

Para mostrar que Hs es un (m,n — 1) — grafo, primero se observa que el
nimero de clique de Hy no puede ser méas grande que el nimero de clique de G,
yaque Hy C Gy w(Hs) <w(G). Ademds cualquier conjunto independiente en
G al cual pertenece v y con n — 1 vértices, llega a ser un conjunto independiente
con a lo sumo n — 2 vértices en Hs, ya que para obtener Hs, a G se le ha quitado
el vértice v el cual no es adyacente a ningtin vértice de Hy. Asi, a(Hy) < n—1,
por tanto Hy es un (m,n — 1) — grafo. O

La siguiente figura ilustra el lema anterior.

G G
:
o %
d e d
G esun (4,3) — grafo G es un(3,4) — grafo
Hl(e) Hg(e)
" b
: \ .
f ¢
a
Hi(e) esun (3,3) —grafo Hy(e) esun (3,2) — grafo

Figura 4.11.
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Definicién 4.2.8. Un nimero natural p tiene la propiedad (m,n) si no
existen (m,n) — grafos con p vértices.

Observaciones:
i) Si p tiene la propiedad (m,n), entonces p + 1 tiene la propiedad (m,n).

ii) Si p tiene la propiedad (m,n), entonces p + k tiene la propiedad (m,n),
donde k € N

iii) Si p no tiene la propiedad (m,n), entonces p — 1 no tiene la propiedad.
Por tanto al fijar m y n, dos situaciones pueden ocurrir: que exista un
nimero con la propiedad (m,n) o que existan (m,n) — grafos de orden
arbitrariamente grande.

Se demostrard en el Lema 4.2.10 y en el Teorema 4.2.11 que la segunda
situacién no ocurre, exhibiendo para todo par m,n un nimero con la propiedad
(m,n).

Ejemplo: 6 tiene la propiedad (3,3), es decir: no existen (3,3) — grafos
con 6 vértices. La siguiente figura muestra la construccién de dos grafos con
6 vértices, los cuales no son (3,3) — grafos. Al intentar construir otros grafos
con 6 vértices, no es posible que estos sean (3,3) — grafos.

e H

w(G) <3y alG)=w(G) £3 wH)<3ya(H)=wH) <3
Figura 4.12.

Ejemplo: En el siguiente (3,3) — grafo es posible observar que 5 no tiene
la propiedad (3, 3).
G

wl@=2<3 y a(G)=2<3
Figura 4.13.
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Lema 4.2.9. p tiene la propiedad (m,n) si y sélo si p tiene la propiedad
(n,m).

Demostracion [7]: Del Teorema 4.2.5 (1) se tiene que: G es un (m,n) —
grafosiysélosi G esun (n,m)—grafo. Por tanto, si no existen (m,n)—grafos
con p vértices, entonces no existen (n, m) — grafos con p vértices. Por lo tanto
p tiene la propiedad (n,m). O

Lema 4.2.10. Todo m > 2 tiene la propiedad (m,2).

Demostracion [7]: Sea G = (Vg, Ag) un grafo con m vértices. Si w(GQ) < 2,
entonces Az = @ y por tanto G es un grafo completo K, y w(G) = m. Lo
cual significa que w(G) £ m y «(G) < 2, esto quiere decir que no existen
(m,2) — grafos con m vértices. Por tanto m > 2 tiene la propiedad (m,2). O

Teorema 4.2.11. Para todo par de nimeros naturales m, n > 2, el niimero
) tiene la propiedad (m,n).

Demostracion [7]: La demostracion se hace por induccién sobre m +n. Se
toma como base de induccién el caso m +n = 4 (esto es, m = n = 2). De
acuerdo con el lema anterior, el nﬁmero(f) = 2 tiene la propiedad (2,2).

Ahora, se tomam >2yn>2talquem+n>4. Sim=2o0on=2,la
validez del teorema estd garantizado por el Lema 4.2.10. Resta examinar el
caso en el cual m > 2y n > 2.

Se admite como hipétesis de induccién que los nimeros

, m—-—1+n—-2 , m+n—3
m' = y n' = ,
m— 2 m—1
tienen respectivamente, las propiedades (m — 1,n) y (m,n — 1).
Ahora, de acuerdo con la identidad (Z) + (k:) = (":1), se tiene que:

m—14+n-—2 m-+n—3 m-+n—2
< m—1 >+< m—2 )< m—1 ) (4.3)
m +n = <m+n2)

m—1

Luego, basta mostrar que m’ +n’ tiene la propiedad (m,n). Sea G = (Vg, Ag)
un grafo de orden m’+n’ y v un vértice de G. Sean los subgrafos Hy(v) y H2(v)
y las siguientes alternativas:

1. |[Vg,| > m/. En este caso, por hip6tesis de induccién, H; no puede ser un
(m—1,n) —grafoy de acuerdo con el Lema 4.2.7 G no es un (m,n) —

grafo.
2. |Vg,| <m/. Como
Vi |+ Vi, = Vel -1 vy |Vl =m'+7/,
asi

Vi |+ Vi, | =m/ + 0" =1 < |V, | +m/,
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entonces |Vy,| > n' — 1, y se tiene |Vy,| > n’. Por hipétesis de induccién
Hj no es un (m,n—1) — grafo y de acuerdo con el Lema 4.2.7 G no es
un (m,n) — grafo.

De los casos 1y 2 se sigue que no existen (m,n)—grafos con m’+n’ vértices,
como se queria demostrar. [J

4.3 Numeros de Ramsey en términos de (m,n) — grafos

Demostrada la existencia de nimeros con la propiedad (m,n) para todo m > 2
y todo n > 2 se puede formular la siguiente definicién.

Definicién 4.3.1. Para todo par de nimeros naturales m,n > 2 se denota
por R(m,n) al menor nimero natural R dotado de la propiedad (m,n). R(m,n)
se llama el niimero de Ramsey de pardmetros m y n.

De esta definicién se desprende que R(m,n) > k si y sélo si existe
un (m,n) — grafo con k vértices.

Esta definicién ofrece otra interpretacién para los nimeros de
Ramsey, ya que al inicio de este capftulo los nimeros de Ramsey
se interpretaron en términos de 2-coloraciones. La relacién entre
estas dos interpretaciones es que: todos los grafos con al menos
R(m,n) vértices o mas deben contener un clique con m vértices o
un conjunto independiente con n vértices que corresponden a un K,,
o un K, monocromdtico en un grafo completo con R(m,n) vértices,
2-coloreado.

Lema 4.3.2. R(m,n) = R(n,m).

Demostracion [7]:  Debido a que R(n,m) tiene la propiedad (n,m), la
demostracién es consecuencia inmediata del Lema 4.2.9.

En términos de coloracién se puede ver que R(n,m) es simétrico en n y m
al intercambiar las aristas azules y rojas, asf se tiene que

R(n,m) = R(n,m). O

Lema 4.3.3. R(2,m) = m, para todo m > 2.

Demostracion [10]: Un (2,m) — grafo es un grafo que no contiene un grafo
completo K, ya que un grafo completo K5 es una arista, luego un (2, m)—grafo
consiste completamente de vértices aislados. Tan pronto como se tenga m de
estos vértices, se tiene un conjunto independiente con m vértices, es decir no
existen (2,m) — grafos con m vértices. Por lo tanto, R(2,m) =m. O
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Observaciones [7]:

i) Los grafos completos de orden m — 1 son los unicos (m,2) — grafos con
m — 1 vértices, ya que

WHKp—1)=m—-1<m y wn_1)=1<2,

entonces K,,_1 es un (m,2) — grafo. Como no es posible eliminar una
arista a de K,,_; de tal forma que a(K,,—1 — a) < 2, se concluye que los
grafos K,,_1 son los tnicos (m,2) — grafos con m — 1 vértices.

ii) Los grafos nulos de orden n — 1 son los tnicos (2,n) — grafos con n — 1

vértices.

Teorema 4.3.4. R(m,n) < ("Lntf;z)
Demostracion: Es consecuencia inmediata del Teorema 4.2.11 y la Defini-

cién 4.3.1. O

Desafortunadamente la desigualdad es en general estricta y el problema de
determinar el valor exacto de R(m,n) no es facil. La siguiente tabla contiene
los valores correspondientes a la cota superior (m::f) de R(m,n).

TABLA: R(m,n) < (™"7?)

w1345 ] 6 | 7 8 9 10
3 |6 ]10 15| 21 | 28 | 36 45 55
4 20 |35 | 56 | 84 | 120 | 165 | 220
5 70 | 126 | 210 | 330 | 495 | 715
6 252 | 462 | 792 | 1287 | 2002
7 924 | 1716 | 3003 | 5005
8 3432 | 6435 | 11440
9 12870 | 24310
10 48620

a1 12 13 14 15
3 66 | 78 | 91 | 105 | 120
4 | 286 | 364 | 455 | 560 | 680
5 | 1001 | 1365 | 1820 | 2380 | 3060

"l16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21
3 136 | 153 | 171 | 190 | 210 | 231

Lema 4.3.5. Si G = (Vg,Ag) esun (m,n)—grafo con p vértices, entonces
para todo vértice v € V, se tiene que

p—R(m,n—1)<gr(v) <R(m-—1,n)—1.

87



Demostracion [10]: De la Definicién 4.2.6 se tienen los grafos H; y Hs. Ya
que H; es un (m — 1,n) — grafo, entonces

|VH1| < R(m - 13”)7

asf se tiene que gr(v) < R(m — 1,n) para cualquier vértice v en H; y en conse-
cuencia para todo v de G (por definicién de Hy), asf

gr(v) < R(m—1,n) — 1, (4.4)

ya que Hy es un (m,n — 1) — grafo.
Si gr(v) es el grado de v en G, entonces

gr(v) < R(n —1,m),
ya que Hy es un (n — 1,m) — grafo. Asf para todo v € Hj se tiene
gr(v) < R(n —1,m) = R(m,n — 1). (4.5)

Debido a que para cada uno de los p vértices de G, excepto el mismo v, hay una
arista entre ellos en G o en G, se tiene que:

gr(v) +gr(v) = p-1
gr(v) = p—1-gr(v) > —-R(m,n—1)+p—1, por (4.5)
gr(v) > (p—1)—R(m,n—1).

Y por tanto
gr(v) >p—R(m,n—1). (4.6)

En consecuencia por las desigualdades (4.4) y (4.6) se tiene

p— R(m,n—1)<gr(v) <R(m-1,n)—1. O

Teorema 4.3.6. Si G es un (m,n) — grafo, entonces
R(m,n) < R(m—1,n)+ R(m,n — 1)

y la desigualdad estricta se mantiene si R(m —1,n) y R(m.n — 1) son pares.
Demostracion [10]: Del teorema anterior el minimo grado debe ser menor o
igual al maximo grado, es decir

p—R(m,n—1)< R(m—1,n)—1,

asi
p<R(m-1,n)+ R(m,n—1)—1.

Como G es un (m,n) — grafo con p vértices, esto implica que:

p < R(m,n) —1,
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por lo tanto
R(m,n) < R(m —1,n)+ R(m,n — 1),

ya que, el nimero R(m — 1,n) tiene la propiedad (m — 1,n) y por observacién
(ii) de la Definicién 4.2.8 el nimero R(m — 1,n) 4+ R(m,n — 1) también tiene
la propiedad (m — 1,n).

De igual forma se deduce que el nimero R(m — 1,n) + R(m,n — 1) tiene la
propiedad (m,n — 1), es decir no existen grafos con R(m — 1,n) + R(m,n — 1)
vértices tales que w(G) < m y a(G) < n, por lo tanto R(m —1,n)+ R(m,n—1)
tiene la propiedad (m,n), como R(m,n) es el menor entero con la propiedad
(m,n), entonces

R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n —1).
Ahora, si se supone que
R(m,n) = R(m —1,n)+ R(m,n — 1),

donde R(m — 1,n) y R(m,n — 1) son pares y G = (V, A) es un (m,n) — grafo
con t vértices, donde

t=R(m—1,n)+R(m,n—1)—1. (4.7

Por el lema anterior

Y

t—R(m,n—1)
R(m—1,n)+ R(m,n—1)—1—R(m,n—1)
= R(m-—-1,n)—1

gr(v)

Asi,
gr(v) > R(m—1,n) — 1;

pero
gr(v) # Rim—1,n) — 1

ya que por el lema anterior, gr(v) < R(m — 1,n) — 1.
Por lo tanto para cada vértice v € V se tiene

gr(v) =R(m—1,n) — 1.
Asi, gr(v) es impar y por (4.7) t es impar. Pero esto no puede suceder, ya que
por el Corolario 1.1.4 en todo grafo hay un nimero par de vértices de grado

impar y como todos los vértices de G son de grado impar, entonces ¢ deber ser
par lo cual es una contradiccién, por tanto

R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1),

si R(m — 1,n) y R(m,n — 1) son ntimeros pares. [J

89



Teorema 4.3.7. R(m,n) > R(m,k)+ R(m,n—k+1)—1.
Demostracion [10]: Sea G = (Vg, Ag) un grafo con componentes conexas
G1 y Gg, donde G = G1 + G3. Por la definicién de G se tiene que:

w(G) = max {w(G1),w(G2)},

y
a(G) = a(Gh) + a(Ga).

Ahora, si G; es un (m, k) — grafoy G2 es un (m,n —k+ 1) — grafo, entonces

Ve, | < R(m,k) =1 vy  |[Va,| < R(m,n—k+1)—1.

Luego,
Vel = Vel + Vel
< R(m,k)—14+R(m,n—k+1)—1
= R(m,k)+ R(m,n—k+1)—2.
Asi,

V| < R(m, k) + R(m,n—k+1)—2.
Pero w(G) < m, ya que w(G1) < my w(G2) < m y como
a(G1)<k—-1 y a(Ga)<n—k+1-1,
entonces
a(G)<k—-14+n—k=n-1

Asi, G debe ser un (m,n) — grafo. De lo cual R(m,n) > |Vg| + 1, como |Vg|
puede ser a lo sumo R(m, k) + R(m,n — k + 1) — 2, entonces

R(m,n) > R(m,k)+R(mn—k+1)—2+4+1
R(m,n) > R(m,k)+R(mn—k+1)—1 O

La siguiente figura ilustra que la suma de un (3,3)—grafoy un (2,4)—grafo
esun (3,6) —grafo

N e

-
-

Giesun (3,3) —grafo Gy esun (2,4) — grafo

G =G1+ G, esun (3,6) — grafo
Figura 4.14.
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4.4 Grafos ciclicos

En esta seccion se van a construir (3,3) —grafos, (3,4)—grafos, (3,5)—grafos
y (4,4) — grafos por medio de grafos ciclicos.

Definicion 4.4.1. Sea p > 2 un nimero natural y sea el grafo completo
K, con vértices 1,2, ...,p. Para todo par de vértices z,y de K, se dice que los
nimeros |y — x| y p — |y — z| son los pesos de la arista {z,y} y el menor de
los dos pesos es el tamano de la arista {z,y}.

Definicién 4.4.2. Sean sq, Sg, ..., S numeros naturales tales que
1< <|P
LS5 <8< ... <8 < AR

con p > 2. Se dice que el subgrafo G' del grafo completo K, inducido por todas
las aristas que tienen tamano s;, ¢ = 1,2, ...,k es un grafo ciclico de orden p y
parametros s, sa, ..., Sk.

Se denota por W(G) al conjunto de los pesos de las aristas de G. Esto
es,

W(G) = {Slap — 81,52, — 82y ..+, Sky P — sk} .

3 2

Figura 4.15. Grafo ciclico de orden 5 y parametro 1.

Figura 4.16. Grafo ciclico de orden 8 y parametro 1y 4.
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Los grafos se las Figuras 4.15 y 4.16 tienen como conjunto de los pesos de
las aristas a {1,4} y {1,4, 7} respectivamente.

Nota: Todos los grafos ciclicos de orden n y pardmetro 1 son ciclos de
orden n.

Figura 4.17. Grafo ciclico de orden 7 y parametros 1,2,3.

Figura 4.18. Grafo ciclico de orden 8 y parametros 2,3, 4.

Si G es un grafo ciclico de orden p, se puede ver que también G es ciclico de

orden p y W(G) es el complemento de W(G) en el conjunto {1,2,...,p —1}.

Definicién 4.4.3. Sean m y p enteros positivos y W un subconjunto
de {1,2,...,p—1}. Si wy,ws,...,w,, es una secuencia de elementos de W, los
términos wy, y wi, w1 y wa, ..., Wm_1 ¥ Wy, se dicen términos adyacentes.

Una solucién al problema (m,p, W) es una secuencia wy, wa, ..., Wy, de
elementos de W tal que w1 +wo + ... + Wy, = py w1 < wa < oot < Wiy,

Una solucién al problema ((m,p,W)) es una secuencia wy, wa, ..., Wy,
de elementos de W tal que wy + we + ... + w,, = p y las sumas de términos
adyacentes de la secuencia wy, + w1, w; + wa, wo + W3, ..., Wy _1 + Wy, €stdn en

w.
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Es claro que si wq,wa, ..., wy, es una solucién al problema ((m,p, W)), en-
tonces alguna permutacién de la secuencia w, we, ..., Wy, es solucién al problema
(m,p, W).

Lema 4.4.4. Sea G un grafo ciclico de orden p. Si G contiene un grafo
completo K,,, entonces el problema ((m,p, W)) tiene solucion.

Demostracion [7):  Sean 1 < xg < ... < T, los vértices de un subgrafo
completo H de G y la secuencia de pesos

wy = T2—71
Wy = T3 — T2
Wm—-1 = Tm — Tm-1

Wy = P— Ty + X1,
el objetivo es mostrar que wi,ws, ..., Wy—_1, W, €s una solucién al problema
((m,p, W)).

Se puede ver que

w1 + w2 + ... + Wyp—1 + Wy, = P.

También se tiene que {x1, 22}, {x2, 23}, ... {Tm-1,2m} ¥ {Tm, 21} son aristas
de G y por lo tanto w; € W(G) para i = 1,2,...,m. Finalmente, como H es
un grafo completo, se cumple que {x1,23},{z2, 24}, ..., {Tm-1,21} ¥ {Tm, 22}

son aristas de GG. Por tanto los correspondientes pesos wi + wa, ..., Wy,—1 + Wy,
Y W + wy estdn en W(G). O

El siguiente ejemplo ilustra el lema anterior: El grafo que se presenta en
la Figura 4.18 el cual es ciclico de orden 8 y pardmetros 2, 3,4, contiene un
grafo completo K4 por tanto debe tener solucién al problema ((4,8,W)). Los
veértices del subgrafo completo K, de G son {8,2,4,6} y se organizan en el orden
usual: 2 <4 <6 < 8.

w, = 4-2=2
wy = 6—4=2
wg = 8§—6=2
wy = 8§—8+4+2=2

Asi, {2,2,2,2} es solucién al problema ((4,8, W)). La siguiente observacion es
fundamental e importante en lo que sigue y hace alusién al contrarreciproco del
lema anterior.

Observacioén: Para mostrar que un grafo ciclico G de orden p no contiene

un grafo completo K, basta por lo tanto mostrar que el problema ((m,p, W))
no tiene solucion.
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Teorema 4.4.5. FEl grafo ciclico de orden 5 y pardmetro 1 es un (3,3) —
grafo. (Ver Figura 4.15).

Demostracién [7]: Sea G el grafo ciclico de orden 5 y pardmetro 1. G es
ciclico de orden 5 y pardmetro 2,

W =W(G)={1,4ty W =W(G) = {2,3}

Los problemas (3,5, {1,4}) y (3,5, {2, 3}) no tienen solucién y por tanto también
los problemas ((3,5,{1,4})) v ((3,5,{2,3})) no tienen solucién. Estoes Gy G
no contienen un K3 y en consecuencia w(G) < 3y a(G) < 3. Por lo tanto G es
un (3,3) —grafo O

Teorema 4.4.6. FEl grafo ciclico de orden 8 y pardmetros 1,4 es un (3,4) —
grafo. (Ver Figura 4.16).

Demostracion [7]: Sea G el grafo ciclico de orden 8 y pardmetros 1, 4. El
conjunto de pesos de G es:

W= W(G) = {1,4,7}
y el conjunto de pesos de G
W =W(G) =1{2,3,5,6},

G no contiene un grafo completo K3, ya que el problema (3,8, W) no tiene
solucién. G no contiene un grafo completo Ky pues 2,2,2,2 es la tinica solucién
al problem;ﬂél, 8, W) y la suma 2+2 = 4 de términos adyacentes de la secuencia

no estd en W. Asi, el problema ((4,8,W)) no tiene solucién. En consecuencia
w(G) <3y a(G) < 4. Por lo tanto G es un (3,4) — grafo. O

Lema 4.4.7. El problema (3,13, W) con W = {1, 5,8, 12} no tiene solucidn.

Demostracion [7): Si wq, ws, ws es solucién al problema (3,13, W), entonces
wi+ws > 2y por lo tanto wy < 13—2 = 11. Asi, wi, ws, w3 es también solucién
al problema (3,13, {1, 5,8}). Pero el problema anterior no tiene solucién, ya que
se puede verificar que no existe una suma con tres sumandos que de 13 con los
elementos del conjunto {1,5,8}. O

Lema 4.4.8. 2,2,2,3,4y 2,2,3,3,3 son las unicas soluciones del problema
(5,13, W) con o
W ={2,3,4,6,7,8,9,10, 11}.

Demostracion [7]:  Si wi,ws, ws,ws, ws es solucién al problema (5,13, W),
entonces wi + wy + w3z + wy > 8 y por lo tanto wy; < 13 — 8 = 5. Asi,
w1, We, W3, Wy, W5 €s también solucién al problema (5,13,{2,3,4}). Se puede
comprobar que 2,2,2,3,4 vy 2,2,3,3,3 son las Unicas soluciones de éste iltimo
problema. [

Teorema 4.4.9. FEl grafo ciclico de orden 13 y pardmetros 1,5 es un
(3,5) — grafo. (Ver Figura 4.19).
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Demostracion [7]: Sea G un grafo ciclico de orden 13 y pardmetros 1,5,

W(G) ={1,5,8,12}

W =W(G)=1{2,3,4,6,7,9,10,11}

conforme el Lema 4.4.7, el problema (3, 13, W) no tiene solucién, y por lo tanto
tampoco el problema ((3,13,W)). Asi, de acuerdo con el Lema 4.4.4 G no
contiene un grafo completo K3. Por lo tanto w(G) < 3.

Conforme al Lema 4.4.8, las tinicas soluciones del problema (5,13, W) son
2,2,2,3,4y 2,2,3,3,3. Ademsds toda permutacién de cualquiera de estas se-
cuencias tiene un 2 adyacente a un 3. Pero la suma 2 + 3 = 5 no estd en W y
por tanto el problema ((5, 13, W)) no tiene solucién. Se sigue que G no contiene
un grafo completo K5. En consecuencia a(G) < 5.

Por lo tanto, G es un (3,5) — grafo. O

Figura 4.19.

Lema 4.4.10. 1,1,2,13; 1,4,4,8 y 2,2,4,9 son las unicas soluciones al
problema (4,17, W) con

W ={1,2,4,8,9,13,15,16}.
Demostracion [7]: Sean A y B los conjuntos {1,2,4,8,9,13} y {1,2,4} respec-
tivamente. Es posible ver que wq, wa, ws, wy es solucién de (4,17, W) si y sélo
si también es solucién de (4,17, 4). Ademds, si wy,ws,ws,ws es solucién de
éste ultimo, entonces ws < 8, ya que si

I1<w Swy Swy Swy <13y wy +wr+ws +wy =17

se deduce que:
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i) Si wy = 13, entonces wy + wo + w3 = 4, de lo cual ws < 8.

iii) Si wy = 8, entonces wi + wo + w3z = 9, de lo cual w3 < 8.

)
ii) Siwy =9, entonces wy + wy + w3 = 8, de lo cual wy < 8.
)
iv)

Si wy = 4, entonces wy + wg + w3 = 13, de lo cual ws < 8.

Y por lo tanto se deducen los siguientes problemas:

i) wy = 13 y wy,wa,ws es solucién de (3,4, B).

ii) wy =9y wy,ws,ws es solucién de (3,8, B).

)
)
iii) wg =8 y wy, ws, ws es solucion de (3,9, B).

iv) wy =4y wy,ws,ws es solucién de (3,13, B).

El problema iv) no tiene solucién. Y las tnicas soluciones de los problemas
i), ii) y iii) son 1,1,2; 2,2,4 y 1,4, 4 respectivamente. Por lo tanto 1,1,2,13;
1,4,4,8 y 2,2,4,9 son las tnicas soluciones al problema (4,17, W). O

Lema 4.4.11. 3,3,5,6 es la tinica solucion al problema (4,17, W) con
W ={3,5,6,7,10,11,12,14}.

Demostracion [7): Sea wy,ws, w3, ws una solucién al problema (4,17, W). Si
wo > b, entonces wy + w3 + w4 > 15 y por tanto

w1 + we + ws +wy > 18 > 17.
En consecuencia w; = we = 3 y ws, w4 es solucién al problema
(2,11,{5,6,7,10,11,12,14}).

Se tiene que 5,6 es la tinica solucién de éste dltimo problema.
Por lo tanto 3,3,5,6 es la tnica solucién al problema (4,17, W). O

Teorema 4.4.12. Un grafo ciclico G de orden 17 y pardmetros 1,2,4,8
es un (4,4) — grafo. (Ver Figura 4.20).

Demostracion [7]: Sea G un grafo ciclico de orden 17 y pardmetros 1,2, 4, 8;
y los conjuntos de pesos: W, W

{1,2,4,8,9,13,15,16} y {3,5,6,7,10,11,12, 14}

respectivamente. Basta mostrar que los problemas ((4,17,W)) y ((4,17,W))
no tienen solucién.

Conforme el Lema 4.4.10, 1,1,2,13; 1,4,4,8 y 2,2,4,9 son las tnicas
soluciones al problema (4,17,W). Toda permutacién de la primera secuencia
tiene un 1 adyacente a un 2 y su suma 1 + 2 = 3 no estd en W. Toda
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permutacién de la segunda secuencia tiene un 1 adyacente a un 4 y 1+4 no estd
en W. Finalmente, toda permutacién de 2,2,4,9 tiene un 2 adyacente a un 4
y 2+ 4 no estd en W. Asi, el problema ((4,17,W)) no tiene solucién. Por lo
tanto w(G) < 4.

Conforme el Lema 4.4.11, 3, 3,5, 6 es la tinica solucién al problema (4, 17, W).
Pero toda permutacién de 3,3,5,6 tiene un 3 adyacente a un 5 y la suma 3 +5
no estd en W, por tanto el problema ((4,17,W)) no tiene solucién. Luego
a(G) < 17 y en consecuencia G es un (4,4) — grafo. O

Figura 4.20.

4.5 Los nimeros R(3,3), R(3,4), R(3,5) y R(4,4)

Corolario 4.5.1. R(3,3) > 5; R(3,4) > 8; R(3,5) > 13; R(4,4) > 17.
Demostracion [7]: Segun la Definicién 4.3.1 las cotas son consecuencia
inmediata de los Teoremas 4.4.5, 4.4.6, 4.4.9 y 4.4.12. [

Definicién 4.5.2. Un (m,n) — grafo con p vértices, se llama grafo ex-
tremo si p = R(m,n) — 1.

Los cuatro grafos ciclicos examinados anteriormente fueron construidos por
Greenwood y Gleason. Del siguiente teorema se puede inferir que estos son
grafos extremos.

Teorema 4.5.3. R(3,3) =6, R(3,4) =9, R(3,5) = 14, R(4,4) = 18.
Demostracion [7]: De acuerdo con el Teorema 4.3.6 se tiene:

R(3,3) < R(2,3)+R(3,2)=3+3=6

R(3,4) < R(2,4)+R(3,3)=4+6=10— R(3,4) <9
R(3,5) < R(2,5)+R(3,4)=5+9=14

R(4,4) < R(3,4)+ R(4,3) <18



Ast R(3,3) <6, R(3,4) <9, R(3,5) <14, R(4,4) < 18.
y del Corolario 4.4.13,

R(3,3) > 5, R(3,4) > 8, R(3,5) > 13, R(4,4) > 17.
De donde se obtiene que

R(3,3) =6, R(3,4) =9, R(3,5) =14, R(4,4) =18. O

4.6 El nimero R(3,6)

En un principio se hacen las siguientes consideraciones: Si G es un (m,n) —
grafo con p vértices, se denota a G como un (m,n;p) — grafo. Si G es un
(m,m;p) — grafo con q aristas se denota a G como un (m,n;p,q) — grafo.

Para calcular R(3,6) se establecen propiedades estructurales de los (3, 3;5) —
grafos, (3,4;8)—grafos, (3,5;12) —grafos, (3,5;13) —grafos y (3,5;12,20) —
grafos.

Lema 4.6.1. Si G es un (3,3;5) — grafo, entonces G es un Cs.
Demostracion [7]: Si G es un (3,3;5) — grafo, entonces de acuerdo con el

Lema 4.3.5, todos los vértices de G tienen grado 2. Como |Vg| =5y w(G) < 3,
G debe ser conexo. Asi, G es un ciclo de orden 5. O

En seguida se muestra que todo (3,4;8) — grafo tiene 10 o mds aristas.
Kalbfleisch [7] demostrd, analizando todas las posibles configuraciones de los
(3,4;8) — grafos, que solo existen tres clases de este tipo. Los grafos extremos
de la Figura 4.21 tienen 10, 11 y 12 aristas respectivamente.

Figura 4.21.

Definicién 4.6.2. Sea G = (V, A) un grafoy X, Y C V, se define el
conjunto de aristas de G que tienen un extremo en X y el otro en Y,
como:

AGX,)Y)=XAY ={{z,y}€A:ze€ X, yeY}.

e f a

b c d
Figura 4.22.
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El conjunto
AG<{a7 b} ) {C’ d}) = {{a7 d} ) {b7 C}’} )

corresponde al grafo G de la figura anterior.

Lema 4.6.3. Si G = (Vg,Ag) es un (3,n) —grafo, v un vértice de G, Hy
y Hy los subgrafos Hy(v) y Ha(v) respectivamente, entonces

Al = |Am,| + ) gr(@).

zE€EVH,

Demostracion [7]: Conforme al Lema 4.2.7, Hy es un (2,n) — grafo y por lo
tanto Ay, = @. Resulta que toda arista de G o tiene exactamente un extremo
en Vg, o tiene ambos extremos en Vg, esto es,

Ag = AG(VHI,VG — VHl) U AH2

de modo que

Al = Am,|+ > gr(z). O

z€VH,

Teorema 4.6.4. Si G = (Vg, Ag) es un (3,4;8) —grafo, entonces |Ag| > 10.

Demostracion [7]:  Conforme el Lema 4.3.5, 2 < gr(z) < 3 para todo
vértice x de G. Sea p; el ndmero de vértices de G que tienen grado i, donde
t = 2,3, lo que se pretende demostrar es que ps > 4.

En virtud del Corolario 1.1.4, ps es par, luego basta mostrar que ps # 0y
p3 # 2.

Se supone inicialmente que p3 = 0, entonces todo vértice x de G tiene grado
2. Asi, Hy(x) es un (3,3;5) — grafo y por el Teorema 4.6.1, |Ay,| =5. Se
sigue del Lema 4.6.3, que

|Agl =5+ (2+2) =9.

Por otro lado, siendo p3 = 0 se tiene por el Lema 1.1.3 que |Ag| = 2—;5 =3§;
lo cual contradice lo anterior. Asi, pg # 0. Al suponer ahora que p3 = 2 se
tiene, |[Ag| = 9 por el Lema 1.1.3. Sea z un vértice de grado 2 en G adyacente
a un vértice de grado 3. El subgrafo Hs es un (3,3;5) — grafo y por el Lema
4.6.1, |Apg,| =5. Se sigue del Lema 4.6.3 que

|Ag| = 5+ (2+3) = 10,

que es una contradiccién. Asi, se concluye que p3 > 4 y por lo tanto que
|Ag| > 10. O

Lema 4.6.5. SiG = (Vg,Ag) es un (3,5;12) — grafo, entonces |Ag| > 20.

Demostracion [7]: Del Lema 4.3.5 los vértices de G tienen grados 3 o 4.
Sea P; el numero de vértices de G que tienen grado i, donde ¢ = 3,4, lo que se
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pretende demostrar es que Py > 4. En virtud del Corolario 1.1.4, P5 es par
y de la ecuacién Ps 4+ P, = 12, se deduce que P, es par. Resta mostrar por lo
tanto que Py # 0y Py # 2.

Si se supone inicialmente que P, = 0, entonces por el Lema 1.1.3 se tiene
que |Ag| = % = 18. Ademds para todo vértice x de G, Hs es un (3,4;8) —
grafo y por lel Teorema 4.6.4, |Ap,| > 10. Por otro lado, del Lema 4.6.3
se tiene que |Ag| > 10+ 3 -3 = 19, lo cual es contradictorio.

Ahora, al suponer que P, = 2, se tiene que P; = 10 y por el Lema 1.1.3
|Ac| = w = 19. Sea x un vértice de grado 3 adyacente a un vértice
de grado 4. El subgrafo Hs es un (3,4;8) — grafo y por el Teorema 4.6.4,
|Am,| > 10. Se sigue del Lema 4.6.3 que,

|[Ag| > 10+ (3 + 3 +4) = 20,

lo cual es contradictorio.
Asi se concluye que Py > 4, lo que implica que P3 < 12—4 = 8, y finalmente
por el Lema 1.1.3 |Ag| > 18224 =20. O

Teorema 4.6.6. Si G = (Vg,Ag) es un (3,5;13) — grafo, entonces
|Ag| = 26.

Demostracion [7]: De acuerdo con el Lema 4.3.5 todos los vértices de G
tienen grado 4 y por el Lema 1.1.3 |Ag| = % =26. O

Lema 4.6.7. Si G = (Vg,Ag) es un (3,5;12,20) — grafo y V; es el
conjunto de los vértices de G que tienen grado i, entonces

V3AVs| = 8, [V5AVY| =8 y [ViAV4| = 4.
Demostracion [7]: Se denota por
¢i; al numero |V;AV;].
Del Lema 4.3.5 y del Lema 1.1.3 se tiene el siguiente sistema:

3|V +4|Vi| = 40
|V3| + ‘V4| =12

cuya solucién es V3| =8y V4| = 4.

Luego, sea x un vértice de V3 y a; el nimero de vértices de Hy(x) que tienen
grado i en G, donde i = 3,4. Inicialmente se determina ay.

De acuerdo con el Lema 4.6.3,

S gr(y) = 3as + das — [ Ac| — 1A
yEH,

donde Hs es el subgrafo Hy(z).
Ahora, Hs es un (3,4;8) — grafo y por lo tanto |Ap,| > 10 (ver Teorema
4.6.4). Asi, 3az + 4a4 < 10, por otro lado asz + a4 = gr(z) = 3 de modo que
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(3as + 3a4) + a4 <10, asf ag <10 — 9 =1 es decir ay < 1. Con este resultado
se puede acotar a ¢34:
q34 = Q4 |V3| S 8. (48)

Como son cuatro los vértices que tienen grado 4 y todo grafo con cuatro vértices
y 5 aristas contiene por lo menos un tridngulo, se tiene que quq < 4, ya que
w(G) < 3. Considerando que

|AG| = qua + q34 + q33 (4.9)

y por el Lema 1.1.3 se tiene que:

> gr(v) = 2qas + 2q34 + 2433,

veEVa
pero
dogr) =D gr(w)+ Y gr(s).
veVa weVy seV3
Si a € V3AV,, entonces esta arista se cuenta una vez en »_ gr(w) y una en
weVy
> gr(s). Por lo tanto
s€V3
> gr(w) = 2qua + gsa
weVy
Luego
4[Vi| = 2qa4 + g34,
asi,
16 = QQ44 + qs34.- (410)

Como g4 < 4, de (4.10) se tiene que g34 > 8 y de (4.8) se concluye que g34 = 8.
Asf de (4.10) gu4 = 4. Como |Ag| = 20, de la igualdad (4.9) se tiene que
q33 = 8. O

La cota superior para R(3,6), establecida en el Teorema 4.3.6, no es sufi-
ciente para mostrar que R(3,6) < 18. De hecho, de acuerdo con aquel resultado
se tiene que

R(3,6) < R(2,6)+ R(3,5) =6+14=20
Es por lo tanto necesario mostrar que no existen (3, 6;18) — grafos.
Lema 4.6.8. Sean x1,xy vértices de un grafo G = (Vg, Ag) el cual es un

(3,n;p,q) — grafo y sean los subgrafos Hy; = Hy(x;) y Ho; = Ho(x;), donde
i=1,2. Si x1 y x2 son adyacentes, entonces

An| < (n=1) (£ = gr(a)

para algin .
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Demostracion [7]: De acuerdo con los Lemas 4.3.3 y 4.3.5, gr(y) <n-—1
para todo y € V. Por otro lado, como G no contiene tridngulos y z1 es
adyacente a 2, se tiene Vi, NV, = @. Como Vu,, v Vi,, son disyuntos, al
considerar ahora el nimero (entero no negativo) n — 1 — gr(y) asociado a cada
vértice y de G se tiene que:

Yo tn—1-gry)+ >, (n—1-gry) < > (n—1-gr(y)).

YEVH,, YyEVH yeVa

Ma3és atin, como

Vi | = gr(@1), Vi, =gr(z2) vy > gr(y) =2q,

yeVa
entonces
ooln=1)= D g+ D> n-1)— > gr(y)
yEVH; YEVH; YEVH,, YEVH,,
<> n=-1)-> gy
yeVa yeVa
es igual a:

(n=1)-gr@z)— > gr@|+ [(n—1)-gr(za) = > gr(y)
Y€V, YEVH, 5

<(n—1)p-2q.

Por tanto, si

(n—1)-gr@m)— Y (or) > L DP=20

2
yEVH,
entonces ( 1) 5
n—1)p—=zq
(n=1)-gr@) = > gr(y) < T
YyEVH,,
Luego, si
1
- Y (or(y) > s =1p—(n—1)-gr(z.),
YEVH
entonces

S0 = Dp— (n—1) - gr(z2)

a— Y (gr(v)

YEVH,,

N

(n=1) (5~ gr(@2)).
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Pero, por el Lema 4.6.3, los primeros miembros de las desigualdades anteriores
son exactamente iguales a |Ap,,| v |Am,,| respectivamente, luego si

Al > (0= 1) (o ) )

entonces

1
Al < (0= 1) (5o = orlen)).
como se queria demostrar. [

Lema 4.6.9. Si G = (Vg, Ag) es un (3,6;18) — grafo, entonces todos los
vértices de G tienen grado 5.

Demostracion [7]: Por el Lema 4.3.5 se tiene que 4 < gr(z) < 5 para todo
x € Vi. Para efectos de contradiccién, se supone que G tiene un vértice v
de grado 4 y se consideran los subgrafos Hy(v) y Hz(v). Por el Lema 4.2.7,
el subgrafo Hy es un (3,5;13) — grafo y por lo tanto conforme al Teorema
4.6.6, |[Ap,| = 26.

Ahora se consideran los siguientes casos para los vértices de Hy:

Caso 1: No existen vértices en Hy con grado en G igual a 4. FEn este caso
por el Lema 4.6.3:

Al = |Am| + Y gr(w) =[Am|+5-[Vi,| =26 +5-4=46

weVH,

y por el Lema 1.1.3:

(4+5-17) < 45.

DN =

gl =5 3 grw) <

weVg

Luego, el Caso 1 no puede ocurrir.
Caso2:  Euziste por lo menos un vértice en Vi, cuyo grado en G es 4.
Conforme al Lema 4.6.8, se puede suponer sin pérdida de generalidad que

1
A < (6—1) (28_4) _ 25,

Lo que contradice el hecho que |Ag,| = 26, establecido anteriormente. Por lo
tanto no puede existir un vértice en G con grado 4. O

Corolario 4.6.10. Si G es un (3,6;18)—grafo, entonces para todo v € Vg,
Hs(v) es un (3,5;12,20) — grafo.

Demostracion [7]: Sea G un (3,6;18) — grafo. Por el Lema 4.2.7 H es
un (3,5) — grafo y por el lema anterior todos los vértices de G tienen grado 5;
luego

|VH2| = |Vg| - |VH1| —1=18-5-1=12.

103



Por el Lema 1.1.3:

Aol =5 3 grtw) =3 3 5= S(18)(3) = 45,

weVa weVg

luego, por el Lema 4.6.3 se tiene:

|Am,| =1Ag|— Y gr(w)=45-5-5=20.

weVH,
Por lo tanto, Ha(v) es un (3,5;12,20) — grafo. O

Utilizando los resultados anteriores sobre la estructura de los (3, 5;12,20) —
grafosy al calcular el nimero de pentdgonos que deberfa contener un (3, 6; 18) —
grafo, se muestra que no existen grafos que sean (3,6;18) — grafos.

Teorema 4.6.11. R(3,6) < 18.

Demostracion [7]:  Sea G un (3,6;18) — grafo y asi por el Lema 4.6.9
todo vertice de G tiene grado 5. Ahora, si v € Vi, entonces Hi(v) es un
(2,6;5) — grafo y Ha(v) es un (3,5;12,20) — grafo, por el Lema 4.27 y el
Corolario 4.6.10 respectivamente.

Como H; no tiene aristas, cada pentdgono (Cs) pasando por v debe tener
una arista en Ho, dos aristas en Vi, AV, y dos aristas en {v}AVy,.

i

/\\“
& " T

# o
T1,T2 S VH1
y1,Y2 € Va,

Por otro lado, para cada arista {y;,y2} de Ha, cada eleccién de un par
{z1,y1}, {z2,y2} de aristas de G con z1 y x2 en Vg, , define un pentdgono que
pasa por v (se observa que G no contiene trigngulos). Es claro que elecciones
distintas de alguna de las tres aristas definen pentdgonos distintos.

De acuerdo con el Lema 4.3.5, en Hs se tiene que 3 < gr(y) < 4 para todo
y € Vi,. Sea Y; el conjunto de los vértices de Hs que tienen grado i en Hs,
1 =3,4.

Para contar a cuantos pentdgonos pertenece una arista a = {y1,y2} que tiene
sus extremos en Hs, se cuenta el nimero de aristas que salen de estos extremos
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a los vértices de H;. Como cada vértice de G tiene grado 5, el nimero de aristas
que salen de y; es:

5—gry, (y1), donde gr(y:) se toma en Hy
y el nimero de aristas que salen de ys es:
5 — grm,(y2), donde gr(yz) se toma en Ho.

Por lo tanto el nimero de pentdgonos distintos a los cuales pertenece la arista
a es:

(5= gru,(y1)) (5 — gru, (y2)) -
Asi, cada arista de Y3AY3 pertenece a (5 — 3) - (5 — 3) pentdgonos; cada arista

de Y3AY, pertenecen a (5 — 3) - (5 — 4) pentdgonos y cada arista de Y;AY,
pertenecen a (5 —4) - (5 — 4) pentdgonos.

e
e

" I
;f'f “'\.\ 7 b Y
- i . i r *, i 'Y ™,

T @ T26 T30 T,p Ts@ ¥ 32? T8 T T T, 9 T8 T:8 T,p T
4 \ s :
| ; | . ‘ ! | ‘ |

T
Vo

{y1, 92} € Y3AY; {y1, 92} € Y3AY) {y1,92} € Y4AY,

Asi, por el Lema 4.6.7 el nimero de pentdgonos que pasan por v es exac-
tamente
4-|Y3AYs] +2 - |Y3AYy| + Y2 AYy| = 52,
Como cada pentdgono pasa por 5 vértices, un sélo pentdgono de G es contado
5 veces, por tanto G debe contener exactamente % pentdgonos, pero este
nimero no es entero. Esto prueba que no existen (3,6;18) — grafos. Y por
tanto R(3,6) <18. O

A continuacién se presenta una construccién para obtener un (3,6;17) —
grafo y asi garantizar que R(3,6) = 18. Sea F un grafo ciclico con vértices
1,2,...,13 y pardmetros 1,5, por el Teorema 4.4.9 E es un (3,5) — grafo. Y
sea F' el grafo ciclico con vértices

a, b, 3,4,5, f,¢9,8,9,..,13
y pardmetros 1,5 de acuerdo a la siguiente regla
1—a,2—b,3—3,..,6— f, 7T—> g, 8—38,...,13 — 13.

(Ver Figura 4.23).
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Figura 4.23.

De acuerdo con el Teorema 4.4.9, F y F son (3,5) — grafos.

grafo de la siguiente figura.

Figura 4.24.

Sea D el

Al considerar el grafo G = (V,A), donde V. =Vg UVr UVp y A = Ap U

Ap U Ap (ver Figura 4.25) se obtiene el siguiente teorema.

2 7
11 10
6 b
3 4 5
1 9
1 g
8
7 a
G
Figura 4.25.

Teorema 4.6.12. El grafo G = (V,A), donde V = VR UVp UVp y

A=A UAprUAp es un (3,6;17) — grafo.

106



El grafo G de la figura anterior tiene 40 aristas e ilustra que el teorema
es cierto. Asi por la Definicién 4.3.1 y el teorema anterior se tiene que
R(3,6) > 18. Ademss pro el Teorema 4.6.11 se concluye que:

R(3,6) = 18.

4.7 Una cota superior de R(3,12)

Para la cota superior R(3,12) < 59, es necesario utilizar algunos conceptos y
resultados referentes al nimero posible de aristas en un (m,n) — grafo con p
vértices, los cuales se presentan a continuacién. No se realiza la demostracién
de esta cota R(3,12) < 59, pues es necesario métodos computacionales que no
son el objetivo de este trabajo.

Definicién 4.7.1. El nimero e(m,n,p) es el minimo ndmero de aristas
posibles en un (m,n) — grafo con p vértices. Si no existen (m,n) — grafos con
p veértices, e(m,n,p) se define como oo.

Esta definicién conduce a la siguiente relacién con R(m,n): para
el valor mds pequeno de p para el cual e(n, m,p) = oo, se tiene que
R(n,m) =p.

En particular como e(3,3,6) = oo, entonces R(3,3) = 6.

%

(3,3;4,4) — grafo (3,3;4,3) — grafo (3,3;4,2) — grafo
Figura 4.26. Posibles (3,3,4) — grafos

De la figura anterior se puede concluir que e(3,3,4) = 2.
A continuacion se presentan valores triviales de e para pequenos valores de

nyp.
i) Paran > p, e(m,n,p) = 0.

ii) Sin = 1, entonces no existe un grafo de tal forma que a(G) < 1, es decir
e(m,n,p) = oo.

iii) Si » = 2, entonces no se puede tener un conjunto independiente de 2
elementos, luego todos los grafos deben ser completos si ellos existen. Si
p < m — 1 se tiene un grafo completo, el cual tiene (’2’) aristas, entonces
e(m,n,p) = (’2’) Si p > m — 1 se tiene un grafo con p vértices sin cliques
de orden m, lo cual es imposible, entonces e(m,n,p) = co.
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iv) Similarmente para m = 2; no se tienen aristas. Asi, si p < n— 1, entonces
que e(m,n,p) = 0. Sip > n, entonces e(m,n,p) = oo.

Teorema 4.7.2. e(m,n,p) <e(m,n—1+1,p—1t)+e(m,l,t).

Demostracion [10]: Esta es similar a la demostracién del Teorema 4.3.7.
Si se examina la suma de un (m,n —l+ 1;p —t) — grafo y un (m,l;t) — grafo
se puede ver que el grafo suma debe ser un (m,n,p) — grafo con p vértices y
por lo tanto

e(m,n,p) <e(mn—1+1,p—1t)+elm,lt). O

Lema 4.7.3. Sea G es un grafo completo KL = Si a G se le une un

vértice v, de tal manera que no se formen cliques de orden 3, entonces el grafo
bipartito completo KH |22 ] tiene mayor numero de aristas.
2| 2

Demostracion: Al unir el vértice v al grafo G, se observa que v no puede
tener vecinos en ambas particiones del grafo bipartito completo K 2], [252] Y2
2| 2

que esto implica un tridngulo. Asi, para el nuevo grafo con el nimero méximo
posible de aristas, debe haber una arista desde v a cada vértice en la praticién
més grande del grafo bipartito completo. Si p es par, entonces el grafo formado
al adicionar el vértice v a la particién con el menor niimero de elementos, es decir
L%_IJ vértices, tiene L"Q;IJ +1y L%J vértices respectivamente en sus particiones,

D2 p—1

obteniendo el grafo K SRR Si p es impar, se tiene que |22| = |E|, en-

tonces el grafo formado al adicionar el vértice v a la particién con Lp—;lJ vértices,
tiene L%J +1y LgJ vértices respectivamente en sus particiones, obteniendo el

grafo KLPTHJ’EJ O

Otra forma de demostracion L%J , L’%J : El grafo que se forma al unir un

vértice v al grafo K |2],|252] €5 un grafo bipartito con p vértices, por lo tanto con
menor o igual nimero de aristas que el grafo completo K 2], [2]> debido a que
el grafo completo KLpziJLgJ es un grafo de Turan (ver Definicién 2.11.3 y
Teorema 2.11.4).

En efecto [% = %], porque:

si p es par Lw = %] =1L
si p es impar V’HJ = [Z] ‘)Qil O

Il o

Teorema 4.7.4. (Turdn-1941). Existe un grafo G = (V, A) con |V| =
y |A] = s el cual no contiene un clique de orden k si y sdlo si

0<s< (p> (g Dp+(g+Dyr

2

donde
p=qlk—1)+r, 0<r<k-1.
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La igualdad

5= (Z) _ (qfl)p;(qﬁ)r

se obtiene si y sdlo si
G=Kgi1,. . q+1,,....q

con r copias de g+ 1 y k—1—1r copias de q.

Demostracion [10]: Aqui solamente se presenta una prueba para el caso en
que k = 3, ya que son de principal interés los grafos libres de tridngulos. FEn
este caso p=¢q(3—1)+r, 0 <r < 2. Luego si r =0, entonces p = 2¢q, de ahf
que g = £.

Asi

si r = 1, entonces p = 2¢ + 1, de ahf que ¢ = &5+,

Asi . .
O<S<<P)_(pz—)29+(pg+1)
- T \2 2

plp—1)  (F52)p+ (B2
2 2

o pP-1_ |p+1

Sy

PELl _ P g . Pl — p=l & . .
comoJ 5 J =35 sipes pegmr y LQJ = 5~ Sl p es 1mpatr, el teorema se reduce a

s<I sipesparys<? ;1 si p es impar, y la igualdad se mantiene si y sélo

si G es el grafo completo bipartito K EXNEE
2 L2

La prueba se hace por induccién sobre p. Para p = 3 se tiene s < 2 y se
puede ver que K 5 es un grafo con 3 vértices, 2 aristas y sin tridngulos. Para
p = 4 se tiene que s < 4 y se puede ver que K3 o es el posible grafo més grande
libre de tridngulos con 4 vértices. Ahora, sea GG un grafo con p vértices, s aristas
y sin tridngulos y se considera verdadero el teorema para |V| < p.

Por hipétesis de induccién se tiene que cada subgrafo inducido H de G con
p — 1 vértices tiene a lo més Lzﬂ . L%J aristas. Primero, se asume que no hay
subgrafos con el maximo nimero de aristas.
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Se define la densidad de aristas dg en un grafo G como el maximo nimero
de aristas en G dividido por el nimero de aristas en el grafo completo con el
mismo nuimero de vértices, la cual puede ser vista como la probabilidad que una
arista exista entre cualquier par de vértices. Esto nos dice que la densidad de
aristas en H debe ser:

T

Si p es impar

Si p es par
M{P—lJ_lng—%%
2 2 4
Luego
PP-2p-4_(p 1)? 47
4 - 4
de ahi que:
(p—1)*— 4 2
O e (= =)
p>—2p—3
20-1)(p—2)

dy es la probabilidad de que una arista exista entre cualquier par de vértices
del grafo H, y dg es la probabilidad de que una arista exista entre cualquier par
de vértices del grafo G. Como Vg > Vi, asi dg < dg, de lo cual

y por lo tanto

- () (5=5-3)

_ p(P*—2p—3)
4(p —2)
p(p® — 2p)
= 4(p—2)
_ 7
I
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asi

2
p p+1
<= = |— 4.11
N it (4.11)
Como ) 5 2,
D D b=
<t 1
171571
asi

B’J . (4.12)

Por (4.11) y (4.12)

Para la segunda parte del teorema, se asume que hay un subgrafo con el
maéximo numero de aristas. Por hipétesis de induccion esto es K B y por
2] 2

el Lema 4.7.3 al unirle el vértice v a la particién mds grande, se tiene que el
grafo asi formado es K 252, |2] con p vértices. [
2 L2

Teorema 4.7.5. Sea G = (Vg, Ag) un grafo. Si G es un (3,n) — grafo
con |Val =p y |Ag| = s, entonces

n—1

ps > Z{e(&n —1,p—i—1)+i*}v,
=0

donde v; es el nimero de vértices de grado 1.

Demostracion [10]: Al tener un (3,n) — grafo es posible escoger un vértice
v y obtener los subgrafos Hi(v) y Ha(v) como en la Definicién 4.2.6. El
nimero total de aristas en G por el Lema 4.6.3 es:

Al = [Am| + ) gr()

z€VH,

como Vi, = Ng(v), por la Definicién 1.1.6
|Ac| = [Am,| + gra(v)

Ya que en H; no existen tridngulos entre v y sus vecinos, entonces
Vi, | =p—gr(v) — 1.

Como Hy esun (3,n—1)—grafoye(3,n—1,p—gr(v)—1) es el niimero minimo
de aristas del grafo Hs se tiene que:

gra(v) +e(3,n—1,p—gr(v) — 1) <s,
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Al sumar esto sobre todos los vértices de (G, se obtiene

Z [gra(v) +€e(3,mn — 1,p — gr(v) — 1)] < ps,
veVa

lo cual, usando el Lema 1.1.7, es equivalente a

> lgr@)® +e@dn—1,p—gr(v) = 1)] <ps.
veVa

Ahora, si v; es el nimero de vértices de grado i, entonces se puede sumar la
desigualdad sobre los posibles grados para v, es decir gr(v) =4, 0<i<n-—1

y se obtiene:
n—1

i +eBn-1p—i-1)}v; <ps O

=0

La demostracién del siguiente teorema no se presenta en éste documento (ver
[10]), sin embargo se prueban los resultados que se presentan a continuacion,
ya que son parte importante en el desarrollo de tal demostracion.

Teorema 4.7.6. (Radziszowski/Kreher 1988). Para k > 2

0 8t p<k
p—k , 81 k<p<2k
: 5k
3p—5k s 2k<p<F
5p—10k ,si % <p<3k

e(3,k+1,p) =

Cuando p > % se tiene que el grado minimo en un (3,k + 1;p) — grafo es
mayor o igual que 2.
Cuando p > 3k, se tiene que e(3,k + 1,p) > bp — 10k, para todo k > 2.

Ejemplo: El teorema anterior para k = 2 dice:

0 , 8 p<2

e(3,3,p) = 3p—10 ,s 4<p<5H
5p—20 , 8 5<p<6

Cuando p < 5 se tiene que el grado minimo en un (3, 3;p) — grafo es mayor
o igual que 2.
Cuando p > 6, se tiene que ¢(3,3,p) > 10.

Verificacion:
i) Sip=1,e(3,3,1) =0.

(3,3;1,0) — grafo
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ii) Sip=2,e(3,3,2) =0.

(3,3;2,0) — grafo

i) Sip=3,e(3,3,3)=1.

(3,3;3,1) — grafo

iv) Sip=4,e(3,3,4) =2

-

(37 37 47 2) - grafo

v) Sip=5,e(3,3,5) = 5.

(37 37 57 5) - grafo

vi) Si p = 6, entonces de acuerdo al teorema se tendria que e(3,3,5) > 10,

como R(3,3) = 6, asi e(3,3,5) = oo. Esto no contradice el teorema,
porque este es cierto cuando se garantiza la existencia de los (3, k+1;p) —
grafos.

A continuacién se presentan (3,k+ 1;p,5 — 10k) — grafos para k =3,4y 5
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(3,4;8,10) — grafo

DO =

(3,5;11,15) — grafo  (3,5;12,20) — grafo

=3 (O WA

(3,6;13,15) — grafo (3,6;14,20) — grafo
Figura 4 27

Lema 4.7.7. Sea C; un ciclo donde i es par, 1 > 4. Si H es un grafo
formado con % aristas aisladas, entonces a(H) = a(C;).
Demostracion: Es fécil observar que a(C;) = Como H estd formado
por aristas aisladas, por tanto cada una de ellas es una componente conexa de
‘). Luego

H (grafos completos G; de orden 2, donde 1 < j <

—~

Nl c: ol

H=G+Gy+..+G;

a(H) = a(G1) + a (Go) + ... + a (G)

yva que el nimero de independencia de cada una de estas componentes conexas
1 ee i
es 1, se tiene que a(H) = 5. O

El grafo H se ilustra en la siguiente figura.

P

Figura 4.28. «a(Cg) = a(H)
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Lema 4.7.8. Sea C; un ciclo donde i es impar, i > 4. Si H es un
grafo formado por componentes conexas: un pentigono y % aristas aisladas,
entonces a(H) = a(C;).

Demostracién: Es facil observar que o(C;) = 1. Como H estd formado
por un pentagono y 135 aristas aisladas (grafos completos G; de orden 2, donde
1<j<i3). Luego

H:C5+G1+G2++G%

a(H) =2+ a(G1) +a(Ga) +..+a (Gi)

ya que el nimero de independencia de un pentdgono es 2 y el nimero de inde-
pendencia de cada G; es 1, se tiene que
i—5 i—2

alH)=2+ 5= O

El grafo H se ilustra en la siguiente figura.

Cy H
Figura 4.29. o(C7)=a(H) =3

Teorema 4.7.9. Si G es un (3,k+ 1,p) — grafo con e(3,k + 1,p) aristas
y C es una componente conexa que es un ciclo, entonces C' es un pentdgono.

Demostracion [10]: Sea C = C; un ciclo componente conexa en G de longitud
i, donde i > 4, ya que w(G) < 3. Para efectos de contradiccién se supone
1 # 5, por los Lemas 4.7.6 y 4.7.7 C; puede ser reemplazado por un grafo
H que tiene menos aristas que G y el mismo nimero de independencia, lo cual
es una contradiccién, pues G es minimal respecto a aristas. Por tanto Cj
es un pentagono ya que al quitar al menos una arista del pentdgono el grafo
que obtenido tiene mayor nimero de independencia y por ser una componente
conexa de (G, el nimero de independencia de G crece. [

Lema 4.7.10. Si G es un (3,k+1,p) — grafo con e(3,k+ 1,p) aristas y
G tiene un vértice aislado, entonces todos los vértices en G tienen grado menor
que 2.

Demostracion [10]: Si v es el vértice aislado de G y w es un vértice de grado
> 2, se pueden eliminar todas las aristas que inciden sobre w y hacer adyacente v
con w. El grafo H asi formado tiene w(H) < 3, porque no se originan tridngulos
al formar H y a(G) < k+ 1, ya que a(G) = a(H), porque A = Ng (w) U {v}
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forma el unico conjunto independiente en G que puede hacer distinto el nimero
de indepedencia de H al de G y al considerar los elementos de Ng (w) en H
se tiene que B = Ng (w) U {w} es un conjunto independiente en H, tal que
|A| = |B|; asi a(G) < k+ 1. Por lo tanto H es un (3,k + 1,p) — grafo con
menos aristas que G, lo cual es contradictorio, ya que G es minimal respecto a
aristas. En consecuencia todos los vértices en G tiene grado menor que 2. Ver
Figura 4.30. O

H

L

(3664) grafo (3,6,6,1) — grafo
Figura 4.30.

Lema 4.7.11. Si G es un (3,k+ 1,p) — grafo con e(3,k + 1,p) aristas,
entonces todos los vértices de grado 1 son extremos finales de aristas aisladas.
Demostracion [10]: Si w es un vértice de grado > 2 el cual esta conectado
a un vértice v de grado 1, entonces se pueden eliminar todas las otras aristas
que inciden sobre w. El grafo H asi formado tiene w(H) < 3, porque no se
originan tridngulos al formar H y o(G) < k + 1, ya que «(G) = «(H), porque
A = Ng (w)U{v} forma el inico conjunto independiente en G que puede hacer
distinto el nimero de indepedencia de H al de G y al considerar los elementos de
N¢ (w) en H se tiene que B = Ng (w)U{v} es un conjunto independiente en H,
tal que |A| = |B|; asi a(G) < k+1. Por lo tanto H esun (3,k+1,p)—grafo con
menos aristas que G, lo cual es contradictorio, ya que G es minimal respecto
a aristas. En consecuencia todos los vértices de grado 1 en G son extremos
finales de aristas aisladas. Ver Figura 4.31. [
G H
w

W

o
(3,4,5,5) — grafo (3,4,5,4) — grafo
Figura 4.31.

Los resultados de esta seccién fueron utilizados para demostrar que: Si
e(3,12;59) # oo, entonces 322 < e(3,12;59) < 324 (Ver [10]). Debido a que
este es un intervalo relativamente pequeno, fué factible investigar todos los grafos
posibles. De esta manera se inicié un proceso que terminé en la demostracion

de que R(3,12) < 59.
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APENDICE

A. El polinomio cromético

El polinomio cromético de un grafo G fué introducido en un intento por
resolver el problema de los cuatro colores (ver apéndice B). Este polinomio es
una funcién x(G; k) que a cada grafo G y a cada entero positivo k le asigna el
nimero de k-coloraciones propias de G.

Hallar el nimero cromético de un grafo G es parte del problema general
de encontrar los ceros de su polinomio cromédtico, porque el nimero cromético
X (G) es el nimero natural mds pequefio para el cual x(G;k) # 0.

Definicién A.1. Sea G = (V, A) un grafo con n vértices y sea k un nimero
natural. El polinomio cromdtico de G es la funcién definida por:

n

X(Gik) =D mi(@kg

=1

donde m;(G) denota el nimero de particiones crométicas distintas de G en ¢
clases cromaéticas y k(;) es el nimero natural

k(k —1)(k — 2)...(k —i + 1).

Proposicién A.2. Si G = (V,A) es un grafo y k es un numero natural,
entonces x(G; k) es el numero de coloraciones propias de G con k colores.

Demostracion [11]:  Cualquier i-coloracién propia de G con exactamente
i colores induce una particién cromatica de G que tiene i clases cromédticas
y reciprocamente, a cada particién cromética de G, con k clases, se le puede
asignar k colores de

k(k—1)(k—2)...(k — i + 1) formas distintas.
Asi, el nimero de k-coloraciones propias de G es:

Vel

x(G; k) = Zmi(G)k(i). 0

Observaciones: Sea G un grafo con |Vg| = n.

i) Siempre m,(G) = 1y mi(G) = 0 a menos que G = K,, en cuyo caso
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ii)

iii)

El polinomio cromaético del grafo completo K, es

k!

ngﬂgzmk_mm—mmw—n+1%:@j;ﬁ

yva que el grafo completo en K, todos los vértices son adyacentes entre
si, entonces el nimero de particiones crométicas es m;(K,) = 0 para
todo i € {1,....,n — 1} y m,(K,) = 1. También se puede justificar este
polinomio cromadtico asi: dado cualquier vértice en el grafo completo K,
existen k formas distintas de colorearlo; luego, para un segundo vértice
se tienen (k — 1) formas distintas de colorearlo, para el siguiente (k — 2)
formas distintas de colorearlo y asi sucesivamente, el ultimo vértice del
grafo completo K, se puede colorear de (kK — n + 1) formas distintas.
Por lo tanto el grafo completo K, se puede colorear con k colores de
k(k—1)(k—2)...(k —n+ 1) formas distintas.

El polinomio cromético del grafo complemento de K, es x(K,;k) = k",
ya que ningin par de vértices del grafo K,, est4 relacionado mediante una
arista, cada vértice puede ser coloreado de k formas distintas. De ahi que
existen k™ formas distintas de colorear al grafo K,, con k colores.

A continuacion se calcula el polinomio cromatico del grafo G correspondiente
a la siguiente figura.

En este grafo

m;(G) Particiones con i clases
@) 2| LB (L0, (6]

{35, (51 {{2h. {44, {11}

{{2}.{4}},

{{1}},

({31}

{51}

ma(G) =3 | {{3},{5}}, {{2}}, {{4}}, {{1}}
{13, 31, ({24, {{4)), {5
ms(G) =1 | {{1}}, {{2}}, {{3}}, {{4}}, {{5}}
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Asi, el polinomio cromético del grafo G es:

x(Gs k) = Zmi(G)k(i)

= 2k(k—1)(k—2) +3k(k —1)(k —2)(k — 3)
+k(k —1)(k —2)(k —3)(k —4)
= k5 — 7k* + 193 — 23k% 4 10k.

X(G) = 3, ya que 3 es el menor nimero natural k¥ mds pequefio para el cual

x(G; k) # 0.
Si k = 3, se tiene que el nimero de coloraciones distintas que se pueden
hacer con tres colores es 12.

Proposicién A.3. Si G = (V, A) es un grafo con n vértices, q aristas y z
componentes conexas G1,Go,...,G,, entonces

1. x(G; k) tiene grado n y el coeficiente de k™ en x(G;k) es 1.

2. El término constante en x(G;k) es 0.

3. x(Gik) = TTX(Gish).

=1
4. Los coeficientes de k,k?,....k*~! en x(G; k) son todos 0.
Demostracion [11]:

1. Como n es el nimero de vértices de G, entonces m,,(G) = 1; es decir, el
numero de particiones crométicas de G en n clases crométicas es 1 y dado
que:

x(G;k) = Zmi(G)k(i)

n—1
= k‘(n) + Zmi(G)k(i)
=1

i=1

entonces se puede afirmar que x(G;k) tiene grado n y que el coeficiente

de k™ en x(G; k) es 1.
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2. Por definicién de polinomio cromético de G:
X(Gik) =Y mi(G)k(;), donde kg = k(k — 1)(k — 2)...(k — i + 1),
i=1

para todo i = 1,2,...,n, de ahi que x(G) =0, si k = 0. Por lo tanto, el
término constante en x(G; k) es 0.

3. Se procede por induccién sobre el nimero de componentes conexas de G.
Si G tiene una sola componente conexa, entonces por la parte 2 de esta
proposicién el resultado se cumple. Se supone que el enunciado es cierto
cuando el grafo tiene z — 1 componentes conexas y se demuestra que el
enunciado se cumple para un grafo G que tiene z componentes conexas, a
saber: G1,Gs,...,G,. Tomando H = G1+G5+...+G,_1, por la Proposi-
cién A.2 para cualquier nimero natural k, x(G; k), x(H; k) y x(G.; k)
corresponden al nimero de k-coloraciones de G, H y G, respectivamente.
Como H y G, no tienen vértices en comun y G es la suma de H con G,
entonces es posible colorear los vértices de H y GG, independientemente.

Por tanto
X(G; k) = x(H; k) - x(G2; k). (A.1)
Por hipétesis de induccién
z—1
X(H:k) = [[x(Gis k), (A2)
i=1

luego al sustituir (A.2) y (A.1) se tiene:
X(Gik) = [ [x(Gis k).
i=1

4. Se procede por induccién sobre el nimero de componentes conexas de
G. Si G tiene una componente conexa, entonces por la parte 2 de esta
proposicién el resultado se cumple. Se supone que el resultado es cierto
para todos los grafos con menos de z—1 componentes conexas y se demues-
tra que el enunciado se cumple para un grafo G que tiene z componentes
conexas.

Sea H = G1 + G2 + ... + G,_1, donde |Vg| = r, luego por hipdtesis de
induccién
X(H;k) = kK +ar k" 4 dak®+a, k7 (A.3)
Z—-{0}, z—-1<i<r-—1

m

a;
y si |V, | = s, entonces

X(Goi k) = k54 be kS .+ bok? + b1k, (A.4)
bi € Z—-{0}), 1<i<s—1
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Por la parte 3 de ésta proposicién se obtiene,
X(G; k) = x(H; k) - x(G; k)
Al sustituir en esta ecuacién los polinomios de (A, 3) y (A, 4), se obtiene:
X(Gsk) = k" + e 1B" P+ e kT e ok T 4 L ek okt
donde

z—1
Crk = § aib,_p—; = 07
=0

para todo k=1,2,...,z — 1.

Por lo tanto, todos los coeficientes de k, k2, ..., k* 1

son iguales a 0. Asf,

X(GiE) = k" +cp 1 k" P+ k. O

El célculo del polinomio cromdtico de un grafo en la forma anterior es muy
lento porque es necesario revisar demasiadas particiones. Una forma recursiva
de calcular el polinomio cromético es la siguiente.

Sean G = (V, A) un grafo y a = {i,j} € A. Se denota G(*) = G — a, al
grafo G = (V, A — {a}). Ahora, si Ngw (i) N Ngw (j) = @, entonces en el
grafo G(*) se identifican los extremos de a, es decir, se representan los vértices
i, j en uno solo i = j, asi se obtiene de G(*) otro grafo que se denota por G,
el cual tiene un vértice y una arista menos que G.

Teorema A.4. (Recurrencia cromitica). Sea G = (V, A) un grafo.
Si se consideran los grafos Gq) y G donde a = {i,j} € A, entonces

X(G; k) = X(G; k) — X(G(a); k).

Demostracion [5]: Se considera el conjunto de las k-coloraciones propias de G.
Si C es una k-coloracién propia de G(® | entonces C(i) = C(j) 6 C(i) # C(j); luego
se puede dividir el conjunto de k-coloraciones propias de G(* en dos conjuntos:
aquellas k-coloraciones C para las cuales C(i) = C(j) y aquellas k-coloraciones C
para las cuales C(i) # C(j). El primer conjunto esta en correspondencia uno a
uno con el conjunto de las k-coloraciones propias de G (4 y el segundo estd en
correspondencia uno a uno con el conjunto de las k-coloraciones propias de G.

Por lo tanto
X(Gik) = x(G'; k) — x(Gayi k). O

La siguiente figura ilustra el teorema anterior.
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1 2 1 2 1,4 z
G G G
a={1,4}
XGiE)=(k—1)*+(k—-1)=k(k—1)%—k(k—1)(k—2)
Figura A.1.

Teorema A.5 (Whitney, 1933). Si G = (V, A) es un grafo, el poli-
nomio cromdatico x(G; k) tiene grado |V| y coeficientes enteros que alternan de
signo, entonces el polinomio es monico (el coeficiente de kY1 es 1) y el sequndo
coeficiente es — |A].

Demostracion [5]: La demostracién que el polinomio es ménico y tiene
grado |V| se hizo en la Proposicién A.3-1. Por induccién en |A| = ¢ se
demuestra que el segundo coeficiente del polinomio cromético es —t.

Sea G = (V, <) con n vértices, entonces

G=K, v x(K,;k)=k"

En consecuencia, el coeficiente de k"~ en y (K, ;k) es 0.
Supongase que el resultado se cumple para grafos con t — 1 aristas y que G
es un grafo con ¢ aristas. Sea a = {i,j} € A, por el teorema anterior

X(G; k) = x(G'; k) — x(Gayi k),

como G(® es el grafo que se obtiene de G al quitar la arista a, entonces G(®)
tiene ¢t — 1 aristas; luego por hipétesis de induccién el coeficiente de k™! en
xX(G@;k) es —(t—1). Ahora, el grafo G (q) tiene un vértice y una arista menos
que G, de la Proposicién A.3-1 el coeficiente de k"~ ! en X(Ga); k) es 1.

Es decir que los coeficientes de k"~ en x(G(®); k) y en X(G(a); k) son —(t—1)
y 1 respectivamente; ademds,

X(G5k) = X(GW5k) = x(Gai k).
De donde se concluye que el coeficiente de k"' en x(G;k) est = —|A|. O

Proposicién A.6. Sea G = (V, A) un grafo. Si G es conexo con |V|=n
y |Al =n —1, entonces G es un drbol.

Demostracion [11]: Supongase que G es un grafo conexo que no es un drbol,
es decir G tiene al menos un ciclo C,,, con m < n vértices y por lo tanto m
aristas. Como G tiene n vértices, entonces hay n—m vértices que no pertenecen
a (), los cuales deben estar al menos formando una trayectoria T' con n—m —1
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aristas. Asi, se completan las n — 1 aristas de G, pero esto implica que G es no
conexo; lo cual es una contradiccién, por lo tanto G es un arbol. [

Proposicién A.7. Sea G = (V, A) un grafo con |V| =n. G es un drbol,
sty sélo si
X(G k) = k(k—1)""%.

Demosracién [11]: (=) Si G es un drbol y n = 2, entonces G = K de
donde se tiene que x(G; k) = k(k —1).

Se supone que el resultado es cierto para todos los drboles con n — 1 vértices
y sea GG es un drbol con n vértices. Como G es un drbol, entonces G tiene algin
vértice i de grado 1, porque de lo contrario G tendria ciclos y no seria un drbol
con n vértices. Sea a = {i,j} la arista de G' con extremos i y j. Luego G(®
tiene 2 componentes conexas; a saber, un vértice aislado y un drbol con n — 1
vértices que corresponden al grafo G,).

Al aplicar el Teorema A.4 al grafo G, se tiene:

X(G; k) = x(G'; k) — x(Gayi k),

ya que el vértice i y el drbol con n — 1 vértices son componentes conexas de G(®)
y xX(K1; k) = k, por Proposicién A.3-3 se tiene:

xX(Gik) = Ekx(Gy; k) — x(Gays k)
= X(Guyk)-(k-1)
= k(k—1D"2-(k-1)
= k(k—1)"1!

Por lo tanto
X(G;k) = k(k—1)""

(<) Supongase que G = (V, A) es un grafo con n vértices y que
X(G; k) = k(k—1)""%.

Al expandir el polinomio

bk — 1) kz (” N 1>k”_1_i(—1)i

se encuentra que los coeficientes correspondientes a k"~ ! y a k son —(n — 1)
y 1 respectivamente; ademds, por la Proposicién A.3-4 el menor exponente
en x(G;k) con coeficiente distinto de cero es igual al nimero de componentes
conexas del grafo G; como el menor exponente en x(G;k) es 1, se sigue que G
es un grafo conexo. De otro lado, por el Teorema A.5 aplicado a G se sigue
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que el coeficiente de k"1 en x(G; k) es igual a — |A|. Por tanto G tiene n — 1
aristas.

Dado que un grafo conexo con n vértices es un drbol si y sélo si el tiene
n — 1 aristas (ver Proposicién A.6), entonces se puede concluir que G es un
arbol. [

Proposicién A.8. Si C,, es un ciclo con n > 3 vértices, entonces
X(Cni k) = (k= 1)" + (=1)"(k = 1).
Demostracion [11]: Sin = 3, entonces C5 = K3. Por tanto,
x(Cs;k) = k(k—1)(k—-2)
= (k—1°+ (1) —-1).

Ahora, se supone que el resultado es cierto para C,,_1 y se prueba que se cumple
para C,. Sea a una arista de C,,, luego C,(la) es una trayectoria y Cy,,, es igual
al ciclo C,,_;. Dado que una trayectoria en un grafo es un érbol, aplicando la
Proposicién A.4 se tiene:

X(Cuik) = x(CI;k) = x(Cro1;k)
= k(k—1)""'—=x(Cn,_1;k), por Proposicién A.7
_ k(k‘ 1)71 1 [( _1)n 1_~_( l)n—l(k_l)n—l]

"= = ()R- 1)

-1
- D"+ (=D (k 1)

Por lo tanto

X(Cn; k) = (k - 1)n + (_1)n(k - 1) U
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B. Teorema de los cuatro colores

FEl teorema de los cuatro colores estd estrechamente relacionado con los
grafos planares, es decir grafos para los cuales se puede obtener en el plano
una representacion de tal forma que ningin par de aristas se corten geométri-
camente.

En 1852 Francis Guthrie escribié a su hermano Frederick (discipulo del
matemdtico Augustus de Morgan) una carta donde le hacia notar que todo
mapa trazado sobre una hoja de papel podia colorearse usando cuatro colores
solamente, de modo tal que los paises con frontera comin tuvieran diferente
color. Francis preguntaba si serfa posible demostrar matemdticamente éste
hecho. Pasaron 124 anos para que esta conjetura fuera demostrada. Los
matematicos Kenneth Appel y Wolfgang Haken probaron la veracidad de esta
conjetura por medio de computadores en junio de 1976.

La demostracion de Appel y Haken se basa en argumentos que surgieron
de intentos por demostrar éste teorema, en especial el trabajo de Alfred Bray
Kempe y los hallazgos de George D. Birkhoff y Heinrich Heesch. Estos ar-
gumentos se sistematizaron en un programa computarizado utilizando més de
1200 horas de computador, para verificar un conjunto inevitable de 1500 con-
figuraciones reducibles necesario para la demostracién del teorema.

A continuacién se retoman y explican algunos aspectos fundamentales como
definiciones, resultados y construcciones que intervinieron en la demostracién
de Appel y Haken.

Definicién B.1. Una curva de Jordan en el plano es una curva continua
que no se corta a sf misma y se dice cerrada si sus puntos extremos coinciden.
La coleccién infinita de puntos del plano limitada por una curva de Jordan
cerrada se llama regién.

Definicién B.2. Un mapa es una coleccién de regiones disjuntas donde
cada par de regiones pueden compartir un punto o una curva de Jordan en
comun, llamada frontera y a estas regiones se les llama regiones adyacentes.
Si la frontera no es una curva de Jordan cerrada, los extremos se llaman vér-

tices.

Las tres figuras siguientes son mapas:

Figura B.1. Figura B.2. Figura B.3.

125



Las siguientes figuras no son mapas, porque la frontera debe separar regiones
distintas y no se justifica la linea fronteriza dentro de la misma region.

Figura B.4. Figura B.5.

Definicién B.3. La regién infinita circundante de un mapa es la
coleccién infinita de puntos externos a todas las regiones que conforman el mapa.

Definicién B.4. Se dice que se ha coloreado un mapa M, si a cada
region (incluyendo la region infinita que la circunda) se le ha asignado un color
de tal forma que cada par de regiones adyacentes tengan colores diferentes.

Observacién: Para que el teorema de los cuatro colores tenga sentido,
los mapas deben estar formados por regiones en contacto, a estas regiones se
les llaman paises. Los paises vecinos deben ser adyacentes a lo largo de una
linea o lado comtin, ya que, si se consideraran como vecinos paises que tuvieran
solamente un punto en contacto, entonces el mapa de la Figura B.1 necesitaria
colores distintos para cada uno de sus 8 paises. Debe entenderse que cada pais
es una sola regién conexa, pues de lo contrario el mapa de la Figura B.6, donde
el pafs E consta de 2 piezas separadas, exigirfa 5 colores.

2

Figura B.6.

Surge, entonces una pregunta muy interesante que fué inicialmente formu-
lada por Francis: jcudntos colores son suficientes para colorear cualquier mapa?
El siguiente teorema ofrece la respuesta a esta pregunta.

Teorema B.5. (Teorema de los cuatro colores). Cuatro colores son

suficientes para colorear cualquier mapa en el plano de tal modo que regiones
adyacentes tengan colores distintos.
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Es decir, no existe un mapa que necesite cinco o més colores para colorearlo.

Es facil ver que cuatro colores son necesarios, puesto que el mapa de la
Figura B.2 requiere cuatro colores, asi tres colores no son suficientes para
colorear cualquier mapa. Tampoco es dificil demostrar que cinco colores son
suficientes, la dificultad esta en mostrar que se requieren cuatro colores sola-
mente.

De Morgan demostré que no es posible que cinco paises esten situados de
forma tal que cada uno de ellos sea adyacente a los otros cuatro. Este resultado
le hizo creer que nunca se necesitarian cinco colores, y que la conjetura de los
cuatro colores era verdadera, pero demostrar que en un mapa no pueden existir
cinco paises mutuamente adyacentes no prueba la conjetura de los cuatro colores,
porque no es correcto suponer que el nimero de colores necesarios para un mapa
es igual al médximo ndmero de paises mutuamente adyacentes del mapa, por
ejemplo en el mapa de la Figura B.7 nunca son mutuamente adyacentes més
de tres paises, a pesar de lo cual se necesitan cuatro colores, tres para el anillo
exterior de paises y uno para el pafs central.

Figura B.7.

En el ano 1879 el abogado y miembro de la Sociedad Londinense de Mateméti-
cas Alfred Bray Kempe publicé una prueba de la conjetura de los cuatro colores.
Desafortunadamente el articulo contenia un error, y 11 anos més tarde Percy
John Heawood mostré que el argumento en la demostracion de Kempe, no
era correcta. Sin embargo, es importante senalar que las ideas de Kempe son
bésicas en todo el desarrollo del problema a lo largo de los ultimos 100 anos,
especialmente en la solucién dada por Appel y Haken en 1976.

Kempe intenté demostrar la conjetura por el cldsico método de reduccién al
absurdo; esto es, supuso que existia al menos un mapa que exigia cinco o més
colores y procedié a mostrar que tal hipétesis conducia a una contradiccién,
para este fin introdujo la nocién de mapa normal.

Definicién B.6. Un mapa se dice normal si no hay mads de tres paises que
tengan un punto en comun y ninguna regién (salvo la region infinita circundante)
contiene otra regién dentro de ella. Los mapas de las Figuras B.1 y B.2 no
son normales, pero los mapas de la Figura B.3, B.8 y B.9 si lo son.
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Figura B.8. Figura B.9.

Lema B.7. En un mapa normal a cada vértice concurren tres lados.

Demostracion: Por la Definicién B.6 se tiene que 2 paises pueden tener
un punto en comtin, pero por la Observaciéon de la Definicién B.4 la grifica
de la Figura B.10, no se considera en el estudio del teorema de los cuatro
colores, entonces sélo resta probar que si 3 paises tienen un punto en comtn, a
cada vértice concurren tres lados. Si se supone que a un vértice llegan 4 lados,
entonces existirfan cuatro regiones adyacentes, ya que los lados deben tener dos
extremos (ver Figura B.11), pero esto contradice la definicién de mapa normal.
Por tanto en un mapa normal a cada vértice concurren tres lados. [

Figura B.10. Figura B.11.

Al observar la relacién entre los mapas de las Figuras B.1 y B.8 y también
entre los de las Figuras B.2 y B.9, se puede observar que a todo mapa que
no sea normal se le puede asociar un mapa normal, el cual es méds dificil (o
igualmente dificil) de colorear. Por ejemplo, si es posible colorear el mapa de
la Figura B.8 con tres colores, entonces se puede colorear el de la Figura
B.1, utilizando los mismos colores para cada sector, y descartando el centro.
También, si es posible colorear el mapa de la Figura B.9, entonces el de la
Figura B.2 es ain mas facil de colorear. Es por eso que se estudian tinicamente
los mapas normales, ya que estos mapas son més dificiles de colorear, por tanto
si se demostrara el teorema de los cuatro colores para mapas normales se tendria
el teorema para todos los mapas.

Kempe observé que si hubiera un mapa pentacromético normal, entonces
tendria que existir un mapa de ésta clase de nimero minimo de paises, un
“mapa pentacromético normal y minimal”. Dicho de otra forma, todo mapa
con menor nimero de paises que el pentacromédtico minimal podria colorearse
con cuatro colores o menos.
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Asi pues, para demostrar la conjetura de los cuatro colores es suficiente
demostrar que un mapa normal, pentacromdtico y minimal, es imposible, esto
es, que de postularse la existencia de un mapa normal y minimal que exija
cinco colores se deduce una contradiccién. Para tal fin, Kempe demostré en
términos de lados que todo mapa normal, tiene por lo menos una regién con
menos de 6 lados (ver Proposicién B.8). En otras palabras, es inevitable
que todo mapa normal tenga una regién con 2,3,4 6 5 lados. Por lo tanto,
Kempe demostré que en todo mapa normal existe al menos un pais que tiene
dos, tres, cuatro o cinco vecinos (no existe ningin mapa normal en el plano en
el que todo pais tenga seis o mds paises vecinos). Después razoné que si un
mapa normal pentacroméatico minimal tiene un pais fronterizo con menos de seis
vecinos, entonces habria de existir un mapa normal de menor niimero de paises
que también seria pentacromético. Si su razonamiento hubiera sido totalmente
correcto se hubiera llegado a una contradiccién.

Proposicién B.8. Todo mapa normal contiene por lo menos una region
con menos de 6 lados.

Demostracion [3]: Es necesario acudir a la famosa férmula de Euler para
mapas. Si V es el numero de vértices, L el nimero de lados y R el nimero de
regiones, entonces siempre se tiene V — L+ R = 2.

Adem3s, para todo mapa normal 2. = 3V, porque en cada vértice se en-
cuentran 3 lados, asi que 3V es el doble del nimero de lados, puesto que se ha
contado cada lado dos veces.

Combinando las féormulas V — L + R =2y 2L = 3V, se tiene

2L = 6R — 12. (B.1)

Sea Ry el nimero de regiones que tienen exactamente k lados. Asi k- Ry es el
nimero de lados que tienen Rj regiones y como siempre un lado hace parte de
dos regiones, entonces

2L =2Ry+3R3 +4R4 +5R5 + ...

R=Ry+R3s+ Rs+ Rs+ ...

reemplazando en la ecuacién (B.1):
(2R2+3R3+4Ry +5Rs5+...) =6(Ra+ Rs + R4+ R + ...) — 12
simplificando,
12=4Ry +3R3 +2R4+ Rs — R7 — 2Rg — ... (B.2)
Si no hubiera una regién con menos de 6 lados, se tendria:

Ry = Rs3 =Ry =Rs =0,
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lo cual implicarfa que
12=—R; —2Rg — ...

Lo cual es absurdo. En conclusién, debe existir una regién con menos de 6
lados. [

Definicién B.9. Una configuracién es un arreglo o disposicién de los
paises de un mapa.

Definicién B.10. Un conjunto de configuraciones es inevitable si
todo mapa normal contiene al menos uno de los miembros de este conjunto.

El siguiente conjunto de configuraciones responde a tener una regién con
2,3,4 o 5 lados o lo mismo un pafs con 2,3,4 o 5 vecinos.

Figura B.12.

Kempe demostré que el conjunto de las cuatro configuraciones de la figura
anterior es inevitable.

Definicién B.11. Una configuracién es reducible si no puede ser parte
de ningin mapa minimal pentacromético.

Kempe demostré que tres de sus cuatro configuraciones son reducibles, pero
fallé6 al querer demostrar que la configuracién formada por un pais con cinco
vecinos era reducible.

En 1879 Kempe presenté una demostraciéon de la conjetura de los cuatro
colores. Se traté de una demostracién por contradiccién con los siguientes
pasos.

1. Se supone la existencia de un mapa normal M que requiera cinco colores
para ser coloreado. Ademds se supone que M es un mapa minimal, que
requiere cinco colores. Es decir, todo mapa normal M’con menos regiones
puede colorearse con cuatro colores.

2. Este mapa minimo M contiene una regién R con 2,3,4 6 5 lados. Y se
dice que la regién R es inevitable.

3. Usando la regién R, se demuestra que se puede reducir el mapa M a
un mapa normal M’ con menos regiones, tal que M’ no es mds fécil de
colorear.
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4. Puesto que M’ es mds pequeiio (tiene menos regiones) que el mapa mini-
mal M, se sigue que M’ puede colorearse con cuatro colores.

5. Finalmente, se recupera el mapa original M, el cual también se puede
colorear con cuatro colores.

Prueba (de Kempe) de la imposibilidad de que un pais, D con tres
vecinos no pueden formar parte de un mapa minimal pentacromaético.

Figura B.13.

Se combina D con uno de sus vecinos, por ejemplo C, y se forma un nuevo
pais, C’. El nuevo mapa tiene menos paises que el mapa minimal pentacromético
de partida y por tanto, puede colorearse con cuatro colores. Ahora se les da
a todos los paises, exceptuando D, los colores que le corresponderfan usando
cuatro tintas para el mapa simplificado. D puede colorearse con la tinta no
empleada para A, B, o C. Por consiguiente, el mapa primitivo puede colorearse
con cuatro colores: no es un mapa minimal pentacromético. Un razonamiento
parecido muestra que ningin pafs con dos y cuatro vecinos puede ser parte de
un mapa minimal pentacromatico (Ver [1]).

FEl método de Kempe para probar la conjetura de los cuatro colores puede
describirse como el intento de hallar un conjunto inevitable de configuraciones
reducibles. Seria suficiente hallar tal conjunto para demostrar la conjetura de
los cuatro colores, porque ello probaria que todo mapa contiene una configu-
racién que no puede formar parte de ningin mapa pentacromdtico minimal,
y esto implica, como correctamente argumenté Kempe, que no puede existir
absolutamente ningin mapa pentacromético. Al igual que Kempe, la forma
que utilizaron Appel y Haken para abordar el problema ha sido construir un
conjunto inevitable de configuraciones reducibles. Sin embargo, en vez de las
cuatro configuraciones sencillas de Kempe, el conjunto de Appel y Haken estd
formado por unas 1500 configuraciones.

A continuacién se nombran algunos trabajos que condujeron directamente a
la demostracién del teorema de los cuatro colores.
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i) En 1913, George D. Birkhoff mejoré la técnica de reduccién de Kempe y
mostré que configuraciones més grandes que las de Kempe eran reducibles.

ii) Philip Franklin, con algunos resultados de Birkhoff, pudo demostrar que
todo mapa que requiriese 5 colores debia tener como minimo 22 paises.

iii) En 1936, Heinrich Heesch afirmé publicamente que la conjetura de los
cuatro colores podria demostrarse hallando un conjunto inevitable de
configuraciones reducibles. En 1950, estimé que el nimero de configura-
ciones reducibles del conjunto inevitable de Kempe no eran més de 10.000.
Ademss utilizé6 un método muy conveniente para la demostracién de con-
figuraciones, comenzé por transformar el mapa original en su grafo dual
(ver Definicién B.13).

iv) Karl Diirre (discipulo de Heesch), prepar6é un programa para comprobar
reductibilidad.

Definicién B.12. Un grafo planar es un grafo que puede ser representado
en el plano de tal forma que ningin par de aristas se intercepten excepto en un
vértice.

Definicién B.13 Un grafo dual es un grafo planar donde cada vértice
del grafo representa un pais y cada arista entre dos vértices debe atravesar la
frontera comiin.

Es necesario recordar que para el teorema de los cuatro colores basta estudiar
mapas normales. Asi, todas las caras del grafo dual son tridngulos y se dice
que el grafo dual es una triangulacién.

< ™
e N
’ \\
i/ B
/ \
‘ [
4
/
\ /
~ /
\\ e
\\ -~
Figura B.14.

En términos de grafos duales, una configuracién es una parte de una tri-
angulacién formada por un conjunto de vértices mds todos los lados que los
conectan.

El circuito frontera perimétrico estd formado por todos los vértices adya-
centes a la configuracién. El circuito frontera juntamente con todos los lados
que los unen, se llama anillo de la configuracién. (El anillo del grafo dual
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corresponde al anillo de paises que limitan la configuracién en el mapa primi-
tivo). Las configuraciones suelen describirse por las longitudes de sus anillos:
por ejemplo, una configuracién se llama de anillo-seis cuando su circuito frontera
exactamente consta de seis vértices.

v) En 1960, Heesch introdujo un nuevo método para hallar conjuntos inevita-
bles de configuraciones no necesariamente reducibles, llamado el método
de descarga.

vi) En 1970, Haken mejoré el método de descarga, identificando una posible
demostracién a la conjetura de los cuatro colores.

vii) En 1972, Appel y Haken estudiaron el hecho de encontrar configuraciones
con anillos de menos vértices, considerando los obstdculos observados por
Heesch, ya que el problema de hallar un conjunto inevitable de configu-
raciones reducible era determinar si habfa o no posibilidad de hallar tal
conjunto con configuraciones cuyo tamano anular fuera lo bastante pe-
quenio como para que el tiempo del ordenador requerido en la verificacién
de reductibilidad fuera razonable.

A continuacion se ilustran los tres obstdculos de Heesch.

Figura B.15.

Estas disposiciones de vértices parecen figurar solamente en configuraciones
cuya reductibilidad no es posible demostrar. Por ello Appel y Haken se sirvieron
de estos obstdculos para reconocer posibles problemas en su demostraciéon. En
los grafos que aqui se muestran, las configuraciones son las disposiciones de vér-
tices unidos por una linea continua gruesa. Las lineas continuas finas conectan
los vértices del anillo de la configuracion, o sea, de su frontera externa. Las
lineas de puntos conectan los vértices de la configuracién con los vértices del
anillo. Cada una de estas configuraciones contiene uno de los obstdculos de
reduccion de Heesch: el vértice v tiene 4 vecinos en el anillo de la configuracién;
el vértice w tiene tres vecinos no consecutivos en el anillo de la configuracién;
los vértices x e y forman el llamado par colgante; es decir, estos vértices estdn
unidos entre si y a los vértices del anillo, pero sélo tienen un tnico vecino més
en la configuracion.

133



viii) A comienzos de 1975, Appel y Haken modificaron el programa para que
fuera libre de obstdculos y el tamafno del conjunto inevitable se duplicé.
Finalmente en junio de 1976, contruyeron un conjunto inevitable de 1500
configuraciones reducibles verificadas con ayuda del computador.

De esta manera Appel y Haken probaron la veracidad del teorema de los
cuatro colores.

Finalmente, es conveniente destacar que:

“el Teorema de los Cuatro Colores para mapas es equiva-
lente al Teorema de los Cuatro Colores para grafos planares
(Teorema B.14)”.

Es importante recordar que un grafo planar es un grafo que puede ser repre-
sentado en el plano de tal forma que ningtin par de aristas se intercepten excepto
en un vértice.

Teorema B.14. Si G es un grafo planar, entonces x(G) < 4.

La equivalencia del teorema de los cuatro colores para grafos planares, se
puede observar porque todo grafo dual de un mapa es un grafo planar y a todo
grafo planar se le puede asociar un mapa. De Morgan demostré que en un
mapa no pueden haber 5 paises que sean adyacentes entre si, esto en términos
de grafos planares equivale a que el grafo completo K5 no es planar es decir que
no se puede representar en el plano sin cortes de sus aristas. De Morgan creyé
haber demostrado el teorema de los cuatro colores pero esto no fué correcto, ya
que en grafos planares se tiene x(G) > w(G).

Otro ejemplo de grafo no planar ya se conocia en 1917 mediante el siguiente
enigma: se desea unir tres casas con tres servicios, pero sin que las 9 conexiones
se toquen. ;Es esto posible?, el grafo que representa esta situacién es un grafo
bipartito completo K3 3. Asf, la pregunta es: ;El grafo K3 3 puede ser dibujado
en el plano sin que se crucen las aristas?. La siguiente figura ilustra que esto

no es posible.

Figura B.16
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C. Tabla Actualizada de Nimeros de Ramsey

Radziszowski mantiene una lista actualizada de los mejores limites actuales
para los nimeros de Ramsey R(m,n).
http : / /mathworld.wol fram.com/RamseyNumber.html.

[m ] n ] Rimn) ] Referencia |
H 3 H 3 H 6 H Bosque verde y Gleason 1955 H
H 3 H 4 H 9 H Bosque verde y Gleason 1955 H
H 3 H ) H 14 H Bosque verde y Gleason 1955 H
36 18 ] Buril y Yackel 1968 |
37 23 ] Kalbfleisch 1966 |
H 3 H 8 H 28 H McKay y minuto 1992 H
H 3 H 9 H 36 H Grinstead y Roberts 1982 H
[ 3 10 ] [40,43] || Exoo 1989c, Radziszowski y Kreher 1988 ||
H 3 H 11 H 46, 51 H Radziszowski y Kreher 1988 H

Exoo 1993, Radziszowski y Kreher 1988,
Exoo 1998, poco 2001

w
=
[\
= sl < ==
[N}
ot
X, | XL L |2

[ 3 13 ] [59, 69] || Piwakowski 1996, Radziszowski y Kreher 1988 |
[ 3 14 [66,78 || Exoo (unpub.), Radziszowski y Kreher 1988 |
Wang y Wang 1989,

30118 73, 88 Radisﬁowskig(unpub.), poco 2001
[3[16] >79 ] Wang y Wang 1989 |
317 =92 ] Wang et al. 1994 |
[3[18] =9 ] Wang et al. 1994 |
[3]19] >106 ] Wang et al. 1994 |
[3]20] >109 ] Wang et al. 1994 |
[3[21] >122 ] Wang et al. 1994 |
[ 3 22] >125 Wang et al. 1994 |
[3]23] >136 | Wang et al. 1994 |
[5[[26] =150 | u
H 4 H 4 H 18 H Bosque verde y Gleason 1955 H
H 4 H ) H 25 H McKay y Radziszowski 1995 H
[ 4] 6 ] 35 41] || Exoo (unpub.), McKay y Radziszowski 1995 |
T4 7] 49,61 | Exo0 1989a, Mackey 1994 |
4] 8 [56,84] ] Exo0 1998, Exoo 2002 |
H 4 H 9 H [69, 115] H Radziszowski 1988, Mackey 1994 H
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R(m,n)

|

Referencia

30, 149]

|

Piwakowski 1996, Mackey 1994

[ ] |
4] |

1417 96, 191] || Piwakowski 1996, Spencer 1994
4] [128, 238] || Su et al. 1998, Spencer 1994
47 [133,291] ] Xu y Xie 2002

[47 [141, 349] | Xu y Xie 2002

1417 [153, 417] || Xu y Xie 2002

H 4 H > 182 H Luo et al. 2001

47 >198 | Luo et al. 2002

147 >230 | Su et al. 1999

H 4 H > 242 H Su et al. 1999

H 4 H > 282 H Su et al. 1999

151 [43,49] [ Exoo 1989b, McKay y Radziszowski 1995
5] 58,87 | Exo0 1993, Walker 1971
151 80, 143] | CET, Spencer 1994
151 95, 216] || Piwakowski 1996, Spencer 1994
151 [121, 316] || Exoo 1998, Haanpii 2000
[5] [141, 442] ] Exo0 1998, Mackey 1994
151 >153 | Exoo 1998

5] >181 Exo0 1998

151 >193 | Exoo 1998

151 >221 Exoo 1998

151 >242 Luo et al. 2001

151 >278 | Exo0 2002

151 >284 Su et al. 1999

151 >338 | Luo et al. 2001

151 >380 || Luo et al. 2000

151 >422 Luo et al. 2000

5] >434 Luo et al. 2000

51 > 161 |

161 [102, 165] || Kalbfleisch 1965, Mackey 1994
[6] [111, 298] ] Exo0 1998, Xu y Xie 2002
6] [127, 495] || Exoo 1998, Xu y Xie 2002
161 [153, 780] || Exoo 1998, Mackey 1994
16 1] [177, 1171] || Xu y Xie 2002

161 >253 | Xu y Xie 2002
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[m ] n] Rmmn) | Referencia |
[6[12] =>262 ] Xu y Xie 2002 |
[6[[13] =>218 ] Xu y Xie 2002 |
[6 14 >292 ] Xu y Xie 2002 |
[ 615 >3714 ] Su et al. 2002 |
[616] >434 ] Su et al. 2002 |
[6[17] >548 ] Su et al. 2002 |
[6 18] >614 ] Su et al. 2002 |
[ 619 =710 ] Su et al. 2002 |
[6]2] >81® ] Su et al. 2002 |
[6[22] =>1070 ] Su et al. 2002 |
[ 7 7 ] [205540] [[  Colina e Irving 1982, Giraud 1973 |
[ 7 ] 8 ] [216,1031] | Xu y Xie 2002 |
[ 79 ] 227,1713] | Huang y Zhang 1998 |
[ 7 ] 10 ] [238, 2826] ] Mackey 1994 |
[7[1] =32 ] Xu y Xie 2002 |
[7[12] =416 ] Xu y Xie 2002 |
[ 713 >511 ] Xu y Xie 2002 |
T717] =628 ] Xu y Xie 2002 |
(78] >7m2 ] Xu y Xie 2002 |
[ 719 >908 ] Su et al. 2002 |
[ 721 >1214 Su et al. 2002 |
[ 8 ] 8 ] [282,1870] [ Burling y Reyner 1972, Mackey 1994 ||
[ 8 [ 9 [ [295,3583] ] Radziszowski 2002 |
[ 8 [ 10 ] [316,6090] [ Xuy Xie 2002, Huang y Zhang 1998 ||
I8 1] =>63 ] Xu y Xie 2002 |
[ 815 >703 ] Xu y Xie 2002 |
[ 817 >m7 ] Xu y Xie 2002 |
[ 818 =>871 ] Xu y Xie 2002 |
[ 819 =>1054 ] Xu y Xie 2002 |
[ 820 >1094 T Su et al. 2002 |
821 >1328 ] Su et al. 2002 |
[ 9] 9 [ [565,6588] ]|  Esquilador 1986, Shi y Zheng 2001 |
[ 9 [ 10 [ [580, 12677] ]| Xu y Xie 2002 |
[ 10 ] 10 ][ [798, 23556] | Esquilador 1986, Shi 2002 |
[ 11 ] >1597 ] Mathon 1987 |
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[ m [ n] R(im,n) ] Referencia |
[12 ] 12 [ >1637 ] Xu y Xie 2002 |
[13 13 ] >2257 | Mathon 1987 |
(1414 ] >2989 | Mathon 1987 |
[15 [ 15 ] >5485 | Mathon 1987 |
[16 16 | >5605 | Mathon 1987 |
[17 [ 17 [ >8917 | Luo et al. 2002 |
[ 18 ]| 18 | > 11005 | Luo et al. 2002 |
(1919 [ >17885 | Luo et al. 2002 |
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CONCLUSIONES

. Se recopil6 y estudié informacién sobre Coloreado de Grafos y Teorfa de
Ramsey, finalizando con una organizacion y sistematizacion de los temas
propuestos.

. Se identificaron aplicaciones de la Teoria de Ramsey a: Sucesiones, Teoria
de Grupos, Geometria y Teorfa de Nimeros.

. Se analizaron problemas abiertos relacionados con la teoria de Ramsey:
el célculo de la nimeros de Ramsey, los nimeros de Erdos-Szekeres, los
nimeros de Schur y los nimeros de Van der Waerden.

. Frente a los objetivos trazados para este trabajo de grado, se encontré
con la dificultad de argumentar la demostracién del teorema de Van der
Waerden, debido a que esta demostracién requerfa nuevos conceptos no
analizados dentro de este estudio; aunque se ilustré mediante un ejemplo.

. La consecucién y el estudio del contenido de éste documento manifiesta
el desempeno y la constancia ante lo propuesto, resaltando el aporte
académico en la sistematizacién y explicaciéon detallada de éste material,
la cual se refleja en la ampliacién y elaboracién de algunas demostraciones
y en la ejemplificacién de conceptos y teoremas.
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conjunto
de configuraciones inevitable, 130
independiente, 20
separador o corte por vértices de un grafo, 38
curva de Jordan, 125
cerrada, 125
densidad de aristas, 110
distancia entre vértices de un grafo, 15
etiquetado, 19
frontera, 125
funcién, 47
codominio de una, 48
inversa de una, 48
grafo simple, 10
bipartito, 15
bipartito completo, 15
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grafo simple (continuacion)
ciclico, 91
pardmetros de un, 91
complemento, 15
completo, 15
conexo, 16
critico, 46
de Turan, 44
dual, 132
etiquetado, 19
extremo, 97
finito, 10
infinito, 10
k-coloracién propia de un, 20
k-coloreable, 20
en forma unica, 21
maximal, 43
k-critico o crométicamente critico, 32
k-cromaético, 20
k-partito, 15
k-partito completo, 15
k-regular, 11
méximo grado de un, 10
minimo grado de un, 11
monocromatico, 61
nulo, 14
orden de un, 10
orientado, 35
planar, 132
producto cartesiano, 18
que surge de eliminar una arista, 45
que surge de eliminar un conjunto de vértices, 28
que surge de eliminar un vértice, 27
suma, 18
tamafo de un, 10
uniom, 18
lema de
Dilworth, 56
Schur, 14
longitud
de un camino, 15
orientado, 36
de un orden parcial, 55
mapa, 125
coloreado de un, 126
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mapa (continuacion)
normal, 124
vértices en un, 125
método de descarga, 133
(m,n) — grafo, 78
nimero(s)
cromdtico, 20
de clique, 26
de Erdos - Szekeres, 72
de independencia, 20
de Ramsey, 61, 86
de Schur, 72
de Van der Waerden, 85
e(m,n,p), 107
orden
parcial, 52
ancho de un, 55
orden total u orden lineal, 55
pais, 126
pesos de la(s) arista(s), 91
conjunto de los, 91
polinomio cromadtico, 117
posicién genérica de puntos en el plano, 70
principio del palomar, 48
de manera informal, 49
sobre funciones, 49
para funciones de manera informal, 50
versién infinita informal del, 52
propiedad (m,n), 84
proposicién de
Erdos - Szekeres, 70
g-subconjunto, 60
region(es), 125
infinita circundante de un mapa, 126
adyacentes, 125
relacién, 47
antisimétrica, 52
elementos comparables en una, 52
elementos incomparables en una, 52
dominio de una, 47
imagen de un elemento mediante una, 47
preimagen de un elemento mediante una, 47
rango de una, 47
reciproca, 47
reflexiva, 52
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relacién (continuacion)
simétrica, 52
transitiva, 52
solucién al problema
(m,p, W), 92
((m,p, W) , 92
subgrafo, 13
propio, 13
conexo maximal, 16
inducido, 29
Hy, 82
H,, 82
orientado, 36
maximal sin ciclos, 35
subsucesioén, 53
sucesion
creciente o estrictamente creciente, 53
decreciente o estrictamente decreciente, 53
finita, 52
infinita, 52
monoténicamente creciente, 53
monoténicamente decreciente, 53
mondtona, 53
teorema de
Bolzano, 69
Brooks, 1941, 41
Caso especial del Principio del Palomar para funciones, 50
Cota probabilistica de Erdos para R(m,m), 66
Dilworth, 57
Erdss-Szekeres, 53
Gallay-Roy-Vitaver (1968, 1967 y 1962), 36
los cuatro colores, 122
Principio del Palomar, 48
Principio del Palomar: versién general para funciones, 49
Principio de Dirichlet: Principio del Palomar en versién de particiones, 51
Principio del Palomar infinito, 52
Radziszowski/Kreher 1988, 112
Ramsey: versién conjuntista, 62
Ramsey: version de grafos, 61
Ramsey: versién general finita, 63
Ramsey: versién infinita, 65
Ramsey: versién infinita para grafos, 65
Recurrencia cromética, 121
Schur, 73
Sperner, 59
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teorema de (continuacién)

Szekeres-Wilf, (1968), 33

Turdan-1941, 108

Van der Waerden, 75

Version infinita del Lema de Dilworth, 58

Welsh-Powell, (1967), 33

Whitney, 1933, 122
términos adyacentes, 92
trayectoria

cerrada de longitud [, 16

de longitud [, 15

orientada de longitud [, 36

orientada cerrada o ciclo orientado de longitud I, 36
triangulacién, 132
vértice(s), 10

adyacentes de un grafo, 10

aislado, 2

de corte, 38

grado de un, 11

segundo grado de un, 12

vecindad de un, 11
vértice-conectividad, 38
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