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Introduccion

Una de las herramientas del célculo que posee numerosas aplicaciones, es la derivada.
No obstante para el andlisis moderno, la definicién clésica de derivada resulta
insuficiente. Por ejemplo, es sabido que ciertos problemas de la mecanica clasica pueden
resolverse de manera sencilla mediante el uso de determinados “agregados” integrales,
conocidos como operadores de derivacion fraccionaria segin Louville. Tal es el caso del
problema de la braquistocrona (curva de descenso minimo). De esta manera, determinadas
ramas de la matematica exigen la introduccién de ciertas “generalizaciones”del concepto
habitual de diferenciacion. Reviste particular interés la extension del concepto de derivadas
para ordenes no enteros. Existen distintas modificaciones del concepto de derivada que
responden a érdenes no enteros de diferenciacion. Uno de tales modelos lo constituyen los

arriba mencionados operadores integrales de Riemman-Louville.

Por otra parte diferentes generalizaciones del orden de diferenciacién conllevan a
espacios de funciones en escencia distintos. Esto es, dichos modelos son por lo general, no

equivalentes.

Dentro de estos modelos de diferenciaciéon no entera, son de especial interés las
llamadas derivadas segin Marshout, toda vez que ellas se expresan mediante integrales
impropias de naturaleza sencilla. Es conocido que los modelos “Louville-Marshout”son no

equivalentes.
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El presente trabajo aborda dos modelos distintos de derivada fraccionaria: Las derivadas
segun Louville y Marshout respectivamente, estudiando condiciones que garanticen la

coincidencia de ellas.

Para su estudio se exige el conocimiento de temas especificos del andlisis matematico, tales
como la convergencia uniforme de integrales impropias dependientes de un parametro,

funciones absolutamente continuas y espacios Lp, entre otros.

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos. El primer capitulo incluye una muy
breve resena histérica sobre el surgimiento y evolucion de la idea de derivada no entera.
En particular se discute la solucién al problema de la braquistocrona y su relacion con las
derivadas de orden no entero. El segundo capitulo se dedica al estudio de las derivadas
fraccionarias de Riemman-Louville y algunas propiedades. En el tercer capitulo se pre-
senta la definicion formal de la derivada segiin Marshout y se discuten ciertas condiciones
suficientes para la coincidencia de los modelos de Louville y Marshout (ver teorema 19).

Es en este capitulo donde se alcanza el objetivo fundamental del presente trabajo.

A la fecha de presentacién del trabajo, no se conoce en la bibliografia de nuestra
region, fuente alguna con tematica escencialmente similar a la aqui expuesta. El trabajo fue
expuesto como ponencia en marcos del XII Encuentro Regional de Matematicas realizado

en la ciudad de Pereira del 11 al 15 de Septiembre de 2006.

El grupo de desarrollo investigativo en andlisis desarrolla el proyecto “Caracterizacién de
los espacios de Lipschitz con ayuda de derivadas de orden no entero de la integral de

Poisson.” El presente trabajo se enmarca en la tematica propia de dicho proyecto.



Notacilones

R conjunto de los nimeros reales

R" {(z1,29,...;xn) rx; €R, i=1,...,n}

Rt conjunto de los niimeros reales positivos

Ny conjunto de enteros no negativos

p.c.t. para casi todo

C'(A) espacio de funciones continuamente diferenciables en A C R
AC([a,b]) espacio de funciones absolutamente continuas en el segmento [a,b]
Lp(FE) espacio de funciones p-Lebesgue integrables en £ C R”
H*Q) clase Holder en 2 C R™ con pardmetro A

I%p integral de orden a segiun Louville de la funcién ¢

D%y derivada de orden « segin Louville de la funciéon ¢

D% derivada de orden « segtin Marshout de la funcién ¢

Q operador de reflexién

[-] parte entera

{} parte fraccionaria
Th operador de desplazamiento con paso h
s operador de dilatacién

p.f. [ f(z)dz parte finita de la integral [ f(z)dx
Ck = k,(%k), nimero combinatorio (k,n € Ny)
U culminaciéon de una demostracion

En lo que respecta a la teoria de la medida, consideramos sélamente

la medida e integral de Lebesgue.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Breve resena historica de la diferenciacion

fraccionaria

d” f(x)
xrP
remontan a la época del surgimiento del calculo. Leonard Euler en 1738 observé que al

@ f(z)
dxP

a ordenes no enteros se

Los intentos por extender el concepto de derivada

se le podria dar sentido para p no enteros. Mas adelante en el tratado

calculo de

de S.F. Lacroix (1820) se retoma la idea de derivada y se cita la férmula explicita para el

1/2,.c
PRV Luego Jean Baptiste Joseph Fourier propuso usar la igualdad
x

d”f ()

dxP

calculo de

_ — p — Ju—
5 /OO)\ d\ /OO f(t) cos(te — tA + 5 )dt

para definir las derivadas de orden no entero.

Estos episodios pertenecen a la prehistoria de la integrodiferenciacion y la historia
propiamente dicha se deberia considerar a partir de los trabajos de Niels Henrik Abel
(1823-1826) y J. Louville relacionados con el problema de la tautocrona, el cual
consiste en lo siguiente: se tienen dos puntos A y B en el plano a distinta altura y se debe
determinar la curva para la cual el tiempo que toma un cuerpo pesado en recorrer la
trayectoria desde A hasta B, es el minimo. La tinica fuerza actuante, es la gravedad (ver

figura 1.1).



Figura 1.1: problema de la tautocrona

Para resolver el problema de la tautocrona se toman los puntos en el plano cartesiano
A =(0,0),B = (z, f(x)). Sea S la curva que los une y M (z,y) un punto ubicado sobre
S (ver figura 1.2).

v &

Figura 1.2: tautocrona

Ahora, se sabe que la velocidad v que adquiere un cuerpo cuando se desplaza sobre la

curva S es:
v = /29y

donde g es la constante gravitacional y y es la altura; ademas, el diferencial del tiempo



dT" para que un punto M (z,y) recorra un diferencial de arco estd dado por:

2
gar=%_Vity

v V29Y

_ 1 [V
T(:E)—\/2_g/a \/@d.

y el tiempo total es:

Entonces, lo que se pretende determinar es dénde la funcién 7'(z) alcanza su minimo, lo

cual conduce a una ecuacion integral de la forma:

_ T__elt) T >a *
@) = | 1 at, w>a, ()

NG r —t)l-«

llamada ecuacién integral de Abel.

Para el problema de la tautocrona o = 1/2; f es una funcién conocida, ¢ incognita y la

solucién de (%) es:

14 T f()
P = pa a)%/a @t

En 1832-1837 aparace una serie de trabajos de J. Louville que lo convirtieron en el fun-
dador de lo que ahora se conoce como la teorfa de la integrodiferenciacion fraccionaria.
Estos trabajos se basan en la formula de diferenciacion de la funcién potencial y se refiere

a funciones f(x) que se representan en la forma:

flx) = Z Che™ ™,
k=0

donde C}, es constante Vk € Ny. Puede definirse entonces,

DPf(z) = ZC’kaiea”, Vp e C.
k=0



En este mismo trabajo Louville deduce no muy rigurosamente la férmula:

DPf(x) = ! o) /oo o(x + )t dt, —00 <z < 400, (Re(p)>0)

(=1)PT(p) Jo

llamada actualmente (sin el factor (—1)?) derivada fraccionaria segin Louville.

Junto a los trabajos de Louville estan los trabajos de Riemann realizados en 1847, que

conllevan a la siguiente construccién de integral fraccionaria:

En 1867 A. K. Griinwald y en 1868 A. V. Letnikov desarrollan un método de

integrodiferenciacion basado en la generalizacion de la férmula de Riemann

(0) = iy R0

)

donde (A} f)(z) = f(x) — f(z — h), al caso de « no entero
(AN @)

h—0 he

D f(z) =

Casi a comienzos del siglo XX aparece un trabajo importante de J. Hadamard (1892) quien

usa la idea de diferenciar término a término la serie de Taylor de una funcién analitica f:

o0

. T(k+1) ba F* (z0)
(D Z{)Fk‘—f—l—aOk(Z_Zk) s Ck: k“ .

Especialmente se debe comentar el trabajo de A. Marshout (1927) en el que se introduce

una nueva forma de derivacién fraccionaria:

(D°f)(z) = 0/000 (A;f#dt, a>0 (1)

donde C' es constante.



Esta forma coincide con la definicion de Louville

N = [ e @

I'(a—n)da™ J_o (x—t)>n-1

para funciones “suficientemente buenas”.

1.2. Conceptos basicos

En esta seccién presentamos algunos conceptos que nos seran utiles para el desarrollo

de este trabajo.

1.2.1. Funciones uniformemente continuas

Sea f : [a,b] — R. f es uniformemente continua en [a,b], siVe >0, 3 (e) >0

tal que V x,y € [a,b] tal que |z —y| < se cumple que |f(z) — f(y)| <e.

1.2.2. Funciones de variacion acotada

Sea f : [a,b] — R. f es de variacién acotada en [a,b], si V particién

P={zg=a<z <9 < ... <1, = b}, del segmento |a, b],
3 1) - fla)] < oe.
k=1

1.2.3. Funciones absolutamente continuas

Definicién 1. Sea f : [a,b] — R. f es absolutamente continua en [a,b], (y se
simboliza f € AC([a,b]), si Ve > 0, 36 > 0 tal que para cualquier sistema finito de
intervalos, disyuntos dos a dos (ay,by) C [a,b], k=1,...,n tal que Y ,_ (by — ay) <0,
se cumple la desigualdad > 7 | f(bg) — f(ax)| < e.

Observaciones 1.

1. Si f € AC([a,b]), entonces p.ct.x € [a,b], 3 f'(z) y ademds f" € Li([a,b]) (ver
def 5).



2. Si f € AC([la,b]) y f'(x) = 0 p.c.t. x € |a,b], entonces f(x) = ¢; donde c es

constante.
3. e AC(la, b)) siy solo si

o(x) = /m ft)dt+ C, f € Li([a, b)) (1.1)

4. Si f € Li([a,b]), entonces, ¢'(x) = f(x) p.c.t. x € [a,b], donde ¢ se determina
mediante (1.1)

5. Toda funcion AC es continua. El reciproco es falso.
Ejemplos.
1. p(x) =€, es absolutamente continua en [0, 1]

2. La funcién
weos(qz) si 0<a <1

0 si x = 0.

fx) =

es continua en [0, 1] pero no es absolutamente continua en dicho segmento.

1.2.4. Mobdulo de continuidad de una funcién

Sea f : [a,b] — R. Se llama médulo de continuidad de f y se denota w(d; f; X)

la funcién
w(57f7X> - Sup{f<y) - f(ZL’), T,y € X? ’JI - y’ < 5}

Intuitivamente el médulo de continuidad describe el mayor incremento de la funcién f

sobre un segmento de longitud ¢.

1.2.5. Integrales dependientes de parametro

Definicién 2. Supongamos que Y CR, ¢:Y =R, ©:Y =R con ¢(y) <Y(y) yla

funcion f(x,y) estd definida en el conjunto

{(z,y) eR*:y e Y.z € [o(y), v(y)]}. (1.2)

6



Si existe la integral finita

P(y)

aw:/”fwmm. (1.3)

Entonces ella se llama integral dependiente de pardmetro, donde y es el pardmetro.

Supongamos que Y = [a, ], las funciones ¢, ¢ son continuas en dicho segmento y

©(y) < ¥(y) con y € [, B]. Designemos por G al conjunto

G={(z,y);a<y< B0y <z<iy)}. (1.4)

Teorema 1. Sea P = {(z,y) :a<x<b, a<y<p}, sif(z,y)€C'(P), entonces

ww:/fmmw

es derivable en [a, 5] y

do(y)  [*Of(z,y)
—dy —/a Iy dx.

Demostracion. Ver [6], pagina 304. O
Teorema 2. i

1. f(z,y) € C'(P)

2. G CP, (ver 1.4).

3. oy el(a,f]) ycumplen con la definicion 2

entonces (1.3) es derivable en [, 3] y

do(y) / YW o f(x,y) de(y) dip(y)
LW - dr — £ (p(0).9) 22 + £ (W), ) L.
a0 P fe(y),y) a (V(y),y) i
Demostracion. Sea la funcién
Flyu) = [ flois
a<u<ba<v<ba<y<p.
Como f(z,y) € C'(P), entonces por Teorema 1 g—}; existe y es
OF (y,u,v) / f (z,y)
D) I\ I 1.
3y ’ 9y dx (1.5)

7



Demostremos su continuidad. Sean
a<u<b a<v<b a<y<pg a<u+ Au<b,

a<v+Av<b a<y+Ay<p.

Entonces,
OF(y,u,v) OF(y+ Ay,u+ Au,v+ Av)  0F(y,u,v)
A - - )
Ay Ay dy
y
v+Av v
‘AﬁF(y,u,v) _ / (9f(x,y+Ay)dx_/ Of(x.y)
ay u+Au ay u ay
- / [8f(w,y+Ay) 3 8f(w,y)] dx’ N / Of .y +Ay)
u ay ay u+Au ay
v+Av
N / 6f(x,y+Ay)dx“
v dy

Como la funcion g—g esta definida en el rectangulo P, las integrales escritas tienen sentido

para los argumentos elegidos y para
v —ul <b—a.

De la continuidad de % se tiene su acotacién en P, es decir,3 M > 0: VY(z,y) € P se

tiene que:
o1 <
dy -
Ahora el médulo de continuidad de la funcién g—i en P es:

0 0 0
w(Ay;a—z;P> zsup{a—i(x,erAy)—a—i(x,y), y,Ay+y € P, \y+Ay—y|§Ay}.

Luego

v u v+Av

‘AaF(y,u,v) < w(|Ay!;8—f) / d;,;'+M/ dx +M/ dx
ay ay u u+Au v
of
< (b—a)w |Ay|;8— + M|Au| + M|Av|.

Y

De donde,
o (Aé’F(y,u,v)> _0
VAP TR A0 0y

8



Es decir, que ﬁ—g es continua en el conjunto

. . . . OF
Y las derivadas parciales ?9_5 y %—f son continuas en este conjunto con % = —f(u,y),

OF (y,u,v)

5~ = f(v,y). Ahora, la relacién que existe entre ® y I es:

D(y) = F(y, o(y), ¢ (y))-

Y como las derivadas parciales ‘?9—5, ‘3—5, 88—5, existen y son continuas, entonces:

8@_8F+8qu+8de
oy Oy Oudy Ovdy
Sustituyendo las expresiones para las derivadas parciales en (1.5) y suponiendo que:

u=@(y)yv=1(y) se tiene:

dd(y) / YW 9f (2, y)
o(y) dy

dp(y) di(y)

dx — f[sﬁ(y),y]d—y + f[z/)(y),y]d—y-

dy

Observacion 1. El teorema 1 es un caso particular del teorema 2.

1.2.6. Integrales de Euler

Definicién 3. Sean p,q € R*. Se llama funciéon Beta a la integral:

1
B(p,q) = / P71 — 2)7 .
0

Definicién 4. Sea s € R™. Se llama funcién Gamma a la integral:

Algunas Propiedades de las funciones Beta y Gamma

1. Tenemos que



1
Sea z = o7 Entonces

B(p,q) = Am(fiiYA(l—lityﬁklwa

oo tqfl d o0 tp—l d
= _— dt= — dt
/0 (1 + t)p+q /0 (1 + t)p+q

I'(p)I'(q)
Lp+q)

3. Sin €N, entonces I'(n + 1) = nl!

2. Sip,q € Rt entonces B(p,q) =

4. SipeRT, entonces I'(p+ 1) = pl'(p).

™

5. SipeR*, entonces I'(p)['(1 —p) = o)’
sen(pm

1.2.7. Algunos conceptos de los espacios Lp

En esta seccion consideramos a £ C R™, medible segin Lebesgue.

Definicién 5. Sean f: E — R, se dice que f € Lp(E), 1 <p < 400 si
1. f es medible en E.

2. Es finita la expresion:

JECRE

Es decir
Lp(E) = {f B — R: f medible y /E\f(x)|pdx < oo ctp. en E}
Sip =00
Lo(E)={f:E — R: f medible y existe C >0 tal que |f(z)|<C ct.p. en E}.
Observacion 2. L,(E) es un espacio normado con la norma definida por

| flle, ) = (/ |f(x)|?’dx> para 1 <p < +oo.
E

Sip =00
| fllowey =Inf{C >0:|f(z)]<C ctp. en E}.

10



Lema 1. Sea E C R, f € L,(F), 1 <p<oo. Entonces
1f(z+n) = f(@)|z,m) — 0; h—0.

Teorema 3. Sea E C R, F € Li(E), |f(x+h)| < F(z) y lmu_of(z,h) eziste en
c.t.p. de E. Entonces,

h—0

h’m/Ef(:c,h)d:c:/E}lll’ir(l)f(a:,h)dx.

1.2.8. Teorema de Fubinni

Sea f € Li(F x F)donde E C R™, F C R", con E'y F conjuntos medibles; entonces

1. f(x,y) es integrable en F' como funcién de y, p.c.t. z € E.
2. [, f(z,y)dy es integrable en E como funcién de z.
3. f(z,y) es integrable en E como funcién de z, p.c.t. y € F.

4. [, f(x,y)dz es integrable en F' como funcién de y y ademds son vélidas las

igualdades
/E(/F f(x,y)dy) dx = /F ([E f(:c,y)da;) dy = // f(z,y)dzdy. (1.6)
Consecuencia:

Si al menos una de las integrales

[ ([ema)a [ ([ o)

es finita, entonces existen las tres integrales de (1.6) y ademads (1.6) es valida.

1.2.9. Desigualdad de Holder

Teorema 4. (Desigualdad de Hélder): Sea E C R". Sea 1 < p < +o0o y q tal que

1 1
—+—=1.8ea f € Lp(E) yge€ Lq(E) entonces fg € L1(E) y es vdlida la desigualdad
p 4q

/E ol di < 111l 19l -

11



Observacion 3. Para p =1 se considera q = oo.

Definicién 6. Sea Q@ C R, Q # 0. Se dice que [ pertenece a la clase Holder en Q2 con

pardmetro A > 0 y se denota f € HNQ), si existe C > 0 tal que para todo x,y € €,

1f(x) = f(y)| < Clz —y|.

Definicién 7. Se dice que f es localmente Hdélder con parametro A > 0 en R si

VQCR, fe€HNQ).

Mostremos a continuacién una funcién de la clase H*([a,b]) y otra que no pertenece a

dicha clase. Ejemplos.

1.

Sea f(z) = 22, [a,b] C R, A = 1. Debemos demostrar que |z —y?| < C'|z —y|.
En efecto, puesto que, |22 —¢? = |[(z —y)(z+y)| < |zv+y||lr—y| y como
z,y € [a,b]. Entonces, a <z < bya <y <b Dedonde2a < z+y < 2b
luego, |z? —y?| < 2|b| |x — y| por tanto, f(x) = x*> € H*([a,b]), con pardmetro
A=1

Sea f(z) = Inz, [a,b] = [0,1]. Probemos, que f ¢ Hz((0,1])

Para ello tomamos * = ¢™ € [0,1] yy = e € [0,1]. As{ f(z) = —n, ¥y
f(y) = —2n. Verifiquemos, que V C' > 0, C constante, |-n +2n| > C'le™" — 6*2"|%;
paran lo suficientemente grande, es decir n? > C(e™™—e~2") o lo que es lo mismo,
n?e’™ > (C(e" — 1). Puesto que Ce™ > C(e™ — 1), es suficiente probar, que

n%e?" > Ce”. Se tiene que para un C € R existe un n € N tal que n?e" > C,

entonces, n2e” > C(e” — 1). Por tanto f(z) = Inx ¢ Hz((0,1]).

1.2.10. Desigualdad generalizada de Minkowsky

Seal<p<oo, felp(F),ye FCR" z € E CR" entonces

/F fe < / TE

(Es decir, la norma de la integral no excede la integral de la norma).
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Capitulo 2

Derivadas de orden no entero segun

Louville

En este capitulo presentamos las definiciones fundamentales de las integrales y derivadas
fraccionarias. Es conveniente definir en primera instancia las integrales fraccionarias y
luego inroducir la nociéon de derivada fraccionaria como la operacién inversa a

la integracién fraccionaria.

2.1. Integrales de orden no entero segin Louville

Definicién 8. Sean a € R, a € R" y la funcion ¢ € Li([a,b]). Si las integrales

(L) () = F(la) /: @ f(f))ladt’ r>a

5@ | o fg;l_adt,:c<b

existen y son finitas, entonces, ellas se llaman Integrales de Orden o segun Louville
de la funcion ¢ en [a,b], por la izquierda y derecha respectivamente. Estas integrales se

acostumbran llamar Integrales de Riemman-Louville.

De esta manera la Integral de orden « es la construccién ya conocida a través de la

ecuacion de Abel (ver pag 3).
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Ejemplo.

1. Calculemos la integral fraccionaria de orden 1/2, para f(z) = =z en

[a,b] = [0, 1].

1 x t
M2 — / dt.
TTT2) Sy ()

. . ., t
Haciendo la sustitucién s = — obtenemos:

x
1 1 23/2 1
11/213 _ / sp2yp—1/2 1—51/2ds:—/ s(1 — s)"Y2ds
T Ty S VRIS
3/2 3/2
RV P
T(1/2)  3vr

2.2. Relacién entre I, e I’ en |a,b]

Para determinar la relaciéon que existe entre los operadores de integracion en el

segmento, es necesario conocer el operador de reflexién.

Definicién 9. Sean a,b,z € R, ¢ : R — R. Se llama operador de reflexion en el

segmento [a,b] y se denota “Q”a la operacion que cumple:

(Qp)(z) :==p(a+b—x), YV € [a,b].

donde v = b_T“ es el eje de reflexion.

Para ¢ :R?> - R “Q7 es:
(Q¢)<$7y) = QO(CZ + b —T,a + b - y)> V$a ) € [CI,, b] X [CL, b]
Apliquemos el operador de reflexion a las siguientes funciones y miremos sus graficas.

1. Sea p(x) =22 z € [0, 1]. Entonces,
(Qp)(z) = Q2*) = (140 —2)* = (1L —x)*

siendo x = 1/2 el eje de reflexion.

14



-4 -n.2 oz n4 | g oz 10 1.2 14

Figura 2.1: Q(z?)

Observemos el caso de una funcién definida a trozos:

2?2—1 si 0<2x<?2

h(z) =
vVe—2 s1i 2<x<6.
En este caso
Vi —x si 0<z<4
(Qh)(z) =

(6—2)2—1 si 4<x<6.

Figura 2.2: (Qh)(x)
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3. Consideremos () para funciones de varias variables
Sea g(z,y) = 2+ y* en [0,1] x [0, 1].
Entonces

(Qg)(z,y) = (x —1)* 4+ (y — 1)*.

Figura 2.3: (Qg)(z,y) = (z —1)* + (y — 1)°

Observacion 4. Si designamos por Q" la composicion del operador () consigo mismo

es decir Q" =QoQo---0Q, n €N, entonces es facil probar por induccion, que
NS g

~
n—Veces
0" I si n espar

Q st n esimpar.

Teorema 5. Sean « € RT, ¢(x) € Li([a,b]), Q el operador de reflexidn. Entonces se

cumple que
QI o = I, Qp.

Demostracion. Tenemos que:

(QIE.0)(z) = @(F(la) / z @ f(f))l_adt)
- b / mw( U dt.

[(a) a+b—x—t)l-@

16



Sea 7 =a+b—t. Entonces

QLG p)(z) =

b o(a -7
= PaFO=T) b (12 Qu)a).

() (1 —x)l-

]

Teorema 6. (Formula de Integracion Por Partes) Sean a,b € R, a € R* y las funciones

1 1
v € Lp([a,b]) y ¢ € Lq([a,b]) con —+ - <14 a, p>1,q > 1. Entonces se cumple
p q

b b
/ (@) (1%, 0) () dr = / (@) (5 0) ()

Demostracion. Por definicién tenemos

[ ez = ol ol ([ o)

Ahora para calcular mas facilmente la integral se intercambia el orden de integracién lo

cual es vdlido por el Teorema de Fubinni (ver seccion 1.2.6.). Para esto,

seaT = . Entonces

r—a

/absoumm)(m)dm - m/jw(‘” </017aW:U_T(x_a))@_wam) "

Sea y = x — a. Entonces
b 1 b—a 1
[ ez = o [ et ([ vt s apmar ) ay

Sin perdida de generalidad, tomemos [a, b] = [0, 1]. Se tiene:

/ o)1) () = e () ( / ey y7>d7) dy



Verifiquemos que en verdad puede aplicarse la consecuencia del Teorema de Fubinni es

/ (/ ly*o(y)T* ' y—y7)|d7)dy<+oo.
A= /01 y* le(y) (/01 T Yy - yT)MT) dy. (2.1)

Analicemos la convergencia de la integral interna de (2.1) usando la desigualdad de Hélder

decir que:

Sea

(ver secci6én 1.2.9). Debemos demostrar que

10y = 79) | ooy < 00, (2.2)
y que
1 1
a—1
|7 Hqu([o,u) < 00, ~+ ==L (2.3)
q q
Demostremos (2.2). Por hipétesis tenemos que ¢ € Lq([0,1]). Sea m = y—1y. Entonces,

/rw (y —y)|"dr = / W,

= = [ wmran < / [¥(m)|” dm,
puesto que 0 < y < 1. Ahora

(5 [ wonyam) R ([ am) "

ST 191l Loqo,1 -

entonces

q
(/ [y — Ty |da) < YYD o)y < 00
Por tanto ¢ (y — 7y) € Lq([0,1]).

Ahora demostremos (2.3), es decir que

1 ) 1/¢ 1 1
(/ {Ta_l‘q d7'> < +00, -+ ==L
0 q (g
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1
. T .
Observemos que la integral / —(a) converge cuando 1 — a < %, es decir 1 — ? <«
0o T

de donde ¢ > é Como 0 < a < 1 entonces i > 1. Luego para q > é > 1 tenemos que
1 /
I = / (7" H7dr < +o0
0
En conclusion:
1. Si0 < a <1 entonces é >1conq > é la integral I converge.

2. Sia > 1 entonces I converge.

Por tanto, 77! € Lq'([0,1])

Ahora analicemos la convergencia de la integral externa de (2.1).

1. Sea 0 < a < 1. Entonces

1
A < /0 ya |S0(y)| y_l/q ||7_Ot—1HLq,([0’1]) ||1/)HLq([0,1D dy

1
- HTailHLq'([o,u) ’WHLq([o,l])/o y(ail/q) lpo(y)| dy

1
Como ¢ € Lp([0,1]), entonces para la convergencia de / y VD | o(y)| dy es
0
necesario que y =9 € Lp'([0,1]). En efecto

/ Ly i (1 ) l <1
—————— converge sl ——alp .
0 y(l/q—a)P q

1 1 1 1 1 1
Luego — —a < —,esdecir - —a<1—- dedonde —+-<I1+a.
q p q P q P
1
2. Sia>1,C—/ 7 Yp(y — y7)| dr > 0. Entonces
0

1
A< C/O y* el dy < Clell o 19 o) »

1
ya que / v dy converge.
0

19



La convergencia de (2.1) en el caso ¢ = +00 lo estudiaremos de la siguiente manera.
1

Sea @€ Lp([0,1]), € Loo([0,1]), —<1+4+a, p>1, a>0.
p

Demostremos que

A= /Oly” o(y)] (/01 T ey — Tyl dT) dy < oo. (2.4)

Para ello analicemos primero la convergencia de la integral interna de (2.4).

Como ¢ € Ly([0,1]) entonces ¢ es acotado.

191 o1y = M-

Por tanto,

1 1 1
/ T (y — Ty)| dr < / T Mdr = M/ o ldr.
0 0 0

1
Ahora / 7 dr converge ya que para a > 0 se tiene que 1 —a < 1.
0

Analicemos la convergencia de la integral externa de (2.4).

! 1
[ ettbas, con k=2 [
0 0

Por hipétesis se tiene que ¢ € Lp([0,1]). Es facil demostrar que y* € Lp/'([0,1]),

donde 117 + z%' En efecto,
1 / o
/ ly“|” dy = / y*?dy, convergesi —ap’ <1
0 0
1

1 1
entonces —a < —, esdecir —a<1l—- dedonde - <1+a ypor tanto,
p p

1
/0 v 1o ) dy < 150 190 Lo < o

Finalmente.

A= /01 y* le() (/017“‘1 |¢(y—7y)|dt> dy < oo

La convergencia de A permite realizar el cambio en el orden de integracién. Asi,

[z = [ ([ i)
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|

Figura 2.4: regién de integracion

[z = s [vo ([ 2 a
- [ (g [ i) o= [ v

Teorema 7. (Propiedad de Semigrupo) Sean a € R, « > 0, f > 0 y la funcion

]

¢ € Li([a,b]). Entonces

(1) I ]+90_[a+590
(ii) Iy 1y o =1""¢

Demostracion. (i) Por definicién tenemos

(1o 17 o) (x) = F(la) /a”" (x_t (r(lﬁ)/ t—(:))l . >dt
B F(a)ll“(ﬁ) o (x—1t) (/ tff; 5 )dt.

Para calcular la integral se intercambia el orden de integracién, lo cual es valido por el

teorema de Fubinni (ver seccién 1.2.8). Luego,

g0 = s [ o) ([ s )




t—T1
Sea s =

,dedonde t=s(z—7)+7 vy (z—t)=(x—7)(1—s). Porello
rT—T

Xr—T

Tiewpla) = m /a:C A7) (/o1 [(ﬁ:c — 7)1 =)' fs(x — 7)]'” ds) o
1 v Lgh=1(1 — s)1
- f§?75’4x¢“)€4 ) dr
~ T, G

N x —T1)teb
1 T
_ / plr) o
T(a+8) Ju (o= r)t@
= In7o(x)
De la misma manera se demuestra (ii). ]

2.3. Derivadas de orden no entero segin Louville en
el segmento [a, b

Definicién 10. Sean a € R, 0 < a < 1 y la funcion f € Ly([a,b]) (ver def 5). Si las

integrales

(D2, f)(x) = F(l;—a)% / ’ (xf_(ti)adt, r>a (2.5)
(D f)(z) = m_—_la)%/x (tf_(—%adt, x <b. (2.6)

ezxisten y son finitas, entonces ellas se llaman derivadas de orden o segun Louwville

de la funcion f en [a,b], por la izquierda y derecha respectivamente.

Definamos la funcién auxiliar de f como:

L
o) = g | G

y estudiemos la relacién entre las derivadas de orden « y la ecuacion de Abel mediante

las siguientes observaciones, lemas y teoremas.
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Observaciones 2.

1. Si ¢ la solucion de la ecuacion de Abel, es decir

L4
o) = s |, Tt

[ et = lﬂm;%ni/<igw@

Entonces,

= fi-alz)
2.
fiogle) = Lot
= % :w(S)dS
= ()
3.

[ihana = [t (] ] t) do

< (/ lf ()] (z—1) adt)
= (/ lf(D)] (x —1) O‘da:)
B 1—@/ 1—;a:dt
B 2—a/|f ladt

< w—@-ﬂ[|ﬂwwt

Lo que nos permite afirmar que si f € Li([a,b]) entonces fi_o € Li(]a,b])

Teorema 8. Para que la ecuacion de Abel (x) con 0 < o < 1, tenga solucion en

Ly([a,b]), es necesario y suficiente que:
fiea € AC([a,0])  y  fiala) =0. (2.7)
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Demostracion. =) Supongamos que la ecuacién de Abel (k) tiene solucién, es decir
¢ € Lq([a,b]). Pero por la observacién 1, ¢ = f|_ ., es decir f{_, € Li([a,b]). Luego
fira € AC([a,0]) ¥

1 ©f@)
fl_a(a)zr(l_a)/a o= o.

<) Supongamos que f;_, € AC([a,b]) y que fi_o(a) = 0. En general,
tenemos que si f € AC([a,b]) entonces f' € Li([a,b]), es decir, si f{_, € Li([a,b])
tenemos que f]_, = ¢ por observacién 2. Por lo tanto como f;_, € AC([a,b]) entonces
fii, = ¢ € Li([a,b]). Probemos que ¢ = f]_, es solucién de la ecuacién de Abel.

Reemplazando en la ecuacién de Abel, tenemos

1d [* i),
r(1—a)@/a et = 9@)

Ahora, demostremos que g(x) = f(z) p.c.t. © € [a,b]. Teniendo en cuenta que f|__ es

solucién de (2.8), tenemos que

/ _ L d [ g
fo® = Fima ), oo
= G1_al).

Entonces g1, es la antiderivada de una funcién L, ([a, b)), por tanto ¢g;_, € AC(|a,b])
y por hipétesis tenemos que f1_, € AC(la,b]), luego fi_o(z) — g1_a(z) = ¢ p.c.t.
xr € [a,b], y al evaluar en = a, tenemos entonces que fi_,(a) — g1-o(a) = 0. Luego
¢ =0. Por tanto f1_o(z) = g1-a(x), p.ct.z € a,bl.

Ahora por definicién de funciéon auxiliar

(f = 9)1-alz) = ﬁdm / ({x _gt))( )dt =0

Luego por la unicidad de la ecuacién homogenea (f — g)(z) = 0, por tanto

f(z) =g(x) p.ct. x € [a,b].

Lema 2. Si f € AC([a,b]), entonces, fi_o € AC(la,b]) y ademds

(@) ;:ﬁ Fla)(@ — )= /f )= gy (2.8)
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Demostracion. Reemplazando con base en (1.1) la funcién

/f

en la funcion auxiliar obtenemos

foale) = g so oy s [ s 29)
Ya que

heol®) = T :/axx‘t a<f */f' ds)dt}
_ F(ll_a) ;f()/:( dt>a+/ (x—t)~ (/f ds>dt}
_ F(ll—a) 7@ (—< 1 t); a) B +/ (z 1) (/f ds)dt]
1

— F(Q—a>($—a)1—0‘+r(1_a / (x —t)” (/f ds)dt
Ahora
f<a> 11—«
I'2—a) (z—a)™ € AC((a,b]), ya que

(r—a) ™ *=(1-a) /x(t —a) dt

Demostremos que

ml_a) /:(w—t (/ f'(s ds) dt € AC([a,b])

para ello intercambiamos el orden de integracién, lo cual es vélido por el teorema de

Fubinni, ya que

/x—t (/f ds)dt' < /x<|x—t|_a/b|f’s|ds)dt
< [eie ([ 1ron)

= 1o | s < o0
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Luego

s ([ ros)s = i ([ )
_ ﬁ/ (/j(t—s)‘%lt) F(s)ds

Intercambiando nuevamente el orden de integracién

ﬁ/ (/:(t—s)_adt> f(s)ds = ﬁ/ (/t (tfi(i))ads) d(2.11)
- [ (raa [ o)

Y como f € AC([a,b]) entonces f' € Ly([a,b]), luego fi_, € Li([a,b]).
Por tanto
[ ia € acqa)
En consecuencia f;_, € AC([a,b]). Ahora cambiando s por t en la ecuacién 2.10 y

reemplazando en la ecuacion 2.9, obtenemos

fica(z) = ﬁ {f(a)(:z: —a)'™ + /j () (x —t)'dt

]

Consecuencia. Si f € AC([a,b]), entonces, la ecuacién de Abel es soluble para

0 <a<1len Li([a,b]) y ademés su solucion puede representarse en la forma:

plr) = F(ll_a) [(xffa(i)a i /: (a:f/—(ss))o‘ds} '

Demostracion. En efecto, como f € AC([a,b]) entonces por el Lema (2), fi_o € AC([a,b]),

ademas
1

fica(z) = r2—a)

{f(a)(x —a)'"* + /az ')z — t)_‘"dt]
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Pero

p(z) = %fla(x)
= ! flal—a) d [, r— )l
B P(Q—a){ (€ —a)e +dw/a f'(#)(x —t) dt]

Por (2.11), tenemos

/: FO)@—dt = (1—a) / (/t (Sf,_(tt))ads> dt
_ (1_a)/a </ (Sf_tt))adt> ds.
Abora

%/;f’(t)(x—t)l‘adt ~ (1-a) / (/ (nggadt) s

&

dx
_ T ) _ vl
= (1—a)/a (S—t)adtsx_(l_a)/a (x—t)adt

@) = 7 - o [@f_(ai)a i / <xfl—(ss>>ad8}

Luego

Teorema 9. Sea 0 < a < 1, f € AC([a,b]) entonces se cumple que
1. Dg fy Dy f existen en c.t.p.

2. FEstas derivadas también pueden escribirse en la forma

PN = 7 |+ =]

P S A I 0
i) = i [~

3. 8 1<r<1l/a, D¢ fyDy f € L(a,b])

Demostracion. 1. Se deduce del Lema (2).

2. Se obtiene al aplicar la consecuencia del Lema (2).
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3. Por (2)

050 = e [ 2%+ [ L] e

Demostremos que

(x —a)~*f(a) +/z(x—t)_°‘f’(t)dt < 0
a Lr([ab])
Pero
(x—a) " f(a) + / (x —t)"f'(t)dt < (@ —a)" ||, (asp| f(a)]
a L ([a,b])
+ (x — &)~ f'(t)dt
‘ / Lr([ab)

Ahora

b T b
|(x —a)™ ||z, (ap) = (/ (x — a)_o”dx) y / (x —a)”*"dx converge para ar < 1.

Luego

“a 1
[f(a)|l[(x —a) ||z, (ap)) <00 para 1< o

/:(a: — t)af/(t)dt‘ < /ab |z — t| =] f'(t)|dt

comprobemos que

< 0
Ly ([a,b])

| @—oerma

COo1mo

entonces

b
[ rwa

/ -t ()t

S ‘

Lr,w([a,b]) LT',w([avb])

y por la desigualdad generalizada de Minkowsky

Ahora mostremos que

[ rwa

b
< [ =072l £ Ol
1) a

Ly (lab
(@ = )" ||, e () < 00
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Entonces

([remtrae) = ([ o=romtos [lomtoas)’
.
(

1— :1: b 1— x=t 1
ZL‘—t O”x t_(t_x) arlw—a}l_ar)

- (1_0”) - [(b=0)" + (t—a) ]

Como % —a > 0, entonces 1 — ar > 0, luego

b-—t)y" " <b—a) ™ vy (t—a) "< (b—a)" si a<t<b

Por tanto
b 1 1 .
(/’m—t\wm) < 1 o b- o)
a (1—ar)r
2% (b — a)i—®
A Gt Y
(1—ar)r
Luego

b b
/WﬁﬂmemW@WSM/VWW

y como f € AC([a,b]), entonces f' € Li([a,b]) por tanto

‘jﬁmﬂr-—t)‘af%tﬁﬁ

<x—@ﬂ%@»+/7x—ﬂﬂf@ﬂt

< Q0.
Ly, ([a,b])

En consecuencia

< Q.
Ly ([a,b])

Ejemplos. Calculemos las derivadas de orden a no entero de las siguientes funciones

1. Sea f(z) = (z —a)*"'. Entonces

N B 1 d [*(t—a)*!
DN = sr—ayar | et
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Sea 7=

. Luego x — (x—a)T—a=xz—t, dedonde (x—a)(l—7)=1x—t,
r—a

y por tanto

N _ 1 d ! [7(z — a)]* !z — a)
(Derflle) = N1—@Ei£ @ —aa-np 7
1 d 1 d

1
— - a—1 1 — 7ad fng ——B 1 — 0
F(l—a)da:/o T (L) 'l —a)de (a1 —a) =
2. Observemos el caso més general, sea f(z) = (r—a)™ con 0<pu<l1, at+p<l.
Entonces,
1 d [“({t—a)™
Dy =——— [ ———dt

(Day ) (@) I'(l—a«)dx /a (x —t)

Bajo la misma sustitucion 7 = —— y aplicando el mismo proceso anterior tenemos
r—a

o _ F(]' _M> 1
N (R | P

Observacién 5. El ejemplo 1 indica que la funcién (x—a)*"! juega para la diferenciacion

no entera el mismo papel que la funcion constante para la diferenciacion habitual.

Hasta el momento hemos definido D® unicamente para 0 < a < 1. En cambio, I* la

definimos Va > 0. Para extender la operacion D%, Va > 0 damos la siguiente definicién:

Definicién 11. Sea « € Z*, se llama derivada de orden o a:

« d ¢ « d ¢
Da+ = (@) 5 Yy Db— = (-a) , = 1,2,...

entendiendo estas derivadas como la derivada habitual.

Definicién 12. Sea « € (RT —Z) con « > 1, [a] la parte entera de  y {a} la parte
fraccionaria de o, 0 <{a} <1, asi «a=[a]+{a}. Definimos las derivadas de orden

a mediante las formulas:

A\ e o [
pes= () P () (212
d

[a] [a]+1
Dy f = (—%) DMy = ( - ) Ity (2.13)
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De esta manera:

D?f:ﬂ(d)n/xb#dt donde n=la] + 1. (i7)

I'(n—a) \dz t —x)e—ntl

Observacion 6. Para que (i) y (i) existan, es suficiente que

/:(xf_(—tz)f)a € ACa,b]; n=1[a] +1 )
donde AC'®([a,b]) es la clase de funciones continuamente diferenciables en |a,b]
hasta el orden n — 1, con f*~' € AC([a,b]). Es claro que AC*([a,b]) = AC([a,b])
y la clase AC™(la,b]) consta (ver 1.1) de funciones que se representan mediante una

integral n-multiple de Lebesque de una funcion sumable, reemplazando en (1.1) la

constante C' por un polinomio de grado m — 1. Ahora, para que (iii) se cumpla es

suficiente que f € AC([a,b)).

2.4. Integrales de orden no entero segiun Louville en

todo el eje real

Las integrales fraccionarias definidas en el segmento finito [a, b], pueden llevarse a los
casos del semieje y a todo el eje. Debido al indice variable de integracién, la definicién

10 es aplicable en los semiejes (a,00) y (—o0, b).

Definicién 13. Sea o € Rt y la funcién ¢ € L1(0,00). Si la integral

(Iorp)(z) = F(la) /O*T @ f(:))l_adt, 0<z<o0

existe y es finita, ella se llama integral fraccionaria de orden o segun Louville de

la funcion ¢ en el semieje positivo.
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Definicién 14. Sea « > 0 y la funcion ¢ € Li(R). Si las integrales:

(ILp)(x) = F(la) /Zo € f(;))l_adt, —0o<xr <00
(I%p)(x) = F(la) /:O i _(p(xt))l_adt, —0<x <00

existen y son finitas, entonces, ellas se llaman integrales fraccionarias de orden o
segun Louville de la funcion @ en todo el eje real por la izquierda y derecha

respectivamente.

Ellas también pueden escribirse en la forma:

(e 9]

130)e) = o [ ela =it = s [t

. (@)

. 71 sl >0
donde 9 =
0, si t<O0

En efecto,

1)) = o [ =ttt

(@) /-

Sea r —t = T, entonces

130)e) = g7z | 7 ela =i
1 0 1 ® el
= m/_wow(ﬂf—ﬂ(h%—m/o T (e — T)dT
1 " a—1 — L 007-“*1 T — T)dT
= m/_mnr o(x T)dT+F<a)/O T o( )d
L e —T1)dT = L e xr—
= m/_mnr o(x —T1)d o) /_oot+ o(x —t)dt

Y de la misma manera

(I2p)(z) = ﬁ/_oo t* oz — t)dt = ﬁ/ooota‘lw(xntt)dt

o0

donde 1= 0 s>

it si t<0

Ejemplos. Calculemos las integrales de orden o« para las funciones exponencial y

potencial.
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T

con 0 < a < 1. Tenemos:

1 oo —xT oo
%™ = —/ o le= @t gy — e_/ ettt = e,
[(a) Jo ) Jo

1. Sea p(x) =e”

2. Sea p(x) =x ", con pu > 0. Entonces:

1 o0
1%+ = —/ Y 4+ ) Hdt.
NON

La sustitucién t = vx da

1 oo
o™+ = m/o v T A1+ v) Had
[ = T B o)
= v (1 +v) Hdo = Q, [L—
['(@) Jo (@)
D()l(u— e T(u—o) .,

Para determinar para qué tipo de funciones las integrales fraccionarias en el eje existen,

demostramos el siguiente teorema.

Teorema 10. Sea 0 < o < 1, ¢ € Lp(R), 1 < p < é, entonces las integrales

Ip y I%p existen.

En el caso general la demostracion se sale de los objetivos del presente trabajo

(ver [11]). Presentamos la demostracién para el caso particular cuando ¢ € Lo (R).

Demostracion. Por definicién tenemos

(12 (x) = ﬁ / Tl - t)dt

= ﬁ (/01 t*o(x —t)dt + /100 e o(x — t)dt) :

Mostremos que

1
/ t* to(x — t)dt converge.
0
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En el caso particular de que ¢ € Lo (R), entonces por la desigualdad de Minkowsky (ver
seccién 1.2.10)

1 1
/0 t° o (z — t)dt < /0 7 o (@ = )l o, 9

L ([0,1])

boat
< N e con N =|lo@—=1t),_ -

y esta integral converge si 1 —a <1, estoes « >0. Por tanto p.c.t. z € [0,1],

< 0Q.
Loo([0,1])

1
/ t* o(x —t)dt
0

Ahora miremos que

/ t* Yo(x —t)dt converge.
1

Como por hipétesis ¢ € Lp(R), 1 <p < i; entonces, para aplicar la desigualdad de

Hoélder (ver seccion 1.2.9), es decir

/1 t* (e = )dt < (@ = Ol ooy 177 1 (1100 -

falta demostrar que t*~! € Lp/([1, o0]), con % + z% = 1.

Ahora,
e , o dt
/ [t P dt =/ ——,
1 , w-a)

y esta integral converge si p'(1 —a) >1 luego 1—a > ﬁ, p < é Por tanto,

/ t* Loz — t)dt
1

converge para 1 < p < L. En conclusién,
[e%

/ t* Yoz —t)dt converge.
0
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2.5. Relacion entre /7 e I en el eje real

La relacién que existe entre los operadores I¢p y I%p, es similar a la que dimos para
el segmento, solo que en este caso ademds del operador de reflexiéon recurrimos a los

operadores de desplazamiento y dilatacion.

Definicién 15. Sean x € R, ¢ : R — R. Llamamos Operador de Reflexion en el eje

y se denota “Q”a la operacion que cumple: (Qp)(z) := p(—x).
Ejemplos. Apliquemos el operador de reflexién a las siguientes funciones:

1. Sea ¢ :R — |0,3], tal que p(x) = 2. Entonces Q3 = —z3

v 4

=
Figura 2.5: Qz® = —a
2. Sea )
0, si x<0
1, si 0<zx<1
(0)(x) = (2.14)
%, si 1<ax<3
(x —3)% si x>3.
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X
1
Figura 2.6: (¢)(z)
Aplicando a ¢(z) el operador de reflexién obtenemos:
(
0, si x>0
1, si —1<x<0
@p)@) =9 | ,
- si —3<ar<—1
| (-2 —3)%, si x>-3
V.4
4 +
e
2 4
4 T F s R R TR B
H

Figura 2.7: (Qy)(x)

Definicién 16. Sean x,h € R, v : R — R. Llamamos Operador de Desplazamiento

en el eje y se denota “r,” a la operacion: (thp)(x) := @(x — h).
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Ejemplos. Apliquemos el operador de desplazamiento a la funcién (2.14), para el caso

h = 1. Se tiene )
0, si x<l1
1, si 1<x<2
(ro)(@) =91 | ,
1 si 2<x<4
\(x—4)2, siox>4

Figura 2.8: (1¢)(z)

Definicién 17. Sea x € R, p >0, ¢:R — R. Llamamos Operador de Dilatacion
en el eje y se denota ‘I1,” a la operacion (Il,p)(x) := ¢(pz).

Ejemplo: Nuevamente utilicemos la funcién (2.14) para aplicarle el operador de
dilatacion, para el caso p = 1/2. Se tiene

(

0, si <0

1, si 0<zg<2
() (x) = <

%, si 2<x<6

3 si >6
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Figura 2.9: (IL,¢)(z)

Teorema 11. Sean a € RY, ¢ € Li(R), @ el operador de reflexion en el eje.

Entonces se cumple que:
QIip=12Qp (i)
Q%o =I{Qp (i)
Demostracion. (i) Por definicién,

Sea T = —t. Entonces,

QIER) = s || oty = Q) (o)

Por tanto,
(QITp)(z) = (I2Qp)(x),
Anélogamente se demuestra (ii). O

Teorema 12. Sea o € RY, ¢ € Li(R), 7, el operador de desplazamiento. Entonces

son wvdlidas las relaciones:
o (07 -
mlSe =ISme (i)

% = 1%, (17)
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Demostracion. (i) Por definicién,

T ey e = By | o LY

Sea y =t + h. Entonces,

L[ Py —h) 1 /‘” Py —h)
Ia —= = —_— = [Ol .
(Th +80) (x) F(Oé) /;oo (3j —h— Y+ h)l—a dy F(Oé) —o0 (J: - y>1—a dy ( +Thgp)(x)
Andlogamente se demuestra (ii). O

Teorema 13. Sea a € RT, ¢ € Li(R), II, el operador de dilatacion. Entonces son

validas las relaciones:
%0 = p*I{I e (1)

M 1% = p* 121, (id)

Demostracion. (i) Por definicién,

o) =1 (i [ Zim) = m [ e

—0o0

t
Sea T = —. Entonces,
P

M) (@) = = / Al —

Por tanto

(I I59)(x) = p*(I$11,0) ().

Andlogamente se demuestra (ii).
Este teorema es vélido incluso en el semieje. Las demostraciones de los teoremas 12 y 13

que se enuncian a continuacion requieren, para el caso general, de un aparato matematico
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méas complejo (teorfa de operadores, derivadas truncadas, entre otros, ver [11], teorema
6,2). Nosotros desarrollamos la demostracién para funciones lo “suficientemente buenas”;

precisamente suponemos que es posible aplicar el teorema de Fubinni.

Teorema 14. (Propiedad de Semigrupo) Sean ¢ € Lp(R) y o, € RT,
a+ (< 1/p. Entonces:
L2 =150 ()

I°rPo=1""p (i)
Demostracion. (i) Por definicién,
11 " 1 Eop(r
7’ S Y . — D i) at
( + +90)(J}) F(a) F(ﬁ) /OO (J,‘ _ t)l—a (/oo (t _ T)l—ﬂ T)

Para calcular la integral, intercambiamos el orden de integracién, lo cual es valido por el

teorema de Fubinni (ver seccién 1.2.8)

(I3 ¢)(z) = m /; (so(r) /Tx = t)lal(t — T)lﬁdt> dr.

t—71 dt
P Entonces ds-myx—t—(:p—ﬂ(l—s).

Sea s=

Luego,

a8\ (p) — 1 “ i ! (x —7)ds -
ELOE = T /oo A7) (/0 (z—7)(1—s)"" [s@—f)]l—ﬁ) ! ]

- e [ o0 ([ et ) ]
. m / _eln) ( /0 8(33 (_17_)13)(%[;13) dT] '

Aplicando propiedades de las funciones Beta y Gamma, se obtiene,

B(«, ’ a
T e S e 1)
Anélogamente se demuestra (ii). O
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Teorema 15. (Férmula de integracion por partes) Sean o € RT, ¢ € Lp(R) y

1 1
e Lr(R) conp>1,r>1, —+ - =1+ «a. Entonces
p T

[ i@ = [ v

[e.9]

Demostracion. Se tiene que:

e = [ o) (s | ) ds

Para calcular esta integral intercambiamos el orden de integracion, lo cual es véalido por

el teorema de Fubinni.

[ e@wowe = ["uo (| ) )

= [ sz

—0o0

Luego,

Cambiando t por x

/ ) p(x)(I2¢)(z)dr = / h () (I%9) () da.

[e.o]

Este teorema se cumple incluso en el semieje para I§p.

Como ya definimos las integrales fraccionarias en todo el eje, entonces en la siguiente

seccion nos ocuparemos de la definicion de las derivadas.

2.6. Derivadas de orden no entero segin Louville en
todo el eje real

Definicién 18. Sean 0<a <1y p € Li(R). Si las integrales

(Dip)(z) = ﬁ% /m #lt) dt, —00 < 1 < 0

—0o0



D)) = | G —e<a <o

ezxisten y son finitas, entonces ellas se llaman Deritvadas de orden o segun Louwville

en todo el eje por izquierda y derecha respectivamente.
Definicién 19. Sea a€ (RT—Z), a>1, n=[a]+1. Silas integrales

o 1 d” o
(D) () := m%/o t Yo(z — t)dt, —0 < x <00

(-1 a

D® == el t)dt —
(D20)(e) == Foar o |, O ela i —so < <o

existen y son finitas, entonces, ella se llama Derivadas de orden o segun Louwville

en todo el eje. Si « es entero, entonces, por definicion

(DEp)(x) == (%)a (p(x)); a=1,2,..

Definicién 20. Sea o >0 n=[a]+1. Sila integral

Ldm [ e(t)
Dg = dt >0
(D5 )e(x) I'(n — a)dz" /0 (x —t)o—nt177 o
existe y es finita, entonces, ella se llaman Derivada de orden o segun Louwville en

el semieje positivo.

Ejemplo. Calculemos la derivada fraccionaria de la funciéon exponencial.

Sea p(x) = e ,0 < a < 1. Entonces

-1 d [~
DY — el @ —(z+t) dt
- 'l —a)dz /0 c

-1 d o 1
- = T, tfa 7tdt - - 7:E1‘1 1— — o,z
Il —a«)dz (™) /0 ‘ IO oz)e (1—a)=e

Por tanto D% % = ™%,
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Capitulo 3

Derivadas de orden no entero segun

Marshout

Las derivadas de orden no entero segin Louville pueden llevarse a otra forma la cual
en el eje resulta ser en ciertos casos mas cémoda. Por el momento suponemos que la
funcion f(z) es lo “suficientemente buena”. Por ejemplo que f(x) es diferenciable en R,
la integral de la derivada fraccionaria segin Louville converge uniformemente en todo el
eje real y que se cumplan las hipdtesis de los teoremas de Fubinni y fundamental del

calculo, entre otros. Entonces,

(D% f)(x) = ﬁd% /_OO (xfftz)adt, 0<a<l

Sea 7 =12 —t. Entonces

P SR (ot YRR WY ol L)
(Df)() = F(1—a)£/0 te dt_r(l—a)/o .

Puesto que
e [ e
t

se tiene que:

D2 = e [ ( | g-wdg) P — 1)
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Calculamos la integral usando el teorema de Fubinni:

(D2f)(x) = 1_a/ 5‘1‘*(/f:r—tdt)df— 1_a/ fla W ~%ge.

La sustitucién ¢t = x — £. nos da

D)) = s [T
Hemos obtenido entonces otra expresion para (D f)(z).
Definicién 21. Sea 0 < o < 1. Si las integrales
D) = s | T (3.1)
(D2 f)(x) = F(la— o / j;ix_) ;){:Ei) dt (3.2)

existen y son finitas, entonces, ellas se llaman derivadas de orden o segin Marshout

de la funcion f en todo el eje real, por la izquierda y derecha respectivamente.

Aunque las construcciones (3.1) y (3.2) se obtuvieron a partir de D?, ellas son (como se

mostrard mas adelante) cualitativamente distintas. El ejemplo siguiente ilustra este hecho.

Ejemplo. Calculemos las derivadas segiin Marshout D%¢ y Louville D¢ para la

funcién constante. Sea ¢ € R, entonces

0% cC—¢C

D% = dt
T T1—a) /_oo (x —t)l+e

Q r 0
ru—axﬁmm—wHa ’

Por otra parte,

1 d [* c
pre=—— ¢ dt.
+¢ I'(1-a)dr / (x —t)>

—00

Y esta integral diverge, luego D¢ c no existe.
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Las integrales (3.1) y (3.2) estdn definidas por ejemplo, para funciones que son localmente

Hoélder de orden A > a, (ver seccién 1.2.9) y que sean acotadas en el infinito. En efecto

B o T f) - @) o) vofx) = f()
S Ti-a ). o=t aoa ) e
Ahora
e! T f(x) — f(t) a T f(w) - f(1)) O dt
‘m —a) ) @—pre dt‘ g e ) M e

y esta integral converge para 1 +a > 1, a > 0
Por otro lado

‘ a v f) - F@)
['(1—a) (x —t)ite

o] o f(x) — f(D)]
< Taza /H (v O

a Oz =)
T —a) / (= e 2t

B Ca /aj dt
B F(l - O_/) T—€ (l’ - t)1+o¢—)\

y esta integral converge para 1 — (A — «a) < 1.

Tr—e€

IN

Es natural plantear la siguiente pregunta: puede afirmarse que D*f = D*f no
solamente para funciones “suficientemente buenas” sino también para todas las funciones
para las cuales D*f y Df existen p.c.t. z € R y si existe D f entonces existe D*f y
viceversa.? A la segunda pregunta podemos dar una respuesta inmediatamente negativa
ya que en el caso de f(x) = ¢, c € R, D*f existe, sin embargo D®f no existe. En general
si f(x) es localmente Holder de orden A > « 'y no decrece en el infinito, tendiendo por
ejemplo a una constante o mas aun creciendo no més rapido que |x|*"¢ entonces D? f
existe, lo que no podemos decir de D f; para la existencia de la cual necesitamos un mejor
comportamiento de f en el infinito. La respuesta a la primera pregunta es mas complicada

y la abordamos al final del trabajo.
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Por otra parte la relaciéon que existe entre las derivadas fraccionarias segin Marshout
(3.1) y (3.2) es andloga a la que existe entre las derivadas segin Louville, teniendo en
cuenta los operadores de Reflexién (@), desplazamiento (73,) y dilatacién (II,). Miremos

los sigientes teoremas:

Teorema 16. Sea o €RY, ¢ e Li(R), Q operador de reflexion. Entonces
QDI =D2Qp (i)
QD% =DIQp (1)

Demostracion. Probemos (i), (ii) se prueba de manera similar.

Tenemos:
o _ a Cel@) —elt) ) a (=) — (1)
@0 =0 (rrg [ ) — e L e
Sea 7T = —t. Entonces:
@) = gy [ S = B0
Por tanto,

(@DFp)(x) = (D2Qyp)(x).

[
Teorema 17. Sea a € RT, ¢ € L1(R), 7, operador de desplazamiento. Entonces:
DS =D ()
D% = D70 )
Demostracion. Probemos (i), (ii) se prueba de manera similar.
Tenemos:
o)) = (5 [ B ) = o [ e el

Sea y =t + h. Entonces

(TnDEp)(x) =

o /w o —h) =@y —h) dy = (DS 10)(2).

IF(l-a) /.« (z —y)t*e
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Por tanto

(DS ) () = (DEmp) ().

Teorema 18. Sea o € RT, ¢ € Li(R), I, operador de dilatacion. Entonces
ILDYp = p *DYILe (4
D% = p~*D2I,p  (it)

Demostracion. Demostremos (i), (ii) se demuestra andlogamente
Tenemos:

(IL,DY ) (x) =TI, (F(L /x Mdt) - /,m eloz) = o(t) ),

l—a) ) o (x—t)te ['l—a) /o (px—1t)te

Sea T = %. Entonces

0100 - e [ S

p° “ plpz) — p(pT)
I'l—«) /_OO (x — 7)tte d

r = 5 (D5 1Lp) (x).
De esta forma,
II,DTe = p “DIII 0.
]

Por otra parte, para definir la derivada fraccionaria segin Marshout en el semieje,
realizamos formalmente el siguiente procedimiento a partir de la derivada de orden no

entero segun Louville.

(Do f)(z) = ﬁ% /0z (xf_(ti)adt x> 0.

Sea 7 = x — t. Entonces,

(D5.0)@) = Fr=a7 5

— = T et —1)d 0,
1—a)dx/OT flx —7)dr x>
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Sea
Flra) =7 f(z—7),  o(z) = /0 " Pl

Segtn el teorema (2),

de d _ [T 9
- = /—FTxdT—F(O,x)%O—i—F(x,x)—/O 5 (1) + F(z,z)

= /7’ f(:t:—T)dT—i—:L’af(x—x)zfx(g)-i-/ozTaf/<x_7'>d7'

0

Luego,
1 0 m
Como
—a ‘ —1l—« i
T = Oé/T 1S d€ + o
entonces

D5 NE@ = e[S [ P (o [ ereier ) ar]
L0 e ([ a]

Para calcular la integral intercabiamos el orden de integracién lo cual se justifica por el

teorema de Fubinni:

(DS, f) () = r(11—a) [f;? +/Ox %dwa/jgla (/ng'(x—T)dT) dT}.

Por el teorema fundamental del cédlculo,

o f(0) + f(z) — f(0 f(z —¢
(D5 )(r) = ”M(lla) e / =Y

(=) [z —9)
zI'l—a) T'(l1—-a) / 5”‘1 dt

La anterior féormula nos sirve de punto de partida para la siguiente definicién.
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Definicién 22. Sea 0 < a < 1. Si la integral

(D5, /) () = xaszgxz «) * F(la_ ) /Om ) ;Io(ém — t>dt

existe y es finita, entonces, ella se llama derivada de orden o segun Marshout en

el semieje positivo.

En la siguiente secciéon presentamos ciertos aspectos técnicos auxiliares, necesarios
para definir la derivada fraccionaria segin Marshout en el segmento y asi establecer la

comparacion con la derivada segin Louville.

3.1. Integral en el sentido finito segiin Hadamard

Si comparamos las derivadas fraccionarias segin Marshout en el eje

*flaFt) - f2)
dt
con las integrales fraccionarias segin Louville en el eje
flxF t
(IS f)(z / i a>0

Observamos que formalmente la derlvada se obtiene de la integral cambiando @ por —«
y cabe anotar que la diferencia, presente en el numerador de la expresion subintegral
garantiza en determinados casos, la convergencia de la integral.

Asi, la derivada segin Marshout esta relacionada con aspectos de integrales divergentes

tales como:

3.1.1. Propiedad de Hadamard

Definicién 23. Sea p € Li([e, A]) y 0 <e <t < A. Se dice que p posee la propiedad

de Hadamard en el punto t =0, si existen constantes ay, b y A > 0 tales que:

A N 1
/ p(t)dt = are ™ +bln —+ (o),
€ k=1
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donde h'r% Jo(€) existe y es finito. Por definicion,

p.f. / t)dt = hm Jo(e). (3.3)

donde el limite (3.3) se llama parte finita en el sentido de Hadamard de la integral

/0 ® o).

Ejemplos. Consideremos una integral convergente y otra divergente.

divergente

1. Sea f(z) = % Verifiquemos si la funcién f(x) posee la propiedad de Hadamard,

tenemos:
U dx

1
— = Inz|,

€

= In(1) — In(e)

1
"
€
siendo ay =0, k=1,2,..N, b=1y Jy(e) = 0. Luego
Vdx

2. Sea ¢(x) = \/LE Verifiquemos si la funcién ¢(x) posee la propiedad de Hadamard,

tenemos:
1

! dz 1
il — 9 92
donde a; = =2, a, =0, k=2,.... N, b=0 y Jy(e) = 2. Luego
Udx

1
= 21‘2

3.1.2. Diferencias finitas de orden superior y la derivada segin

Marshout de orden o > 1

La definicién de derivada fraccionaria segin Marshout para 0 < a <1 (ver def 21),

podemos extenderlas al caso o > 1. Uno de los mecanismos para dicha extension es

d a n n _
DS f(x) = Jon {}f( 1—a/ ™ t1_{ax t)dt, con n = [a].




Otra forma es pasando de la diferencia de orden [ = 1, a la diferencia de orden [ > 1.
En este caso, necesitamos definir las diferencias finitas de orden superior. Precisamente,

tiene lugar el lema siguiente.

Lema 3. Sean f : R — R, I € N, h € R, FE el operador identidad, es decir,
E(f(x)) = f(x), T, el operador de desplazamiento (ver def 16). Entonces, es vdlida la

formula:

l

(ALS)(x) = (B = m)'f(x) = Y (~1)'Cf f(x — kh) (3.4)

k=0
Al f(z) es la diferencia finita de orden | de la funcién f, con paso h y centro en el

punto x. Aqur,
(ALF) (@) = Ap(Af) ()
y AY indica la composicién del operador Ay, k veces consigo mismo.

Demostracion. Usemos induccion respecto a (.
Para [ = 1. Se tiene (A} f)(x) = f(z) — f(z — h)
Para [ = 2. Se tiene
(ARA)(@) = f(@) = flz—h) = flx —h)+ f(z — 2h)
= f@) =2f(z = h) + f(x = 2h) = Ef(x) = 2mf (x) + Tanf ()
= (B =21+ 7o0)f(x) = (E — 7)%f(2).
Aqui hemos utiizado la relacién 7,, f = 7' f la cual se demuestra facilmente por induccién.

Para [ = 3 se tiene:
(A3 f)(x) = fx) =2f(x =)+ f(x —2h) — f(z —h) +2f(x — 2h) — f(z — 3h)
= [(z) =3f(x —h)+3f(x —2h) — f(z — 3h)
= Ef(x) —3mf(x) + 3manf(x) — m3nf(x)
= (E—=37m+3mn—man)f(2) = (E—7)° f(x)

Ahora supongamos que la ecuacién (3.4) se cumple para [ = n, es decir

(ARf) (@) = (E—m)"f = > _(=1)FCEf(x — kh)
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y demostremos que la ecuacién es valida para [l =n + 1, esto es

n+1

(AR f)(@) = Y (=D Cry f(x — kh).

k=0
Observemos que

(AR f)(x) = AR (AL f ().

Por hipétesis de induccion,

(AP f)(z) = A (Z(—l)’“(fﬁf(w - kzh)) = (~DFCEAL(f(x — kh))

= D (“D*CY[f(x = kh) = f(x = (k+ 1)h)]

= i(- 1) C* f(x — kh) +Z 1) 1CE f(z — (k + 1)h)
= > (-1)FCEf(x — kh) +Z 1) CF1f(z — kh)
= (-1 Z DFCHf(x — kh) + ) (=1)FCE f(x — kh)

= (=D)"Cpf(z) + Z(—l)k((/ﬁic +Cy ) f (@ —kh) + (=" CRf (v + (n+ 1)h)

= (=1 Z DfCryaf (@ = kh) + (=1)"™ MO f (2 + (n+ 1h).

Luego, por principio de induccién matemaética, se tiene entonces que Vn € N

n+1

(AR ) (@) = D (=1 Cit fla — k).

k=0

]

Ahora estudiemos la diferencia finita de la funcién potencial f(x) = |z|*, >0, [ € N

y h = 1. Tenemos:
l

Afla]* =) (~1)*CFle — k|,

k=0
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Evaluando la anterior igualdad para x = 0, tenemos

l l l

A0 =) (DG = k" =) (~DFCF = k" = ) (~)FCrEe.
k=0 k=0 k=0

La expresion

D (DR = —Al(a)

k=0

serd util mas adelante.

Regresando a la derivada fraccionaria introducimos Va > 0, la construccion:

[ eine,,

tl—i—a
La integral converge para [ > « para funciones “suficientemente buenas”.

Ahora, para 0 < a < 1, es vélida la formula:
~ (Alf) () *f@) = fla=1)
o o tlJra

(D2 f)(x) 1_@/ UG t1+ax_)dt, O<a<l

Y tenemos que

Luego por comparacién formalmente decimos que

—1 > (AL f)(z)
F(—a)Al(a)/ tlto d

(D) () =

t, 0<a<l

Sabemos que paraa € N, I'(—a) no esta definida, pero puede dérsele sentido a I'(—

a través de funciones especiales, como por ejemplo la funcion
1 (P —t)t
k(a,l) == — / %
aJo In(3)>

M—a)A(a) = —k(ayl), a=1,2,..,1—1

Es decir
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3.2. Funciones representables mediante integrales
fraccionarias en el segmento [a,b]

En esta seccion damos una descripcién de las funciones que son integrables
fraccionariamente segin Louville en el segmento [a,b], siguiendo un procedimiento similar
al realizado en el inicio de este capitulo, cuando definimos la derivada de orden no entero

segun Marshout en el eje para f € AC([a,b]), 0 < a < 1. En este caso, (ver Lema 9).

2N = e |+ | ]

Si f(x) es una funcién diferenciable,

(D2 0)0) = e | e + [ =00 - sl

r —a

Haciendo u = (z —¢)™®, dv = d[f(t) — f(z)] y aplicando integracién por partes,

tenemos:

DD = ey { s + e =07 - s —a [ HO I ]
L [f@ (0= f@Yf@ =S [T
- e et (Tam) - e o [ ]
B S I (O (o { O BN A LCO R 1)
- I(1-a) [(m—a) +%—>z (x —t)™ + / x—t”“dt]

Ahora, si suponemos que f € C’ entonces lﬂ% = 0, y podemos definir la

derivada de Marshout en el segmento asi:

Definicién 24. Sea 0 <a <1 y [ definida en [a,b]. Si las integrales

. T o
(OFNE) = Fr— 1_a/ x_tm dat (3.5)
@ o
e e A (36)
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ezxisten y son finitas, entonces ellas se llaman derivadas de orden no entero segiun

Marshout en el segmento [a,b] de la funcion f por izquierda y derecha respectivamente.

A la definicién anterior puede llegarse de otra forma redefiniendo la funcion f asi:

flz) si a<xz<b

f(x) = ,
0 si z¢lalb]

y aplicando a f*(x) la definicién de derivada fraccionaria segiin Marshout en todo el eje

(ver def 21):

(D2 f)(2) = 1_&/ G Ha’ '

- rima (/. %d“/ J}——wffa)df)

f(z) “ ()

<r<b
'l —a)(x—a)> 1—a x—tHO‘ “=7

Las derivadas segiin Marshout en el segmento [a, b], ademds de estar definidas para
funciones suaves, estédn definidas por ejemplo para f € H([a,b]), (ver def 1.2.9).

Las integrales de las ecuaciones (3.5) y (3.6) las entedemos por lo general como
condicionalmente convergentes. En correspondencia con esto introducimos la derivada

fraccionaria truncada.

L @), a

Dng?C f( ) = F(l—a) (JI—CL) F(l _a)\IIE(QZ). (37)
donde
U (z) = /j6 %dt, e > 0. (3.8)

Esta escritura significa que a + € < z < b.
Para introducir ¥ (z) cuando a < x < a + € se necesita redefinir la funcién f(t) para

t < a. Aqui son posibles dos casos.
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1. Introducir ¥e(z) mediante (3.8) considerando que f(z) se anula fuera del segmento

[a, b], entonces

. (2) = f(2) /(x T AC)) [i - ;} L a<z<a+e (39)

e (x—a)®
2. U (zx)=0para a<z<a+e.

Asi para funciones “no muy buenas”, la derivada de orden no entero segin Marshout se

define como:

/() a T A
I(1l—a)(z—a)® + T(l—a) lim W (z),

D, f(x) = lim Dy, . f =

Después de haber definido las derivadas de orden no entero segiun Louville y Marshout
observemos para qué tipo de funciones las dos derivadas coinciden. Ante todo verifiquemos
que el operador de derivacion fraccionaria es en verdad el inverso izquierdo del operador
de integracién fraccionaria en términos de los espacios Lp. Precisamente son validos los
siguientes teoremas (los cuales se encuentran por ejemplo en [11]).

El siguiente resultado es de cardcter fundamental en el presente trabajo, ya que
proporciona condiciones suficientes para la coincidencia de las construcciones de Louville

y Marshout. Para su demostracién necesitamos las siguientes definiciones y propiedades.

Definicién 25. Seat € R

1.
t¢ — (t—1)%
K(t) = sen(am) ( il )+> (3.10)
™ t
t*, st t>0
Aqui, 1§ =
0, si t<0
2.
1 to1, st 0<t<l1
k(t) = —— (3.11)



Propiedades.

1.
! NG
/ k(s)ds = "= Dy, 1> 0
0 a
Demostracion. Tenemos que

oL si 0<t<1

_ MNa)l(1-a)?’

T T@r(—a); O >
Luego
I'(1—a) <=, si 0<t<1
k) = ¢ uer
« @ S > 1

1 £, si 0<t<l1

BRI = S
1 fg s*~1ds, si 0<t<1

['(a) Ot[so‘_l — (s —1)>"!ds, si

t

= / k(s)ds, t>0.
0

2.

/ K(t)dt = 1
0
Demostracion. Tenemos que

K = Sntom) (ti —(t- 1)1)

s t
sen(am) ) 1% si 0<t<1
™ i U Y S S |

Luego

o) 1 0 o o o
L/ K(t)dt:/ to‘ldt+/ il Ul P
sen(am) J, 0 1 t

o7

t>1

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



Calculemos

Como

OOta_ . «@
/ o=,
1 t

1
o [t =y de =~ -y =~ (- 1)
0

Entonces

oota
J

Sea t = % Entonces

/‘X’to‘—(i—l)a

Reemplazando

1)

J

dt

% ga _ (f—1)2

o0

dt = «

/1 % (/Ol(t — a:)aldx> dt
= a/ol ([mtl(t—x)aldt) dx

o /0 1 ( / (ua )z — x)a_l(—xu_2)du) da
o /0 et ( /O e (1 — u)”‘_ldu) iz
o /0 e ( /O a1 u)o‘_ldu) dz

a/ol (/ul xo‘_ldx) (1 — u)*du

[ ey e - et

/0 (1= a1 — u)du

/ (D)1
/01

1
w71 — ) du — / (1 —u)*du
0

P ar(e) -

«

(1—w)

Bl —a,a)+

u=0

; Tdt en (3.15) tenemos
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Por tanto

/0 T Kdt =1

]

Teorema 19. Sea 0 < o < 1, f = I ¢, ¢ € Lp([a,b]), —00o < a < b < 400 y

1 <p < +o0. Entonces

D f = ll/_r%D:Jr,ef =

. o
Demostracion. Como f = I3 ¢, entonces

flz—1t)= ﬁ /tm(y — )" o(z —y)dy.

Utilizando (3.11) tenemos

Luego



z —t = 7. Entonces
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Entonces



Sea u = % Entonces

= 1 z—a -
Vo) = [ 7 Kwele = ndu - s [ et =y

Entonces

/06 K(y)p(z — ey)dy = ‘Pe(éﬁ)r(la_ SR a;fcflyle "oy~ Dt

Por tanto

(D2, f)(x) = / " K)ele — ey)dy

0
Ahora por (3.14)

(D2, f)(z) — () = / T K)e(e — a)dy — pla) / T K)dy, velateb

Para los valores de a < x < a + € de acuerdo con (3.9)

. B f(z) a  fx)[1 1
(Darhef)(x) - I(1—a)(z—a)e + I'l—a) « L_a B (x — a)a}
f(z)
eT(1 — )

Ahora

(B Ne) = o) = e . (o= 0" et
Sea 7 = x — t + a. Entonces

sin(am)

D2, f)(x) — plr) = / @) plat+x— )dr

Ted

Cambiando 7 por t

Dy f)(x) = olz) =

sin(arm) [*o(xr—t+a)
| G
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Utilizando la desigualdad Generalizada de Minkowsky

1

DG ef = @l ay < /0 KW)le(@ —ey) — o(@)| L, am) + T —a) 112, (fa.ate))-

Aqui el primer término de la parte derecha tiende a 0 debido al teorema (3) y al lema (1).

Y para el segundo término tenemos

Hf”Lp([a,aJre]) Sen(om) a+te dt a+te %
“f(l-a) = ae / m/t (e —t+a)[Pde

< allellr,qaatra — 0
[
Consecuencia. Si f =12 ¢, ¢ € Li(]a,b]), entonces,
(Dey (@) = D, f)(x) = p(x)
es decir, la derivada segin Louville y Marshout coinciden p.c.t. x € R.
Demostracion. En efecto, por el teorema (8)
(Dgy ) (@) = ().
Y por el teorema (19)
(DG f)(x) = ¢(x).
O]

Observacioén 7. De la misma manera se obtiene el teorema (19) y la consecuenia para

la Dy f(x)

Ahora como la continuidad absoluta de f(z) es suficiente para que f € I%(Lq). (ver
consecuencia Lema 2), entonces se tiene que las derivadas segin Louville y Marshout
coinciden c.t.p. para funciones absolutamente continuas. Retomando la primera
pregunta formulada en la pédgina 35, en conclusion podemos observar que la
diferencia entre D*f y D f esta intimamente ligada con la pregunta de la inversion de los

operadores integrables, es decir qué variante es mas natural entre
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Dilfp =@y Diltp = ¢?
Si ¢ € Lp entonces la primera variante funcionaria V p tal que 1 < p < é En cambio para
la segunda solo para p = 1. De esta manera las derivadas fraccionarias segiin Marshout
permiten mayor libertad para f en el infinito, es decir en este sentido son més naturales
en el eje que las derivadas segin Louville.
Las diferencias discutidas para (D$f)y D%f, que estdn relacionadas para el

comportamiento en el infinito, no existen en el caso del segmento [a,b].

Ejemplos.

1.  Miremos una funcion para la cual las derivadas segin Louville y Marshout coinciden.

Sea
x, si z€la,b], a>0

fx) = ,
0, si z=¢la,b

Calculemos la derivada segin Louville de orden « € (0,1).

D) = et | e

Sea 7 = ””T’t Entonces

(DY f)(x) = mdfﬂ/o (1) “x(1 — 7)xdr

1 d 4, [
- - L “(1—7)d
F(l—oz)d:vx /07' (1= m)dr
1 d
- = Yreg_a,2
F(l—a)dzx pll —a2)
:L,lfa
T I(2-a)

Para la derivada segiin Marshout, tenemos:

N B x a ox+t
PEN@ = Fr—ayes T H =) /0 TN
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Sea T = C”T_t Entonces

D)) = T —a) + F(l—a)/o (Tz) “xdr

[(2-a)

2. Miremos una funcién para la cual las derivadas segin Louville y Marshout no

coinciden. Sea f(z) = 27!, 0 < a < 1. Calculemos la derivada segtin Louville:

-1 d [
D a—1 - - = o t a_ldt.
- F(l—oz)dx/o (z+4)

Sea t = vx. Entonces,

D a—1l _ —a a—1 _ —a1 a—1
“z T —a)ds /0 (va)"(z 4+ va)* advy T —a)d /o v (14 v)* dv

Pero ésta integral diverge. Luego D®x*! no existe, para 0 < a < 1.

Para la derivada segiin Marshout tenemos:

o ® gt — (p4t)o !
DYzt = dt.
- I'l—a) /0 tita

Sea t = vz, v > 0. Entonces,

[o's] a—1 _ a—1 o0 1 _ a—1
Degal_ ) / [m (x4 vx) } oy — & >x1/ 1—(1+v) v,
0 0

I'l — « (va)lte

Probemos la convergencia de:

0o 1 a—1 14 a—1 0o 1 a—1
/ 1—(1+0v) dv:/ 1—(1+v) dv—i—/ 1—(1+v) v
0 0 1

plto plto

Consideremos

Sea la funcién:
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Con ayuda del criterio de la segunda derivada acotaremos esta funcién. Puesto que
P'(v) =—(a =D +v)"" = (1 -a)

¢'(v) =0, cuando v = 0.

Ahora calculemos la segunda derivada de p(v)
¢"(v) = (a=2)(1 —a)(1+v)*".

Evaluando en el punto critico tenemos:

Como 0 < a < 1, entonces

Luego,
¢"(0) < 0.
Por tanto ¢(0) = 0 es un méximo para la funcion ¢(v), por tanto p(v) <0, Vo > 0. Asi,
1—-(14+v)* = (1—-a)w<0,
es decir,
I—(1+v)* < (1-a)w,
de donde

1—(14+v)*t (1-apw
UOH—I — UOH‘l ’

1 1 o 1 a—1 1 1 o 1
/ ( 1+ v) dv < / ﬂdv =(1- a)/ v .
0 v +a 0 Ul+a 0

1 1—1(1 a—1
/ (1+0) o
0

,Ul—l-a

v > 0.

Por lo tanto,

Es decir,

converge.

Ahora consideremos la integral:

1 — (14 uv)!
/ (1+v) dv.
1

UlJra
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Analicemos su convergencia

Puesto que
1 1
l— e < |1+ <14+1=2,
o] < M ) S
se tiene que
1 1
(1tv)I-= < 2
,Ul—i—a — Ul-l—oz :
Luego,
11— (1+wv)* ! 2
/1 ' plta dv < /1 vlJradU
Y ésta integral converge para o > 0. Por lo tanto
“1—(1 a-l
/ ( 1+ v) 0
1 vite
converge absolutamente, para o > 0. Luego D®2% ! existe.

En conclusién las derivadas segin Louville y Marshout para la funcién %! son diferentes.
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