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INTRODUCCION

Este trabajo de grado tiene un enfoque historico-epistemoldgico y aborda uno de los
aspectos principales en cuanto a fundamentacion matematica se refiere, como lo es la

construccioén de los nimeros reales.

Como es bien sabido, los nimeros reales se constituyen en un concepto fundamental del
Analisis Matematico, sin embargo la presentacion axiomatica, que usualmente se hace de
ellos, si bien es util en la medida en que permite hacer una presentacion rapida y completa
de sus propiedades, oculta la verdadera importancia de ciertas propiedades que lo
caracterizan y diferencian de los otros conjuntos numéricos. El analisis historico de la
construccion de los nameros reales permite un conocimiento mas profundo de dichas

caracteristicas.

A finales del siglo X1X, los trabajos de Karl Weierstrass ejercieron una fuerte influencia
en el analisis matematico, es uno de los primeros en intentar separar el calculo diferencial e
integral de la geometria y hacer reposar todo ese calculo sobre el concepto de nimero.

Weierstrass comprendid, que el esclarecimiento conceptual de la teoria matematica



existente, solo seria posible mediante una construccion rigurosa de los nimeros reales. Por
ello presentd una construccion de estos numeros de la cual existe poca divulgacion.

En nuestro medio las construcciones mas conocidas son las de Cantor y Dedekind, tal
vez por el hecho de fundamentarse en los conceptos de sucesion fundamental y cortadura

que parecen ser mas familiares a los matematicos de su época y de la actualidad.

Weierstrass, dicta una serie de cursos de analisis matematico a partir del afio 1856. En
uno de estos cursos, presentd su construccion de los numeros reales cuyas notas de clase
fueron recopiladas y divulgadas por sus alumnos. Actualmente estas notas se encuentran en
[Bon 02], en el articulo Karl Weierstrass Introduccion a la Teoria de las Funciones
Analiticas. (Semestre de verano 1878) redactada por Adolf Hurwitz, articulo que tomamos

como base para nuestro analisis.

Este trabajo de grado consta de cuatro capitulos donde desarrollamos con detalle el aporte

de Weierstrass a la construccion de los niimeros reales.

El primer capitulo, La evolucién del concepto del nimero, se presenta como un capitulo
introductorio al trabajo a realizar, en el que se tratan algunos aspectos del desarrollo
historico del concepto de nimero desde sus inicios hasta finales del siglo XIX donde
aparecen las primeras construcciones de los nimeros reales, con el propdsito de ubicar

nuestro problema de investigacion.



En el capitulo 2. Agregados compuestos de una cantidad finita de elementos, se
presenta los presupuestos tedricos que plantea Weierstrass y las pocas demostraciones que
realiza para la construccion de los nimeros racionales. Posteriormente se utilizan estos
presupuestos y se incorporan algunos elementos de la teoria de conjuntos, para realizar en
las demostraciones de las propiedades algebraicas y de orden, con el fin de formalizar los

racionales como un conjunto ordenado.

El capitulo 3. Nimeros compuestos de una infinidad de elementos, se centra en la
presentacion de las magnitudes con un nimero infinito de elementos. Donde Weierstrass
introduce los elementos necesarios para la definicion de las magnitudes con una cantidad
infinita de elementos y se han explicitado algunas nociones y demostraciones para facilitar

su comprension.

En el capitulo 4, que Illamamos Comentarios finales, puede ser considerado como un

capitulo de conclusiones.



CAPITULO 1

LA EVOLUCION DEL CONCEPTO DE NUMERO

En la actualidad hay una tendencia a definir las matematicas como el estudio de las
estructuras. Una estructura matematica esta constituida por un conjunto de objetos S, un
conjunto de operaciones o relaciones definidas sobre el conjunto soporte, mas una
coleccion de elementos distinguidos del conjunto soporte. En este sentido, al hablar de
namero real hacemos referencia a un sistema constituido por objetos matematicos
(numeros) encadenados por ciertas relaciones o leyes de combinacién -adicion,
multiplicacién y orden- lo que da lugar a la estructura de campo ordenado y completo de

los nUmeros reales que se denota como (g, +, -, <).

Esta nocion actual de nimero real, tal como sucede con cualquier concepto matematico,
se estructurd a lo largo del desarrollo y evolucion de la matematica durante un extenso
periodo de tiempo. En este capitulo, con el objetivo de ubicar nuestro problema de
investigacion, se presenta una somera descripcion de dicha evolucion desde la época
primitiva hasta el siglo XIX, sefialando aquellos acontecimientos que se convirtieron en

piezas clave para alcanzar el concepto moderno de nimero real.



1.1 SUS ORIGENES

No podemos afirmar que el nimero como tal, haya sido la obra de un hombre individual,
ni de una unica cultura; este concepto ha sido el resultado de un proceso gradual que se

inicid, de manera muy temprana, dentro del desarrollo cultural humano.

Antes de que existiese un lenguaje capaz de favorecer la comunicacion verbal, el
hombre primitivo podia observar en la naturaleza fendmenos cuantitativos: un arbol y un
bosque, una piedra y un monton de piedras, etc. Esta distincion entre la unidad y la
pluralidad, asi como la nocion de par fue prontamente establecida. Estas primeras
observaciones condujeron a la nocion de “correspondencia biunivoca”, primera etapa de la

numeracion.

Nuestros antepasados primitivos contaban solo hasta dos y cualquier conjunto que
pasara este nivel quedaba reducido a la condicion de muchos; gradualmente se fueron
acumulando en los diferentes pueblos un conjunto de nombres claramente distintos para los
nameros. En su proceso evolutivo aparece el nimero como una propiedad de una coleccion
de objetos, aunque todavia no se distingue de la coleccion en cuanto numero abstracto, en

cuanto numero no relacionado con objetos concretos.

En la actualidad el namero de objetos de una coleccién dada es una propiedad de la

coleccion, pero el nimero en si, el nimero abstracto es una propiedad abstraida de la
9



coleccion concreta. Se define numero (dos, cinco, etc.) como aquella propiedad de las
colecciones de objetos que es comin a todas las colecciones que pueden ponerse en
correspondencia biunivoca unos con otros, y que es diferente en aquellas colecciones para
las cuales tal correspondencia es imposible. Por ejemplo, para formar el concepto y darle el
nombre “seis”, “diez”, fue necesario comparar entre si muchas colecciones de objetos.
Mediante la repeticion de esta operacidn surgieron los nimeros naturales y las relaciones

entre ellos.

Mediante el proceso de contar no sélo se establecieron las relaciones entre los nimeros,
sino que también se establecieron gradualmente ciertas leyes generales como consecuencia
de varias pruebas. Ademas se distinguieron dos conceptos importantes: el nimero cardinal
que proporciona la expresion cuantitativa (1,2,3,...), y el nimero ordinal, que revela la

existencia de un primer elemento seguido de un segundo y un tercero, etc.

Las operaciones con numeros naturales surgen debido a las relaciones entre objetos
concretos. La suma de numeros consiste en unir dos 0 méas colecciones e inicia con muy
pocos simbolos distintos y los numeros utilizados se escriben casi siempre como una suma
de dos numeros inferiores. La adicion se hace por descomposicion y los calculos son con
frecuencia extensos y dificiles. La sustraccion proviene de la costumbre de ciertas tribus de
escribir el numero 6, por ejemplo como 7-1. La diferencia 3-3 se descarta puesto que el
nimero cero no era aun aceptado, asi mismo las sumas y diferencias negativas son

desconocidas. La multiplicacion surgio del habito de contar cosas iguales. La division fue

10



una operacion demasiado dificil para los pueblos primitivos desde un punto de vista
practico, esta dificultad es superada con la incorporacion de las fracciones en las

matematicas de los babilonios y egipcios.

1.2 MATEMATICAS EGIPCIAS Y BABILONICAS

Las civilizaciones antiguas, primeras sociedades organizadas en las orillas de los
grandes rios, como el Nilo, el Eufrates, el Tigris y los principales rios de India y China; se
convirtieron en focos importantes que dieron lugar a las civilizaciones Babildnica y

Egipcia, quienes ofrecen una interpretacion mas acertada de las actividades matematicas.

Los conocimientos sobre las matematicas del Antiguo Egipto se basan principalmente en
dos grandes papiros de caracter matematico y algunos pequefios fragmentos, asi como en

las inscripciones en piedra encontradas en tumbas y templos.

Los egipcios desarrollaron el llamado "sistema de numeracion jeroglifico”, que consistia
en denominar cada uno de los "nimeros clave” (1, 10, 100, 1000...) por un simbolo (palos,
lazos, figuras humanas en distintas posiciones). Los demas nimeros se formaban afiadiendo
a un nimero u otro, del numero central uno o varios de estos numeros clave. Un sistema de
numeracion posterior a éste, pero de similares caracteristicas seria el sistema de numeracion

romano. Los egipcios estudiaron las fracciones, pero solo como divisores de la unidad, esto

11



i . . . .
es, de la forma = con n distinta de cero, el resto de fracciones se expresaban siempre como
(]

combinaciones de estas. Ademas los egipcios son quienes introducen los primeros métodos
de operaciones matematicas, todos ellos con carécter aditivo, para nimeros enteros y
fracciones. Y en cuanto al algebra resuelven determinadas ecuaciones de la forma

x 4+ ax = b donde la incognita x se denominaba "montén".

De la civilizacibn mesopotamica o antigua Babilonia, se tiene actualmente mas
informacion que sobre la egipcia. Utilizaban escritura cuneiforme! que consiste en la
ordenacion lineal de simbolos (ver figura 1) escritos con una varilla en forma de prisma

triangular sobre tablillas de arcilla, fijando en ellas sefias en forma de cufia.
I 2

I T WM owr
10 T TY

(A - A A

Al igual que sucede con los papiros, las tablillas contienen Unicamente problemas

concretos y casos especiales, sin ningun tipo de formulacion general, 1o que no quiere decir

! De la palabra latina cuenus para “cufia”
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que no existiera dicha formulacion, pues es evidente, que tales colecciones de problemas no
pudieron deberse al azar. En particular, las tablillas contienen multiplicaciones, nimeros y
sus inversos, cuadrados y cubos, y también algunas relaciones numéricas en forma de
exponentes.

Utilizaron el sistema de numeracion posicional sexagesimal, carente de cero. Aceptaban
una cantidad nula pero no disponian de un simbolo para el cero en el sentido posicional,
para denotarlo utilizaban un espacio en blanco. Asi, el conjunto {1 puede significar el
nimero 11 o el nimero 101; el mismo simbolo podia representar indistintamente varios
numeros que se diferenciaban por el enunciado del problema, pero este “cero” en posicion
0 posiciones terminales no aparecen en ninguna tablilla, esto significa que no lograron un
sistema posicional completo. Sin embargo desarrollaron un eficaz sistema de notacion
fraccionario, que permitio establecer aproximaciones decimales verdaderamente
sorprendentes. Esta evolucién y simplificacion del método fraccionario permitio el
desarrollo de nuevos algoritmos que se atribuyeron a matematicos de épocas posteriores,

como es el caso del algoritmo de Newton para la aproximacion de raices cuadradas?.

Asi mismo, introducen el concepto de nimero inverso multiplicativo, utilizando las

. i .
tablas de los inversos (valores de — para diferentes valores de n, todo ello expresado en el
(]

sistema sexagesimal) lo que permitiria reducir la operacién de division a una operacion de

2 El algoritmo de Newton se usa para calcular raices cuadradas mediante aproximaciones utilizando la
media aritmética.
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multiplicacion ya que b : a = b —. Se encuentra también en esta epoca los primeros sistemas

de dos ecuaciones con dos incognitas; pero sin duda el gran aporte algebraico de la
civilizacion babilénica se centra en el campo de la potenciacién y en la resolucion de
ecuaciones cuadraticas, tanto es asi que llegaron a la solucion para ecuaciones de la forma

x+px=gq, p>04g >0 ytambién ax?+ bx = ¢ mediante el cambio de variable t = ax.

Efectuaron tabulaciones que utilizaron para facilitar el calculo, por ejemplo de algunas
ecuaciones cubicas. EI dominio en esta materia era tal, que incluso desarrollaron algoritmos
para el calculo de sumas de progresiones, tanto aritméticas como geomeétricas. Su capacidad
de abstraccion se debié a que desarrollaron muchas de las que hoy se conocen como
ecuaciones diofanticas, algunas de las cuales estan intimamente relacionadas con conceptos

geométricos, campo en el que también superaron a la civilizacion egipcia.

La actividad intelectual de los pueblos Egipcios y Babil6nicos entra en decadencia a causa
de problemas econdmicos y politicos, lo que favorece el surgimiento de la civilizacion

griega.

1.3 LOS GRIEGOS

La cultura griega logré en matematicas lo que ninguna otra cultura alcanzo; dotaron a la

matematica de un caracter abstracto, la desligaron de datos asociados a lo comin y

14



estudiaron los conceptos en si mismos sin colocarlos en referencia con problemas
concretos, elaboraron un universo de objetos matematicos, con una dinamica propia e
independiente de las ataduras que las necesidades practicas les atribuian cotidianamente.
Este universo matematico esta basado en la necesidad de demostrar. Es conveniente
aclarar que la demostracion como tal, no proviene, sélo de la matematica, sino también
como consecuencia de la necesidad de solucionar conflictos juridicos, epistemoldgicos y
filosoficos.

1.4 NUMERO Y MAGNITUD.

La mayor parte del conocimiento matematico existente de los griegos a finales del siglo
IV a.c. es sistematizado por Euclides (330 — 275 a.c.) de Alejandria en su obra Los
Elementos, la cual es presentada en una secuencia légica de 465 proposiciones
acompariadas de axiomas, postulados y definiciones. Es una obra de aritmética y geometria
que profundiza entorno al numero y a la magnitud. La magnitud es infinitamente divisible,

el nimero entero es finitamente divisible; el nimero es discreto, la magnitud es continua.

En los Elementos de Euclides se define la unidad como aquello en virtud de lo cual cada
cosa que existe se llama uno [Arb98; p.84], siendo esta -unidad- el punto de partida para la
definicion de nimero. Para Aristoteles, al igual que para Euclides, el numero se define
como una pluralidad de unidades, excluyendo de este concepto al uno y al cero; el uno
porque representa la unidad y aquello con que se mide no puede medirse a si mismo,

ademas habria una contradiccion ya que la singularidad (el uno) y la pluralidad (el numero)

15



no se diferenciarian. EI cero no cumple con la definiciobn de nimero debido a las

concepciones filosoficas vigentes, las cuales no daban cabida al no ser.

Uno de los principales exponentes de las matematicas griegas a mediados del siglo VI
a.c. es Pitdgoras de Samos, conocido como el padre de las matematicas griegas. Fundé la
escuela pitagérica en donde ademas de practicar ritos secretos se estudiaba filosofia,
matematicas y ciencias naturales. A Pitagoras se le atribuyen dos grandes aportes
matematicos: el primero es el desarrollo de la primera teoria abstracta de nimeros (teoria de
las proporciones), es decir, el conjunto de conocimientos matematicos que se relacionan
con las propiedades generales de las operaciones con nimeros naturales, y el segundo, es la

crisis con la aparicion de las magnitudes inconmensurables.

Los Pitagoricos interpretaban las magnitudes geométricas como colecciones discretas de
unidades, por lo tanto no podian comparar dos magnitudes sino cuando tenian una unidad
de medida comun, de tal manera que cada una de ellas fuese un mdaltiplo entero de dicha
unidad. Por ejemplo, la longitud de un segmento de recta comprende n unidades y la de un
segundo segmento comprende m unidades, las dos longitudes estaran en la relacion m:n.
Asi, al comparar la diagonal de un cuadrado con uno de sus lados, los pitagoricos
constataron con sorpresa que éstas dos magnitudes no tenian una medida comun. Estas
lineas inconmensurables sin existencia aritmética, se escapaban a la teoria pitagoérica de las
proporciones. Después de este descubrimiento, fue preciso sustituir la antigua teoria de las

proporciones por una nueva, que fuera aplicable a todos los casos, y es Eudoxo, quien con

16



su nocion de magnitud y su teoria de las proporciones conecta las nociones de razon y
proporcion a la geometria, permitiendo extender pruebas que sélo consideraban magnitudes

conmensurables a problemas que contemplaban las magnitudes inconmensurables.

El concepto de magnitud definido por Eudoxo, servia para entidades como longitudes,
areas, volimenes y tiempo. Se diferenciaban de los nameros por el hecho de considerar las
magnitudes como continuas y los nimeros como discretos. La teoria de las proporciones de
Eudoxo se encuentra en el libro V de los elementos de Euclides. Alli aparece la siguiente

definicién que permite evitar de manera extraordinaria a las magnitudes inconmensurables:

Se dice que la razon de una primera magnitud con una segunda es la misma que la de una
tercera con una cuarta cuando, tomando cualquier maltiplo de la primera y de la tercera y de la
segunda y cuarta, el maltiplo de la primera es mayor, igual o0 menor que el de la segunda, segin
que el de la tercera sea mayor, igual o menor que el de la cuarta. [Rec05; p50]

Modernamente la definicion anterior se expresa de la siguiente manera:
Sean cuatro magnitudes a, b, ¢ y d. Se dice que a y b estan en la misma razon que c y d,
cuando para todo entero m y n se tienen las implicaciones siguientes, segun los dos Unicos

casos posibles:

1. Sima = nb entonces mec = nd.

2. Sima = nbentonces mec = nd.

17



Esta definicion tiene la ventaja de ser aplicable, no solo a ndmeros sino también a
elementos geométricos, ya que la razon entre esferas puede ser igual a la razon entre cubos.
Es interesante sefnalar que esta definicion corresponde en esencia a la nocion de “cortadura”

de Dedekind, que seria enunciada solo hasta el siglo XIX.

Asi que con la teoria de las proporciones quedaba resuelto con éxito, gracias a Eudoxo,
uno de los aspectos mas preocupantes de la crisis provocada por los inconmensurables.
Eudoxo ademas formula el lema (lema de Arquimedes) llamado también axioma de la
continuidad, sobre el cual se basa el método exhaustivo (expresién moderna del método de
Eudoxo), cuyo enunciado es: dadas dos magnitudes desiguales existe siempre un maltiplo

de la menor que supera la mayor? [Ver70; p. 238].

Para Platon (429-328) a.c. existe una clara diferencia entre el ser en si de las cosas y la
representacion que hace el matematico de la misma. Compara numero aritmético y nimero
numerado, el primero, es considerado un ente o nimero ideal de naturaleza abstracta, que
se forma por la agrupacion de unidades totalmente iguales y el segundo, es utilizado para
contar objetos de la realidad basdndose en la experiencia. Platon sefiala las bases
conceptuales de aquello que en Aristoteles se constituye en un soporte, soporte tedrico que

sera tomado como referencia durante muchos siglos.

3 Lo que modernamente se expresa como: sea 3 > 0. Entonces para todo x e Rexisteunn e N
tal que nB >x

18



1.5 EL INFINITO Y EL CONTINUO

Uno de los acontecimientos importantes en la historia de las matematicas griegas esta
relacionado con el infinito y el continuo. La nocidn de infinito es esencial para los antiguos
griegos, ya que para ellos tenia sentido decir que los nimeros son infinitos, sin embargo, la
utilizacion de esta nocion fue causa de  paradojas y problemas conceptuales.
Histéricamente su aparicion marc6 un momento muy importante en la antigliedad griega,
con el surgimiento de las paradojas de Zenon y las magnitudes inconmensurables, razones
que inquietaron el pensamiento griego durante un extenso periodo.

Para los griegos el infinito, es aquello que tomada una determinada cantidad, siempre es
posible tomar por fuera algo de ella [Rec93; p.42]. Aristoteles plantea que el infinito solo
existe como posibilidad, como ente en potencia y no como algo ya acabado; negando la
existencia real del infinito actual (el infinito tomado en un acto), pero acepta el infinito
potencial (el infinito como proceso), haciendo énfasis en que los matematicos pueden
trabajar con magnitudes tan grandes o tan pequefias como deseen, es decir los matematicos

solo requieren del infinito potencial.

El continuo, se considera una propiedad de las magnitudes, que en adelante sera
necesaria para la construccion de los numeros reales. Aristoteles realiza un primer
acercamiento conceptual de continuidad a través de las siguientes definiciones [Rec93;

P.42]
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e Las cosas estan juntas en un lugar cuando estan en un anico lugar.

e Las cosas estan separadas cuando estan en diferentes lugares.

e Las cosas estan en contacto cuando sus extremos estan juntos.

e Una cosa esti en sucesion con otra si esta después de la inicial, sea en
posicion (como por ejemplo los numeros).

e Una cosa es contigua a otra cuando esta en sucesion y en contacto con ella.

e Lo continuo es una categoria de lo contiguo. Una cosa es continua con otra
cuando sus limites que se tocan Ilegan a ser uno.

De esta forma la categoria de continuo estaria incluida en la de contiguo. En Aristételes
lo continuo se origina a partir de las magnitudes geométricas y del concepto fisico de
Espacio y Tiempo. De ahi que las magnitudes geométricas y el espacio fisico no pueden
estar constituidas de puntos, y el tiempo no puede estar conformado de instantes. Todo lo
continuo, dice Aristételes es infinito de dos maneras: por adicion (contar nimeros) y por
divisibilidad (medir una magnitud). Para él la subdivision continua de una cantidad es
limitada, de tal manera que lo ilimitado existe potencialmente, pero de hecho no se alcanza
nunca. Veintitrés siglos después, el matematico aleman George Cantor, le daria estatus de

objeto matematico al infinito actual.

Con la clausura de la escuela ateniense en el siglo VI d. c. debido al escaso progreso

matematico, finaliza la historia de la matematica griega e inicia un periodo de recuperacion

y enriquecimiento de la documentacion matematica griega existente, por parte de los
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arabes, hindues, chinos y Europeos, creando asi un puente entre la matematica antigua y el

mundo moderno.

1.6 LAS MATEMATICAS ORIENTALES

Las fuentes historicas de la civilizacion china son escasas en lo referente a las
matematicas. Sin embargo, los chinos poseian dos sistemas de numeracién, uno de ellos
relacionado con un sistema posicional. Las operaciones aritméticas se efectuaban mediante
barras numéricas: el “suanpan” —maquina de calcular con bolas — constituyd un invento
muy importante utilizado desde el siglo XII de nuestra era. Las matematicas chinas
encierran resultados interesantes e innovadores, tales como una buena aproximacion de ,
la utilizacién practica de los niUmeros negativos, el estudio de los cuadrados maégicos, el
desarrollo de un método matricial eficaz para resolver sistemas de ecuaciones, el desarrollo
del binomio, ilustrado por el triangulo de Pascal, y la utilizacion de ciertas series, entre

otros.

Las matematicas indias, estudiadas por los sacerdotes, se caracterizaron por el desarrollo
del calculo numérico y algebraico, una trigonometria basada en la funcién seno, una
geometria poco desarrollada, excepto en el estudio de los cuadrilateros y sus propiedades, y
un sistema de numeracién — notacion brahmi — de donde surgira, con las contribuciones de

los &rabes, nuestro sistema decimal.
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Las matematicas del Islam asimilaron los descubrimientos griegos e indios,
prescindiendo de algunos aspectos demasiado teéricos para desarrollar con preferencia
temas mas conformes con su enfoque practico. Los arabes tuvieron el mérito imperecedero
de haber conservado para la humanidad preciosos documentos. Reunieron con sumo
cuidado las obras matematicas de origen griego e indio que llegaron hasta ellos.
Probablemente, la traduccion arabe de numerosos textos griegos e indios salvé una buena

parte de la herencia matematica de estas dos grandes civilizaciones.

La contribucion del imperio bizantino al campo de las matematicas consiste en haber
conservado los textos matematicos escritos en griego y haber comentado los clésicos
antiguos. Los primeros autores latinos se basaron libremente en las obras de Euclides,
Nicomaco y Tolomeo y sus obras influyeron notablemente en la ensefianza de las
matematicas en las escuelas medievales hasta finales del siglo X. En este siglo los numeros
indoarabigos* son introducidos en Europa y los matematicos latinos entran en contacto con
los textos arabes. Los principales temas matematicos que interesan a los traductores latinos
son el algebra y la trigonometria arabes. La trigonometria griega, de un nivel superior a las
matematicas del Islam, no parece atraer la atencion de los sabios de Europa. Otras de las
contribuciones de esta cultura fue la introduccion de letras en lugar de los simbolos
numéricos, desarrollan una teoria de las proporciones que engloba el concepto de variacion
expresado en términos de la potencia n o de la raiz enésima. No fueron ajenos a las

cuestiones de los conceptos matematicos de continuidad e infinito que se debatieron

4 Los nameros indo ardbigos equivalen a nuestros digitos.
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durante el siglo XIV, proporcionaron reglas equivalentes a nuestras leyes sobre los
exponentes, notaciones especificas para las potencias fraccionarias e irracionales, una
representacion grafica de la variacion, una aproximacion probable a la teoria de los
indivisibles de Cavalieri y algunas reglas sobre la suma de series infinitas y sobre la

determinacidn de la convergencia y divergencia de ciertas series.

1.7 LA MATEMATICA RENACENTISTA

Las actividades matematicas de los sabios latinos del renacimiento contribuyeron de
manera importante a resaltar resultados fundamentales en el campo del algebra, la
trigonometria y la geometria. Se dispone ya de los inicios del algebra simbdlica, el calculo
con simbolos indoarabigos esta muy extendido, la notacion decimal se desarrollo
gradualmente, la teoria de ecuaciones comprende la solucién general de la ecuacion cubica
y de la bicuadratica®, los nimeros negativos son aceptados cada vez mas, la trigonometria
es una disciplina auténoma y se dispone de tablas trigonométricas muy precisas para sus

seis funciones.

La invencion de la imprenta ejerce una benéfica influencia sobre la unificacion y la

difusion de las ideas matematicas.

5 Se refiere a ecuaciones de orden cuatro.
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A inicios del siglo XVII en Europa Occidental se dieron a conocer aportes importantes
de matematicos como Simén Stevin (1548 — 1620) con la representacion decimal de las
fracciones y René Descartes (1596 — 1650) con la instauracion del uno como mddulo del

producto, acentuando un acercamiento entre los conceptos de nimero y magnitud.

1.8 LA UNIDAD DIVISIBLE

Simon Stevin presenta una extension del concepto de nimero que se logra mediante la
ruptura explicita con la concepcion Euclidiana, haciendo posible el acceso al concepto
moderno de numero, que se refiere no sélo a la cantidad “numerable” sino también a la
“medible”, esto implica un cambio en las acciones asociadas al nimero: no s6lo se emplea
para contar sino también para medir. Para entender lo importante del aporte de Stevin, es
clave tener en cuenta que los grandes problemas que han motivado el desarrollo de las
matematicas estan relacionados con las actividades de medir y contar. La primera tiene que
ver con la geometria y la segunda con la aritmética. Stevin es quien establece por primera

vez un isomorfismo operatorio entre nimero y cantidad.

Por otra parte, el limite establecido por los griegos entre lo practico y lo tedrico, inicia su
ruptura cuando Stevin extrae su concepto de numero de la experiencia cotidiana y
profesional. Para fundamentar teéricamente las actividades matematicas cotidianas, era

necesario buscar mecanismos agiles para operar los resultados de mediciones que, ademas,
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pudieran ser objeto de una formalizacion de acuerdo con los esquemas griegos. Stevin
resuelve el aspecto operativo en la publicacion francesa de La Disme en donde presenta una
sistematizacion, con ciertas innovaciones, de la notacién decimal que, aunque en esa época
ya era conocida, su uso aun estaba lejos de ser generalizado. El propdsito del desarrollo de
la notacién decimal que Stevin lleva a cabo, es el de manejar las cuentas de manera mas
sencilla, proporcionando de esta forma el establecimiento de un isomorfismo operatorio

entre numeros y cantidades.

El primer indicio de que el nimero de Stevin esta condicionado por las operaciones que
se pueden realizar con él, se encuentra en L’ Arithmetique, obra publicada en 1585 en
donde Stevin argumenta a favor de la division de la unidad, afirmando que negar la
divisibilidad de la unidad es limitar la naturaleza del nimero, obteniendo de esta manera la
extension del dominio numérico (numeros enteros) que incluye ahora tanto a la unidad
como a las fracciones de ella. Ademas, Stevin introduce la generalizacion del dominio
numérico de los resultados de la extraccion de raices, incorporando asi los nimeros
radicales (racionales e irracionales) y, en general, todos aquellos nimeros que son resultado

de operaciones algebraicas con nimeros positivos.

La unidad de Stevin es entonces el resultado, no sélo de una abstraccion realizada sobre

los objetos en tanto cantidades, sino de una abstraccion realizada sobre las acciones

coordinadas que se efecttan en el proceso de medir estos objetos.
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1.9 LA UNIDAD COMO MODULO MULTIPLICATIVO

René Descartes, introduce el concepto de unidad como neutro de la multiplicacion de
segmentos, con el Unico objetivo de proporcionarles las mismas operaciones de la
aritmética, de igual manera como se hace con los nimeros. Solucionando asi la ausencia de
definiciones para el producto, el cociente y la raiz de magnitudes debido a la brecha

conceptual entre nUmero y magnitud.

Cuando Descartes define el producto de segmentos lo primero que hace es introducir un
segmento unidad. Esta unidad no es exactamente ni una unidad de medida ni un numero. Se

trata de una unidad que desempefia la funcion de neutro de la multiplicacion.

Veamos como plantea Descartes en su libro | de La Geometria, [Des54; p. 2-5], el producto,

la division y la raiz de dos segmentos:

La Multiplicacion

Sea, por ejemplo, AB la unidad, y que deba multiplicarse BD por BC; no tengo méas que
unir los puntos A 'y C; luego trazar DE paralela a CA, y BE es el producto de la multiplicacion.
Ver figura 2

T~k

c
=

T~

e

D A B

Figura 2
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La division

O bien, si debe dividirse BE por BD, habiendo unido los puntos E y D, se traza AC paralela a
DE y BC es el resultado de esta division.

La Extraccién De La Raiz Cuadrada.

O, si hay que extraer la raiz cuadrada de GH, se le agrega en linea recta FG, que es la unidad y
dividiendo FH en dos partes iguales por el punto K, con este punto como centro se traza el
circulo FIH; luego elevando desde el punto G una linea recta, con algunas rectas sobre FH,
hasta I, es Gl la raiz buscada. Ver figura 3

Figura 3

Para Descartes las magnitudes deben conservar las dimensiones y cuando haya exceso o
defecto se sobrentiende que estan multiplicadas o divididas tantas veces como se requiera,

esto lo explica por medio del siguiente ejemplo:

...asi, si ha de extraerse la raiz cibica de aabb-b, debe considerarse que la cantidad aabb esta
dividida por la unidad y que la otra cantidad b esta multiplicada dos veces por la misma
unidad... [Desb54; p. 2-5].

Esto muestra que todavia no se ha separado lo aritmético del referente geométrico en el
sentido de que la similitud es un principio basico de la operatividad; no se puede sumar
magnitudes de superficie con magnitudes lineales, pero Descartes evita este inconveniente
suponiendo que multiplicando o dividiendo por la unidad, tantas veces como fuera

necesario, se logra el equilibrio.

27



Podria decirse que con los aportes de Stevin y Descartes, ya es posible constituir el
conjunto de los numeros racionales como un campo algebraico con las operaciones de suma
y producto aparentemente bien definidas; quedaba pues por legalizar la existencia de los
nameros irracionales para obtener el campo completo de los nimeros reales.

A principios del siglo XIX surgen preguntas acerca de la justificacion de los
procedimientos encontrados en el desarrollo de los principios y métodos del céalculo
diferencial e integral, dando origen al movimiento de la aritmetizacion del andlisis que
inicia la concepcion moderna de las matematicas, y es a partir de operaciones aritméticas

que los conceptos del analisis y las propiedades de funciones fueron establecidas.

El manejo del concepto de funcion genera controversia porque su definicion era vaga e
imprecisa; el uso de series infinitas conduce a paradojas y resultados incongruentes por la
ausencia del concepto de convergencia. Es por esto que los conceptos fundamentales de
limite, funcidn, continuidad, derivada e integral deben ser redefinidos con mas claridad y
precision. Para ello diversos matematicos decidieron reconstruir el analisis solamente sobre

la base de los conceptos aritméticos.

Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) intento resolver los problemas de rigor del calculo

infinitesimal, llevando al algebra y a la geometria todas las operaciones del célculo

evitando asi la utilizacion del concepto de limite. Por otra parte, con los estudios de Karl-
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Friedrich Gauss (1777 - 1855) sobre las series hipergeométricas® marca el productivo uso
de las series infinitas y surge la preocupacion por las cuestiones de convergencia y

divergencia.

Fueron varios matematicos los que hicieron aportes a la formulacién de definiciones y
de criterios de convergencia que marcan una primera etapa en la aritmetizacion del analisis,
la cual hace evidente la necesidad de una definicion formal del concepto de nimero. Uno
de ellos es Agustin Louis Cauchy (1789 -1857), quien introduce el rigor en el analisis,
escogiendo las definiciones y los procesos de demostracion de tal forma que estuviesen
libres de todo referente geométrico.

Mas adelante Karl Weierstrass (1815-1897), Richard Dedekind (1831 - 1916) y George
Cantor (1845 - 1918) centran sus aportes en la construccién de los nimeros reales,
partiendo del conjunto numérico que cada autor consideraba propio para su construccion,

con el fin de caracterizar los irracionales.

Por otra parte, Giuseppe Peano (1858 - 1932) contribuye en la introduccion de lenguajes
formales a finales del siglo XIX, con la intencion de establecer la validez de los
razonamientos matematicos y de reescribir las matematicas en términos de un nuevo

simbolismo, influyendo en el desarrollo futuro de la légica simbdlica. Peano introduce

. . o . . Gy,, @n+f .
6 Una serie Z;;i o, €S hlpergeometrlcas, Sl existe a. f.ye R tales que : - = r‘;-m +¥ ¥ 0
1 1 L Gy G T+
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simbolos como el de la igualdad (=), inclusién (<), pertenencia (), no pertenencia (=),

implicacién (=), interseccion (n), unién (U}, cero(0), nimero (N,), sucesor de a (a+1).

Simbolos que en la actualidad han tenido algunos cambios debido a su poca aceptacion
e interpretacion, como es el caso de: la no pertenencia (¢) e implicacién (=). Ademas
enuncia los siguientes postulados, los que constituiran el inicio de la presentacion

axiomatica de los nimeros naturales:

0)Los numeros naturales forman una clase.

1)Cero es un namero.

2)Si a es un nimero, su sucesor lo es también.

3)Sea S una clase y 0 un elemento de esa clase tal que si X es un nimero que pertenece
a S, se deduce de ello que para cualquier x su sucesor pertenece también a la clase;
entonces, todo nimero esta en S. Este postulado se llama "principio de induccion”.

4)Sean a y b dos nUmeros; si sus sucesores son iguales, entonces a y b son iguales.

5)EIl sucesor de un numero no es nunca igual a cero.

Peano introduce el numero cero como el primer elemento de los naturales, ademas

establece la combinacion del signo del opuesto (—) y del nimero positivo b, asignandoles
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el nombre de "ndmero negativo" (—b). Para Peano un ndmero racional E es aquel que

representa la operacion compuesta "multiplicar por a y dividir por b". En cuanto a los
nameros reales, los define como la méas pequefia cota de una clase de nimeros racionales,

cada uno de ellos inferior a un numero dado, excluyendo +co v — o, Peano, consideraba

que la logica debia servir a las matematicas como medio de expresar sus teorias, de una
manera mas apropiada, mas clara, mas precisa y hacerla mas facil de aprender, siendo esto
la finalidad de lo que hoy conocemos como método axiomatico. Sin embargo esta
presentacion axiomatica, si bien es util en la medida en que permite hacer una presentacion
rapida y completa de propiedades, oculta la verdadera importancia de algunas de ellas, que

caracterizan y diferencian un conjunto numeérico de otro, obstaculizando su aprendizaje.

1.10 EIRIGOR EN EL ANALISIS Y LA CONSTRUCCIONES DE LOS REALES

En el siglo XIX se hizo necesario fundamentar el andlisis, y con ello aparece la
necesidad de definir rigurosamente el numero real, puesto que no se tenia una idea clara
de los numeros irracionales, los cuales generalmente se trabajaban como aproximaciones de
numeros racionales, pero sin una base estructural solida que proporcionara datos sobre sus
propiedades o sobre la manera de operar rigurosamente con ellos. Una primera idea acerca
del numero fue publicada por Agustin Louis Cauchy en su curso de analisis, primera obra

importante del analisis moderno por su rigor y claridad. Cimenta su programa sobre los
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conceptos de numero, cantidad, limite y funcion. Cauchy, es el primero en introducir una
definicién de limite y a través de este concepto incorpora las cantidades infinitamente
pequefas e infinitamente grandes, el concepto de funcién continua y la convergencia de
series y sucesiones, los cuales requieren que los nimeros reales sean definidos I6gicamente.
Cauchy define el nimero irracional como “el limite de las diversas fracciones que tienen
valores mds y mds cercanos” [Mor92; p.1255], lo cual fue interpretado como una
definicién de los nimeros irracionales a partir de la nocién de limite, utilizada por varios
matematicos de la época para relacionar limite con namero irracional. Los trabajos de
Cauchy son muy importantes, pues conforman el marco necesario para la completa

rigorizacion del analisis por la escuela de Weierstrass en 1860.

Antes de abordar el desarrollo de los nimeros reales a través de la teoria de los nimeros
racionales e irracionales se tuvo en cuenta el trabajo sobre nimeros irracionales algebraicos
y trascendentes, con los cuales se dio un paso hacia el conocimiento de los nimeros
irracionales. En esa direccion, hicieron importantes aportes Karl Weierstrass, Richard

Dedekind, George Cantor entre otros.

Karl Weierstrass fundamento el analisis en el concepto de nimero, requiriendo asi

definir los nimeros irracionales independientemente del concepto de limite. A su vez

Cantor y Dedekind fundamentaron el anélisis basandose en el concepto de nimero racional
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y en sus operaciones, construyendo los nameros irracionales mediante la definicion de

sucesiones fundamentales y cortaduras respectivamente.

Weierstrass define un niimero real, segin Dugac como una clase de equivalencia’ que
resulta de la relacion de equivalencia definida por la igualdad entre agregados que
satisfacen el criterio de finitud. Este criterio expresa lo siguiente: un ndmero nuevo

-irracional- es finito si es menor que algln racional.

Weierstrass incorpora la definicion de limite, evitando la nocion confusa de
“aproximacion indefinida” como lo plantea Cauchy, a través del uso de los épsilon — delta
(e — &) como lo conocemos actualmente®. Ademas, es practicamente con los trabajos de
Weierstrass que el proyecto de aritmetizacion del analisis llega a su culminacién, pues con
la incorporacion del “lenguaje de épsilon y delta”, se logran reducir los enunciados que
involucran lo infinitamente grande y lo infinitamente pequefio a relaciones entre

magnitudes finitas.

George Cantor (1845 - 1918) al igual que Weierstrass, desarrolla una teoria satisfactoria
de los numeros irracionales, evitando caer en el circulo vicioso de definir los numeros
reales como limites de sucesiones convergentes, sin haber definido de antemano un

conjunto al cual pertenezca dichos limites.

7 Esta clase de equivalencia solamente exige la propiedad simétrica y transitiva, alin no se consideraba la
reflexiva.

8 Lafuncion f tiende al limite L en Xo si paratodo &> 0, existe algin 8 >0 tal que, para todo X, Si
0< |x—x0| < d entonces |f(X)—L|<s.
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Cantor en 1873, construyd el dominio de los numeros reales a partir de sucesiones
infinitas de numeros racionales. Encontrandose con las primeras controversias, que
acompafarian todos sus trabajos posteriores, pues el trabajar con sucesiones o conjuntos
infinitos entraba en conflicto con el pensamiento de un gran nimero de matematicos que
veian el infinito, no como una entidad matematica sino como una cantidad en potencia que
nunca podia establecerse como algo completo y determinado. Cantor afirma la existencia
de conjuntos infinitos actuales, y muestra que un conjunto es infinito si existe una
correspondencia biunivoca entre él mismo y una de sus partes. Introduce el término
numerable para designar a todo conjunto que pueda ponerse en correspondencia biunivoca
con los nimeros naturales, demostrando asi que los conjuntos racionales y algebraicos son
numerables, ya que su cardinal es igual al cardinal de los nimeros naturales. Ademas,

demostro que el conjunto de los nimeros reales no es numerable.

Por su parte Richard Dedekind (1831 - 1916) tiene como objetivo principal centrarse
en la fundamentacion de las matematicas que prevalece en el siglo XIX. El establece que el
concepto de limite debe desarrollarse de una manera puramente aritmética sin referencia
alguna a la geometria, como era lo usual, para lograr asi un concepto riguroso.

Dedekind estaba convencido de que el concepto de continuidad no habia sido bien
definido todavia, y se dedicé a encontrar su origen en lo aritmetico para llegar a la esencia
de la continuidad, y lo logra, cuando publica su teoria sobre el continuo y los nimeros

irracionales en la cual intenta dejar sentadas las bases formales de los nimeros reales, y asi
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disipar todas las dudas y ambiguedades en la conceptualizacion del continuo, aclarando la
concepcion errada de ciertos matematicos sobre continuidad, ya que ellos llamaban
continuidad a lo que hoy conocemos como densidad; esto es, que entre dos ndmeros

cualesquiera siempre hay otro entre ellos.

Dedekind sefial6 que las propiedades de orden de los nimeros racionales hacian posible
utilizar las cortaduras para definir los reales. Una cortadura es una particion de los
racionales en dos subconjuntos disjuntos (A1, A2) tal que cada nimero de A1 es menor que
todo nimero de A2 (existiendo uno y s6lo un numero real que produce esta cortadura). Si
en A1 hay un nimero méximo o en Az un minimo, entonces la cortadura define un nimero
racional, pero si en A1 no hay maximo ni en A2 minimo, entonces la cortadura define un
namero irracional. El conjunto de los numeros reales es en esencia el conjunto de todas las
cortaduras sobre los racionales, y Dedekind demostré rigurosamente que dicho conjunto es
continuo.

De este modo, Dedekind pudo demostrar con rigor que toda sucesion estrictamente
creciente y acotada superiormente de reales tiene por limite un nimero real. Esta

proposicion es conocida modernamente como el principio de continuidad de Weierstrass.

La idea de “cortadura de Dedekind” en el dominio de los numeros racionales, o
cualquiera de las construcciones anteriormente mencionadas equivalentes a los nimeros
reales, han venido a reemplazar la idea de magnitud geométrica como columna vertebral

del analisis, permitiendo definir los nimeros reales desde una perspectiva puramente

35



aritmética. Estos numeros reales se diferencian de los racionales ya que los primeros
cumplen con el principio de continuidad. Este principio de continuidad se enuncia de cuatro

maneras, las cuales son equivalentes:

Principio de Dedekind. El conjunto de los nimeros se divide en dos conjuntos no vacios X
e Y sin elementos en comun, de forma que para xe X, ye Y arbitrario se cumpla x<y, existe
entonces un Unico numero & (la frontera) para el cual x<'& <y, cualquiera que sean xe X,

yeY.

Principio de Cantor. Dado un sistema de intervalos encajados [an ,bn] existe un Gnico

namero real  que pertenece a cada uno de los intervalos.

Principio de Weierstrass. Si una sucesion no decreciente de nimeros reales esta acotada

superiormente, entonces es convergente.

Principio de Cauchy. Toda sucesion fundamental de nameros reales converge.
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CAPITULO 2

AGREGADOS COMPUESTOS POR UNA CANTIDAD

FINITA DE ELEMENTOS.

Uno de los temas fundamentales en el proceso de fundamentacion del Calculo fue la
construccion de los numeros reales. Para ello varios matematicos hacen sus aportes
mediante diferentes definiciones y construcciones de estos numeros, donde lo decisivo

giraba alrededor de las cantidades irracionales y el continuo aritmético.

En 1865 Weierstrass realizd notables aportes en los cursos que el ofrecia cada dos afios,

titulados Introduccién a la Teoria de Funciones Analiticas, con los cuales continuaba y
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lideraba el nuevo modelo del rigor y aritmetizacion del anélisis. Siendo uno de los primeros

matematicos en ofrecer una definicién satisfactoria de nimero real.

Weierstrass construye los numeros reales, con el fin de fortalecer la base del andlisis
matematico, y definir concretamente los conceptos fundamentales de la teoria de funciones,
para asi crear su teoria de las funciones elipticas. Ademas, construye los reales, evitando
el “error l6gico” de Cauchy, quien los habia definido como el limite de sucesiones
convergentes de numeros racionales, pero el concepto de limite habia sido construido

asumiendo la existencia de estos nUmeros.

La construccion de los numeros reales de Weierstrass, fue dada a conocer por las notas
de clase de sus alumnos H. Kossack, y Adolf Hurwitz, notas que actualmente se encuentran
registrada en el libro “les constructions des nombres reeks dans le mouvement d

aritmetizacion de analyse” de Jaqueline Boniface.

Este capitulo presenta la primera y segunda leccion del texto mencionado anteriormente.
En las lecciones, se encuentran los presupuestos tedricos, definiciones y las pocas
demostraciones que Weierstrass present0 para la construccion de los numeros racionales.
Posteriormente formalizaremos esta construccion, en un estilo moderno, y demostraremos

las propiedades algebraicas y de orden.
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Inicialmente se retomaran algunos apartes del articulo anterior a EI Curso de Karl
Weierstrass sobre los fundamentos del anélisis en la redaccion de Adolf Hurwitz
denominado Razones y Caracteristicas de la “Revolucion” Weierstrassiana, con el fin de

contextualizar un poco el tema de este capitulo.

Weierstrass pretendié definir desde el inicio de sus cursos, el continuo aritmético, es
decir el conjunto de magnitudes que hoy llamamos nimeros reales. Para esto construyé los
nameros racionales positivos a partir de los nimeros enteros positivos y posteriormente
construyd los irracionales a partir de su definicién de partes exactas. Cada nimero — entero,
racional o irracional — lo denota como un agregado, es decir, un conjunto compuesto por

elementos con caracteristicas especificas.

Weierstrass, retoma la definicion euclidiana de nimero® para definir un nimero entero
positivo como un agregado de unidades, ademas llama al numero racional ‘“nimero

complejo” y lo define como un agregado de diferentes unidades, es decir, unidad principal

. ey , . 1
refiriéndose a la parte entera del nimero y sus partes exactas que seran de la forma —, con n

un entero positivo.

% Un niimero es una multitud de unidades.
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Weierstrass ilustra lo anterior mediante el siguiente ejemplo y nota que un mismo
namero puede ser representado de diferentes maneras, lo cual ocasionaria confusiones en la
diferenciacion de un namero con otro. Por ello, Weierstrass define la igualdad mediante

una relacién de equivalencia para solucionar este inconveniente:

- . f 11 . .
Por ejemplo, el nimero racional — que esta compuesto por 3 unidades principales y el

11 R 11 1y , ., 1111 z .
agregado | 7.7 ) que puede ser escrito {Z.=.Z) 0 también | =.<.<.= |. El manifiesta que cada
70 6 B 6 6 B B

namero racional tiene una infinidad de escrituras posibles, en la medida donde una unidad tenga
una infinidad de partes exactas. Con el fin de identificar cada escritura diferente de un mismo

nimero con el nimero en si, Weierstrass defini6 la igualdad como “relacion de equivalencia”.
[Bon 02 ; p. 34]

A la relacion de equivalencia solo estaba caracterizada por la propiedad simétrica y

transitiva, dado que la propiedad reflexiva no era tenida en cuenta.

Weierstrass define ademas, otras magnitudes, refiriéndose a la magnitudes con una
cantidad infinita de elementos, las cuales a diferencia de las anteriores deben cumplir con el
criterio de finitud - Un nimero nuevo es finito si es menor que algun racional- y ademas,
supone gue con estas nuevas magnitudes también se pueden realizar operaciones de igual

forma como se realizan con las magnitudes finitas:

Segln Weierstrass, se esta conduciendo a las nuevas magnitudes numéricas, en
consideracion de los agregados compuestos de una infinidad de elementos. Estos agregados,
son comparables con los infinitos conceptos numéricos de Bolzano'?, con la condicién que
satisfagan la condicion de finitud, se suponen los mismos célculos que las magnitudes

10 Boniface resalta la diferencia entre estos dos autores: Cf. EIl preAmbulo. La diferencia entre los dos es
esencialmente que los agregados de Weierstrass no comprenden los infinitamente pequefios, que Bolzano
considera
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numéricas compuestas de una cantidad finita de elementos, es decir que los nimeros racionales.
[Bon02 ; p. 34]

Observemos que, Weierstrass con la utilizacion de su condicion de finitud, estd dejando
de lado las magnitudes infinitamente pequefias, lo cual esta directamente relacionado con lo

que hoy se conoce como propiedad arquimediana®®.

Weierstrass, replantea la definicion de igualdad para poder asi ampliar el dominio
numérico, y lo hace mediante transformaciones, en donde toda parte de una magnitud es
transformada en una parte de la otra y viceversa. Es asi, que en adelante identificaremos a
las magnitudes compuestas por una cantidad infinita de elementos como la representacion
de los nimeros irracionales, aunque Weierstrass no diga nada acerca su existencia como lo

nota en la siguiente cita:

La definicién de igualdad, concebida para los nimeros enteros como correspondencia
biunivoca entre los agregados que los representan, habia sido modificada con el fin que se
pudieran aplicar a estas nuevas magnitudes, desde entonces, dos magnitudes numéricas son
iguales si toda parte de la una puede ser transformada en una parte de la otra y reciprocamente.
A partir de esta definicién de igualdad, todo esta en su lugar para ampliar el dominio de los
numeros considerados hasta aqui (el conjunto de los nimeros racionales), y extenderlos a las
“magnitudes numéricas” que son los agregados compuestos por una infinidad de elementos y
gue tienen un valor finito (es decir la suma de sus elementos es inferior a un nimero racional).
Sin embargo Weierstrass no dice aun nada acerca de la existencia de estas magnitudes, debido a
que no las identifica con los numeros irracionales; como tampoco llamaba “numeros
racionales” a los agregados compuestos por una cantidad finita de elementos. [Bon 02 ; p. 34]

Weierstrass identifica los nimeros irracionales, solo hasta el momento de definir el
limite de una sucesién de nimeros racionales, ya que antes de ello no tendria sentido definir

los “irracionales” como limite de dichas sucesiones porque no se sabe si fuera del dominio

11 sea f = 0. Entonces paratodo x £ R existe unn € N tal que nf = x.
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numérico racional existen otras magnitudes, esto se da solo cuando se hace extensivo el

dominio numérico:

El abord6 sin embargo la existencia de nimeros irracionales en su dltimo curso de este
semestre en 1886, redactado por G .Thieme, al momento de definir el limite de una sucesion de
numeros racionales. El subraya aqui que el interés de Weierstrass no es por una construccion
de los “numeros reales” puramente formal; su propdsito es clarificar la teoria de funciones, y es
luego con la cuestion del limite de una sucesion de nimeros racionales que se posiciona para él
la cuestion de la existencia de los numeros irracionales. No se puede en efecto hablar de tal
limite si los nimeros irracionales no han sido definidos con anterioridad. [Bon 02 ; p. 34]

Aunque G. Thieme nota que, la construccion de los nimeros reales no era el principal
interés de Weierstrass, creemos que si le eran necesarios para darle claridad y continuidad a
su teoria. Luego la definicién formal de los numeros irracionales era pieza clave dentro de
sus cursos, por lo tanto, era un problema el no tener completo un dominio numérico con el

cual en adelante se pudiera trabajar:

Weierstrass expresa claramente este problema:

Si partimos de la existencia de magnitudes numéricas racionales, entonces no tiene sentido
definir los irracionales como limite de esas magnitudes, primero que todo porque no podemos
saber si existen, fuera de las magnitudes numéricas racionales, aun otras magnitudes.

Es solamente cuando se consideran magnitudes extensivas que se puede hablar del limite
de un segmento, pero no si uno se ubica desde el punto de vista puramente aritmético. Pero las
magnitudes numéricas tal como las hemos definido anteriormente, abarcando todos los

nimeros racionales, también comprenden otras magnitudes. Consideremos por ejemplo el

, “« 1 i 1 .
numero “e” que esta compuesto de elementos 1,:,—5, — entonces esta es una sucesion

1 geeey
¥
n:

bien definida, que define una magnitud numérica bien determinada; al mismo tiempo Hermite
ha logrado mostrar que no existe ninguna magnitud numérica racional que le sea igual segun la
definicion dada. EI deduce que el dominio numérico no esta completo con los ndmeros
racionales'2,

2 Citado por [Bon 02 ; p. 35].
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Weierstrass realiza una diferenciacion entre cuando una magnitud con una cantidad
infinita de elementos representa un nimero racional o un irracional, puesto que si no existe
una condicion que los diferencie nada garantizaria en palabras de Weierstrass la existencia

de otras magnitudes diferentes a las racionales:

Una definicién de las magnitudes numéricas como agregado (de un nimero finito o infinito)
de elementos no puede garantizar la existencia de otras magnitudes que las magnitudes
racionales, definidas como agregados de un nimero finito de elementos. Ciertos agregados
compuestos de una infinidad de elementos pueden en efecto ser equivalentes a una magnitud
racional, y nada prueba hasta alli que no ocurra lo mismo para todos. El ejemplo del nimero e,
definido por el agregado (lii f ) que no es equivalente a ninguna magnitud racional,

establece sin embargo la existencia de otras magnitudes, que se llamaran magnitudes

“_

irracionales. Asi el nimero “e” es la magnitud irracional definida como limite de la suma de

11 1 . . .
los elementos del agregado {L:JEJ...;, ) Hablar del limite de magnitudes racionales

adquiere en adelante un sentido; dicho limite es una “magnitud numérica” racional o irracional.
[Bon 02 ; p. 35]

Con lo anterior expuesto podemos ahora iniciar con la primera y segunda leccién que
presenta Weierstrass en uno de sus cursos en el verano de 1876, redactado por Adolf

Hurwitz:

Weierstrass, en su primera conferencia presenta las definiciones de ndmero usual y
namero complejo, define las operaciones suma y producto para estos mismos numeros, asi
como sus propiedades. Finalmente presenta la definicion de una parte exacta de la unidad

que le serda muy util en su segunda conferencia.
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En la primera parte, Weierstrass presenta las definiciones de: nimero, niUmero complejo, la

suma y la igualdad entre nimeros usuales:

Primera Conferencia. Capitulo 1
Definicién de nimero

El concepto de nimero consiste en un agrupamiento por el pensamiento de cosas para las
cuales se han descubierto una propiedad comun, en particular de cosas idénticas para el
pensamiento. Cada una de esas cosas, las designaremos como unidad del nimero.

Numero complejo

Por nimero complejo entendemos el agregado compuesto de nimeros de diferentes
unidades (a pesetas, b reales, ¢ céntimos). Estas diferentes unidades las Ilamamos los
elementos del nimero complejo.

Adicion

Por suma de dos nimeros a y b, que pueden ser dos nimeros usuales o dos nimeros

complejos, entendemos el nimero generado en asociacién por el pensamiento de las unidades
del namero b con las del nimero a.

Igualdad
Dos cosas a y b son mutuamente iguales, si puedo establecer entre ellas una unién, una
relacién, que designamos por @ = & lo que es lo mismo & = o y que sia = & y & = ¢ entonces

también a = ¢.

[Bon02; p.36]
Recordemos Weierstrass define la igualdad a partir de las propiedades simétrica y
transitiva, que caracterizan lo que llamamos hoy “una relacion de equivalencia”, que

aungue como Yya se especificd en notas anteriores la propiedad reflexiva no se tenia en

cuenta.

En seguida Weierstrass, realiza en un paréntesis la interpretacion geométrica de lo
anteriormente mencionado, que aunque él pretende desprenderse de todo referente
geométrico, suponemos que lo hace con el fin de ejemplificarla para darle mayor

explicacion:
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Por ejemplo, se pueden nombrar mutuamente igual dos segmentos en el espacio si son
paralelos, y tienen la misma direccion y si coinciden. [Bon02; p.36]

Ahora, presenta su explicacion a lo que él define igualdad entre dos numeros usuales

-enteros- y establece el orden de los mismos nimeros en el caso de no ser iguales:

Podemos ahora nombrar mutuamente iguales dos numeros usuales a y b si, cuando
reemplazamos una unidad de a con una unidad de b, otra unidad de a con otra unidad de b, asi
sucesivamente, cada unidad de a encuentra una unidad correspondiente de b; de modo que en
ninguna unidad de a sobren elementos por reemplazar. En otro caso®®, diremos que a>b (mayor
que) o que b<a (menor que). [Bon02; p.36]

En esta parte Boniface sefiala que Weierstrass no considera el caso donde b este
compuesto de mas unidades que a, es decir a<b, asi su demostracion no es rigurosa. El
define de hecho, la igualdad de dos numeros usuales (agregados de unidades) como
correspondencia univoca (en términos actuales como aplicacién de a en b). En vez de

definirla como correspondencia biunivoca.

Weierstrass define para la suma dos propiedades, la primera de ellas se conoce como
propiedad conmutativa de la suma y la segunda la define como la propiedad conmutativa
aplicada a tres términos, la cual no debe ser confundida con la propiedad asociativa. Y
luego de enunciar estas propiedades, presenta un caso en el que estas se aplican
especificando que el orden en que las operaciones se efectien no depende de la cantidad de

nUmeros que se sumen:

13 Boniface comenta que lo que, Weierstrass quiere decir en el caso donde queden unidades de a sin
unidades correspondientes de b.
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Leyes de la suma
Conforme a esta definicion podemos plantear las siguientes proposiciones concernientes a la
adicion:

1. a+b =b+a
2. lathl+ec =latcl+h

De estas dos leyes, se sigue que la suma de una cantidad cualquiera de nimeros es
independiente del orden en que la suma se efectué. Porque si:
la+b+ce+dl+el +f = la+h+c+d)+ fl + e segln lasegunda ley, y
la+b+cl+d+e+f =(a+b+d)+c+e+ figualmente segin 2,y
a+bt+ctdtet+tf =btatctdtetf

Segun propiedad 1; de donde es permitido en una suma permutar dos nimeros cualesquiera.

Por las permutaciones sucesivas, sin embargo, cada nimero de la suma puede ser ubicado en un
lugar cualquiera. [Bon02; p.37]

Weierstrass, a la suma de a 'y b le determina un nimero c, pero analiza el caso en el que
el valor de b no sea conocido, entonces realiza lo que conocemos como la solucién de una
ecuacion lineal, realiza el respectivo despeje y los resultados obtenidos los analiza, es
decir, despejando b de la suma dada se obtiene ¢ - a, como se viene trabajando con

nameros positivos entonces, ¢ = a, de lo contrario b seria un nimero negativo:

Si ¢ es un nimero (usual), entonces se lo puede considerar como la suma de un nimero
dado a y de un nimero b buscado. Se designara entonces b, en tanto que resulte de c y a, por
{c —a). (c —a) es por consiguiente el nimero que adicionado a a da por resultado b. el
simbolo (¢ — &) no significa inicialmente que ¢ = a. En el caso contrario diremos que es algo
imaginario (en el sentido original del escrito).

Multiplicacién
Por a® entendemos el nimero que, b sera considerado como unidad, consiste en a tales

unidades (b). La operacion por la cual, a partir de a y &, se encuentra el nimero ab, es llamada

la multiplicacién.

De esta definicion se sigue que:
1. ab =bha
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2. (ab)e=(ac) b
3. (a+hlc=ac+hbec
[Bon02; p.37]

Weierstrass, relaciona el producto de enteros como la solucién de una ecuacion lineal tal

como lo hace para la suma, como se cita a continuacion:

Queda ahora la cuestién inmediata de saber si un nimero dado c puede ser el producto de la
T -, , . - . L
multiplicacion de un nimero dado a por un numero buscado b. Se designa el niumero b por ]

este simbolo no manifiesta sin embargo una significacién real si c es un multiplo de a, si es asi,

diremos que proviene del dominio de los nimeros que tienen el niamero a por unidad. En el
. & . .

caso contrario — no tiene sentido. [Bon02; p.37]

Luego presenta la definicion de partes exactas de la unidad, que es la base de toda su
teoria. Son estas partes exactas de la unidad los elementos de cada uno de los agregados
que el utiliza para construir tanto los racionales como los irracionales:

Partes exactas de la unidad
Definimos en efecto i como un elemento que, multiplicado por &, se obtiene el elemento

principal, la unidad. % es llamada una parte exacta de la unidad. En adelante entenderemos por

magnitud numérica todo nimero complejo cuyos elementos son la unidad y las partes exactas
- son una infinidad - . [Bon02; p.38]

La primera conferencia de Weierstrass llega hasta este punto, en donde sus
definiciones se centraron en darle operatividad a los numeros usuales y la culmina

definiendo lo que ¢l denomina “partes exactas de la unidad”.
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En su segunda conferencia define al numero complejo (nimero racional) como una
magnitud numérica con una cantidad finita de elementos, cuyos elementos son la unidad y

Sus partes exactas.

Inicialmente, presenta la cerradura del producto entre partes exactas de la unidad -una
parte exacta de la parte exacta de la unidad es otra parte exacta de la unidad- la cual sera
también elemento de una magnitud numérica, y lo ilustra mediante un ejemplo particular y

posteriormente lo presenta de forma general:

Las partes exactas de las partes exactas de la unidad son también partes exactas de la unidad
y por consiguiente aparecen también como elementos de las magnitudes numéricas. Por
ejemplo, la 4% parte exacta de la 5% parte exacta de la unidad es la (4.51%%% parte exacta de la

unidad. En efecto i significa, segun nuestra definicién, un elemento que, multiplicado por 4.5
da como resultado la unidad, sea, i + ﬁ+ 4—15 + -+ 4—15 (con 4.5 términos semejantes)= 1

L 1 1 1 1 1 . . .
6 (E"'E"' "'E:I + 4+ (E"'E"' ---+E:I(Con5parente5|s semejantes) = 1.

Pero por otra parte, i es el elemento que, multiplicado por 5, es equivalente a la unidad.

1 1 1 . 1 1 1
Luego — +—+ -+ — debe ser equivalente a, = 0, — debe ser la 4% parte exacta de -.
4.5 4.5 4.5 5 4.5 H

1 i 1 v . i
De manera general, P debe ser la m*™* parte exacta de Sy también reciprocamente la n®™*®

parte exacta de i [Bon02; p.38]

Weierstrass, define unas transformaciones las cuales son parte fundamental para el

desarrollo y justificacion de su teoria, y para nosotros fueron pieza base para el

i

.1

entendimiento de la misma: 5

s
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Bajo los supuestos mencionados anteriormente, podemos considerar ahora las siguientes
transformaciones de una magnitud numérica:

. 1 . ..
1. n elementos cualesquiera - pueden ser reemplazados por la unidad principal.

2. Cada elemento puede ser reemplazado por sus partes exactas. Por ejemplo

L, i, .
1 por m.—;  —por E:.m, etc. [Bon02; p.38]

. . . 1 .
Interpretando las anteriores transformaciones podemos cambiar a = - por la unidad y la

. . 1
unidad puede ser escrita como n -.

Utilizando las transformaciones, Weierstrass define nuevamente la igualdad y el orden

entre dos magnitudes numéricas:

Podemos ahora decir que dos magnitudes numéricas a v & son mutuamente iguales si a
puede ser transformada por las transformaciones indicadas en otra magnitud a ° que contiene
los mismos elementos que & y tantas veces como en &. Pero si @ puede convertirse mediante
transformaciones ena', o " donde z'contiene los mismos elementos que & y en las mismas
cantidades, pero donde & " representa aln otra magnitud numérica, entonces decimos que

a=>bob<a [Bon02;p.39]

Es decir, para que dos magnitudes numéricas sean iguales, debe darse una

correspondencia biunivoca utilizando las transformaciones dadas, de lo contrario las
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magnitudes en cuestion son diferentes porque una de ellas tiene mas elementos que la otra,

asi se recurra a las transformaciones sobraran elementos que no podrian ser transformados.

Veamos ahora, como Weierstrass realiza la comparacion de dos magnitudes numéricas

av b por medio de transformaciones.

Comienza por darle a los numeros usuales el nombre de numeros enteros, debido a que
estos estdn conformados solo por unidades, ademas, determina entre estos lo que
conocemos como el maximo comun divisor, que aunque dentro de la comparacion que

pretende presentar este elemento no lo utiliza, €l lo da a conocer:

Sean & v £ dos nimeros usuales, que tiene por elemento solamente la unidad y que podemos
nombrar nimeros enteros. Existe entonces un tercer nimero entero y que es un divisor de los
otros dos, Yy es el mas grande de todos los divisores que dividen tanto a «como a 5. El
ndmero ¥ puede naturalmente ser la misma unidad si precisamente « v & no tienen ninguna

medida coman. [Bon02; p.39]

En la comparacion de magnitudes numéricas, Weierstrass nota que en la préctica las
transformaciones que él plantea van paralelas a elementos que se encuentran en la teoria de
numeros. Realiza la comparacion de dos magnitudes numericas llevandolas a un minimo
comun mdltiplo, realiza las respectivas transformaciones de tal manera que todos los

elementos de las magnitudes numericas queden representados por un elemento comdn y
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finalmente compara la cantidad de veces que ese elemento comun esta en cada una de las

magnitudes comparadas:

Existe siempre, en efecto, para los nimeros enteros cualesquiera a, .as. ..., a, de multiplos
comunes. Los nimeros ¢ que son maltiplos comunes de cada uno de 10s NUMEros a, .a,. ... &y,
y en particular un nimero ¢, del cual todos los nimeros ¢ son multiplos. ¢, se llama el

minimo comun multiplo de los ndmeros a, .a;....a,. Si ahora los nimeros ay & estan

. . . i 1 i 1 . , .
constituidos respectivamente a partir de los elementos Ty g Yy Sices el minimo
i 2 1 2

comun multiplo de los nUMeros ay .oq. ..y &y By, By, de modo que

1
Gy8y =€ 0z 6y =Cownfiby = ¢, f2 by =c,.. entonces cada elemento — puede ser

T

1 i .
reemplazado por o, — elementos= a, elementcus; , de modo que las magnitudes
£ S -}

;. 1 .
numéricas o v & sean transformadas en otras que posean solamente el elemento i Si las

. 7 . - . . 1 .
cantidades numéricas = y & tienen la misma cantidad de elementos -, entonces (segln la

definicién) ellas son iguales, en el caso contrario son diferentes. Se puede sin embargo también
considerar, por transformacion de los nimeros a ¥ &, cada mdltiplo p.c de ¢ como multiplo

comun de @y .gq. . dy. By, By, By Ly falta mostrar que esta otra eleccion del maltiplo no
ejerce ninguna influencia sobre la comparacion de = y 5 Realmente, si el nimero a se

- 1 1 . .
convierte en m elementos " b en n elementos ~, entonces se convierten respectivamente en 2m
1 1 - 1 1
elementos =Y 2n elementos =Y respectivamente en p.m elementos o ypn elementos —

de donde se sigue la independencia de la eleccion del maltiplo comin sobre el resultado de la
comparacion. [Bon02; p.39]

Con las nuevas concepciones planteadas, Weierstrass define las operaciones suma y

multiplicacidn, asi como sus respectivas propiedades:
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Adicion

Definicion de la adicion de magnitudes numéricas (nimeros mixtos)

Si se agrega a los elementos de una magnitud numérica & un elemento de &, después un
segundo elemento de b, y asi sucesivamente hasta que todos los elementos de b sean agotados,
entonces se llama al resultado obtenido, que es nuevamente una magnitud numérica, la suma de
ayv b a+b Entonces a+b=254+a (porque un elemento que se encuentra & veces en
oy B veces en bse encuentra, segun la definicion, « +g vecesen a + b, y § 4o Veces en
h+a)® Ademds, (a+ & +c={a+c)+ 5 de donde se sigue, en relacion con

o+ b =& +a, el orden en el cual se suma un ndmero cualquiera de magnitudes numéricas, no

influye sobre el resultado final'®. La adicion es una operacion univoca. En efecto, si se
reemplaza en @ + & en lugar de b otro nimero 5, = & , entonces la suma también es otra. De

b, = b sigue en efecto que se puede transformar sen & y & en &% 5" Luego también se tiene

quea + & = a + b. [Bon02; p.40]

Multiplicacién
Definicion de la multiplicacion de magnitudes numéricas
Ahora procuremos buscar si a partir de dos nimeros enteros usuales cualesquiera a y b, se
puede obtener un nimero que designaremos por ab, la operacion que se indica por ab debe
satisfacer las siguientes propiedades:

1. ab=ha
2. (able="(aclh
3. albt+c) = (ab+ac)

De 3y 1 resulta facilmente que:
3. (&' + b%c¥+.) =aa +abtac + -+ ba' + BbYbc" + o+ ca +chFoc ..

De 3’ resulta que se puede representar ab como la suma de un cierto nimero de simbolos 1.1.
[Bon02; p.40]

Veamos esto con un ejemplo: supongamos los nimeros enteros 2y 3, cuyo

producto se representa (14 1)(1+2), aplicando propiedad 3 se tiene

14 Definicién que hoy en dia se conoce como propiedad clausurativa de la suma o cerradura en la suma
15 Esta propiedad no debe ser entendida como la propiedad asociativa, recordemos que es la propiedad
conmutativa para tres términos.

16 Enunciado que conocemos como propiedad conmutativa de la suma.
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1.1 +12+11+ 12 pero este mismo producto lo podemos representar como
(1+1)(1+ 1+ 1), aplicando la propiedad 3' obtenemos 1.1+1.1+1.14+1.1 +1.1 + 1.1

y por Gltimo, por la propiedad 3 tenemos 2(1.1) +2(1.2) =2 + 4 = 6.

A este simbolo sin embargo se le puede aun dar una significacion arbitraria, y no se puede
dividir mas. Si se adjunta a €l el valor 1(la unidad), la operacion indicada por ab es entonces
perfectamente determinado. Si ahora extendemos la multiplicacion a los nimeros complejos®’,
como un tercer nimero tal que para la operacién ab las leyes 1, 2, y 3 sean validas.

[Bon02; p.40]

Ahora Weierstrass, define lo que se entiende por el producto de dos elementos, en donde

. 1 1 . . . .
toma como referencia el producto — X —vy fija que la unidad veces la unidad es la unidad, es

. 1 1 . . o
decir, m.n veces— X — es la unidad. Y luego toma magnitudes numericas conformadas a

. ., 1% ..
partir de los elementos de la sucesion {;} , las cuales la operatividad de su producto
n=1

, . . . p- .y 1 1
estara de acuerdo con las leyes 1, 2y 3 y ademas con la significacion de — X —

A propésito de nuestras magnitudes numéricas (nimeros mixtos) debemos pues decir que
1 1 . . .. . . . g
gueremos entender por —X—. Esta significacion no es del todo arbitraria si fijamos que la

unidad veces la unidad debe ser la unidad.
Pues se tiene entonces:

17 Aqui anota Boniface que estos nimeros complejos deben ser entendidos dentro del significado de
Weierstrass.
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(i+i+i+--- u:u:unmtér‘min-:usjl (£+£+£+--- -:Dﬂﬂtérminns) =1,
m m m n n n

Por la propiedad 3 se sigue que la propiedad 3’ es valida.
(Exieinipmpinziiniong)=1
m n m n m n m n

, - . . . . i i .
En el paréntesis existen sin embargo m.n términos —X Estos son luego equivalentes a la
. - 1 1 . . P 1 1
unidad, o bien —X_8s la (m = n) =" parte exacta de la unidad, es decir igual a — X

Si Ahora, si @y b son dos magnitudes numéricas cualesquiera, compuestas a partir de los

elementos 1,-,=,..., su multiplicacion es de ahora en adelante operable conforme a las leyes 1 -

[ERI
01|

3y a la significacion de i xi . Debemos ahora demostrar que tal producto satisface las leyes

1,2y 3. [Bon02; p.41]

Enseguida Weierstrass demuestra las propiedades para las magnitudes mencionadas

anteriormente:

Si « designa un elemento de a, # un elemento de b, entonces ab=¥ af, ba =¥ fa, Yy
puesto que para los elementos de v 3, la ley . § = . &, que resulta de la definicion de . 3,
esto es valido, entonces (1) ab = ba lo que también es; (ablc = Lafly, ach= L ayf, por
consiguiente gfly = ays, se tiene también abc = ach

2; alb+cl=Ealff +Ey)=Eaf + Zay = ab + ac'®.. [Bon02; p.41]

2.1 CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS RACIONALES

18 Donde (1) y (2) son las propiedades conmutativa y distributiva respectivamente.
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Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente enseguida elaboraremos una construccion
de los numeros racionales utilizando los presupuestos establecidos por Weierstrass e
incorporando algunos elementos de la teoria de conjuntos. Para esto, al igual que lo hace
Weierstrass, supondremos la existencia de los nimeros enteros como grupo ordenado, y

ademas la existencia de aquellos elementos que Weierstrass denomina partes exactas de un

, 1
nimero y lo denota por —,n € Z.

. . 1 1 .
Consideremos al conjunto B = {—,n € E} , en donde —se define como el elemento que
T

al multiplicar por n se obtiene la unidad.

Definamos la sumay el producto en B

1. Suma:
1 1 1 i
;-l—;:cx:, donde c:mcm(njmjya’E.L,a’za’1+ﬂ’2

Propiedades:

1 1 1
a-+—=—+
(] ™

M

i , propiedad conmutativa, esta propiedad es inmediata dado que la
suma se define en términos de mcm.
b. [5 + i) +i= %+ (i + %) propiedad asociativa.

n m r

2. Producto:
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1 1 1 ; 1 ,
X—= donde —— debe ser la n"™% parte exacta de —y reciprocamente. Esta

nxm’

R

operacion para Weierstrass significa las partes exactas de las partes exactas de la

unidad.

Propiedades:

1 1 1 . .
X — = =X = propiedad conmutativa
™ ™ T
1 1 1 1 f .-
) X===X (— X —) , propiedad asociativa.
3 n m t

1 .
Para las partes exactas — y las partes exactas de las partes exactas de la unidad se

pueden considerar las siguientes transformaciones:

1. n elementosi pueden ser transformados por la unidad principal
2. Cada elemento puede ser remplazado por sus partes exactas, por ejemplo 1 por = %

1 1
y - por b-ﬁ.
oy ., .. . .y . 1
Utilizando la transformacion 2 podemos definir el inverso multiplicativo de —, que mas

adelante lo retomaremos.

Definamos ahora la coleccion de los conjuntos
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ko)t 11,1 =12 .
B _{{ ,nzj...Jnk},’mEBJa_ijz, k}, luego sea

My

A=(U B*)UB%keNyB =0

Definamos en A las siguientes operaciones:

Seaa:{i’il---’i} };rb:{l i ---’bi}:a’b E‘q
@y g mn

am B, byt

Definicion 1
La suma de a'y b es la union de todos los elementos de a con los elementos de b, de la
siguiente manera:

cos - (2.2 2ol 3]

..'
G by

1 1 1 1 1 1
EUE R RV UL
a, g Gm b, by by

Definicién 2

El producto de a y b se obtienen multiplicando cada uno de los elementos de a con cada
uno de los elementos de b
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Proposicion 1

La suma es conmutativa y asociativa

Demostracion:

La demostracion es inmediata por las propiedades de la union de conjuntos.

Proposicion 2

El producto es conmutativo

Demostracion:

De la definicion y propiedad del producto en B esta conmutatividad es inmediata.

Proposicion 3

El producto es asociativo

Demostracion:
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z &m 1 Pz B €1 Fg Ef
_{1 11 11 11 11 11 11}®11 1
_b_’ J':z_bn’ﬂ:b_’ ’ﬂ:b.l’ ’Emb. E.nb..’ ’Emb.l c_’r:.. "5_1"
11 1 11 111 1 111 111 111
= e T e e — e
-F-N g bpoy ag by oy g by g am by o am by o @m by o;

N {E:':b'_"_}! JE'_':bn";'_}JE:':b:c:}’ JI"-?:':;!"'.'1'5::'P JI"3.'l'lliz""_':_l":lJI"3.'1'1'?:1"':";_f:IJI JI"1.'1'1':1"'.‘1'51")

1 1 1 1 1 1 1 }

{11 101 1 1 101 1 1 1}

r r r
- Gy Bypc, g B.Cq

CRITERIO DE COMPARACION DE WEIERSTRASS

1 1 1 1 1 1
Seana = {2, My b= {553
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Sea ¢ el minimo comun multiplo de los nimeros a4, a,, -, a,, y by, b,,---, b, de modo que
existe Oy, 0y, "t Oy y By.Bs . 5, tales que
iy = ¢ t,a, =¢C, ", &,d,, = ;b =c fF,b,=c.6,b,=c, luego por las

. - 1
transformaciones dadas por Weierstrass a cada elemento —  le corresponde un elemento

Em
. 1
m
. 1 1 1 11 111 1 11 1 .
Luegosetlenea= e B e L L LI es decir
a, g T c c c g @ c c' e C
X, — YECHS On— VECES Gy — VECES

De igual manera para b,

1 1 1

b= {b_,_’b_""’b_n} = ﬁ%: conf =X, .Bb;=c

De modo que a,b € A son transformados en otros agregados que poseen solamente el

1
elemento -
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. . . . . 1
Por lo tanto, si las transformaciones de a y b tienen la misma cantidad de elementos - es

decir @ = 5, entonces a y & son iguales.

La representacion de los elementos de A, es Unica debido a la unicidad del minimo comun

maultiplo.

Utilizando el criterio de comparacién de Weierstrass se puede definir la siguiente relacion

de equivalencia entre los elementos de A.

Sea ~ la siguiente relacion definida en A

{i LI i}m{i 1. i} Si solo si existen c,d ET
E:JE"! !Em b-’_’b:'_’ an y P 4. c &

1 1
p-=gq7, conc=mecm (ay, a9, an), d =mem(by, by, b,), p=%1, o,

aa;=c, §=Xi=f;, fib;=d

PROPOSICION 4

La relacion ~ es una relacion de equivalencia

Demostracion

tales que
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Seana,b,d € A talesque a = {i,i,---,i},b = {i,i,---,i} v
o, Gg G, Gg

Gm G

S e
5
o
-
S| e
S

i. ~ esreflexivaes A

Demostracion:

Paratodo a € A, a~ a se deprende del hecho de ké = k% conk, e € Z, donde

e =mcm(ayaz . a,)y k=X a;, aa;=e

ii. ~ essimétricaen A;: Va,b € 4,a~b = b~a

Demostracion:

¥ r ¥
o Ry b

Supongamos que {i L, i}w {biibi} entonces existen k, h, c, e € Z, tales
24 1 it

1]

que .fr;%= hi, con ¢ =memlay,az, -, Qm), € = mem( by, by, -, b,),
k =¥t 0, aua;=c¢, h=%1-,5;, f:bj=¢e
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Por la simetria de la igualdad se tiene que h-=k-, entonces

1 1 1 1 1 1
e, e —
by by by Ey Gy Gm

Por lo tanto a~b

iii. ~ estransitivaen A: Ya,b,c €A,a~by b~d = avc

Demostracion:

{i 1 i}w{l kS i} {i 1 i}w{i E 1}
Supongamos que E‘JE"J JE;"I"I. bi_-lbz‘l Jb.‘l }r ba_'lb:'l Jb.‘l I:l‘]_’l:i‘E’ ru.__

1
g

luego existen k,h, g,c,e,f €T talesque k% =h=-y h§= g; donde

C=mcm(ﬂr1_|ﬂ'2_|.l._l ﬂ-m}; Eme{blleJ"'an}J ¥ f =mcm{:dljd2.l"'1d}.}

k =Xz o, aa;=c¢, h=XF, fib=e ¥y E:E}?:laf; &;d;=f

luego x1=g1  entonces {ijil_,_ i}w{.—,—,---,—}
€ F .

Por lo tanto a~d

De i, ii y iii. Setiene que ~ es una relacion de equivalencia
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Definicion 3
Se dice que una relacion de equivalencia ~ sobre un conjunto A es compatible con la

operacion = definida en A, si se tiene que para a, a’, b, b’ cualesquiera de A,

a~a' A b~b' = (a=h)~(a'=b")

Proposicion 5
Sea * una operacion conmutativa definida en un conjunto A; tal que una relacion de

equivalencia ~ en A es compatible con = si y solo si

(vxy,z €4) (x~vy = (x*2)~y *2)

Proposicion 6

La relacion ~ definida sobre el conjunto A es compatible con la suma definida en A.

Demostracion:

Puesto que la suma es conmutativa basta demostrar la siguiente implicacion

a~b = a@d~b @D d
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R S Lot

¥
Bm 1 Bg n

Demostremos que

esdecir, st=g2
,

x

donde X = mcm{al,ag,---,am,dl, dg,"', d}'}, Y= mm{bl;b:.n"'ﬂhn.ldbﬂ:b"':dj}

Demostracion

1 1 1 1 1 -
Supongamos que {—J—J ---J—}w {b—J —} entonces existe », how,v I tales que

2 dg @m 1 bo bn

1 1
r—=w- donde r = X, v, ra,=h h=mem(ay,a,, -, a,).

1 1 1
yw=%L,w;, wib;=v v=mecm(by,by,-,b,)ysead= {d—,d d—} un elemento de

1 Bz |

L .
A tal que d=t, t=%_t, t;d;=p v p=mem(dydy,d;)

Sean x = mcmi(h,p), existe ky,k, €T tal que x = k;h v x = k,p, donde
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kyh =k.p, utilizando la transformacion 2 dada por Weierstrass en donde h la

1 . ko h . -
reemplazamos por M‘ﬂk_ , Se obtiene =Py ¥= memiv, p), existe £,¢;, € Z talque

g

. (] k.h n

v=tvy y=tp donde t;v = t,p, Yy transformando se obtiene :_L = p luego —= i—”
- . toky . 1 _ 1 1_. 1
Multiplicando la igualdad por P se tiene que k- o ty r donde k, - = t; >

Sea s=k, v g=t,luego se tiene que
1 1 ]
sy=93 s=XLm + Nt neg=tdi=x,x =mem(hp) y
o= E?:ll""’ri + E':.zltij "'Vibz' =t; dz’ =y, V= mcm(pj p}

Y de aqui se tiene la equivalencia que se necesitaba.

Proposicion 7

La relacion ~ definida sobre el conjunto A es compatible con el producto definido en A.

Definicion 4

Se define las clases de equivalencia de la siguiente manera
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=[G = e =]

En adelante denotaremos 1= [1]y 0= [0] = [{ }]

Definicion 5
Notaremos por Q al conjunto cociente A / ~
Afro = {}, cp [ﬁl]ffl {ljij Ji} EAy= [{lJlJ Ji}] }

i m b S

A los elementos de este conjunto cociente los Ilamaremos nimeros racionales.
i 1 1 1
[{_"JE_J _l_}] = QEJ con & = E?;lﬂij o ay = ﬁ W ﬁ = mc*m{aljazj..” ﬂ.m}

=
v lo notaremos en adelante como 7

Por la compatibilidad de la relacion ~ definida en A con las operaciones suma y producto es

correcto definir las siguientes operaciones:

tal que,
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Uil (e | L it e | Pl ] it

Proposicion 8

Las operaciones + v - (entre clases) definidas en @ gozan de las siguientes propiedades:
a)Las dos son asociativas y conmutativas

b)0 es el modulo de la +

c)1 es el médulo del -

d) = es el inverso aditivo de =
-7 ™

e)- es distributivo con respecto a la +

f) Todo racional diferente del modulo de la + posee inverso multiplicativo.

Demostracion

La demostracion de a es inmediata por la proposicion 1y 2 inicialmente demostradas,

teniendo en cuenta que aqui se trabajan con clases de equivalencias.

b) Sean 0=[{ ¥ §= [Ef i}] donde a=X[Z;a; o;a;=f,

B = mem(ay,az,...,Qp)

Veamos que el cero (0) asi definido es el médulo de la suma.
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=[G 2ot ]
=[Gl
=%

Por lo tanto, 0 = [{ }] es el modulo de la suma.

c) Sean

e[y 32 2] e om S, =

1 Gz Tom.

B =memlay,az,...,a,,)

Veamos que el uno asi definido es el mddulo de la multiplicacion.

1 1 1 11 1
PR CRIES N (N
g 6y o - non n
1 1 1 11 1
= {_J_J"'J_}®{_J_J"'J_}]
Loy as - non 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 a3 owan g 1 1 § oy § owany 1 a3 owan g
G4F Q4T G471 Q21 ayn Qs D™l g™ Sy 7T

fi—raoes = reces fi—racres

1 1
Sea 8 = mem/(na,, na,,...,na, ), entonces cada elemento — le corresponde G 5

T

luego
11 111 1 11 1
EJE!"JEJEJEJ' .IE.I JEJEJ -_.E =na&—-, Con
Ny —VECES Ndg—VECES Hidlg —VECESD
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nae=nYe,a;, § =mecmlay,a,, .., a,) entoncesnp =(nay,na,, ..., na,,)

por propiedad del minimo comdn maltiplo, luego & = ng.

Entonces nff = mem(na,, na,, ..., na,,) por propiedad del minimo comdn mdltiplo,

1 1 - 1 1
Por lo tanto, na g=na— ypor transformacion na il i
T

z
nf g

B sen 5=[2 ]y Sl -2

a=x", a, aa, =f, [=mcm(aa,,...a,)

7 (4 o
Se demostrara que ] + (—_E) =0

Il
——
Bk
& e
: |
E
[—
@®
——
8 |n
I,_
mo| -
a1
I,_
_F!I =
E
—_

-[E 2oz 2ol ool 2

Por propiedad asociativa de la suma, luego para cada pareja Ei}
L

o
i =1,2,---,m,como a; = mem{a; —a;) entonces a; = a;a; v a; = —a;(—a;) con

a; =1, esdecir E?;l(ﬂ'f + ":—ﬂ':'}} =0



por lo tanto, (+) es equivalente a
=[ o ol Jo-af ]
=[{ 11

e) La verificacion de la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma,

. 5 g 5 . .
es decir que §G+ —) = %E +—=, es solo rutina por lo tanto no realizaremos su

1

m | T

z
B

demostracion.

}]r a=XZ a, aa; =f, f=mem [91,‘12,"'%1) y

E = [{%,E;"';i }]:18 =Xt,B, B:b;=a, a=mem(by,by,-,b,).

E_

Probemos queg xE=1

o

El producto se realiza con la expansion de sus elementos, en donde los

denominadores resultantes seran de la forma 5 -a. A este -« lo designaremos por
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& =mecm (a,B) y los numeradores seran los X2, @, X7, f; = &, porque &ab, =&, de

ahi que,

De la proposicion 8 numeral f, es posible definir la division en @ =@ — @, como

operacion inversa de la multiplicacién, de la siguiente manera:

|
|
ﬂu.|'1

™R
™R

Ahora nos resta introducir la relacion de orden entre racionales, para ello utilizamos el
criterio de comparacion de Weierstrass, en el cual para todo par de elementos de a los
reduce a un minimo comun maltiplo y compara el nimero de veces que cada nimero posee

el elemento comun, es decir, sean

1 1] 1 e _ _
S T @, @ T Lim &, @0, = 6 c—mc‘m[aLaL am)

1 .
poseen solamente el elemento -, y conforme a lo que plantea Weierstrass en su segunda

conferencia, se tiene que a << b o b << a respectivamente.

El orden en @ se define:
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1 1 ..
Sean a=a- yb =Ff- , con afyc como se definieron antes, entonces

a<gbsi a<f. (=g ordenen losracionalesy < el orden usual en los enteros).

El orden en los numeros racionales se reduce a comparar el nimero de veces que cada

, 1 - .
uno de los numeros comparados posee el elemento — , es decir este nimero de veces

cumplen con las propiedades del orden usual en los nimeros enteros.

De igual forma a <bsiysolosi a=<p, « € Z. Por la ley de la tricotomia
se cumple que a<f o f<a o a=f, entoncesa<b o b<a o a=b, luego, el orden
en @ asi definido es un orden total.

Ahora se tiene que {@.+,-, <} es un cuerpo totalmente ordenado.

CAPITULO 3
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NUMEROS COMPUESTOS DE UNA INFINIDAD DE
ELEMENTOS

Este capitulo se centra en la presentacion de las magnitudes con un namero infinito de
elementos. Donde Weierstrass introduce los elementos necesarios para la definicion de las
magnitudes con una cantidad infinita de elementos y se han explicitado algunas nociones y

demostraciones para facilitar su comprension.

Introduce las partes constituyentes de un nimero. Estas son agregados con una cantidad
finita de elementos, que al ser transformados cada uno de sus elementos formara un
subconjunto que va a estar contenido en la magnitud inicial dada. Es con estas partes
constituyentes que Weierstrass realiza toda su teoria acerca de los numeros irracionales.
Luego presenta un ejemplo donde utiliza estas partes constituyentes para mostrar la

igualdad entre dos magnitudes con infinita cantidad de elementos.

Posteriormente, utilizando las partes constituyentes, define un nuevo criterio de
comparacion para las magnitudes compuestas de una cantidad infinita de elementos.
Criterio que le servira también para comparar las magnitudes compuestas por una cantidad
finita de elementos (racionales). Mediante este criterio de comparacion define un orden

entre magnitudes y algunas de sus propiedades.
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Utilizando el orden establecido, Weierstrass define ndmeros finitos y nimeros
infinitamente grandes. De esta manera excluird, de su nuevo dominio numérico, los
nameros infinitamente grandes. Garantizando que este nuevo dominio cumpla la propiedad

arquimediana. Por Gltimo define la suma y el producto entre esos nuevos nimeros.

Llama la atencion que en ninguna parte del texto se utilicen los términos de nimero
real, racional e irracional; teniendo en cuenta que matematicos contemporaneos a
Weierstrass, como Cantor y Dedekind, si lo hacen. Weierstrass hace referencia a los
agregados de unidades (nUmeros enteros), magnitudes con una cantidad finita de elementos
(nimeros racionales) y magnitudes con cantidad infinita de elementos. En este dltimo
conjunto estan contenidos, ademas de los nimeros irracionales, algunos racionales y las
magnitudes con infinitos agregados pero de valor infinito. De esta manera Weierstrass

define las magnitudes numéricas como conjuntos de partes exactas de la unidad:

A partir de la unidad y de sus partes exactas se puede formar no solamente nimeros
complejos con una cantidad finita de elementos, sino también ndmeros complejos con
innumerables'® elementos.

[Bon 02 ; p. 41]

Weierstrass aclara que para tener una representacion exacta de 1os nimeros compuestos
de una infinidad de elementos, es necesario que sus elementos sean tomados en el dominio

de los numeros existentes: unidades principales y partes exactas de la unidad.

19 Se refiere a infinitos elementos.
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Las nuevas magnitudes, es decir las compuestas por una infinidad de elementos, son
magnitudes que pueden representar ademas de los nimeros irracionales, algunos racionales
asi como magnitudes con infinitos agregados de valor infinito. Los racionales a los que se
hace referencia son los nimeros que se conocen como decimales infinitos periddicos y en
cuanto a las magnitudes con infinitos agregados pero de valor infinito, Weierstrass los

descarta puesto que estas magnitudes no cumplen ciertas condiciones planteadas por él.

Luego, su conjunto numérico queda constituido por las magnitudes formadas por un
namero finito de agregados y las magnitudes (de valor finito) formadas por un ndmero
infinito de agregados. Dentro de estos conjuntos se pueden ubicar los nimeros racionales y

los nimeros irracionales.

Los elementos de este conjunto segun Weierstrass ya no son comparables mediante las
transformaciones indicadas en el capitulo anterior, ya que estos elementos no poseen un
minimo comun multiplo, dado que son conjuntos infinitos. Por esta razon introduce el
concepto de parte constituyente, en términos del cual definird un nuevo criterio de
comparacion. Este criterio le permitird establecer un orden, tanto para los numeros
formados por una cantidad finita de elementos como para los formados por una cantidad

infinita:

Se dice que a’ es una parte constituyente de a cuando se puede transformara’ en a’’ de
modo que todos los elementos de «’ aparecen tantas vecesen a comoen a’’ porque a
contiene otros elementos o contiene los mismos elementos que @’ en un nimero méas grande.

[Bon02; p41]
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De acuerdo con lo anterior, una parte constituyente es un conjunto que al

transformarlo resulta un subconjunto del nimero dado. Por ejemplo, seael ndmero

n=s-—+-4+ =4+ — 4 — a"—l_i_l_i_i n rt
= = 3 ..y Y S€a e T e T T ﬂuapae

en donde

[

. . ., 1
constituyente de a, al realizarle la transformacion resulta a" = "

se ve claramente que a” es un subconjunto de a.

Mas adelante Weierstrass aclara que las partes constituyentes siempre estan formadas

por una cantidad finita de elementos:

Se dird que @’ es una parte constituyente de un nimero a formado por una infinidad de
elementos solamente si a’ no contiene mas que un ndmero finito de elementos de a.
[Bon02; p42]

De lo anterior se tiene que la cantidad de partes constituyentes de un namero formado

por una cantidad infinita de elementos, es infinita.

Utilizando las partes constituyentes, Weierstrass define la igualdad de dos magnitudes
numericas para el nuevo dominio conformado por los numeros enteros usuales, los
formados por una cantidad finita de elementos y los formados por una cantidad infinita de

elementos.
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“Dos magnitudes numéricas a y b son iguales si se pueden transformar cada parte
constituyente de a en una parte constituyente de b, y reciprocamente cada parte constituyente de

b en una parte constituyente de a”. [Bon02; p. 42]

Weierstrass utiliza la definicion de parte constituyente para encontrar las sumas de

sucesiones infinitas por medio del siguiente ejemplo y posteriormente realiza la

comparacion entre las dos sucesiones infinitas encontradas.

Toma la sucesion finita 1—|—%+§+§+ -+ %

elementos de la siguiente manera

1 1
_+_: 1
2 1.2
1 1 1
__|__=_
3 2.3 2
1 1 1
__|_ - ==
4 32 3
1 1 1
nt+l nin+1) n

luego la sucesion transformada es

1 1 1 1 1 1 1 1
E+E+E+ﬁ+;+ﬁ+g+ ...+m+

de donde

1
nin+1)

transforma cada uno de sus
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1
nin+ll

SN S S ST SPE SOPIE SR SUIE SO S S
1+E+E+:}+“.+;_2+1-2+3+2-3+4+3-4+5+'”+n+1+

Compara los términos de la igualdad obteniendo

1.2 2:3

1
n':n+1}

1 1
+ =+ +— (1)

A partir de (1) define el nmero a de la siguiente manera a = li +%3 + ﬁ + -+ este

nimero a es equivalente a la sucesion a = { } como se trabajaba en el

capitulo anterior.

Veamos como Weierstrass inicialmente prueba que toda parte constituyente de a es

también una parte constituyente de 1 y reciprocamente.

- , 1
Supone que C es una parte constituyente de a y ademas supone que ——_ es el elemento

mas elevado (el de mayor denominador) de a contenido en c, entonces por ser ¢ parte

constituyente de a se tiene que

1
rir+1)

1 1
= — 4+ —
c_1I:+”+ +

Luego por (1) c<1.
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Por lo tanto cada parte constituyente ¢ de a es por consiguiente también parte

constituyente de 1.

Supone ahora que c¢’ esta contenida en 1, luego ¢’ < 1, supone que existe un ¢”’

tal que (c', ¢’’) =1, entendiendo que (c', ¢’’) es lo mismo que (c'+c"), entonces también

por (1)

1 1 1 1 1
(cey=24+rtsty L L
1.2 2.3 32 rir+l) r+1

Ahora se elige un r o suficientemente grande para que se tenga

1 . 1
¢ = —, entonces se tiene que ¢ = T2 23 T3a T

Ahora Weierstrass define un numero b infinito y prueba que cada parte constituyente

de b lo es de a y reciprocamente, concluyendo que a = b.

Partiendo del término n-ésimo de la sucesion finita dada inicialmente se tienen que
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1 1 1
S=—
n nt+l nin+1)

1 _ 1 1
nin+1) (m+1)* nin+1)®

nin+1)?  (ne1)® | nint1)d

nlns)™=t (nE0™ | alns)™

Compara los términos de la igualdad obteniendo

1 1 1 1 1

e wtl T GenE T T ™ T nman®
Paran=1,

1 =2+545+ wtmt=

. , 1 1 1
en donde defineun nimero b =-+ -+ +

constituyente de b es parte constituyente de a.

Si ¢ es una parte constituyente de b entonces

...y muestra que cada nimero que es parte
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1

c<itmtatotm (2
Se tiene que
1= 4 EHEt b m s et -ty

Elige »<m tal que ﬁ}iﬂ y por (2) resulta que
1,1 i _ 1,1 1
CEITET Tm T LT T T
1 1 1
luego c¢= —H o+ wt 5

1
r+1

Reciprocamente se puede mostrar que cada parte constituyente de a es también

parte constituyente de b, de manera que a =b.

una

Weierstrass define el orden entre dos elementos a'y b es decir, b > a, si existe un

nlmero ¢ que es una cierta parte constituyente de b mas no de a. Supone entonces un

namero ¢’ que esta contenido en uno de los dos elementos pero no en los dos, entonces ve

necesario demostrar que ¢’ esta inicamente en b de la siguiente manera:

1. Si ¢’ > c¢. Entonces ¢’ no puede estar contenida en a, ya que ¢ no esta contenida en a; luego

¢’ debe estar contenida en b.

2. Si ¢’<c. Entonces ¢’ esta contenida en b porque ¢ esta contenida en b. Si ¢’ esta contenida

en a entonces contradice la hipétesis segin la cual ¢’ debe
de los niameros a 'y b. [Bon02 p.44].

estar contenida solamente en uno
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De igual forma a < b si y solo si el conjunto de partes constituyentes de a esta contenido

o es igual al conjunto de partes constituyentes de b.

Luego, el orden entre elementos conformados por una cantidad infinita de elementos asi

definido es de orden total.

Weierstrass solo Ilama la atencion sobre las siguientes propiedades para el orden.

1. Si a=Db entonces b=a
2. Sia=by b=c entonces a=c
3. Sia>b yb>c entonces a>c

El no demuestra estas propiedades, pero se pueden demostrar utilizando las propiedades de
la relacion de contenencia entre conjuntos, teniendo en cuenta las definiciones de igualdad

y de orden.

La ley 1, se muestra directamente por la reciprocidad entre partes constituyentes segun

la definicion de igualdad entre ay b.

La segunda ley, se da por la transitividad de la relacion de contenencia, ya que toda
parte constituyente de a es parte constituyente de b y toda parte constituyentes de b es
parte constituyente de c, de ahi que, toda parte constituyente de a es parte constituyente de

c. Es decir, sea ¢, el conjunto de partes de constituyentes de a, c; el conjunto de partes
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constituyentes de b y ¢, el conjunto de partes constituyentes de c. Es decir, para todo

x € c, se tiene que x € ¢, y para todo x € ¢, se tiene que x € c., luego para todo

x € c, se tiene que x € ¢, , luego ¢, = c. . De manera similar se demuestra que

c. & ¢, ,paraasi poder concluirque ¢,= ¢

c*

Y la dltima ley, si a >b entonces toda parte constituyente de b esta contenidaen a y
ademas, si b > ¢ entonces toda parte constituyente de c esta contenida en b, de ahi que toda

parte constituyente de ¢ estd contenida en a. Es decir, si ¢, © ¢, ¥ ¢, © ¢. entonces

¢, © c.. Por propiedad de inclusion entre conjuntos se tienen que para todo x € ¢,

entonces x € ¢, y paratodo x € ¢, entonces x € c,, luego para todo x € ¢, entonces

x € c,. Pero su reciproco es falso.

Weierstrass, llama la atencion sobre el hecho que cada vez que se llega a una operacion
en donde su resultado no esta definido, se ve la necesidad de extender el dominio
numérico. Un ejemplo de ello es la operacion raiz cuadrada, que consiste en encontrar la
raiz resultante tal que, al elevarla al cuadrado se obtiene el radicando de dicha raiz, este
radicando puede ser un nimero entero o un numero racional, dado que esta operacion solo
esta definida en este dominio. Pero cuando se aplica este mismo algoritmo a raices en
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donde su solucidn no esta al alcance?® entonces se obtiene una fraccion decimal que sigue

indefinidamente. Es el caso de v'2 , mediante el algoritmo mencionado se busca su posible

solucion, es decir un numero determinado dentro del rango existente; concluyendo que no
existe ningun ndmero racional que multiplicado por él mismo de 2, pero se puede
establecer una sucesién de numeros racionales tales que cada nimero siguiente se aproxime
a esta propiedad mas que un namero precedente, y de igual forma se procede para las raices

de una ecuacion que presentan este tipo de situaciones.

3.1 NUMEROS FINITOS E INFINITAMENTE GRANDES

Weierstrass define que una magnitud numérica a es de valor finito, si existen
magnitudes ¢ que comprenden una cantidad finita de elementos y que son mayores que a.
Interpretando lo anterior, los agregados con una cantidad infinita de elementos son de valor
finito si son menores que algun racional -agregado con una cantidad finita de elementos-, a
esta condicion se la conoce como Criterio de Finitud. Weierstrass define las magnitudes
infinitamente grandes de la siguiente manera: a es una magnitud infinitamente grande si
todo ndmero ¢ compuesto de una cantidad finita de elementos (racional) es parte
constituyente de a; es decir que todo numero racional es menor que los nameros
infinitamente grandes. Luego estas magnitudes presentan dificultad en el cumplimiento de

su criterio de finitud.

20 Nos referimos a que no esta definido dentro del dominio.
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Weierstrass realiza esta distincion de magnitudes dentro de su nuevo dominio con el fin
de no incluir los nimeros infinitamente grandes, para asi garantizar el cumplimiento de la

propiedad arquimediana?®.

Es suficiente con encontrar un maltiplo de la unidad que sea mayor que a. Porque si se
coloca la unidad en lugar de cada elemento de un nimero c, entonces el nimero que resulta es
mayor que c, luego mayor que a, ya que ¢ > a. [Bon02; p.44]

Weierstrass no considera la existencia de las cantidades infinitamente grandes por que,
se le dificultaria la comparacién de las mismas dado que la comparacion solo se realiza con

cantidades finitas:

“Si por el contrario todo nimero ¢ compuesto de una cantidad finita de elementos es una
parte constituyente de @, entonces o es infinitamente grande”. ;Serd posible comparar dos
cantidades a« y & infinitamente grandes? Segun la definicién manejada para igualdad cada
nimero que contiene elementos en cantidad finita es una parte constituyente de a y también de
b entonces se tendria que a = &, y no se darian los casos en los que @ = b 0 & = a. Pero con
los nimeros infinitamente grandes esto no se puede calcular por tratarse de magnitudes

infinitas. Luego la comparacién se realiza Unicamente con sucesiones de ndmeros finitos.
[Bon02; p.44].

Weierstrass define la suma y el producto de la siguiente manera:

2L Si x >0y z es cualquier numero, entonces existe un entero positivo n tal que nx > z.
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Adicion

La adicion de nimeros compuestos de una cantidad infinita de elementos cumple con las
mismas caracteristicas de la adicién para los nimeros enteros, de igual manera cumple con sus
propiedades. (Esto es cierto, solamente para una cantidad finita de términos).

Multiplicacién

“Para multiplicar un niimero a por otro nimero b se debe multiplicar cada elemento de a
por cada elemento de b, y realizar las sumas de sus respectivos productos”.
[Bon02; p.45]

La suma continda siendo la misma como se ha venido desarrollando a lo largo del
documento, es decir, de igual forma como se desarrollaba inicialmente con los numeros
enteros y posteriormente con los racionales. Muestra que el producto asi definido tiene un

valor univoco bien determinado:

Supongamos que o posee los elementos e, &, - y b los elementos &', 3, 3" -,
1 . .
Sea - oun elemento cualquiera del producto ak,  veamos cuantas veces aparece en dicho
. . 1 1 1 1 1
producto. Entonces si existe - un elemento de a, - un elemento de b tales que - % — = ~. Los
1 2 1 2

elementos = ¥ = aparecen una cantidad finita de veces en o y b respectivamente, y » puede
descomponerse en una cantidad finita de veces en dos factores = ¥ = de manera que asi se

. 1
puede exactamente determinar cuantas veces cada elemento T aparece en ab. Luego el

producto ab tiene un valor determinado. [Bon02; p45]

Ademas demuestra que este producto tiene un valor finito si cada uno de sus factores

tiene valor finito:

ab es finito si podemos encontrar un nimero compuesto de una cantidad finita de

elementos que son mayores que ab.
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Supongamos que existe un ndmero a que tiene una cantidad finita de elementos y que es
mayor que cada nimero compuesto de elementos de a, de forma anéloga existe un nimero &'
para k. Si extraemos del producto ak una cantidad cualquiera de términos de tal manera que
ningln elemento de a es superior a o, Yy ninguno de & superior a «; (suponemos que los
elementos de a y de b estin ordenados de la siguiente  manera,
By Cqu s Bpuan 7 B4. 8. 0 T .o FESPECtivamente). Entonces esa parte constituyente ¢ extraida
de ab es menor o igual que (ey + @y + - +a, Mai +at + -+ al) yporlotanto a'b’ =
(o, + oy + - +a, Mo +ay +-+al) ytambién a'b =c. a'b esasiun producto mayor
que ak. ab' es sin embargo un nimero compuesto de una cantidad finita de elementos, asi ah

es finito. [Bon02; p45]

Asi mismo presenta, que para numeros a, b, c que contienen una cantidad infinita de

elementos se cumplen las siguientes propiedades:

1. ab=ba
2. abc = ach
3. alb+c)=ab+ac

Por ultimo, Weierstrass prueba que el orden con esta operacién se continla

conservando.
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“si se tiene que b = b entonces también se tiene ab = ab”. De b = b se sigue que existe

un nimero ¢ compuesto de una cantidad finita de elementos que estan contenidos en & pero
noenb, b =(c,c). seaahorac = {c.c ). donde, ¢ contiene una nueva cantidad finita de
elementos, entonces se tiene b =c+c¢ y c+c¢ =h y por consiguiente

ab =alc+c), alc +¢ ) = ab, asi se deduce que ab = ab. [Bon02; p46]

Al Final del texto aparece una nota de pie de pagina, que comenta lo siguiente:

Pierre Dugac sefiala que Adolfo Hurwitz escribe al margen de esta demostracion [una nota
que dice] “no rigurosa”. El paso de “b=c+c Yy c+c =b7  al

“ab =alc+c). ale +c )1 =ab.” endonde b’y a tienen una infinidad de elementos y ¢ y

c'' tienen un ndmero finito de elemento, en efecto no es justificable. [Bon02; p46]

De acuerdo con Dugac, Weierstrass esta operado magnitudes compuestas de un nimero
finito de elementos con magnitudes compuestas por un namero infinito de elementos, sin

ninguna justificacion. Lo que presenta un problema de rigor.

De acuerdo con [Bon02], hasta este punto llega la construccion de los nimeros reales
hecha por Weierstrass. Notamos que en el texto no se evidencia comentario alguno acerca
de la propiedad de completez, sin embargo en [Fer98 p.160] se hace referencia al teorema
de Bolzano-Weierstrass, que asegura que todo conjunto infinito y acotado de numeros
reales tiene al menos un punto de acumulacion y basa su demostracion en el método de

dividir sucesivamente el conjunto en partes que “iban buscando” el punto en cuestion
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—punto de acumulacion-. Este teorema es equivalente a los principios de continuidad de

Cantor y Dedekind que fueron mencionados al final del primer capitulo.

CAPITULO 4

COMENTARIOS FINALES

A manera de conclusion estableceremos algunas relaciones entre las construcciones de
los numeros reales hechas por Cantor y Dedekind con la de Weierstrass. Antes de ello,
recordemos que Cantor y Dedekind definen los nameros irracionales a partir de los
racionales, mediante la utilizacion de sucesiones fundamentales y cortaduras,

respectivamente. De ahi podemos identificar, que:
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Cantor y Dedekind fundamentan sus teorias en los nimeros racionales, mientras que
Weierstrass se basa en la de los nimeros enteros y en la nocion de partes exactas de la

unidad.

Weierstrass y Cantor usan series y sucesiones para la construccion de los nimeros
irracionales, se proponen definir las magnitudes numéricas en sentido amplio, reconociendo
las magnitudes como objetos abstractos conformados por elementos, y por ende tienen
caracter conjuntista. Weierstrass establece la condicion de que las sumas de finitos
elementos de una magnitud -compuesta por una cantidad finita o infinita de elementos-
sean finitas, luego los reales aparecen en esta teoria como suma de series infinitas
convergentes, y mientras que en la teoria de Cantor, a toda sucesion infinita de nimeros
racionales que satisface la condicién de Cauchy se le asocia un nimero real. En ambos
casos, a cada sucesion que satisface su respectiva condicion se le asocia un namero real, y
sobre esa base es posible definir de manera rigurosa la igualdad, el orden y las operaciones
en este conjunto. En cambio Dedekind basa su teoria en la nocion de conjunto y orden,
observa que cada particion de la recta en dos conjuntos disyuntos de puntos, en donde cada
punto del primer conjunto estid a la izquierda de cada punto del segundo conjunto, en
cualquier punto del subconjunto, hay uno y solo un punto que produce la particion,

designando a este como numero real.

Cantor y Dedekind establecen relaciones tanto en lo aritmético como en lo geométrico.

En lo geometrico, necesitaban de un axioma para asegurar la continuidad del espacio,
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mientras que en aritmética se efectla una construccion de manera tal que el constructo

cumpla con la propiedad de completitud (en la version de completitud propia de cada

autor). Weierstrass, en su construccion no evidencia su principio de completitud, pero si lo

hace en lecciones posteriores en donde el teorema de Bolzano- Weierstrass es su principal

carta de presentacion al respecto, como lo resume Ullrich de uno de sus cursos:

Demuestra la existencia de supremo e infimo -que designa como limite superior e inferior
respectivamente-, el teorema de Bolzano/Weierstrass para R y R", el teorema del valor medio
para funciones continuas, y que una funcién continua en un intervalo acotado y cerrado es
uniformemente continua en él y alcanza su maximo y minimo; todo por medio de variaciones
del método de biseccion de intervalos de la conocida demostracion del teorema de

Bolzano/Weierstrass. (Ullrich 1989,156).2?

Asi, evidencia la existencia del supremo e infimo, confirmando asi el cumplimiento de la

propiedad del completez.

En cuanto al trabajo con cantidades infinitas, Weierstrass nota que la salida es operar

con cantidades finitas ya que el trabajo con las infinitas resulta muy complicado.

[Fer98; p.148] comenta:

El infinito tiene un papel esencial en la teoria, ya que las magnitudes numéricas irracionales
son agregados infinitos, pero por otro lado se prohibe toda operacidn no finita; en su lugar, se
consideran sumas finitas, pero se emplea libremente el cuantificador universal. Por lo demas,
hay al menos un punto objetable en su construccion considerada en conjunto: el paso de una
unidad a sus “partes exactas”, un paso que Weierstrass no justifica, seguramente porque pese a
todo se esta basando implicitamente en la idea intuitiva de magnitud divisible al infinito. Ahora
bien, precisamente en el seno de una teoria que pretende controlar con toda precision la

aparicion del infinito, esto resulta poco objetable.

22 Citado por [Fer98, p 160]
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Ademas, recurre al criterio de finitud para evitar la utilizacion de las cantidades
infinitamente grandes, y asi poder trabajar Unicamente con lo que el denomind partes
constituyentes. Recordemos que una parte constituyente de una magnitud numérica es otra
magnitud numérica que al ser transformada resulta ser un subconjunto de la magnitud

numérica dada.
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