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1 INTRODUCCION GENERAL

En este capitulo se presentan los conceptos, la notacién, los problemas generales y los resultados que
seran objeto de la presente monografia.

En la primera seccién se considera la situacién correspondiente a dimensién uno, la referencia funda-
mental es el Trabajo de Grado [2], junto con los articulos [3], [6].

En la segunda seccién se presenta un resumen de los principales resultados obtenidos en dimensién

dos. En este caso, la referencia bésica es la Tesis Doctoral [8], junto con los articulos [9],[10] .

1.1 Conjuntos de Sidon en dimensiéon uno

Un conjunto A de enteros positivos se llama conjunto de Sidon o conjunto Bs (en dimension uno ) si

todas las sumas de la forma

a+d, aadeA a<d,

son distintas.
Sea By la clase de todos los conjuntos de Sidon ( en dimensién uno, finitos o infinitos).

Para todo entero positivo N, se define la clase
By[N]:={AC[1,N]: A€ By},
donde [1, N] denota el conjunto de los primeros N enteros positivos
[1,N]:={1,2,3,...,N}.

Y, F» (V) se define como el maximo nimero de elementos que pueden seleccionarse del intervalo entero

[1, N] de tal forma que ellos constituyan un conjunto de Sidon, es decir:

Fy (N) :=maz {|A| : A € B3[N]},



donde | A| denota el cardinal del conjunto A. En el caso finito, el problema general consiste en analizar
el comportamiento asintético de la funcién Fy (N).
Para el caso infinito, la funcién a considerar es la funcién contadora definida como
N
AN)=]ANLN][ =) 1= xal(s),
=1

a€A, s
a<N

donde x4 es la funcién caracteristica del conjunto A. Por lo tanto, el problema general consiste en
investigar el comportamiento asintético de la funcién A (IV), cuando A es un conjunto infinito en la

clase Bs.

1.1.1 El caso finito

A continuacién se enuncian los principales resultados obtenidos en el estudio del comportamiento
asintético de la funcién F5(N), para las demostraciones ver [2], [3], [6] .

El resultado siguiente demuestra la existencia de una familia infinita de conjuntos de Sidon “densos”.
Esto permite obtener una cota inferior para la funcién Fy(N), la cual resulta ser asintéticamente

suficiente.

Teorema (Bose, Chowla)

Para toda potencia prima p* existe un conjunto de Sidon A C [1, p?k — 1] con p* elementos.
En particular, para todo primo p existe un conjunto de Sidon contenido en [1, p? — 1} con

p elementos.
Corolario.

Para infinitos valores de N, se tiene que

Fy (N) > VN.

De estos resultados se obtiene que

Fy

=

Y
—

(1.1)

lim inf
N—oo

=



Por el otro lado, Erdos y Turdn, Lindstrom, Rusza y otros logran obtener una cota superior. Su
resultado se resume en el siguiente teorema.
Teorema (Erdds y Turan).

Para todo entero positivo N

Fy(N) < VN 4+ NY4 41,

Corolario.

La funcién Fy (N) satisface la relacién

Fy (N
lim sup 2 (V)

msup = <1 (1.2)

De (1.1) y (1.2), se sigue el resultado central.

Teorema 1.1

La funcién Fy (V) se comporta asintéticamente como v N, es decir:

. Fy (N)
im
N—oco /N

=1.

1.1.2 El caso infinito

En el caso de conjuntos de Sidon infinitos, la situacién es més complicada, de hecho no se conoce un
resultado tan satisfactorio como el Teorema 1.1. Los siguientes son algunos resultados obtenidos en
el estudio del comportamiento asintético de la funcién A(N) cuando A es un conjunto de Sidon (en
dimensién uno). Las demostraciones pueden verse en [2],[7].

Paul Erdés construye una sucesion de Sidon infinita que permite obtener una cota inferior.
Teorema 1.2 (Erdés).
Existe un conjunto de Sidon infinito para el cual

lim su AN) >

1
5"

Este resultado fue ligeramente mejorado por Kriickeberg.



Teorema 1.3 (Kriickeberg).

Existe un conjunto de Sidon infinito para el cual

A(N) 1

lim sup

N—oo V N \/é '
Por el otro lado, el mismo Erdos demostro el siguiente teorema.
Teorema 1.4 (Erdés, 1955).

La relacion

limn inf (14\/(71\\;)\/@) =0(1)

es valida para todo conjunto de Sidon A.
Corolario.

Si A es un conjunto de Sidon entonces

A(N
lim inf (V)

=0.
N—o0 \/N

1.2 Conjuntos de Sidon en dimension dos

En esta seccién se presentan los conceptos, la notacién y los resultados que constituyen los objetivos

de la monografia. Todo lo expuesto aqui serd justificado en los capitulos siguientes.

1.2.1 Definiciones y propiedades

Definicién 1.1 (Conjunto de Sidon en dimensién dos).

Un conjunto A = {v,,vy,...,V,,...} € Z xZ se llama un conjunto de Sidon (en di-

mensién dos ) si todas las sumas de la forma
v; +vj, coni < j,
son diferentes. Es decir si

(Vi +V] = Vi +Vl) =4 {Vi,Vj} = {Vkavl}'



Geométricamente el concepto de conjunto de Sidon en dimension dos corresponde a un conjunto de
puntos reticulares caracterizado por el hecho que no es posible tener un paralelogramo cuyos vértices
sean puntos del conjunto (puntos reticulares libres de paralelogramos).

Mediante Bo se representa la clase de todos los conjuntos de Sidon (en dimensién dos ).

A partir de la definicién de un conjunto de Sidon, se obtienen las siguentes propiedades.

Propiedad 1. A = {v,,Vv,,...,v,,...} es un conjunto de Sidon (en dimensién dos) si y sélo si todas
las diferencias de la forma

Vi —Vj, V,“Vj EAa 27&37 (13)

son distintas.
Prueba. Suponga que A es un conjunto de Sidon (en dimension dos) y sean Vi, V;, Vi, Vi € A con
i # j, k # [ tales que

Vi = Vj =V —Vy,

entonces

Vi + Vv, =V +vy,
como A es un conjunto de sidon (en dimension dos)
(Vi=vVviEyVvi=Vj) o (V; =V, ¥y Vi =V;),

como i # j el segundo caso no es posible, luego las diferencias de la forma (1.3) son distintas.
Reciprocamente, suponga que las diferencias de la forma (1.3) son distintas. Para probar que A es un

conjunto de Sidon, sean v;, v;, v,, v, € A tales que

VitV = Vi + vy,

entonces

Vi—Vl:Vk—Vj,

por hipétesis, se obtiene que



y asi, la suma con la cual se inicio es la misma. g

Sean A\ BCZ xZ,w €Z xZyn € Z. Utilizamos la siguiente notacion:

A+B:={u+v:uecA veB},
A-B:={u-v:uecA veB},
w+A={wl+A={wt+u:ucA},
w—A={w}-A={w—-u:ueA},
nA =An:={nu:ue€A}.
Propiedad 2. Con la notacién anterior, si A es un conjunto de Sidon (en dimensién dos) entonces

también w + A, nA y w —A son conjuntos de Sidon.

Prueba. Sean t;,t;,t,,t; € w+ A tales que

VR
ti+tj :tk+tl,
por definicién de w + A existen v;,v;, vy, v; € A tales que

ti=w+v;, ti=w+v;,, tp=w+vg t=w+v,

entonces

(W +vi) + (W +v;)

(W + Vi) + (W + V1),

de ahi que

Vit V=V + vy,
como A esta en la clase By, se tiene {v;,v;} = {vg, v}, lo cual equivale a {t;,t;} = {ty,t;}. Por lo
tanto w + A es un conjunto de Sidon.
De manera analoga se prueban los otros dos casos. g
Definicién 1.2 (Congruencia en dimensién dos).

Sean v = (v1,v2), v/ = (v],v}), m = (my, ma) € Z x Z, con my,ma > 0. Se dice que v es



congruente con v’ modulo m , y se escribe v = v/(mod m), si

vi = va(modmy),

vi = vh(mod ms).

Definicién 1.3 (Conjunto de Sidon médulo m).

Un conjunto A = {v1,v,,...,v,,...} € Z xXZ se llama conjunto de Sidon mdédulo m

(en dimensién dos) si todas las sumas de la forma
vi+v;, viv;€A <]
son incongruentes modulo m. Es decir si
Vi +v; = v +vi(modm) = {v;,v;} = {vi, v, }.
Propiedad 3. Si A es un conjunto de Sidon modulo m entonces A es un conjunto de Sidon.

Prueba. Sea A un conjunto de Sidon modulo m = (mj,mz). Si A no es un conjunto de Sidon,

entonces existen
V= (7}1,1)2), v = (’Ui,Ué), w = (wlaw2)v w = (wllvwé) EA,

con {v,v'} # {w,w’'} tales que

v+v =w+w.

Claramente, esto implica que

v+ v =w+w' (modm),

que es una contradiccién. m

1.2.2 Resultados en el caso finito

En esta seccion se exponen los resultados, en el caso finito, que serdn probados en la monografia.

Para todo entero positivo IV, se define la clase

Bo[N]:= {A C [I,N]>: A € By}



donde [1, N]? denota el reticulo cuadrado

{1,2,3,...,N } x {1,2,3,...,N}.

El problema que se estudia en la monografia consiste en analizar el comportamiento asintético de la
funcién

Fy(N) := maz{|A| : A € By [N]},

donde |A| denota el cardinal del conjunto A.
Mediante las construcciones que se desarrollan en el Capitulo Dos, se prueba que la funcién en cuestién

satisface la relacién

~—

.. Fo (N
lim inf—=

> 1. (1.4)

Por otro lado, utilizando un método para contar pequenas diferencias, similar al que utilizan Erdos y

Turdn [4] en una dimensién, se encuentra una cota superior para la funcién Fo(N) :

Fy(N
lim sup 2( >§1. (1.5)

N —o00

De (1.4) y (1.5), se deduce uno de los principales resultados de este trabajo:

lim Fo(NV)

=1.
N—o0 N

Esta relacion se demuestra en el Capitulo Tres.

1.2.3 Resultados en el caso infinito

Para el caso infinito, sea A(N) la funcién contadora de elementos de A cuya componentes son menores

o iguales que N, es decir
A(N) =|AN[1,N? = {(a,d') € A:1<a,d <N}|.

El problema que nos interesa consiste en investigar el comportamiento asintético de la funcién A(N).
Como veremos, los resultados en el caso infinito son mucho menos satisfactorios que aquellos para el

caso finito.



El primer resultado del Capitulo Cuatro demuestra la existencia de una sucesién de Sidon (infinita)

A tal que:
A(N)

1
lim sup > —.
N—oo 2

Por otro lado, no se tiene un resultado similar al Teorema 1.4 de Erdds, mencionado en la seccién

correspondiente a dimensién uno. Es decir, no se sabe si

lim infiA(N) log N =

N —o0

o(1).
Sin embargo, para m,n enteros positivos se considera la funcién contadora de A en rectangulos:
A(m,n) =]AN[1,m] x [1,n]] = [{(a,a") € A:1<a<m,1<d <n}|.

El segundo resultado del Capitulo Cuatro prueba que la relacién

A
fim | it 20 e N | <1,
N—oo m>N mn
n>N

es valida para toda sucesién infinita A en la clase Bs.



2 CONSTRUCCIONES FINITAS

En este capitulo se desarrollan las construcciones de conjuntos de Sidon finitos en dimensién dos.
Inicialmente se consideran construcciones que se generan a partir de conjuntos de Sidon en dimensién
uno, las cuales se ilustran con ejemplos; posteriormente se exhiben las construcciones que no tienen

dependencia de los conjuntos de Sidon en dimensién uno.

2.1 Dependientes de una dimensién

Es conveniente observar que el simple producto cartesiano de dos conjuntos de Sidon en dimensién

uno no produce un conjunto de Sidon en dimensién dos, esto se debe a la siguiente igualdad

(a,b) + (¢,d) = (a,d) + (¢,b),

geométricamente esto se debe a que en un producto cartesiano siempre hay rectangulos y por tanto
paralelogramos.

Sin embargo, considere el siguente conjunto y su tabla para la suma

A={(1,1),(2,2),(4,3),(8,4),(16,5)}

TABLA PARA LA SUMA

(1,1) (2,2) (4,3) (8,4) (16,5)

(2,2) (3,3) (5,4 (9,5 (17,6)
(4,4) (6,5) (10,6) (18,7)
(8,6) (12,7) (20,8)

(16,8) (24,9)

(32,10)

10



De la tabla de sumas para el conjunto A, notamos que ninguna de las parejas se repite, por lo cual A
es un conjunto Bo.

Si obsevamos detalladamente las componentes de los elementos de A, vemos que las primeras compo-
nentes son potencias no negativas de dos, las cuales constituyen un conjunto de Sidon en dimensién
uno.

Este ejemplo nos conduce al siguente resultado.

Proposicion 2.1

Sean A C Z x Z, A; el conjunto de las primeras componentes de A y As el conjunto de las
segundas componentes de A. Si A; (respectivamente As) es un conjunto de Sidon en di-
mensién uno y si todas las primeras componentes (respectivamente segundas componentes)

de los elementos de A son distintas, entonces A es un conjunto de Sidon en dimensién dos.

Prueba. Supongamos que A; es un conjunto de Sidon en dimensiéon uno y que todas las primeras
componentes de los elementos de A son distintas, probemos que A es un conjunto de Sidon en dimensién
dos.

Sean v;, v;, vy, v, € A tales que

Vi +V; = Vi + vy, (2.1)

donde v; = (a;,b;),v; = (aj,b;),vi = (ak, bx) , vi = (ar, b;) . De (2.1) se tiene

a; +aj = ag + ai,

como A; es un conjunto de Sidon en dimensién uno, se tiene

{aiv aj} = {aka al}'

Consideremos los siguientes casos (a; = ax,a; = ;) 0 (a; = a;,a; = ax) .
Sia; =ary a; = a;, entonces b; = by, y b; = by, luego v; = v y v; = vy.
Andlogamente, si a; = a; ¥y a; = ai se tiene que v, = v; y v; = vp.

Por lo tanto A es un conjunto de Sidon.

11



La prueba para el caso restante, es idéntica.m

Observe que en la construccion anterior las segundas componentes pueden ser independientes de las
primeras, o reciprocamente. En la siguiente construccién hay una relacion maés estrecha entre las dos

componentes.

Sean A C Z,b € Z*, mediante[A] , denotamos el conjunto obtenido de A representando cada uno de
sus elementos en la base b. Es decir, si [z], denota la representacién base b del entero x, se define el

siguiente conjunto:

[A], :== {lal, : a € A},

es claro que si A C [0, b? — 1] entonces
[A]b < [O7b_ 1} X [Ovb_ 1]

Teorema 2.1.

SiAC [O, b2 — 1] es un conjunto de Sidon en dimensién uno, entonces [A], es un conjunto

Sidon en dimensién dos y es tal que

1Al | = 1AL [A], € [0,6—1]7.

Demostracién. De la unicidad de la representaciéon base b de un entero se sigue que |[A], | = |A].
Mientras que [A], € [0,b — 1)? es consecuencia del hecho que A C 0,6 —1].

Sea A un conjunto de Sidon en dimensién uno, probemos que [A], es un conjunto de Sidon en dimensién
dos.

Supongamos que

la1],, + [a], = [az], + [ad],,

debido a la representacién base b, existen enteros g;, 7, g}, 7} (i = 1,2), tales que

a;=¢qb+r; con0<r;q <b—1,

a,=qgb+r, con0<rlq<b—1,

12



luego

(ql + qi,rl + 7";_) = (CI2 + C]/277”2 + Té) B}
@+ d = a2+ g,

/ /
T+ T ro + 1.
Entonces

(1 + )b+ (r1+71) = (g2 + ga)b+ (r2 +15),

/ /
a1 +aj; = az + ay,

y como A es un conjunto de Sidon, {ay,a}} = {az2,as} ,y por unicidad de la representacién base b, esto
implica que

{laily, [all]b} = {laz]; [aé]b} )

finalizando la demostracién. g

Ejemplo 2.1. El conjunto A = {20, 26, 34, 35, 38,51,83,102,109} es un conjunto de Sidon en di-

mension uno. Entonces para b = 11, su correspondiente conjunto By es
[A]ll = {(la 9) ’ (27 4) I (37 1) I (3a 2) ) (37 5) I (4a 7) ’ (97 3) bl (97 10)} g [Oa 10]2 .

Veamos la tabla de las sumas para [A],;

13



TABLA PARA LA SUMA

(1,9 (24 B 1 B2 3,5 7 (93 (9 10)

(2,18) (3,13) (4,10) (4,11) (4,14) (5,16) (10,12) (10,19)
4,8) (55 (5,6) (59 (6,11) (11,7)  (11,14)

(6,2) (6,3) (6,6) (7,8) (12,4) (12,11)

(6,4) (6,7) (7,9 (12,5) (12,12)

(6,10) (7,12) (12,8)  (12,15)

(4,14) (13,10) (13,17)

(18,6)  (18,13)

(18, 20)

2.2 Independientes

Sabemos que para todo primo p existe un conjunto By médulo p? — 1 [2], con p elementos, digamos
AC [O,p2 — 1} y, por los resultados de la seccién anterior [A]p C[0,p— 1]2 es un conjunto B con p
elementos, pero no necesariamente es un conjunto By médulo (p,p) .

Ejemplo 2.2 Seap =17,

A=1{1,2,5,11,31, 36, 38}
es un conjunto de Sidon mdédulo 48. Sin embargo
[Al; ={(0,1),(0,2),(0,5),(1,4),(4,3),(5,1), (5,3)}
es un conjunto By, pero no lo es médulo (7,7) ya que

(0,2) + (1,4) = (1,6) (mod(7, 7)),
(4,3) + (4,3) = (1,6) (mod(7, 7).
El siguiente teorema muestra como construir conjuntos By finitas independientemente de las construc-

ciones en una dimensién. Ademas, el conjunto By obtenida lo es tambien médulo (p, p).

14



Sea p un primo, mediante 14;127 denotamos el tnico entero x talque

k*=x(modp), 0<z<p—1.

Teorema 2.3.
Para todo primo p > 2, el conjunto
A=A(p) := {(k,ki) :k=0,1,2,....,p— 1}
es un conjunto de Sidon médulo (p,p) en dimensién dos.
Demostracion. Supongamos que
(k,kf,) + (l,lg) = (5,512)) + (t,tf)) (mod(p,p)), con0 <kl st<p-—1,
entonces,
k+l=s+t (modp) y kZ412=s2+1t2 (modp),
k—s=t—1 (modp) y ki—sizti—li (mod p).
Si
k—s=t—1=0(modp),

entonces, como 0 < k,[,s,t <p—1,

k—s=t—-1=0

de donde

Ahora supongamos que

k—s=t—120(modp).
De (2.3) se obtiene
E* — 52 = 1% — I? (mod p)

(k—3s)(k+s)=({—1)({t+1) (modp)

15

(2.3)



y por (2.4)

k+s=t+1(modp).

Sumando (2.4) y (2.5)

2k = 2t (mod p) .

Como p > 2,

k=t (modp),
luego k = t, que junto con (2.4), s = .
En ambos casos tenemos

{k,1} = {s,t},

de donde se sigue

{(k k) (L)} ={(s.57) . (t.13) }

finalizando la demostracién. g

Ejemplo 2.3. Sea p = 7, entonces A(7) = {(

suma es:

TABLA PARA LA SUMA

(11) (24) (3.2) (42) (54) (6.1)
(22) (35) (43) (53) (65) (7.2)
(48) (56) (6.6) (7.8) (8.5)
(6.4) (74) (86) (9.3)

(84) (9.6)  (10.3)

(10.8) (11.5)

(12.2)

16

1.1),(2.4),(3.2),(4.2),(5.4),(6.1)}, su tabla para la



Tabla para la suma mdédulo (7,7):

TABLA PARA LA SUMA MODULO (7,7)

(1.1) (24) (3.2) (42) (54) (6.1)

(22) (35) (43) (53) (65) (0.2)
(4.8) (5.6) (6.6) (0.1) (1.5)
6.4) (0.4) (1.6) (2.3)

(14) (2,6) (3.3)

(3.8)  (4.5)

(5.2)

Esta construccién da lugar a una interesante particién del reticulo [1,p — 1]2 en conjuntos de Sidon

médulo (p,p).

Lema 2.1.

Para todo primo impar p existe una particién del reticulo [1,p — 1]2 en p — 1 subconjuntos

tales que cada uno tiene p — 1 elementos y es un conjunto By médulo (p, p) .
Prueba. Para cada u=1,2,...,p — 1, definamos
A, = {((uk) mod p, (uk‘2) modp) ck=1,2,..,p—1}.
Sean v;,vj, vk, v; € Ay, para algin v = 1,2,...,p — 1, tales que
VitV =vip+V
donde 1 < 4,j,k,l < p— 1. Por defincién de A,
(i), (ui2),) + ((ug),, (ui?),) = (uk), (uk?),)+ ((ul), (ul?) ) (modp),
donde (uk;)p es el unico entero z talque uk = z(modp); 1 < 2 < p — 1. Entonces
wi +uj = uk +ul (modp),

wi? 4+ uj? = uk® + ul® (modp),

17



como p es primo se tiene que

i+j=k+1 (modp),

i? + 5% =k* +1? (modp),

y por la prueba del teorema anterior se sigue que A, es un conjunto Bs médulo (p,p) .
Claramente se puede ver que |[A,| =p— 1.
Sean u,u’,1 < u,u’ < p—1, con u # u', mostremos que A, N A, = (). Supongamos lo contrario, es

decir que A, N A, # 0, sea v e A, N Ay, luego v se puede expresar de las siguientes maneras

v = ((uk), (qu)p) = ((u'1),, (u’lQ)p),

para algunos k.I, 1 < k,l < p — 1, entonces
uk = 'l (modp), (2.6)

uk? = /1% (mod p), (2.7)

de (2.7) se obtiene

uk = (1) (Ik7") (modp),

y por (2.6)

=k (modp),

como 1 < k,l <p—1 entonces [ = k, con lo cual u = v/, una contradiccién Luego A, N A,. = (.
Falta probar que

p—1
UA,=[l,p—17.
u=1
Pero esto es inmediato si se observa que

p—1
U A,
u=1

p—1
:Z|Au‘ :(p_l)Q'
u=1

Por lo tanto la coleccién {Aq Ag, ..., Ap_1} satisface el lema. g
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Ejemplo 2.4. Si p =7, entonces

A ={(1,1),(2,4),3,2),(4,2),(5,4),(6,1)},
Az ={(2,2),(4,1),(6,4),(1,4),(3,1),(5,2)},
Az =1{(3,3),(6,5),(2,6),(5,6),(1,5),(4,3)},
As={(44),(1,2),(5,1),(2,1),(6,2),(3,4)},
As ={(5,5),(3,6),(1,3),(6,3),(4,6),(2,5)},

Ag = {(Ga 6) ) (57 3) ) (47 5) ) (37 5) ) (27 3) ) (1a 6)},
satisfacen el lema anterior.

Esta curiosa particién tiene un pequeno defecto: si bien las primeras componentes de los puntos en
cada clase son distintos, no lo son las segundas componentes (debido a que cada residuo cuadrético
tiene dos “raices” cuadradas médulo p).

La siguiente construcciéon permite una particiéon que no tiene tal deficiencia, en cada clase se toma un
punto de cada vertical y un punto de cada horizontal.

Sean p un primo, o una raiz primitiva de p, para ¢ = 1,2,...,p — 1, sea a,, el unico entero x talque

i

o' =z(modp); 1<z<p-1.

Definamos el conjunto

A(p,a)={(i,a)) :i=1,2,...,p—1}.

Teorema 2.4.

El conjunto A (p,«) es un conjunto de Sidon en dimensién dos con p — 1 elementos con-
tenidos en [1,p — 1]°.

Demostracién. Supongamos que

(/c,o/;) + (l,a;) = (s,qp) + (1, a;), donde 1 < k,l,s,t <p-—1,
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entonces

k+l=s+ty a’;+a§,:a;+a§,,

luego
Oszél — OéSOét,
de donde
o/;oz; = oz;, v a’;—l—aé :a;—koz;.
Sean
B=akal =ajalyAd =af +al =af+al,

en GF (p) = Z, (campo finito con p elementos).

Entonces {af, al}, {3, af} son raices del polinomio X? — AX 4 B,de donde

{op, ) = {ag,ab by {k,1} = {s,t}.
Por lo tanto

{(kva];)’ (l’ a;i))} = {(S,Oé;), (t7a;>} .
Esto finaliza la prueba del teorema. m

Comentario. No es dificil demostrar que el conjunto A(p, ) construido en el teorema anterior es un

conjunto de Sidon médulo (p — 1,p).

Ejemplo 2.5. Seap =7, = 3, entonces A (7,3) = {(1,3),(2,2),(3,6),(4,4),(5,5),(6,1)}. Su tabla
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para la suma es:

TABLA PARA LA SUMA

(1,3) (2,2) 3,6) (44 (55 (6,1

(2,6) (3,5 (4,9 (5,7) (6,8) (7,4)
(4,4) (5,8 (6,6) (7,7) (8,3)
(6,12) (7,10) (8,11)  (9,7)

(8,8  (9,9) (10,5)

(10,10)  (11,6)

(12,2)

Su tabla para la suma mdédulo (6,7) es:

TABLA PARA LA SUMA MODULO (6,7)

(1,3) (2,2) (3,6) (4,4) (5,5) (6,1)

(2,6) (3,5) (4,2) (50) (0,1) (1,4)
(4,4) (5,1) (0,6) (1,0) (2,3)
(0,5) (1,3) (2,4) (3,0)

(2,1) (3,2) (4,5)

(4,3)  (5,6)

(0,2)

El siguiente resultado lema establece la existencia de la particién del reticulo [1,p — 1]2 mencionada

anteriormente.
Lema 2.2.
Sea p un primo y « una raiz primitiva modulo p. Para cada v =1,2,...,p — 1 el conjunto
A, = {(k, (ua®)modp) : k =1,2,....,p — 1}
es un conjunto de Sidon médulo (p — 1,p). Ademds la coleccién
P={A, Ay, ... A, 1},
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es una particion del reticulo [1,p — 1]%.

Prueba. Sean u,1 <u <p—1,y v;,vj, Vg, v; elementos de A, tales que
VitV = Vi + vy,

donde 1 <4,7,k,l <p— 1. Entonces

(i, (ua')p) + (4, (ua?)p) = (k, (ua®),) + (I, (ua'),) (mod (p—1,p)),

luego

i+j=k+I(modp—1), (2.8)
ua 4 ua? = ua® + ual (modp),

como p es primo

o' + ol = o + ol (mod p), (2.9)

de (2.8) ¥ (2.9), procediendo como en la prueba del teorema anterior, se tiene que A, es un conjunto
By médulo (p — 1,p) . Claramente se puede ver que |A,| = p—1. La prueba de que P es una particién

del reticulo [1,p — 1]2 se realiza en forma similar a la prueba del Lema 2.1. g
Ejemplo 2.6. Sean p =7 y a = 3. Tenemos

Ay = {(1,3),(2,2),(3,6), (4,4), (5,5), (6, )},
Az ={(1,6),(2,4),(3,5),(4,1),(5,3),(6,2)} ,
Az ={(1,2),(2,4),(3,4),(4,5),(5,1),(6,3)},
Ay ={(1,5),(2,1),(3,3),(4,2),(5,6), (6,4)} ,
As ={(1,1),(2,3),(3,2),(4,6),(5,4), (6,5)} ,

As ={(1,4),(2,5),(3,1),(4,3),(5,2),(6,6)} -

22



3 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FUNCION
Fy(N)

Por definicién Fo(N) representa el maximo ntmero de puntos que pueden seleccionarse del reticulo
[1,N ]2, de tal forma que constituyan un conjunto de Sidon. Inicialmente se presentan las estimaciones
inferiores de Fo(NN) obtenidas a partir de las construcciones del capitulo anterior, posteriormente se

exponen métodos de conteo para acotar superiormente dicha funcién.

3.1 Cotas inferiores

A partir de las construcciones presentadas en el Capitulo 2 es posible obtener buenas cotas inferiores

para la funcién

Fy(N) := md:z:{\A| ACI,N?yAc 1832}.

De la construccién que utiliza residuos cuadraticos médulo p (Teorema 2.3), se sigue el siguiente lema.

Lema 3.1.

Para todo primo p se tiene

Fa(p) = p.
Prueba. Se sigue del Teorema 2.3, considerando el conjunto
B=A(p)+(1,1). 1

De la construccién de Bose-Chowla en dimensién uno y del Teorema 2.1, obtenemos el siguiente

resultado.
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Teorema 3.1.

Para todo primo p y todo nimero natural k, existe un conjunto de Sidon B en dimensién
dos, tal que

B| =p*, BC[0,pf—1]"

Demostracién. Por el Teorema (Bose, Chowla), presentado en la introduccién, en dimensién uno
para todo primo p y todo nimero natural k existe un conjunto de Sidon A contenido en el intervalo
entero [l,pzl€ — 1] con p* elementos. Si ahora utilizamos el Teorema 2.1 del capitulo anterior, con
b = p¥, obtenemos que

2
B = [A]b + (17 1) - [ka] )
que es un conjunto de Sidon en dimension dos. W

Corolario.

Para todo primo p y todo ntimero natural k, tenemos
Fa(p") > p.

Teorema 3.2.

La funcién Fo (V) satisface la siguiente relacién:

.. Fa(N)
liminf—=

>1

Demostraciéon. Por el Lema 3.1:
2
F (p) > p,
para todo primo p.

Ahora, para todo entero positivo N > 2 existen primos consecutivos p,p’ tales que
p<N<p.

Como la funcién Fo(N) es no decreciente, se sigue que

=
[\v]
=
=
(V]
)

%\\'@



Como el cociente entre primos consecutivos tiende a 1, se sigue que:

lim infw
N —o00

>1 .

3.2 Cotas superiores

Sea A C [1,N]2 un conjunto de Sidon. Contando todas las posibles sumas de dos elementos de A
obtenemos una cota superior para Fa (V).

El nimero total de sumas de la forma v +v’, con v,v' € A y v < v’ (orden lexicogréfico) es

(3)om-(45)

Todas estas sumas estdn contenidas en el reticulo [2,2N ]2, y como son todas diferentes

[A[(A[+ 1)

< (2N —1)2
5 <( )7

de donde

|A| < 2V2N.

Esta cota se mejora si se cuentan diferencias. Hay |A|* — |A| diferencias de dos elementos distintos de

A, todas contenidas en el reticulo [—(N — 1), N — 1]>. Entonces
(1Al = 1)* < |A]" ~|A] < (2N - 1)?,

de donde

|A| < 2N,

luego

F2(N) < 2N.

Mediante un método de conteo més fino se mejora esta cota. En efecto, utilizando una extension a

dimensién dos del método de Erdds y Turdn en dimensiéon uno, obtenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.

Para todo entero positivo N, suficientemente grande

Fy (N) < N+ O(NY?).

Demostracion. Sean U, N enteros positivos tales que 1 <U < N ysea A C [1,N]2 un conjunto de
Sidon.

Consideremos los (N + U)? reticulos siguientes
I(Z,J):[Z_le_” X [j_Uaj_]-]a

donde i,j =1,2,..., N + U. Mediante A (i, j) denotamos el nimero de elementos de A que estdn en el
reticulo 7 (4, ), esto es:

A (i,5) = [T (i,5) N A[.

Primero probemos que todo v = (v1 v2) € A, aparece en exactamente U? reticulos (i, j).

El primer reticulo donde aparece v es
[v1 +1—=U,v1] X [va+1—=U,vq],
cuando ¢ = vy + 1,5 = vo + 1, el dltimo reticulo donde aparece v es:
[v1,v1 + U — 1] X [vg,v2 + U — 1],

cuando i =v; + U, j = vy + U.

Por lo tanto

N4+U N+U )
Y AG) = V%A (3.1)
-1 j=

3

Elevando al cuadrado (3.1) y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene
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N+U N+U ? N+U N+U [ N+U ?
(UQA'V:(E ];Aw) s(g 12) > (J;IA@,J'))

i=1

N+U [ N4+U 2
<(N+U) > (;A(i,j))

i=1
N4U [ N+U N4U )
<S(N+U) 2 X1 A (i, )
i=1 \ j=1 j=1
, N4UN+U
<(N+U) A (i,])
i=1  j=1
Entonces
N+U N+U U2 \?
A (i, ) > 2 3.2
S A= () A 2)
Como
A (i, ] 1 o
( (2 )>_2<A(Z7]> _A(/L7])>7
tenemos
N+U N+U /A i,j 1 (N+U N+U o
22 (M57) -3 ( > A(z,y>2—U2|A|>, (33
=1 j=1 i=1 j=1
de (3.2) y (3.3) se obtiene
NEUNAU (A (i) _ U ]A] [ U2]A
> Z( ( ))2 | |2—1. (3.4)
=1 j=1 2 2 (N+U)

Por otro lado como (A(;"j )) es el nimero de subconjuntos de T (4, 7) N A con dos elementos, es también
el ntimero de pares (v,v’) con v,v' € I (i,7) N A, v < v’ (orden lexicogrifico). Cada par da lugar a

un tnico w = v/—v, tal que w = (dy,d>) esté en el reticulo
[1L,LU-1]x[1-U,U-1U{0} x [1,U —1],

dcdondc(lgdlSU—1y|d2|SU—l)o(dleylgdggU—l).

Ahora, en la suma (3.4), cada par es contado (U — dy) (u — |dz|) veces, luego
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N+U N+U (A (i, §) U-1 U-1 U-1
2z (M0)) s S w-aw-la 2 Sue-a)
=1 j=1 di=1 do=1 di=1
U-—1 2 U-—1
=2 Z(U—dl) +2UZU(U—CZ1)
d1:1 d1:1
UU-1))\> U (U -1)
= —_— 2 —_—mm
(F52) v (55
B U? (U2 — 1)
N 2
U4
< a
= 2
entonces
N+U N+U ; 4
(A (m)) U
i=1 j=1 2 2
De (3.4) y (3.5) se tiene
Ut _U%|A| [ U?|A|
- > 5 — 1
2 2 (N+U)
4
A
U* > LB —U? |A|
(N+U)
N+U\?
v vz Al - (S50 1Al

completando cuadrados
1(/N+U\* 1N\
2
— > - —
(N+U)+4< 7 >_<|A| 2( i )),

1 /N+U\?
=3 ()

de donde

-

2

U

N+U\*
U

1
(N+Uf+4<

Del hecho que 1 < U < N, se tiene

1 /N+U\? ) N\*
< — _
|A|_2( i ) + (N4 1) +4(U>

1 /N+U\? U U\? N2
< Z _ _ _
|A|_2< . ) N 1+2(N)+(N> +4(U2)

Para N suficientemente grande, si tomamos U = {N %J se tiene que

1
2

1
2

|A| < N +O(N?).
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Como esta relacién es vélida para todo A C [1, N ]2 , tenemos
Fy (N) < N+ O(N?),

con lo cual se concluye la demostracién. g

Corolario.

La funcién Fy (V) satisface la siguiente relacién

Fo (N
lim sup 2(N)

<1.
N—o0 N a

Finalmente, este corolario junto con el Teorema 3.2 implican el resultado fundamental de

esta monografia en el caso finito.
Teorema 3.4.

La funcién Fy (N) se comporta asintéticamente como N, es decir

lim F2 (N)

=1.
N—oo N

3.3 Conjuntos B, en rectangulos

Una extension natural del problema anterior consiste en estudiar conjuntos B contenidos en rectangulos.
“; Cudl es el maximo nimero de puntos que podemos selecionar del reticulo [1, M] x [1, N]
de tal manera que cuatro de ellos nunca sean los vértices de un paralelogramo?”

Sea Go (M, N) dicho ntimero maximal, esto es:
Go (M,N) =max{]A|: A C[1,M] x [1,N],A € By},
observemos que en la notacién anterior
Fo(N) = Gs (N, N).

Veamos como construir conjuntos de Sidon en dimensién dos contenidos en rectangulos, a partir de

conjuntos de Sidon en dimensién uno.
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Dados enteros positivos M, N, con M > N. Si se desea construir un conjunto de Sidon contenido en el
rectangulo [1, M] x [0, N — 1], entonces escogemos un primo p tal que p? —2 < M(N — 1).

Sabemos que existe un conjunto de Sidon A = {a;} (en dimensién uno) con p elementos y tal que
A C [1,p* — 1] . Trasladando los elementos de A, podemos suponer que A C [M,p? + M — 2].

A cada entero a; € A le asociamos “el vector”

vi= (5] e 1F]Y).
y consideremos el conjunto de puntos reticulares correspondiente
A" ={v;:i=1,2,..,p},
A" C[l,M] x[0,N —1],
|A*] = p.
Probemos que A* es un conjunto Bs.
Si

Vit V=V + vy,

entonces

e ] ()= |35~ 2]

multiplicando la primera igualdad por N y sumando con la segunda, tenemos
a; +a; = ag + ay,

y como A es un conjunto de Sidon, se sigue que:
{ai,a;} = {ar, ar}

y, claramente
{vi,vj} ={ve,vi}.
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Asi, A* es un conjunto de Sidon contenido en el rectangulo [1, M] x [0, N —1].

Ejemplo 3.1. Sabemos que
{7,39,58,63,65,86,92,100, 101, 104}.
es un conjunto de Sidon (en dimensién uno). Para M = 12, N = 9, consideremos el conjunto trasladado
A ={12,44,63,68,70,91,97,105, 106, 109}.
Por la construccién anterior tenemos:
A* ={(1,3),(4,8),(7,0),(7,5),(7,7),(10,1), (10,7), (11,6) , (11,7), (12, 1)}, .

Entonces A*es un conjunto By contenido en [1,12] x [0,8], y A* 4+ (0,1) C [1,12] x [1,9].

Esta construccién permite demostrar que

1iminfw > 1.
MNSoo MN

Por otro lado, modificando de manera apropiada el argumento de conteo utilizado para obtener la cota

superior de Fo(N), también se puede demostrar que

GQ(MvN) <1

lim sup
MN—oo MN

De estos dos resultados se sigue que

G2 (M, N)

li — =1
MJ\lfrEoc vV MN

Para detalles, ver [8].
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4 CONJUNTOS DE SIDON INFINITOS

En este capitulo consideramos conjuntos de Sidon infinitos en dos dimensiones.
Si A C Z x Z, recordemos que la funcién contadora de A, denotada mediante A(N), representa el

ntumero de elementos de A cuyas componentes son positivas y menores o iguales que N, es decir
A(N) = ‘A N [1,N]2’ .
Es claro que si A es un conjunto de Sidon, entonces

A(N) <F3(N) < N+ O(N'?).

4.1 Limite superior (construccién)

Una forma de construir conjuntos de Sidon infinitos y suficientemente densos consiste en considerar la
unién de conjuntos de Sidon finitos, adecuadamente seleccionados. Este proceso es similar al método
constructivo utilizado en una dimensién [2].

Comenzamos con el siguiente resultado.

Teorema 4.1.

Existe un conjunto de Sidon infinito A tal que

lim supA(N)

>
N —oo N

N

Demostracion. Vamos a probar que dado cualquier conjunto de Sidon finito

Ao = {vi,va,..,vi} C [1,2)?

podemos extenderla a un conjunto de Sidon A, tal que:
Ao C AcC[1,2+0(0),

[A] = 1+ 0(0),
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para valores adecuados de [, esto sera suficiente puesto que podemos iterar el proceso inductivamente.

Sea p un primo suficientemente grande, digamos
p = +o(zh),

y sea B un conjunto de Sidon contenido en [1, p]2 con p elementos (sabemos que existe por las con-
strucciones finitas ).

A pesar de que, en general, la unién de dos conjuntos de Sidon no necesariamente es de nuevo un
conjunto de Sidon, serd posible quitar de B un ntimero suficientemente pequenio de sus elementos para
obtener un conjunto de Sidon que nos permita demostrar el teorema.

Considermos todas las posibles relaciones de la forma
v—-v=w-w, v,V EcA, w,wcB,
como Ag es un conjunto de Sidon todas las diferencias v — v/, v # v/, son distintas, y hay a lo sumo
Ao = k* — k = O(2?) = o(p)

de ellas, por lo tanto quitamos de B esos o(p) elementos. Llamemos By al conjunto de elementos que
nos quedan en B.

Sean:

Al :B0+(p+$,p+x),
A=A UA,.
Observemos que
AcC[L,2p+0(p)”, |Al=p+o(p).

Nos falta demostrar que A es un conjunto de Sidon.
Para probar esto, consideremos el siguiente diagrama que representa el conjunto de sumas de dos

elementos de A :
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Ao A,

S(Ao) | Ao+ Ay

S(A1)

donde para el conjunto X = {z1, 23, ..., x5}, S(X) se define como
S(X)=A{z;i+x;:1<j}.

Como Ay, A; son conjuntos de Sidon, en cada uno de los bloques S(Ag), S(A1) no hay elementos con
doble representacion.

También, debido a la construccién en el bloque Ay + A1 no hay elementos con doble representacion,
en efecto si

v+a =v +a, conv,v € Ag,a,a’ € A, (4.1)

entonces por definiciéon de A,

a:W+(p+S€,p+IIZ), WGBO?

!

a'=w+(p+a,p+az), w e By,

reemplazando en (4.1), se obtiene

v—v =w-—-w,

que no es posible porque By fue construido prohibiendo esta relacién.

Por otro lado, los tres bloques son disjuntos por pares porque:

S(Ao) C [2,2a]%,
S(Ay) C [2p + 22 + 2,4p + 22]%

Ay+A, C [p+x—|—2,2p+2x]2.
Hasta el momento hemos demostrado que todo conjunto de Sidon

Ao C[1,2)°,
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puede extenderse a un conjunto de Sidon
A=AgUA;C[L2p+o0(p)”,

con |A| = p + o(p), donde p = z* + o(x*) es primo. Iterando esta construccién en forma inductiva, se

obtiene que existe una sucesién infinita de primos {p,} tal que

A(2pn + O(pn)) > Dn+ 0(pn)7

luego

como queriamos demostrar. g

4.2 Limite inferior

En esta seccién consideramos el comportamiento de la funcién que cuenta el nimero de elementos que
puede tener un conjunto de Sidon infinito en un rectangulo.

Sea A un conjunto de Sidon y sean m,n enteros positivos. Definimos la funcién:

A(m,n) :=|AN[1,m] x [1,n]

Para esta funcion se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.

Si A es un conjunto de Sidon infinito, entonces

) .. A(m,n)
o s VAR A

Demostracién. Para cada s,t € Z™, definimos el reticulo
I(s,t) :== ((s — 1)N,sN] x ((t — 1)N,tN],
mientras que DAa (s,t) es el nimero de elementos de A en dicho reticulo
Da(s,t) :=|ANI(s,t).
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Observemos que

A(sN,tN) ZZDAZJ

1=1 j=1
Vamos a estimar la suma,
N DA(s t)
>
s, t=1 (St)

de dos maneras.

Primero, por la férmula de sumacion parcial de Abel, en dos dimensiones, tenemos:

9i2v=:1 D(j:tgf/;) = si::ltg:l (Z:I ZDA(Z j)> ( ;3/2
A(sN,tN)

iz (st)3/?

Si llamamos I" al limite inferior en el enunciado del teorema, tenemos:

N, Da(s,t) (sNtN)'/2

o s szuzllogzv<st>3/2
I'N N N 1

> TogN <§u§st)

N
(log N)?

> log N

=TN(log N)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Cauchy:

Entonces

Ahora, estimamos la suma

contando diferencias.
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Como A es un conjunto de Sidon, todas las diferencias

Vi —Vj, convy,v; €A, v £V

son distintas. Asi, el nimero de soluciones de

0 < ||v; = vj|]| <N, con v;,v; € A, v; #v;,

es menor que 4N,donde la norma |||| es la norma del maximo. Entonces

N
S D% (s,t) < 4N?, (4.3)
s, t=1
porque
v #vj, vi,v; € ANI(s,t) = 0< ||v; —vj|| <N
Ahora
N N N
> Dals,t) < X 143 si=1 Da(s1). (4.4)
s,t=1 s,t=1 Da(s,t)>2
Tambien, si Da(s,t) > 2 entonces
D t
DA(5.0) < 2Da(s.0Da(s,0) - 1) = 474 0) (1.5)
Reemplazando (4.5) en (4.4) y utilizando (4.3), tenemos :

N N
> Da(s,t) SN?+4 3

>, (DAgs, t)>

< O(N?),

y utilizando este resultado en (4.2), finaliza la prueba del Teorema. g
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5 CONCLUSIONES

En este capitulo se destacan los resultados méas importantes y los problemas abiertos que surgieron

durante el desarrollo del trabajo realizado.

5.1 Resultados mas importantes

1. El Teorema 2.1, permite concluir que: si Fo(N) corresponde al ndimero méximo de puntos que
pueden seleccionarse del reticulo [1, N ]2 para obtener un conjunto de Sidon (en dimensién dos)
y F»(N?) es el nimero de elementos que pueden escogerse de los primeros N2 enteros positivos

de tal forma que constituyan un conjunto de Sidon (en dimensién uno), entonces
Fao(N) > Fo(N?),

entonces

2
lim inf M < lim inf M,

N—o0 N—oo
Fy(N? Fo(N
b S < S

Es decir, buenas cotas inferiores (construcciones) en dimensién uno implican buenas cotas inferi-
ores (construcciones) en dimensidon dos y, reciprocamente, buenas cotas superiores en dimension

dos implican buenas cotas superiores en dimension uno.

2. En el caso finito, el resultado central del trabajo consiste en haber probado que Fo(N') se comporta
asintéticamente como N. Resultado que es similar al que se tiene para dimensién uno: Fy(N)
es asintoticamente v/ IN. Quizas este resultado pueda ser extendido a cualquier dimensién, ver

seccién siguiente.

3. Muy interesantes resultan los Lemas 2.1 y 2.2 que establecen la existencia de particiones del
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5.2

reticulo [1,p — 1]2 en p — 1 clases, cada una con p — 1 elementos, y cada clase es un conjunto de

Sidon.

En el caso infinito, el Teorema 4.1 muestra la existencia de un conjunto de Sidon infinito A tal

que

A 1
limsup% > >

N—o0

resultado que es andlogo al de Kriickeberg en una dimensién.

Algunos problemas abiertos

. (Es posible mejorar el término error en el Teorema 3.37 De acuerdo con una conjetura

de Erdos en dimensién uno, ;es posible demostrar que

Fo(N) < N + O (N9),

para todo ¢ > 07

.Es posible extender los métodos de Lindstrom, Rusza y Trujillo? Para demostrar el
Teorema 3.3 se extendié el método de conteo que Erdos y Turan utilizaron en dimensién uno.
En el articulo [3] se consideran otros tres métodos, debidos a Lindstrom, Rusza y Trujillo, es
conveniente realizar un anélisis detallado de dichos métodos para identificar la posibilidad de

mejorar el término error mencionado en el punto anterior.

;,C6émo construir conjuntos de Sidon médulo (m,n)? En la monografia se lograron con-
struir conjuntos de Sidon médulo (p,p) y médulo (p — 1,p), con p primo. Es interesante obtener
construcciones para otros valores de m,n, en particular cuando m y n no sean primos. Este tipo

de construcciones es solicitado en el articulo [5].

. Es posible mejorar el 1/2 del Teorema 4.17 Es dicer, ;jexiste un conjunto de Sidon infinito

A, en dimensién dos tal que

A(N 1
limsupL > =7
N—oo 2
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. (Es posible obtener un resultado similar al Teorema 4.2 para cuadrados en lugar de

rectangulos? Es decir, si A es un conjunto de Sidon infinito, jes verdad que

.. A(N)
lim inf —5

log N <« 1?7
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