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NOTACION

ACB A es subconjunto de B

AxX B producto cartesiano A por B

xe A x es elemento de A

ré¢ A x no es elemento de A

0 conjunto vacio

R conjunto de los niimeros reales

R* conjunto de los nimeros reales positivos

R~ conjunto de los nimeros reales negativos

N conjunto de los nimeros naturales

A adhrencia de A

B(xg,r) bola abierta, centrada en zg, de radio r

P’ exponente conjugado de p, es decir, ]l) + i
c.t.p. para casi todo punto

m(A) medida (de lebesgue) del conjunto A.

Supp f soporte de la funcién f

fxg producto de convoluciéon

Pn sucesion regularizante

Co(£2) funciones continuas con soporte compacto en {2
C*(Q) funciones k veces continuamente diferenciables en (2

WP Wy espacios de Sobolev



INTRODUCCION

La importancia del estudio del Anélisis Funcional como una de las
ramas de la Matematicas, radica en su evolucion y actual desarrollo que
ha tenido a través de las mismas Matematicas, como el Algebra, la Teoria
de Numeros,la Geometria y Teoria de conjuntos entre otras. Pero es
indiscutible, el gran aporte que la primera le ha dado a la misma, tanto
en el campo abstracto como en el aplicado. Sus multiples progresos han
estimulado considerablemente la teoria de las Ecuaciones Diferenciales,
como se conoce, es una de las ramas de las Matematicas que tiene gran
aplicacion. La experiencia ha demostrado la dificultad de obtener teorias
matematicas genéricas a las soluciones de ecuaciones diferenciales,
salvo para unos pocos tipos; ahi radica en concreto, la necesidad de
estudiar tipos especiales de ecuaciones. En este trabajo estudiaremos los

problemas de Dirichlet homogneo y no homogneo en dimensiéon uno.

El teorema de representacion de Riesz junto con otros teoremas de
Anélisis, como el teorema de Stampacchia y el de Lax-Milgran
constituyen una herramienta util del Analisis Funcional para encontrar

soluciones de ecuaciones diferenciales tanto ordinarias como parciales.

La nocién de espacio de Sobolev es esencial para el estudio de lo que
suele llamarse soluciones débiles. De tal manera que resulta interesante
mostrar como se utilizan estos resultados en la soluciéon de ecuaciones

diferenciales.



Capitulo 1

Preliminares

Teniendo en cuenta que el proposito principal de este trabajo es
realizar una aplicacién del Analisis Funcional a la teoria de Ecuaciones
Diferenciales, en esta seccion se exponen las bases fundamentales para el

desarrollo de dicha aplicacion.
Sea ) C R medible y sea f : {2 — R una funcién.

Definicién 1.1. Sea 1 < p < oo, se dice que q es el conjugado de p si

4o =1
P q

Definicion 1.2. Sea f : Q0 — R se define el soporte de f por

Supp f={x € Q, f(x) # 0}.

Observacion 1.1. Por fuera del Supp f la funcion se anula.

Observacion 1.2. 57 el Supp f es compacto entonces se dice que f es

una funcion de soporte compacto.

Definicién 1.3. Decimos que f € L}, (Q) si f es una funcidn integrable

sobre todo subconjunto compacto de ).



Definicion 1.4. Sea p € R, con 1 < p < oo se define
LP(Q)={f: Q= R: f medible y [, |f(x)|"dz < oo c.t.p. en Q}.
Sip =00
L>*(Q) = {f:9Q — R: f medible y existe C > 0 tal que
|f(z)| < C c.t.p. en Q}.

Observacion 1.3. LP(Q2) es un espacio normado con la norma definida

por
11y = (o [F @) da) " para 1 < p < oo,
Sip=o0
£l gy = Inf{C = 0:|f(x)] < C ctp. en QY.

Proposicién 1.1. Si ¢ € Cj°(Q2) entonces p € LP(Y) para todo
1 <p< oo

Teorema 1.1 (Densidad). El espacio Cy(Q2) es denso en LP(S)) para
1<p<oo.l

Teorema 1.2. Sea f € L'(Q) tal que [ fu =0 Yu € Cj() entonces
Q
f=0 ctp. en.?

Teorema 1.3. El espacio LP(2) es un espacio de Banach® para
1<p<oot

Teorema 1.4 (Desigualdad de Hélder). Sean f € LP(Q)) y g € L1(Q)
con 1 < p < oco. Entonces fge L' () y

Lver teorema IV.12 de [3]
Zver lema IV.2 de [3]
3 Espacio normado y completo.

Yver teorema IV.8 de [3]



Jo lfal < f Loy 191l age).”

Teorema 1.5 (Convergencia dominada). Sea {f,} una sucesion de

funciones de L'(Q). Supongamos que
i) falz) — f(x) c.tp. en £,

ii) existe una funcién g € LY(Q) tal que para cada n € N,

|ful(z)] < g(x) c.t.penQ.
Entonces

FELNQ) g fo— fllpg — 0

Teorema 1.6 (Fubini). Supongamos que F € L'(Q1x Q). Entonces

para cast todo x € )y,

F(z,y) € Ly(Q) y fQ (z,y)dy € LL().
Igualmente, para cast todo y € o,

F(x,y) e LL(Qy) y fQ (z,y)dx € Ll(Qg)

Ademas se verifica

le dx f92 F(x,y)dy = sz dy le F(z,y)dz = [[ F(z,y)dzdy.”
Q1 x0Qy
Teorema 1.7. Sean {f,} una sucesion en LP(Q) y f € LP(QY), tales que

|fn = fllze@) — 0. Entonces existe una subsucesion { f,, } tal que

fo(x) — f(z) c.t.p. en Q.8

Teorema 1.8 (Convolucién). Sean f € L'(R) y g € L’(R) con
1 < p < oo. Entonces, para casi todo x € R, se define

Sver teorema IV.6 de [3]
Sver teorema IV.2 de [3]
Tver teorema IV.4 de [3]
8ver teorema IV.9 de [3]

10



(f *9)(2) = [g fz —y)g(y)dy.
Entonces
frgelP®R) y IIf *9lpw < 1fllne l9le).”
Proposicién 1.2. Sean f € C¥(R) y g € L}, (R), donde k € N. Entonces
(fxg)€C*R) 'y  DMfxg)=(D"f)*g.
Observacién 1.4. Dada una funcion [ se escribe f(x) = f(—x).
Proposicién 1.3. Sean f € LY(R), g € LP(R) y h € LY(R) donde q es
el conjugado de p. Entonces
J(fxg)h=[g(f*h)"
Proposicién 1.4. Sean f € L}(R) y g € LP(R). Entonces

Supp (f * g) C Supp [+ Supp g.*2

Definicién 1.5. Se llama sucesion regularizante a toda sucesion

{on}n=1 de funciones tal que:

a) pn >0 en R.

b) pn € C§°.

¢) Supp(p.) € B(0,1/n).
d) [pn=1,V neN

Teorema 1.9. Sea f € LP(R) con 1 < p < co. Entonces p,* f — f en
LP(R). 1

Teorema 1.10. Sea H un espacio de Hilbert y X un subespacio convexo

y cerrado de H. Entonces X es Hilbert.??

Yver teorema IV.15 de [3]
Wayer proposicon IV.20 de [3]
Yoer proposicion IV.16 de [3]
29er proposicion 1V.18 de [3]
Byer pag. 70 de [3]

Yoer teorema IV.22 de [3]
BSyer theorem 2G de [4]
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Capitulo 2

Teorema de representacion de Riesz

El teorema de representacion de Riesz es uno de los teoremas del
Andlisis Funcional que tiene una gran aplicaciéon en la teoria de
Ecuaciones Diferenciales; para nuestro interés serda de gran ayuda en el
método variacional, al problema de Dirchlet homogéneo y no

homogéneo.

Definicion 2.1. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K(R ¢ C).

Una norma es una funcion

I : X —R
que satisface: que para todo x,y € X, a € K
i) el = 0; flzf] =0 <=2 =0.
i) azx| = lof =]
iie) |z +yll < =l + lyll.-

Definicién 2.2. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K(R ¢ C).

Un producto interno es una funcion
(,): X xX—K

que satisface que para todo x,y,z € X, a € K

12



D) (z,2) >0, (x,2) =0z =0.
) (a+y.2) = (0,2) + (y,2).
1) {az,y) = a(e,y).
V) {x,y) = Tg,2).

Observacion 2.1. Con (1)-(IV) se prueban las siguientes propiedades,
para todo x,y € X, a € k

1. (r,y+2z) = {x,y)+ (r,2).
2. (x,ay) =a(z,y).
3. (x,0) =0.

Observacion 2.2. En adelante consideremos k = R. Por tanto en (IV),

obtenemos, (x,y) = (y,z) y ademds en (2), de la obsevacion 2.1 tenemos

(z,ay) = a(z,y) .

Teorema 2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea X un espacio

con un prducto interno { , ) entonces, para todo x,y € X se tiene que

N|—=

(@, y)] < (z,2)7 (y,)° .

Demostracion. Para todo o € R, de (I), tenemos (z — ay,x — ay) > 0,

luego
(r—ay,x —ay) = (x,2) —alz,y) —a(y,z) +a* (y,y)
= (z,2) —aly,x) — al{z,y) —a(y,y)].

zy)

Siy # 0, tomamos a = Ey ,;» entonces, como o (z,y) —aly,y)] =0, se

tiene que

13



(v,y)
de donde
o, 9) < (o.2)* (y.9)°
Siy =0, el resultado se obtiene inmediatamente. ]

Teorema 2.2. Si X es un espacio con producto interno { , ), entonces

( , ) induce una norma |||, definida por

lll = G, 2)*
Esta norma se le denomina norma inducida por el producto interno.
Demostracion. Veamos que ||-|| satisface las propiedades de norma

i) Por definicién de producto interno tenemos que (x,z) > 0 para todo

r € X, luego ||z| = (x,x)é > 0, ademas

N[

|lz|| =0< (z,2)? =0 < (z,2) =0 x=0.

it) Sea a € R, z € X entonces

laz|® = (az,ox)
laz|® = o (z,x)
laall = ol (z,2)*,
asi
oz || = |e| [J]]

14



iii) Dados x,y € X se tiene que

lz+yl* = (z+ya+y)
= (r,r+y) +yr+y)
= (z,2) + (z,9) + (v, ) + (4,9)
= ll® +2 [z, )l + llyll*

luego por desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

lo+ il < llel® +2 (2, 2)* )" + Iyl
= Jlal* + 2l 1yl + llyll”
= (=l +ly)*,

de donde se concluye
[l +yll < =l +[lyll -
[]

Teorema 2.3. Si X es un espacio con producto interno { , ), entonces

(, ) induce una métrica d, definida por

N

d(z,y) =z -yl =z —y,z —y)
para todo x,y € X.

Demostracion. Sean x,y € X y a € K

N

i) Por definicién de producto interno tenemos que (x —y,x —y)? > 0

)

luego como (x — y,z — y}é =d(z,y) > 0 y ademés

N

d(z,y) =0 & (x—y,x—y*=0
& r—y=0

= T =Y.

15



it)

[d(z, )] = (x—y,z—y)
= (z,z) —(y,2) — (z,9) + (¥, )
= (v,y) — (¥, z) — (2, y) + (z,2)
= (y—r,y—x)
= [d(y,2)]",
d(z,y) = d(y, x)
i)
d(z,y))? = (z—yz—y)

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

[

(z—y,z2—y)° +(z—y,2—y)
= [d(z, 2)] + 2d(x, 2)d(z,y) + [d(z, y)]’
= [d(z,2) +d(z,y]°,

[d(z,y)]? < (t—zx—2)+2(x—2,2—2)

de aqui se tiene que,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
]

Definicién 2.3. Sea H un espacio con producto interno ( , ). H se dice
que es un espacto de Hilbert si es completo con la métrica inducida

por el producto interno.

16



Definicion 2.4. Sea X un espacio vectorial sobre R; una funcion
f: X —R
se dice que es un funcional lineal si

flx+ay) = f(z)+ af(y) Vr,y € X yVa € R.

Definicion 2.5. Sea f un funcional lineal se define el nicleo de f por
N(f)={re X : f(x) =0}.

Definicién 2.6. Sea X wun espacio vectorial, se dice que X es la suma
directa de dos subespacios Y y Z de X, si para todo x € X existen
unicos y € Y y z € Z tales que x =y + z; y denotamos X =Y & Z.

Definicion 2.7. Sea X un espacio con producto interno y 'Y un subcon-

jJunto de X. Se define el complemento ortogonal de Y por
Yt ={z€ X :{(z9) =0 para todoy € Y} .
Definicién 2.8. Sea X un espacio normado. Un funcional lineal f, es
acotado si existe C' > 0, tal que
[ fle) <Ozl VeeX

Definicién 2.9. Sea X un espacio normado y sea f un funcional lineal

acotado, se define la norma de f por

171 = Sup L0
]
x#0

Observacion 2.3. Note que la definicion anterior tiene sentido ya que

st f es un funcional acotado, entonces existe C' > 0 tal que

|f ()]

]

<C VerelX, x#0,
asi existe tal supremo.

17



Observacion 2.4. La norma del funcional f anteriormente definida es

equivalente a la norma

LFIF=

[f ()]

Demostracidn. Sea a = ||z|| y sea y = (%) 2 entonces,

Iyl = 1[G) =]
= @]l
= (B)a
es decir, ||ly|| = 1; Como f es un funcional lineal acotado se tiene
I = st
wex ||

x#0

1
Sup (— | f(a) |)
zeX a
Sup
zeX

x#£0
1
/(i)
a
x#0

Sup | f(y)] -

yeX
lyll=1

[]

Proposicion 2.1. Sea X un espacio vectorial y f : X — R un funcional

lineal acotado, entonces

i) Si{x,} es una sucesion en X tal que x, — x, x € X, entonces

fan) — f(x)

18



i1) N(f) es cerrado.
Demostracion.
i) Mostremos que |f(z,) — f(z)] — 0.

Como f es un funcional lineal tenemos
| f(2n) = f@) |=| flen —2) |
y ademas como es acotado
[f(@n — )] < Cllen — 2|,
para algin C' > 0, es decir

| fwn) = f(2) [< Cllzn — 2]

como x,, — x entonces ||z, — x| — 0, asi

‘f(xn) - f(x)’ — 0,
por lo tanto f(z,) — f(x).
i1) Sea {x,} una sucesién en N(f)y x € X tal que
T, — .

Veamos que x € N(f), por (i) tenemos que

f@n) — f(x)

pero =, € N(f) lo que implica que f(x,) = 0, luego por unicidad de

convergencia se tiene que f(z) = 0, es decir z € N(f) por lo tanto N(f)

es cerrado.

Teorema 2.4. Sea X wun espacio con producto interno y sea M # 0 un

subconjunto convexo y completo (con la métrica inducida por el producto

interno) de X, entonces, para todo x € X, existe un unico u € M tal que

19



o=Inf{llr—yl:yeM}=lz—pul

St ademas, M es un subespacio de X, entonces z = x — i es ortogonal a
M.

Demostracion.

i) Existencia.

Seax € X,d=Inf{llz—§|:§€M}ySead,=[z—ynl; yo €M
tal que

0, — 0.

Veamos que {y,} es de Cauchy en M. Para n € N sea v, = y, — x, se

tiene que
| vn [|= 0n, (2.1)

[ontvm || = [ g0 =2+ ym —2|
= [ yn+ym — 22|
= 2|l 390+ 5Ym — 2 |
luego como M es convexo se tiene que (%yn + %ym) € M y ademas

0 <|| z— 3 || para todo § € M, asi
| v + v || > 20. (2.2)

Por otra parte
| Y — Ym H2:|| Un — Um H2 :

y por identidad de paralelogramo tenemos
Il =y IP= 21l o 7 +2 [ v I = | 00 + v |17
utilizando (2.1) y (2.2) obtenemos

|y — ym > < 262 + 262, — 46* — 0,

20



es decir || ¥ — ym ||[— 0, de donde {y,,} es de Cauchy en M. Por ser M

completo, existe u € M tal que y, — p. Probemos que
| z—p =5

Como p € M se tiene que
0 <[l w—pl,

ademas para todo n € N tenemos

lz—nl < [lz=yull + 1t —pl

= Ot yn—pll,
como 0,, — 0 obtenemos
|2 —pl|<9
en consecuencia
| 7 —p[|=9.

i1) Unicidad
Sean u, g € M tales que:

lz—pll=6 v [lz—pl=4
luego

I I

=l =2) = (0 — )
= 2= P42 o= P = | (a = 2) + (5o — ) |
— 2% 426 ||+ o — 20 |

— 207426 = 2 | Yt o) — o |1,

||M—Mo

pero tenemos que %(,u + o) € M lo que implica que
1
I 5t o) = 72 8,

21



por lo tanto
1
40% = 4 || S(n+ po) — 2 < 0,

es decir
| 1= o |0,
de manera que
| b= po [|=0,
por lo tanto
H = Ho.

Ahora probemos que z = x — i es ortogonal a M, si M es subespacio de
X. Supongamos que z no es ortogonal a M, es decir existe un y; € M

tal que
(z,y1) = B #0,

es claro que y; # 0, ya que si y; = 0 entonces

(z,y1) = 0.

Para un escalar a tenemos

12 = (z—ay,z— ay)

| 2 —ay
= (z,2) —alz,y) — af{y1, 2) — aly, n)]

= (2,2) —aB — a3 — aly, p)],

tenemos

tomando o =
<yl ) y1>

5
<y17 yl>

| 3 |?
(yi. 1)

I = (z,2) -

H 2 — ay

Iz [1* -

22



| B

como ||z ||=||z—pl|=0dy > (), entonces
{y1,y1)
B _ o
Iz = ays P=[ = I* - <0
<y1>y1>

lo que es una contradiccién, ya que
2= QY =T — Y2,
tomando 1y = p + ay;, como M es subespacio se tiene y, € M. Asi
|z —ay (=]l —y I
luego por definicién de 6 = Inf{|| z — ¢ ||: § € M}, se tiene
| z—ay [0,
por lo tanto z = x — p es ortogonal a M. ]

Proposicion 2.2. Sea X un espacio métrico completo y'Y un subespacio

de X. S1Y es cerrado entonces, Y es completo.

Demostracion. Sea {z,} una sucesion de Cauchy en Y, entonces {z,} es
de Cauchy en X. por lo tanto {x,} converge en X, pero {x,} estd en Y

y Y es cerrado, entonces {x,} converge en Y. O

Teorema 2.5 (Representacién de Riesz). Sea H un espacio de Hil-
bert. Para todo funcional lineal y acotado f : H — R, existe un unico
y € H tal que

fla)=Az,y) Voel

ademas

LA = Tl

23



Demostracion.

Existencia. Si f = 0 tomamos y = 0, entonces
f(x) ={(x,0) =0 Ve € H,

ademas

I £ 1= sup S
A

x#0
Supongamos que f # 0y sea M = N(f) , por proposicién 2.1 tenemos

=0=[lyl-

que M es cerrado y también subespacio de H. Como M es un subespacio
cerrado de H entonces tenemos que M es completo y convexo, luego por
teorema 2.4, se tiene que para cada x € H existe un tnico y € M tal que

satisface lo siguiente

i) o=Inf{lle—=gll:jeM}=|z—yl.
ii) z = (x —y) L M es decir 2 € M*.

iii) Es el inico y € M tal que x =y + 2.

Asi podemos ver a H como la suma directa de M y su complemento

ortogonal M=, esto es
H=M®&M,

como M # H (puesto que f # 0), existe w € M+ tal que

Fw) #0.

w

Sea z = m € M*, ya que M+ es un subespacio de H, luego para
w

todox € H

(x — f(z)z) € M.

24



En efecto

Asi, (x — f(x)z) L z,

O Sea que

por lo tanto

tomando

obtenemos

Unicidad.

Sean y,y € H tal que

de manera que

f(w)
Y A C)
= S = F@
= f(z)— f(z)=0.
de donde
0 = (x—f(:c)z,z),
= (z,z) — f(2)]]=|,
f<x>=<x,@>,
R EE
f(z) =(z,y).

(x,y—y) :Oa

25



lo que implica

por lo tanto

Ahora probemos que
A=y
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

| f(@) =] G y) (<l y I

para z # (
| f(x) |
——= < |yl
|z ||
de donde o) |
T
Sup———= <[ y |,
verl || 2 ||
x#£0
por lo tanto
<yl
De otro lado
f) = ()
fy) = llyl?
Iy = 12
|y I‘\ £ |
T
[yl < Sup ,
verr || 2]
x#£0
asi
Iy 1< 1A
por lo tanto
I fI=lyll -

26



Capitulo 3

Espacios de Sobolev

Estos espacios tendran una gran utilidad para nuestros propodsitos, ya
que presentan caracteristicas especiales del Analisis Funcional, las cuales
las mostraremos en este capitulo. Ademas cabe resaltar la importancia
de estos espacios para el estudio de las derivadas débiles. De aqui en
adelante se supone conocidos los elementos béasicos de la teoria integral
(en especial se tomard la integral de Lebesgue) y se utilizaran algunos

resultados de espacios L”.

Sea I = (a,b) un intervalo no necesariamente acotado y sea p € R con
1 <p< oo

Definicién 3.1. El espacio de Sobolev W1P(I) se define por

WhP(T) =
{ue LP(I):3g € LP(I) tal que [;ue’ = — [, 99 Vo € Ci(I)} .

Cuando p = 2 denotamos W1*(I) por H'(I).

Observacién 3.1. Si para uw € LP(I) existe tal g en LP(I) que cumple

[iug' =~ [, 90, Yo € CYI),
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se dice que g es la derivada débil de u y se esribe v/ = ¢g. Ademas la
derivada débil es tnica salvo en un conjunto de medida cero. En efecto,

sean gi, go € LP(I) tal que

[iue’ =~ [, q1p Yo € C(I)

y
Jrug' == [1 a0 Vo € Ci(I),
luego
= Lo =— [, 920,
de donde

Jilg1 = g2)p =0 Yo € Cy(I),
entonces por teorema 1.2 tenemos que
g1—¢go =20 ct.p. en I.

Por lo tanto

go = g1 c.t.p.en [.
Observacién 3.2. Siu € CY(I)N LP(I), y u' € LP(I) donde v’ es la

derivada usual de u, entonces u € WU(I) y la derivada usual de u

coincide con la derivada en el sentido débil. En particular si I es acotado
se tiene que C*(I) € WP(I).

Teorema 3.1. El espacio de Sobolev WP(I) estd dotado de la norma
[ellywrro = llullpo + ']l o
La cual es equivalente a la norma
1
lull,,., = (Ml + eIz
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Teorema 3.2. El espacio WY2(I) = HY(I) estd dotado del producto
interno
<U,U>H1 - <U,U>L2 + <UI7U,>L27

con

(u,v) 2 = [ (uv).

1

Este producto interno induce la norma

1 1 2 9 %
Julln = o )] = [+ ()l = [l + ]
que es equivalente a la norma en W12(I) (ver capitulo 1 de [2]).

Teorema 3.3. El espacio WP(I) es un espacio de Banach. En particular
H(I)es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Sea {u,} una sucesién de Cauchy en W'P(I), entonces

para todo € > 0, existe n € N tal que
[t = wml| oy + [l — Wyl oy < € siempre que n,m >,

de donde {u,} y {u,} son sucesiones de Cauchy en LP(I), y como LP(I)

es completo, existen u,g € LP(I) tales que
U, —u y u,—g en LP(I),
Ahora, si p € C§(I) se cumple que
Jrume' — [jug’y Jrume — Jr 9.
En efecto
frung’ = Jrug'| = [ [;(un — w)'| < [y lum — ulle'],

luego por desigualdad de Holder se tiene que

’f[ Unp' — f] UQO/} < [Juy — UHLP(I) HSOIHLq(I)
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donde ¢ es el conjugado de p, por tanto

| un = Jrug'| — 0,
es decir,
f] Upyp' — ff uy'.
De manera analoga se demuestra que
Jrune — Jr9¢.
Entonces como [;u,¢' = — [;ul,p Vo € Ci(I), ya que u,, € W'P(I), se

tiene que
Jiwe=—Jrg¢ Ve Ci(l).
Por lo tanto u € WP(I) con v = g, ademds
[ wn — U||W1m(1) = [lun — U”Lp(f) + [luy — u/HLP(I) — 0,
de donde
u, — uen WHP(I),

en consecuencia WHP(I) es un espacio de Banach para 1 < p <oco. [

Observacion 3.3. De la demostracion anterior rescatamos el hecho de
que si una sucesion {u,} en WP converge a u en LP y {u!} converge a

una g en LP entonces u € WP yu' = g.
Lema 3.1. Sea f € L} (I) tal que
[ f¢' =0 YeeCi(l).
Entonces existe una constante C' tal que f = C c.t.p. en I.
Demostracion. Sea v € Cy(I) una funcién fija tal que
[¢=1.
I
Para toda funcién w € Cy(I) existe ¢ € C{(I) tal que
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o =w=([jw) v

h=w=(fu)u.
entonces h es continua, con soporte clompa(:to en I. Ademas
Jrh = If“’_ (frw) v
= Ifw — ([ ([, ¥)

= fw_ffw:07
T

En efecto, sea

asi la funcién

p(x) = [ h(t)dt,

es de soporte compacto en [ y es tal que

A =h=w— ()¢

por lo tanto

Jiflw—([jo)¥] =0 vwe Ci(D),

O sea

fjfw— (ffw) fffw =0 Ywe CHI),

es decir
[wlf— [ f] =0 Vel
Luego por teorema 1.2 tenemos que
f—flfw =0 ctpen I,
por consiguiente f = C'; donde C' = fI f.

Lema 3.2. Sea g € L} (I); para yy fijo en I definimos

loc
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= [, 9(t)dt, zel.
Entonces v e C(I) y
Jrve' == [r9¢ Vo e Ci(I).

Demostracion. Sea ¢ € Ci(I)

five = [f;gg@)dt} P (2)ds

= JJ" [, a(t)¢ (x)dtdz + f S 9@)¢! (w)dtdz
= — [7 [P g( dtda:+f [, 9@ (x)dtdz.
Aplicando el teorema de Fublm tenemos que
[rog = — [ [t (x)dadt + [ [} g(t)e! (x)dudt
= — "1 @M ﬁ+f lg(t (H}ﬁ
= — [P [g)(p(t) — p(a)) dt + [ [g(t)(p(b) — o(t))] dt
-1 g(t)w( f*; lg(t)p(t)] dt
(

= —}fgt)@ t)dt.
0

Observacion 3.4. Del lema anterior se deduce que la primitiva v de una

funcién g de LP pertenece a WP siempre que v € LP.

Teorema 3.4. Sea u € W'P(I); entonces existe una funcion u e C (I)
tal que

~

u=u ctp.enl

u(r) —u(y) = fyx u'(t)dt  Vr,y €.
Demostracion. Se fija yp € I y sea
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u(x) = fyf) u'(t)dt,
luego por lema 3.2, se tiene
Jrae' = = [iu'e Ve e Ci(I)

= [ue’ Ve e Ci(I),
por tanto

Jilu=w)¢' =0 Ve i),

y por lema 3.1

u—u=C ct.p.enl.
Entonces tomando u(z) = %(x) + C se tiene que u € C(I) y es tal que
u=uctpen I.
Sean x,y € [

u(z) —uly) = uz)—u(y)
= [T/ (t)dt.

y
[]

Observacién 3.5. Observese que si u € WP y si u' € C(I) entonces
u e CYI).

Observacion 3.6. Sea [ una funcion definida en (a,b) denotamos

B f(x) sita<x<b
fz) =

0 st x > b.
Lema 3.3. Siu € Wl?(a,b) entonces,
fue Whe(a,00) vy (&0) =&u+ &,

donde £ € CY(R), es una funcion fija tal que 0 < <1y

33



Demostracion.
Joolgalr = 71
< Jo lal
- fab |u|p )
por tanto {u € LP(a, c0).
Sea ¢ € Cf(a, 00)
Jrgug = [ + [ G
= J, uéy,
como £p € Cl(a,b), se tiene que (£p) = o + &0/, Tuego
Jreuy = [ul(€p) - &)
= [Ju(€o) — [, ug'y
= — [ up— [ ug'y
= — [Jutp— [Zut'y
= —J, @E+ug)e
Ahora veamos que (u'¢ +u€') € LP(a,00).
Jo el = [P iEl”
Jo 1@t
= [ [
= Ji b

IA

Jo lag = 7 g

b~
€12 <y ST

IA
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luego (W€ +ug') € LP(a,00) y entonces se tiene que
§u € Wh(a,00) y (€u) = €U+ &0
[l

Teorema 3.5 (Operador prolongacion). Sea 1 < p < oo. Existe un
operador de prolongacién P : WP(I) — WLP(R) lineal y continuo tal

que
i) Pul,=u Yue W(I).

it) |Pull oy < Cllullpey  Yu € WH(I).
i) [ Pullyrogey < Ol Yo € W),

Demostracion. Consideremos primero el caso I = (a,00) y demostremos
que dada u € WHP(I), la prolongacién por reflexién definida por
u(zr) st x>a
(Pu) (r) = vw*(x) = ,
u(—x) si xr<a
es lineal y satisface las condiciones deseadas.
x 1/
[u |y = g [ ()" da] !
[ e (@) e [ o ()7 ] 7
= [[2 (=)l do + 7 fu(w)P da] 7
= [J2 —Ju(@)| dz + [ u(z)[]” dz] "
= [2[7 Ju@)P de]”
< Cllull o

es decir,
HU*HLP(]R) <C HuHLP(I). (3.1)
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Ahora sea

entonces
elv@)fPde = [* |o(z)fde+ [~ |v(z)]” do
= [l (=)l de+ [/ ()] de
= [o W@ de+ [7 ()" da
= C [7 v (2)| d,
por lo tanto
[0l oy < C' 1oy
Por otro lado se tiene
u*(z) —u(a) = [Jo(t)dt VzeR.
En efecto, si x < a entonces
[Fo)dt = [7—u/(—t)dt
= [Tu/(—t)dt
[o =/ (t)dt
= [TT/(t)dt
= u(=z) — u(a),

es decir,

Si x > a entonces
[Fo)dt = [Tu/(t)dt

= u(z) — u(a)

= u(x) — u(a),
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por lo tanto
[To(t)dt =u*(z) —u(a) ctpenl,
entonces por la observacién 3.4 se concluye que u* € WIP(R) y ademads
(u) = v.
Por (3.1) y (3.2) tenemos que
HU*HWLP(R) = HU*HLP(R) + H(u*)/HLP(R)

HU*HLP(R) + HUHLP(R)

IA

Cy llull ey + Col[u'|| 1o
< Cllullyny

asi

[ ([wro@) < Cllullyr, (3.3)
Consideramos ahora el caso de que I es un intervalo acotado. Sea
I = (a,b).
Dada u € WP(I) se escribe

u=~E&u+ (1—-¢&u.

Por el lema 3.3, la funcién {u se prolonga a (a,oc0) por {u y luego por
reflexién prolongamos a R, obteniendose asf una funcién v; € WHP(R),

que prolonga a &u. Luego como £u € WP (a, 00) por (3.1) se tiene
vl ey < C €U 1o(o,00)
= C HfUHLP(I)

< Cllull g,

Ademas por (3.3) se tiene
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HleWLP(R) < 2||§ﬂ”W1m(a,oo)

2 lgullyy
2 [l gy + 110 o
2 {1l oty + € 1ol o

C HUHWLP(I).
Ahora procedemos prolongar (1 —&)u por (1 —§&)u € W(—o0, 1) donde

IA

IA

u(x) sia<x<b
u(r) =

0 sl —oo < x < a.

y a (1—¢&)u la prolongamos por reflexién a R (respecto al punto 1) a una

funcién vy, € WP(R), de tal manera que
lvall Loy < C L= E)ull o —ap
= Ol =&ull o)

< Cllullpep

igualmente por (3.3) tenemos
HUQHWLP(R) < | _€>a‘|W1aP(—oo,b)
= C|(1- f)uHWLp(I)
C 10 = &l gy + 10 = &l [ ]
C (Il oy + Co 'l

< K HuHWLp(I).

IA

Asi Pu = vy + vy satisface:
i) Pul, =u Yue W"(I).
En efecto, sea x €
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(Pu)()

i)

[Pull e g)

i)

HPUHWLP(R)

Por otro lado,

[Py — Pollymg,

se tiene la continuidad de la prolongacion.

IA - IA

IA - IA

IA

[v1 + V2l ()
o1l Lrr) + V2l Lr(r)
Cillull ey + Collull ey

C HUHLP(I).

1 + vallypre (g
lvillwrr @) + 102llyr )
Ch lullyrwiry + Collullyn

¢ HUHWLP(I).

1P (u =)l

< Cllu— UHWLp(I),
]

Lema 3.4. sea p € L'(R) y sea v € W (R) con 1 < p < co. Entonces

pxve Wh (R) y

(pxv) =pxv.

Demostracion. Supongamos primero que p es de soporte compacto. Como
pe€ LYR) yve WP(R) C LP(R), pxv e LP(R).

Sea o € C}(R) por las proposiciones 1.2 y 1.3 se tiene
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Jalpxv)¢' = [pv(px¢)
= fpv(p*e)
= — gV (p
- _fR(p*U/)(pn
de donde (pxv) € WP(R) vy (p*v) = pxv.

Si p no es de soporte compacto, entonces existe una sucesién {p,} de

C;(R) tal que p, — p en L}(R), entonces por lo anterior si v € W?(R)
pnxv €W vy (p,xv) = p,xv.
Ademas
lon v —pxovlp = [l(on—p)* 0l
< llon = el vl — 0,

por consiguiente,

pn*v — pxv en LP(R),
de igual manera,

pnx v — pxv' en LP(R),
luego por observacion 3.3 se tiene que,

(p*xv) € W yque (pxv) =px*v'.

Lema 3.5. Sea v € C°(R), 0 < ¢ <1, una funcion fija tal que

1 si|z] <1
(x) =

0 si x| > 2.

Entonces dada la sucesion
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Up () =1 (%) para n=1,2,3,..,
se tiene que V¥, f — f en LP(R), para toda f € LP(R).

Demostracion.
1 si|z] <n
Yn(T) =
0 si |x| > 2n.
Usaremos el teorema de la convergencia dominada para demostrar el
resultado.

Para x € R, existe n € N tal que |z| <7, de tal manera que si n > 7 se

tiene que
[Un(2) f(2x) = f(2)] = |f(z) = fz)] = 0.
Y de otro lado,
[onf = fIP = | = 1P[F]

< P

donde |f|P € L'(R), entonces por teorema de la convergencia dominada

se obtiene que

thbnf_f'p B 07

0 sea que

|nf = fllLe@) — 0.
[]

Teorema 3.6 (Densidad). Sea u € WP (I), con 1 < p < oo, entonces

existe una sucesion {u,} en C{(R) tal que

un‘l—>u en Wh? (I).
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Demostracion. Supongamos primero que I = R,

Sean {p,} una sucesion regularizante y 1, la sucesién que se definié en

el lema anterior. Demostremos que la sucesién {u,} definida por

Uy, = Up(pp * u),

converge a u en WIP(R).
Primero veamos que ||u,, — u||;, — 0
[un —ulle = lltbn [(pn * w) — u] + [thou — w1,

19 [(pn * 1) = wlll o + [[Pnw = ul|

< [(pn*u) — UHLP + | Ynu — UHL? — 0.

IA

En virtud de la proposicion 1.2 se tiene
U, = Py, (pn*u) + Py (pn * U)l
= Yy, (pn* ) + Uy (po x ')

por consiguiente

[uf, =Wl e = 1[0 (pn 1) + Up (pn + 0') — 0|
< 9 (on x W)l o + (9o (o0 * ') = /|l
= n (o W)l o + llton (pn * ') — hn + Pou” — |
< 1 e llon  wll o + 110w [ w') = @l + [0 = W —

Por lo tanto

[wn = wllwrom) = llun = vl oy + Nl = @'l oy — 0.

Ahora, sea u € WUY(I) con I # R, consideramos su prolongacién

Pu € WIP(R) de tal manera que existe una sucesién {u,} en C5°(R)

tal que u,, — Pu en W1?(R). Entonces

lenl; = ull sy < Nm = Pullyiog) — 0.
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Teorema 3.7. Existe una constante C' tal que

[ull ooy < Cllullyrngy  Yu € WH(I),
0 sea que WIP(I) C L*> (I).
Demostracion. Supongamos que I = R.

Sea v € C}(R), 1 < p < oo y definase

G(s) = |s]" ' s.
Entonces G'(s)!= p \s|f)_1 de donde si w = G(v) se tiene que w € C}(R)
y
w = G'(v)
= plf.

Para x € R se tiene que

= [T p @) (),

es decir,

@) o(@) = [2 plo@®) v (t)dt.
Por tanto
@) = [l@)P ()]
= | p P v
Jreplo@F Y (1) dt

p e lo@) v'(t)] dt

p [ (loop™) @) e oo a?

l5is >0, G'(s) = (p—1)sP72s + sP71 = psP~!
sis <0, G'(s) = (p—1)(=8)"2(=s) + (=s)P~! = p(=s)P"

IA A

IA
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donde

por consiguiente

@) < pfplo@F dt] " |V
= [ ot d0)*]" oo
= pllollZ 10l om

y por desigualdad de Young

_ q p
@) < p[E(Iold) + 1 (1 me) |

< A0l + 10wy

luego
1
p@)] < C ol + 11|
= C HUHWLP(R),
0 sea que
[l @ < Cllvllyog Yo € CGy(R). (3.4)

Sea u € WIP(R), existe una sucesiéon {u,} en C}(R) tal que
u, — u en WIP(R),
luego {u,} es de Cauchy en WHP(R). Por (3.4)
[wn — umHLoo(R) < Cllu, — UmHWLP(R) — 0,

de manera que {u,} es de Cauchy en L>*(R) y como L*(R) es completo

existe w en L*(R) tal que

u, — u en L*(R),
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veamos que u = u. Como u, — u en WH'P(R), entonces existe una

subsucesion u,, tal que
|up, () —u(z)] — 0 ct.p. en R,

entonces
u(@) —a(z)] < |u(z) —un, (@)] + |un, (x) —u(2)]

< Ju(@) =y ()| + [l (2) = () || Lo @) — 0,
por tanto

u=u ct.p. en R.

Ademas se tiene que

[ull ey = 1M |up|[=®) < Hm Cllugllwiag) = Cllullwism,),
n—oo n—oo
de donde se obtiene que

[ll ooy < Cllulliyrom).
Sea u € WIP(I) con I # R, entonces existe Pu € WIP(R) tal que

Pu‘I:u.

[ull ooy = [Pl ooy

IA

1Pl o (my

IA

CHPUHWLP(R)

IA

K HUHWLp(J).
]

Teorema 3.8 (derivacién de un producto). Sean u,v € W?(I) con

1 <p < oo. Entonces
ww € WW(I) y (w) = u'v+w'.
Ademas se verifica la formula de integracion por partes
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fyx vv=u(x)v(z) —u(y)v(y) — fyx uv'.
Demostracién. Sean u,v € WP(I) entonces u € L>(I), por lo tanto
Jrlwol” = [y lul"ol”
< C[;|v[’, paraalgin C € R.

De donde uv € LP(I). Ahora supongamos que 1 < p < ooy

u,v € WHP(I) entonces existen {u,} y {v,} sucesiones en C}(R) tales

que

Upl, —u y vl — v en WW(I),
de donde

U, —u 'y wv,— v en LP(I)

y

w, —u y v, —v en LP(I),
de aqui

upv, — uv en  LP(I).

y

(wpvn) = vy + upv!, — w'v +uv’ en LP(I),

luego por observacién 3.3 tenemos que uv € WHP(I), ademés
(wv) = v+ w'. (3.5)
Integrando (3.5)
/ (uv)’ (t)dt :/ (v'v 4+ uw')(t)dt,
y y
luego
u(z)v(x) —u(y)v(y) :/ u'(t)v(t)dt+/ u(t)v' (t)dt,
y y
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por consiguiente
/ Sl Ob)dt = u@)v (@) —u ) (y) — / "t (1)t

Ahora supongamos que u,v € WhH(I), entonces u,v,u’,v" € L¥(I) es

decir,
wo € L) y v+ w' € L>(1).
Probemos que
[iuvg’ = — [, (Wv+w')p Ve Ci(I).

Sea ¢ € Ci(I) y J C I un intervalo abierto y acotado tal que
Supp ¢ C J. u,v € WHP(J) con 1 < p < 0o, en efecto

Jylul” < Jlullfe m(J),
y ademds para v € C}(J)
Jyu = [ju)
= — [;uY
= — [,u',

es decir, u € W1?(.J). De manera andloga se demuestra que v € WhHP(.J).

Luego por el caso anterior uv € W1P(.J), para 1 < p < oo, de donde

Jyuvg' = = [;(u'v+ur')p,
0 sea que
[ruvg’ = — [ (u'v+uw)e,
por lo tanto uv € W1 (I) y ademds
(wv) = u'v +uwv’  para u,v € WHe(I),

integrando ahora por partes como se hizo en el caso de (1 < p < 00) se

obtiene
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Teorema 3.9 (Derivacién de una composicién). Sea G € C*(R) tal
que G(0) =0 y sea u € WHP(I), entonces

Gouec W) y (Gou) = (G ou.

Demostracion. Seauw € WIP(I)y M = [ull ooy - Como G(0) = 0, existe
una constante C' tal que
|G(s)] < C|s| para se[—M,+M].

En efecto. Dado s € [-M, +M], existe t € (0, s) tal que

G(s) - G(0)
-0

para alguna constante C'. Ademas, existe K tal que

=|G'O] < C,

|G'(x)] < K para x € [-M,M].
Probemos que G ou, (G ou)u' € LP(I).
[ I(Gou)(x)Pde < C [, |u(x)| de,

JIW(G eu)(@)(@)["de < K [ Ju'(2)]" dx.
Falta comprobar que

[;(Gou)y' =—[,(Gou)u'¢ VpeCj).

Supongamos primero que 1 < p < co. Entonces existe una sucesiéon {u, }
de C§°(R) tal que

Uy, — u en WIP(I),

1
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entonces por el teorema 3.7 se tiene
lun — U”LO@ < Clup — UHWW(I) — 0. (3.6)

Como G es continua se tiene que
(G oun)(z) = (Gou)(x)] = |Glun(r)) — Glu(x))] — 0,
luego
[/ 1(G 0w (@) = (Gou)(w)f da] " — o0,
y por lo tanto
Gou, — Gou en LP(I).
Por el mismo razonamiento anterior se tiene que
(G'oup)ul, — (G'ou)u’ en LP(I).
Luego por observacién 3.3 tenemos G o u,, € W1P(I). De donde

fI(Goun)@’:—fI(G’oun)u;@ Vo € Ci(I).

Sea ¢ € C§°(I) mostremos que

Z) f](G © un)SD/ — f[(G © U)QP/

1) JI G oun)u ] — [ (G ou)u] .

En efecto

U](G 0 Up)p' — f[(G © U)QO/} = U](G ou, —Go U)SOI‘ )
luego por desigualdad de Holder (1.4) se tiene

UI(G oup —Go U)SO/‘ <|[|[Gou,—Go UHLP(I) ”SD,HLG(I) ;
por tanto

| [{(Gou, —Gou)p| — 0,

es decir,
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f](G 0 Up )’ — f[(G ou)y'.

De manera analoga se demuestra que

Ji (G oun)u ] — [ (G ouu] .

Asi se tiene

Ji(Gou)y' == [ (G ou)uTp Vo e C5(I),
por lo tanato G ou € WI?(I) con (Gou) = (G’ ou)u'.

Para el caso p = oo se procede como en el teorema 3.8. ]

Definicién 3.2. Dado 1 < p < oo, se designa por Wol’p(l) a la adherencia
de CY(I) en WP(I). Denotamos H}(I) = Wy *(I).

El espacio W,” esté dotado de la norma inducida por W'?; ademas H}

estd dotado del producto interno inducido por H'.

Observacién 3.7. Cuando I = R, por teorema 3.6 se tiene que C}(R)
es denso en WP(R) y por tanto Wy P(R) = We(I).

Observacion 3.8. Utilizando una sucesion regularizante {p,} se com-

prueba
(i) C°(I) es denso en WyP(I).
(i1) Siu € W (1) Co(I), entonces u € Wy P(I).

Teorema 3.10. Sea u € W'P(I), entonces u € W, *(I) si y sélo siu =0
sobre OI.

Demostracion. Siu € W,P(I), existe una sucesién {u, } de CJ(I) tal que

u, — uen WHP(I).
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Entonces, para todo x € [ se tiene
[un () — u()] <|| un — v [l <|| un — v [lwroy— 0,

por consiguiente u, — u uniformemente sobre I y para todo n € N,

un(a) = u,(b) = 0 entonces u = 0 sobre 01.

Sea u € WP(I) tal que u = 0 sobre d1. Se fija una funciéon G € C*(R)

tal que
0 si |t <1

G(t) =
t s |t >2

|G(t)| < |t| paratodot e R.

Definimos u,, = +G(nu) de tal manera que u, € Wr(I).

Por otra parte
Supp u, C{z€1: |u(z)]>1}.

Si I es acotado entonces Supp u, es acotado y por lo tanto Supp u, es

un compacto incluido en 1.

Si I no es acotado. Sin perdida de generalidad supongamos que

I = (a,00), entonces

u(a) =0 y lim u(z) =0,

r—00
por lo tanto para n fijo, existe zy € I tal que

1
lu(z)] < - siempre que x > x,

luego

1
Supp u, C {x el:|u(x) > ﬁ} C (a,xg)
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asi Supp wu, es acotado, por lo tanto Supp wu, es un compacto
incluido en I, por consiguiente u, € Wy (I) (ver observacén 3.8). Lue-
go usando el teorema de la convergencia dominada (teorema 1.5) se
comprueba que u, — u en WY, En efecto, dado x € I se puede

encontrar un Ny € N tal que
|nu(z)| > 2 siempre que n > Ny,
entonces

unl) —ul)] = |~ Glou(x)) — u(a)

1
< |=nu(x) —u(x)| =0, para n> N.
n

Por otra parte para todo n € N

1 p
—ulr = |2 _

1 p
< [E|G(nu)\ + ]u|]
< Juf” + Jul?,

luego
J; lun — up — 0,
es decir,

|lun, — ul||r — 0.
Ahora veamos que ||u), — u'||» — 0.
Dado x € I, existe n € N tal que |nu(x)| > 2, luego para n > 7
jup(2) = ()] = |G (nu(x))u'(x) — v'(z)]
= [u(2)[G'(nu(z)) = 1]| =0
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ademas

u, —u'P = |G (nu)u —u'|P
= |[G'(nu) — 1Ju'|"
= |G'(nu) — 1P|u'f?
< K[,

entonces u;, — u’ en LP.

Por lo tanto

u, — u en WP(I).

Ahora, para n fijo existe v,, € C3(I) tal que

Vp, — U, en  WHP(I)

tomemos un n tal que

g
|n — ul[wir < 2

y sea kg € N tal que

si k> ko entonces |[vn, — tp|lwien <

DO | ™

entonces para k > kg se tiene

|Vn, — ullwie = |Vng — wn + 1wy — ullps
< Nvn, — wnllwro + [lun — ullprs
e, €
2 2

por lo tanto u € W, ”(I).
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Capitulo 4

Aplicacion del método variacional al

problema de Dirichlet

En este capitulo aplicaremos el método variacional de la teoria de
Ecuaciones Diferenciales al problema de Dirichlet homogéneo y no

homogéneo.
Las etapas del método variacional son las siguientes:

ETAPA A. Solucién débil. En esta etapa se precisa la nociéon de so-

lucién débil, para esto se utiliza los espacios de Sobolev.

ETAPA B. Existencia y unicidad de una solucién débil. Se esta-
blece la existencia y unicidad de una solucién débil, en este caso, via el

teorema de representacion de Riesz.

ETAPA C. Regularidad. Se demuestra, bajo ciertas condiciones que

la solucién débil es de clase C2.

ETAPA D. Recuperaciéon de la solucién clasica. Se demuestra que

toda solucién débil de clase C? es solucién clasica.
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4.1. Problema de Dirichlet homogéneo

Consideremos el problema de hallar una funcién u que verifique

—u"+u=f en I=(0,1)
u(0) =u(l) =0
con f € 0(7).

Etapa A. Una solucién clésica de 4.1 es una funcién v € C?(I) que

verifica 4.1 en el sentido usual.

Definicién 4.1. Una solucién débil de 4.1 es una funcién v € H(I) que

verifica
[uv + [uv = [, fv Vv e Hj(I).

Toda solucidon clasica es solucion débil. En efecto sea uw una solucidon
clésica, es decir u € C?(I) ¢ WY2(I) C L? tal que

—u"+u=f en I
u(0) =u(l) =0

entonces u € W2(I) y u = 0 en I luego por teorema 3.10 se tiene que

u € HY(I). Sea v € HY(I) y tenemos que u verifica
—u" +u = f,
de donde
— [;u"v+ [;uv = [ fu.
Luego por corolario 3.9 se tiene
= [w'(@)o(1) = (0)0(0) — f;uv']| + ffuv = [} fv
por lo tanto
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[uv + [uv = [; fv Yv e Hy(I).
Etapa B. Existencia y unicidad de una solucién débil.

Teorema 4.1. Para toda f € L*(I) existe una tinica u € HY(I) tal que
[;uv + [;uv = [, fv Yve Hy().

Demostracién. Sea ¢ : HY — R un funcional definido por

p(v) = [ fu
Claramente ¢ es lineal, veamos que es acotado.
| Ji fol
1Al z2 ol 2

LAz (ol ze + 1ol =)
K o]l gy,

(V)]

VAN VANRVAN

Recordemos que en H}(I) se define el producto interno

(91, 92) = f; 9192 + fl 9195

Luego por teorema de representacién de Riesz (teorema 2.5), existe una

tinica u € H}(I) tal que

p(v) = <UaU>H5(1)

O Sea que

[; fo= [uv+ [;uv.
[]

Etapa C. Regularidad. Sea v € H}(I) una solucién débil de 4.1 entonces,
[;uv + [;uv = [, fv Yve Hy(I),
0 sea que,
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[uv + [uv= [, fu YveCiI),
de donde
[uv == [[(u— flv YveCi),
por lo tanto ' € H! ya que (u — f) € L*y
(u) =u—f.

Ademds como f € C(I), (v/) € C(I) y entonces v/ € C(I) por

observacién 3.5, por tanto u € C?(1).

Etapa D. Recuperacién de la solucion clasica. Supongamos que

u € C?(I) y que cumple
[uv + [;uv = [, fv Yve Hy(I),
0 sea que

u'(L)o(1) — /' (0)v(0) — [;u"v+ [uv = [; fv Vv e Hj(I),

es decir
— [;u"v+ [fuv = [, fv Vv e Hj(),
de donde
[{(—v"+u— flu=0 Yove i),
entonces

—u” +u = f para casi todo punto en I.
Pero como u € C*(I) entonces

—u"4+u=f en todo punto de I.
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4.2. Problema de Dirichlet no homogéneo

Consideremos el problema de hallar una funcién u que verifique
—u"+u=f en I=(0,1)
u(0) =a, u(l)=7p

cona,BERnyC’(T).

(4.2)

Sea ug € C%(1) tal que up(0) = a v ug(1) = B. Y sea @ la solucién del
problema

—u"+u=f+uy—u

u(0) =u(l) =0.

(4.3)

Entonces u = u + ug es la solucion de 4.2, en efecto

—u" +u = —u' + U — ug + uo,

de donde

—u"+u = f+ug—uo—uj+ uo,
por tanto

" +u = f

Ademsés

uw(0) = w0)+u(0)=04+a=a
y

u(l) = a(l)+up(l) =0+ 0=7.
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