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RESUMEN

En la actualidad la fisica del estado sélido y en particular la que tiene que ver con
nanoestructuras semiconductoras, es la base para el desarrollo de dispositivos
cuanticos tales como diodos, transistores, leds, etc. Dichos mecanismos, a
diferencia de los fabricados con materiales semiconductores en bloque, presentan
propiedades fisicas exéticas que los hacen excelentes candidatos para el uso
diario en la electronica. Propiedades fisicas, como la densidad e intensidad de
corriente entre otras, que tienen su explicacion en gran parte en la teoria del
transporte cuantico. El propdsito de este trabajo de investigacion es mostrar el
comportamiento de los coeficientes de transmisién y reflexién, que son parte
esencial para el andlisis de las anteriores propiedades, en una barrera de
potencial rectangular sin y en presencia de campos externos, pues dicha barrera

es el elemento fisico fundamental para el disefio y producciéon de nanodispositivos.

En este trabajo se realizaron calculos fisicos y matematicos de transporte cuantico
en una barrera de potencial rectangular unidimensional sin y en presencia de
campos externos. En primera instancia se modeldé cada una de las situaciones
mediante la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, la cual se
transformé en la ecuacion diferencial que describe un movimiento arménico simple
en el caso de la no presencia de campos externos, mientras que al considerar un
campo eléctrico y magnético uniforme de manera independiente que afecta la
barrera de potencial se presentan las ecuaciones diferenciales de Airy y la
Hipergeométrica Confluente, respectivamente. Las soluciones a estas ecuaciones
son dadas a través de funciones especiales tales como las funciones de Airy y

Kummer.



Una vez estructurado el formalismo matematico en cada uno de los casos, se
prosigue con el estudio del transporte cuantico en términos de los coeficientes de
transmision y reflexion para cada uno de los casos antes mencionados, mostrando
resultados interesantes a medida que los campos externos varian. Ademas,
dichos coeficientes se comparan con el método de aproximacion WKB con el fin
de ver la presicién del método teniendo en cuenta que la energia suministrada a la
particula no sea superior al orden de la altura de la barrera. En este trabajo
también se realizan analisis de los efectos de los campos externos en el
tunelamiento cuantico, la densidad y la corriente de probabilidad, las cuales
sugieren una interpretacion fisica de las funciones de onda obtenidas de la

ecuacion de Schrodinger que modela cada problema.



INTRODUCCION

La invencion del transistor al finalizar la década de los afios 40 y el desarrollo de la
tecnologia de circuitos integrados en la década de los 60, del siglo XX, permitieron
que los grandes computadores fuesen reducidos de tamano hasta llegar a las
calculadoras actuales, mas rapidas y versatiles que se conocen. Esta misma
tecnologia permiti6 compactar radios, televisores y muchos otros aparatos
electrénicos que eran conformados a base de valvulas. Tal miniaturizacion se
debi6 a las estrategias de reduccion de costos y a la eficiencia de memorias de
acceso rapido donde la informacion es procesada a través de millares de

transistores conectados en “chips” diminutos.

Esta nueva implementacion ha sido impulsada fundamentalmente por la
investigacion en ciencias naturales basicas como Fisica, Quimica y Biologia,
basandose en modelos, teorias y experiencias que tienen como soporte esencial
el formalismo matematico y las ciencias computacionales. Lo anterior ha
estimulado a una amplia cantidad de cientificos de diferentes areas al estudio de
heteroestructuras semiconductoras, parte esencial de dispositivos electronicos, a

nivel tedrico y experimental.

Con base en lo anterior, actualmente se realizan estudios tedricos sobre el
fendbmeno del tunelamiento cuantico en presencia de campos eléctricos y
magnéticos, en algunas heteroestructuras ternarias como las conformadas por
GaAs-AlyGaixAs-GaAs 6 GaAs-AlAs-GaAs, donde las bandas de conduccion de
estos compuestos pueden ser modeladas a través de barreras de potencial
afectadas por dichos campos. Aqui, en particular se analizé dicho sistema en

presencia de campos eléctricos y magnéticos de forma independiente. Ademas, se

18



hizo énfasis en el estudio del transporte cuantico a través del calculo de los
coeficientes de transmisién y reflexién, los cuales suministraron informacion
acerca del porcentaje probable de electrones con energia E que pueden superar o

no, una barrera de potencial finita de altura v,. Estos coeficientes son un indicativo

de la cantidad de informacion que puede ser transmitida (coeficiente de
transmision) o retenida, (coeficiente de reflexion) durante un proceso de

transmision de informacion por un dispositivo electronico.

El presente trabajo esta dividido en siete capitulos. En los dos primeros se hace
una descripcion fisico-matematica de la ecuacion de Schrodinger y del transporte
cuantico respectivamente. También se presenta una introduccion de los primeros
principios sobre fendmenos de transporte. En el tercero, cuarto y quinto capitulos
se hace un estudio de transporte cuantico aplicado a una barrera de potencial sin
y en presencia de campos eléctrico y magnético cuyos resultados muestran los
efectos que producen tales campos en los coeficientes de transmision y reflexion,
en la densidad de probabilidad de encontrar la particula y en la corriente de
probabilidad. Estas caracteristicas permiten determinar como se presenta el efecto
tunel en cada uno de los casos mencionados. En el capitulo seis se detallan los
resultados tedricos de las modelaciones que caracterizan el estudio del transporte
cuantico. En el ultimo capitulo se establecen las conclusiones generales del
trabajo. Cada capitulo esta soportado por un anexo, en el cual se detallan ciertos
aspectos matematicos propios del capitulo, lo que facilitaria al lector la compresion

del trabajo sin recurrir obligatoriamente a otras fuentes.
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1. FORMALISMO FiSICO-MATEMATICO DE LA ECUACION
DE SCHRODINGER

La teoria de Schrddinger se fundamenta en la aplicacion de la mecanica
ondulatoria basada en los trabajos de L. de Broglie, sobre las ondas de materia.
Esta teoria di6 origen al nacimiento de la mecanica cuantica “moderna”, dejando
en claro que las particulas microscépicas no obedecen a las leyes newtonianas
como ocurre para el caso de particulas macroscopicas. Para poder seguir
desarrollando el trabajo que Schrodinger planted, es importante entender mas
acerca del fundamento dado por L. de Broglie, quien formulé la hipétesis de que la
dualidad onda-corpusculo es una propiedad general de los objetos microscépicos
y que la materia debera presentar como la luz, un doble aspecto: ondulatorio y
corpuscular. En otras palabras a un haz de particulas o0 a una particula sola se le

puede asociar una onda.

Schrédinger generalizé esta nocién de ondas de materia y establecio la ecuacion
de propagacioén de la funcién de onda que representa un sistema cuantico dado.
Esta generalizacion incluye la teoria newtoniana como caso especial en el limite

macroscopico.

La ecuacion de Schrddinger constituye el elemento esencial de la mecanica
ondulatoria, la cual se construye por una regla de correspondencia a partir de la
funcién hamiltoniana para el sistema clasico de energias en analisis. En ultimas el
problema se reduce a resolver una ecuacion diferencial cuya solucién debe tener
ciertas caracteristicas que mas adelante se comentaran y que permitiran justificar

aun mas el hecho de que la funcién de ondas esta asociada a la particula.
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Por ultimo, es importante resaltar que casi simultaneamente a la teoria de
Schrédinger aparecié una teoria fundamentada en matrices que ayudo de igual
manera al desarrollo de la mecanica cuantica. Esta teoria planteada por
Heisenberg, Born y Jordan se basa en manejar cantidades observables o
dinamicas como la posicion, el momento y la energia, representada por matrices.
Los aspectos cuanticos se introducen en la teoria por medio del principio de
incertidumbre y se reflejan en las condiciones de conmutacion sobre las matrices.

Schrédinger demostré que estas dos teorias son equivalentes .

11 ARGUMENTOS QUE CONDUCEN A LA ECUACION DE
SCHRODINGER

El primer problema que se presenta no es como resolver la ecuacion diferencial,
sino como encontrar la ecuacidén. En este momento se esta en la posicién de
Newton antes de encontrar la ecuacion basica de la mecanica clasica o de
Maxwell cuando buscaba las ecuaciones diferenciales que forman la base del
electromagnetismo clasico. Es muy frecuente en fisica que la combinacion de
ecuaciones dé nacimiento a otras que explican fendmenos de la naturaleza de
forma muy concisa. Sin embargo, la ecuacion de onda de la mecanica cuantica no
se deriva de ninguna de las ecuaciones de la fisica clasica. Esto no indica que no
se pueda hacer uso de algunos postulados, como es el caso del planteado por L.
de Broglie y Einstein (ver apéndice A.1), los cuales asocian la longitud de onda A

de la funcion de onda con el impulso lineal p de la particula asociada y la

frecuencia de la funcién de onda ¢ con la energia total E de la particula,

respectivamente, con la salvedad de que p y E sean constantes. Asi pues, la

ecuacion de onda de la mecanica cuantica podra obtenerse de estos postulados,

cuya justificacion no es que haya sido deducida por completo a partir de la
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informacion experimental obtenida, sino que predice correctamente los resultados

que pueden verificarse experimentalmente.

A continuacion se enumeran cuatro suposiciones razonables concernientes a las

propiedades deseables de la ecuacion de onda mecanico cuantica.

1. Debera responder a los postulados de Broglie — Einstein

h E
A== =
> (1.1) 9 - (1.2)
2. Debera responder a la ecuacién
2
E=L 4y | (1.3)

" 2m,

que relaciona la energia total E de una particula de masa m. con su energia

2

cinética P

y su energia potencial V.

*

3. La funcién de onda y debera ser lineal, pues este requisito asegura que se

podran sumar las funciones de onda para producir las interferencias constructivas
y destructivas de las ondas. Esta caracteristica fue verificada experimentalmente
por Davisson-Germen, quienes mostraron que los patrones de difraccion también

se encuentran en el movimiento de electrones y otras particulas ¥

4. La energia potencial V' depende de la posicidén y del tiempo. Para el caso

especial cuando V(x,t) =V, -constante, que es justamente el caso de una particula

libre, se puede demostrar que la estructura matematica
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n 0’y (x.t)

~ L Oy (x,1)
2m,  ox?

+Vyp (x,t)=ih 5

(1.4)

satisface las cuatro suposiciones anteriores (ver apéndice A.2), donde la funcion

de onda (//(x,t) debe de ser dos veces diferenciable respecto a la posicién y una

vez respecto al tiempo.

Esta ecuacion diferencial fue obtenida por primera vez en 1926 por Edwin

Schrédinger y por ello se le conoce como ecuacion de Schrodinger.

Para el caso en que la energia potencial depende de la posicion y/o el tiempo, se
postula que la ecuacién mecanico cuantica debe tener una estructura similar a 1.4.

Es decir:

nt 0w (x,1)
C2m, A’

+V(x,t)l//(x,t):ihw. (1.5)

La validez de este postulado que muestra la ecuacion de Schrodinger descrita en
forma general se realiza mediante la comparacion de sus implicaciones con la

experimentacion P,

Cabe indicar que no es posible que la ecuacién de Schrodinger sea valida para
particulas que se mueven a velocidades relativistas, ya que en la deduccion de la
ecuacion 1.4 se utiliza la condicion de la energia clasica. Mas adelante en 1928, P.
Dirac comprobd que la ecuacion 1.4 era consistente en el limite clasico. Es decir,
Dirac desarroll6 la teoria relativista de la mecanica cuantica utilizando
esencialmente los mismos postulados de la teoria de Schrédinger, excepto que

1.3 lo sustituyo por su analogo relativista

E:cw/p2+(m*c)2+V (1.6)
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Donde ¢ representa la rapidez de la luz.

La ecuacion de Schrodinger se puede expresar en forma tridimensional, pero
como el objetivo de este trabajo no es manipular esta ecuacion, solamente se hara
unicamente mencion de ella. En el contexto de este trabajo, se implementara la

ecuacion de Schrddinger unidimensional independiente del tiempo y no relativista

. d;”Tg")w(x)w(x):w(x) (1.7)

Los motivos que llevan a tomar esta decisidon son estrictamente la disminucién del
grado de complejidad que surge al trabajar con los potenciales generados por los
campos eléctrico y magnético. Claro esta que si se supone que los potenciales
generados por estos campos son estaticos respecto al tiempo, bastaria sélo
multiplicar la solucion obtenida de la ecuacién de Schrodinger debida a cada
campo por el factor e que es el encargado de controlar el tiempo en la funcién

de onda z,y(x,t), y asi poder tener en cuenta el tiempo para el comportamiento de

la particula.

, . _jE . .
Para poder entender de donde se obtiene el factor e "' es importante estudiar un
poco la transformacién de la ecuacion de Schrodinger 1.5 a la ecuacion auténoma

1.7, tal como se aprecia en el apéndice A.3.
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1.2 PROPIEDADES REQUERIDAS PARA LAS FUNCIONES DE ONDA
QUE SON SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER.

Hasta el momento no se ha hecho mencién sobre la plataforma matematica en la
cual se desarrolla la mecanica cuantica, ya que no se ha manipulado la funcién de

onda y; sOlo se ha establecido que debe ser lineal y diferenciable de la forma

anteriormente mencionada, para ser consistente con la ecuacion de Schrddinger.

A parte de tener esta caracteristica también tiene que pertenecer al espacio de

Sébolev' w;([a,b]) el cual es un subconjunto del espacio de Hilbert (de dimensién

infinita), lo que implica que debe ser una funcion cuadrado integrable, hecho

necesario para desarrollar la teoria de la mecanica cuantica .

Por lo tanto, Las condiciones bajo las cuales la funcién de onda y asociada a la
particula tiene sentido matematico corresponden a que y € C' ([a,b]) es decir, v

es continuamente diferenciable, ademas tanto w como ' deben de ser finitas.

Dado que la ecuacion de Schrédinger es de segundo grado, y de w se exige

solamente la primera derivada, entonces es de esperarse que las soluciones a la
ecuacion de Schrodinger que en este trabajo se estudian, son soluciones
generalizadas (también llamadas distribuciones). Es de anotar que toda solucion
clasica es generalizada (el reciproco es falso). Por ello, no se descarta el hecho de
que ciertas series, que definen las funciones especiales de los apéndices C y D,
puedan sumarse y por lo tanto expresarse a través de funciones elementales.

Habitualmente, las soluciones generalizadas que nos ocupa, pertenecen a la clase

(b)) < L([ab)

! Este tema puede ser leido en el texto “Sobolev spaces on Domains” de Burenkov V1., editorial Taubner.
1998
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Cabe resaltar, que la funcion onda asociada a la particula y al ser cuadrado

integrable admite aplicar la transformada de Fourier. Dicha transformada permite
el cambio del espacio de posicion al espacio de momentum (o espacio de Fourier)
como se conoce en la mecanica cuantica .. En este tltimo espacio es posible en
muchas ocasiones resolver dificultades tedricas como experimentales, las cuales
se presentan en el espacio de posicidon; puesto que la cantidad observable que se

manipula en el espacio de momentum corresponde al vector de onda.

Que la funcidon de onda y pertenezca al espacio de Hilbert también implica

situaciones fisicas que permitiran mas adelante ayudar en el calculo de los
coeficientes de transmision y reflexion (seccion 3.2, 4.2 y 5.2), conceptos que

seran explicados en la siguiente seccion.

1.3 INTERPRETACION DE LA FUNCION DE ONDA ASOCIADA A LA
PARTICULA.

La ecuacion de Schrédinger permite calcular en principio un parametro del
sistema, su energia. Es decir los valores propios de la energia (desde el punto de
vista del algebra lineal), lo que conlleva a indicar que el sistema en cuestién solo
puede existir en ciertos estados de energia (hecho que no se presenta cuando se
estudia el comportamiento de una particula a través de una barrera de potencial, a

menos que ella pase por encima de la barrera).

Sin embargo, contindan sin respuesta dos aspectos del problema. El primero, se
refiere al significado fisico de la funcion de onda: es conveniente saber como se
relaciona la funcién de onda con las propiedades del sistema. El segundo aspecto
se refiere a cdmo se puede utilizar la funcidén de onda para predecir propiedades

del sistema distintas de sus estados de energia posibles.
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La interpretacion fisica actual de la funcion de onda no la dio Schrodinger, sino M.
Born y E. Jordan poco después de la aparicion del trabajo original de Schrodinger.
El trabajo de ellos consistié en proponer a manera de postulado que “si en un

instante ¢ se realiza una medicion para localizar a la particula asociada con la
funcion de onda (compleja conjugada) y *(x,7) entonces, la probabilidad P(x,7)dx
de encontrar la particula en una coordenada entre x y x+dx es igual a
l//*(x,t)l//(x,t)dx” e,

Analizando un poco mas este postulado se puede afirmar que la conexiéon basica

entre las propiedades de la funcién de onda l,y(x,t) y el comportamiento de la
particula asociada esta expresada en términos de la densidad de probabilidad
p(x,t). Esta cantidad especifica la probabilidad, por unidad de longitud en el eje

x, de encontrar a la particula en la vecindad de la coordenada x en el tiempo t°.

En consecuencia

p(xt)=ly (x1) . (1.8)

Una implicacion que se desprende de estos postulados se refiere a que es mas

probable encontrar la particula en los sitios en el que la funciéon de onda tenga una

amplitud apreciable, puesto que p(x,t) tendré un valor estimable donde w(x,?)

tenga un valor considerable. Todo esto es debido a que la particula esta
conectada con la propagacion de la funcion de onda asociada. Asi pues, con la
interpretacion correcta de la funcion dada se resuelve también el segundo

problema de los dos mencionados.

% Esta interpretacion es tomada del texto “Fisica Cudntica Atomos, Moléculas, Solidos, Nucleos y Particulas”
de Eisberg R, editorial Limusa. S. A. 1999 p. 170.
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1.3.1 Normalizaciéon de la funcién de onda. De acuerdo con la interpretacién
que se le da a la funcion de onda surge una restriccion bastante importante acerca
de que la probabilidad de encontrar la particula en algun lugar del espacio (o en el

eje x para el caso unidimensional) debe ser igual a uno. Lo que se traduce en
Jp(x,t)dx: j‘l//(x,t)‘z dx=1. (1.9)

Esta condicidén probabilistica que se impone es posible gracias a que la funcién de

onda y (x,t) es cuadrado integrable, es decir que la integral 1.9 exista y es finita.

Esto ultimo puede llevar a que la integral en mencion sea igual a N° =1, pero
siempre es posible acondicionar la funcién de onda para que se cumpla 1.9,

puesto que la ecuacion de Schrodinger es lineal y homogénea al igual que w
permitiendo entonces multiplicar dicha solucion por (N") obteniéndose asi lo

deseado. Cabe explicar que si N =0, la particula no se ubica en ningun lugar del

espacio y por lo tanto no tendria sentido fisico estudiar este caso.

En el caso en que la funcién de onda y este conformada por ondas estacionarias
como el que se presenta en el estudio de los problemas que se tratan en este
trabajo, aparecen dificultades en la normalizacion de dicha funcion de onda, el
cual se supera suprimiendo la funcion de onda fuera de una regidon grande,
aunque finita, definida por -4 <x << . Esto es, el valor de la funcién dentro de este
intervalo esta dado por la solucién en si, a la ecuacidén de Schrodinger generada

de acuerdo al campo externo aplicado, mientras que por fuera del intervalo es

igual a cero. Esta técnica es equivalente a la normalizacién en una caja [’
Por ultimo, al considerar lo dicho al final de la seccion 2.2 se puede probar que la

normalizacion se conserva en el espacio de momentum, en donde la interpretacion

se transforma en que la probabilidad de que, en una medicién se encuentre que la
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particula tiene un vector de onda entre k y k+dk esta dada por ‘g(k)‘z dk, en

donde g(k) es la transformada de Fourier de la funcién de onda y (x,t).
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2. FORMALISMO FiSICO-MATEMATICO DEL
TRANSPORTE CUANTICO

Los grandes avances tecnoldgicos que se han venido presentando desde la
introduccién del circuito integrado en 1950 en los sistemas electrénicos, han
demostrado que el estudio del transporte de electrones se fundamenta en
sistemas de baja dimensionalidad como son las heteroestructuras
semiconductoras, cuyas composiciones pueden ser manipuladas a escalas
nanométricas . De ahi que los analisis tedricos se concentran a nivel subatdmico,
por lo tanto es necesario crear modelos que ayuden parcial o totalmente a
predecir como ocurre el transporte cuantico cuando se manipulan diversos
materiales semiconductores. Uno de estos modelos, la barrera de potencial, se
presenta por ejemplo en el estudio de las bandas de conduccion en el compuesto
de AlAs envuelto en GaAs (figura 2.1) . Este modelo no sélo es usado en
heteroestructuras, pues su aplicacion aparecié para la explicacién de la emision

nuclear de particulas alfa """,

Gahs Alke Gadsg

EHERGIA

I

Figura 2.1 Representacion de la transicion de las bandas de conduccion en la
heteroestructura de AlAs entre GaAs.
En esta figura se muestran los dos niveles mas bajos de la banda de conduccién

de cada compuesto.
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Es importante destacar ademas, que el uso de las barreras de potencial han
ayudado a introducir el concepto de bandas de energia en los metales, puesto que
ellos estan conformados por estructuras cristalinas caracterizadas por tener un
potencial periédico (figura 2.2), consecuencia de la gran cantidad de electrones
libres que contienen los metales. El modelo que ayuda en el analisis de lo

anteriormente mencionado se conoce como Modelo Kronig—Penny !'231,

Phiwnecil el ponz Flrenciad real jlara
[t PTE TR PR H T elerroncs lbres

Figura 2.2 Modelo de barreras de potencial rectangular Kronig—Penny.

2.1 PENETRACION A TRAVES DE UNA BARRERA DE POTENCIAL.

Uno de los efectos mas sorprendentes descrito por la mecanica cuantica es la
transmision de particulas incidentes a través de una barrera de potencial cuya
altura es mayor que la energia de la particula. Clasicamente si la particula no
puede superar la barrera, se reflejaria. Este hecho no se presenta en los sistemas
mecanico—cuanticos, puesto que una fraccion de las particulas incidentes logra ser
transmitidas, tal como lo demostr6 Gamow, Gurney y Candon en 1928 para

explicar la desintegracion radioactiva.

El pasar la particula a través de la barrera y no por encima de ella, desde el punto

de vista de la energia (y desde luego en términos espaciales) se le conoce como
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el efecto tunel. El conocer que es posible que una particula puede llegar a
penetrar una barrera aparentemente impenetrable generé la necesidad de
desarrollar conceptos tales como corriente de probabilidad, que a su vez
desencadend la posibilidad de poder hablar del coeficiente de transmision y
reflexion, términos que muestran la capacidad de tunelamiento de la particula

segun la energia suministrada.

A continuacion se presentara una teoria simple sobre corriente de probabilidad y

coeficientes de transmision y reflexion.

2.2 COEFICIENTES DE TRANSMISION Y REFLEXION

Antes de poder explicar por qué son importantes estos coeficientes es necesario
hablar de la corriente de probabilidad, conocida también como flujo de
probabilidad, el cual da la probabilidad por segundo de encontrar una particula
cruzando algun punto de referencia en una direccion particular, si se esta
trabajando en un caso unidimensional, ya que si se trata de tres dimensiones, el
flujo de probabilidad se convierte en un vector con unidades, por ejemplo de
probabilidad por centimetro cuadrado y por segundo, teniendo en cuenta que la

probabilidad carece de dimensiones "],

En caso general, para particulas no necesariamente libres, la corriente de

probabilidad, j quedara definida por la expresion:

j(r,t):— f

S ' Vy-yVy']i, (2.1)

donde el simbolo V representa el operador Nabla.
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Debido a que en este trabajo se desarrollaran los analisis de manera
unidimensional e independiente del tiempo, la expresion (2.1) se reduce a

N hody o dyT
i(x)= 2m,[l// a7 dx}l' (2.2)

Un analisis mas detallado, acerca del por qué el flujo de probabilidad se expresa

de acuerdo con la forma 2.1, se encuentra en el apéndice B.1.

El objetivo de esta seccidon es considerar una barrera de potencial rectangular, la
cual permite bajo ciertas consideraciones, calcular la corriente de probabilidad

antes y después de ella. Dicha barrera es definida de la siguiente manera:

0, six<x,
V(x)=qo(x), si x,<x<x (2.3)

0, six>x

El potencial u(x) dependera de la presencia o ausencia del campo eléctrico o

magnético. Es decir, el potencial sera estrictamente creciente o decreciente segun

el campo.

Teniendo en cuenta el potencial 2.3 es posible entonces hacer incidir una particula
sobre la barrera tal como ocurre en el efecto tunel. A esta particula se le asociara
un tren de ondas estacionarias desde la izquierda donde la particula es libre; el
resultado es de dos trenes de onda que viajan en direcciones opuestas, que segun

el potencial 2.3 solo dependen del espacio y se describen como sigue:

w, (x)= Aexp[ikx]+ Bexp[—ikx] , si x<ux; (2.4)

2m.E
/.

donde el vector de onda, &, tiene una magnitud de
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La energia en el maximo de la barrera es mayor que la energia total de la particula
en ese nivel; sin embargo, por el efecto tunel, se dice que la probabilidad de
encontrar la particula fuera de la barrera es finita ['®. En otras palabras aparece
una funcion de onda con amplitud finita mas alla de la barrera, la cual tiene el

mismo vector de onda k,, pues en esta region la particula pasa es libre. Por lo
descrito, la funcion de onda para la region x >x, pasaria a ser una onda plana de

la forma

v, (x)=Cexp[ikx] , (2.5)

donde las constantes complejas A4, B y C son las amplitudes de las
componentes correspondientes de cada onda, que se pueden identificar como

sigue:

A es la amplitud de la onda que incide desde la izquierda sobre la barrera. B es

la amplitud de la onda reflejada en la region x<x, y C es la amplitud de la onda

transmitida a la region x > x,.

Descritas las funciones de onda que intervienen para obtener la corriente de
probabilidad, el paso a seguir entonces, es aplicar la expresion 2.2 a la funcion de

onda para la region x < x, (ver la expresion 2.3) llegando a un flujo de probabilidad

ji=v(4'4)-v(B'B), (2.6).

donde la velocidad de grupo de la onda es dada por v :%kl.

La expresion 2.6 indica que la corriente neta de probabilidad es simplemente la

diferencia de dos flujos componentes en direcciones opuestas.
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Ahora aplicando de nuevo este mismo proceso, pero para la region donde la
particula ya ha tunelado, se llega a que la corriente de probabilidad asociada a ella

esta dada por
h=v(cC). (2.7)

En la situacion en la que todas las magnitudes observables son constantes en el

tiempo, la continuidad de corriente de probabilidad requiere que j =j, (la

explicacion de este hecho puede ser leida en el apéndice B.1.1), esto es
v(4'4)-v(B'B)=v(CC) . (2.8)

Esta ecuacion describe una corriente incidente, representada por v(A*A), que se

divide en una corriente reflejada y transmitida. Este enunciado de conservacién de

corriente de probabilidad se satisface automaticamente por los valores de B y C

calculados a partir de las condiciones de continuidad en y y le—‘;/ a ambos lados

de la barrera 'l La fraccion transmitida o coeficiente de transmision T, es el

cociente entre la corriente transmitida y la corriente incidente, es decir:

2
T:Q . (2.9)
|4

Ademas la fraccién de las particulas incidentes reflejadas, también llamado
coeficiente de reflexion R, se define como el cociente entre la corriente reflejada y

la corriente incidente:

2
R:@ . (2.10)
|4
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Puede demostrarse facilmente que T+ R =1, es decir que se conserva el flujo total
de probabilidad, o dicho de otra forma, la particula se refleja o se transmite, pero

nunca desaparece.

De lo anterior se puede afirmar que la particula no se rompe en dos en el punto de
discontinuidad del potencial, ya que toda ella o se transmite o se refleja. Ademas
en un gran numero de intentos, la probabilidad de ir en el sentido negativo del eje
x es R vy la de continuar en el sentido positivo es T!'®. Es importante resaltar que
los coeficientes de T y R son independientes del sentido en que incida la

particula.

2.3 METODO DE APROXIMACION WKB

Al hacerse mucho mas complejos los potenciales que describen la barrera,
generan mayores complicaciones en la solucion de la ecuacién de Schrodinger
dadas por estos potenciales; o que en la mayoria de los casos conlleva a usar
métodos de aproximacion que proporcionen una solucion suficientemente buena y
simple. Tal es el caso del WKB, desarrollado simultaneamente por G. Wentzel, M.

A. Kraners y L. Brillouin en 1926; y de cuyos apellidos deriva el acronimo WKB.

Este método permite resolver en forma aproximada la ecuaciéon de Schrédinger

para el caso unidimensional [%

. Ademas ayuda a aproximar el coeficiente de
transmision de manera independiente a la soluciéon del sistema de E.D. de
Schrédinger que describe el problema, permitiendo simplificar muchos procesos
matematicos que se usan al aplicar la definicion 2.9 del coeficiente en mencién. Lo
cual se fundamenta en conocer la corriente de probabilidad incidente y transmitida.
A continuacién se enunciara un teorema que fundamenta matematicamente la

utilizacion del método de aproximacion WKB.
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2.3.1 Teorema WKB. Si la ecuacion diferencial de segundo orden de dominio

complejo, tiene la forma

2

d—);+f(x)y=0, con f(x)=0. (2.11)
X
donde fes una funcion continuamente diferenciable que toma valores reales y

que varia lentamente, es decir que [ satisface la condicion WKB3.

L’<<|f| (2.12)

Jr

2

Entonces, la soluciéon aproximada a esta ecuacion tiene la forma

~[£()] {c,exp“\/idx}czexp[ jmdx}} (2.13)

Donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias”.

Es claro que la ecuacién de Schrodinger unidimensional se ajusta faciimente a la

forma de la ecuacion diferencial 2.11 haciendo

2m, (E - V(x))

hZ

f(x)= (2.14)

En consecuencia la condicion WKB aplicada a la mecanica cuantica tomaria la

dp

forma L

-1
7 |dx <h, (2.15)

arg z
*Enadelante vz , z € C se entiende Jz= exp[ § } .

* La demostracién de este teorema puede ser leido en el Libro de “Matematica para ingenieros” de Mathews
J., Walker R. L. Editorial Reverte S.A. p. 29-38
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Donde p representa el momento lineal de la particula y se define como

p= \/2m* (E—V(x)) :

Luego, es posible aplicar el método WKB para resolver la ecuacién de Schrodinger

si se cumple la condicidon que lleva su mismo nombre (2.15).

2.3.2. Método WKB aplicado para el calculo del coeficiente de transmision
para potenciales continuos. Consideremos una particula de energia E menor a
la maxima energia que puede alcanzar la barrera, la cual incide sobre ella, tal

como se observa en la figura 2.3

EMERGIA

] /--\V(X)

% )

X

Figura 2.3 Barrera de potencial de Hylleraas con V' (x) = v, Cosh™ (aj

En general, el potencial continuo a considerar, se puede definir como sigue:

Ul(x), six <x,
V(x)=q0,(x), six,<x<x (2.16)

U3(x) , Six>x

Donde los Ul.(x) , 1=1,3 son potenciales continuos definidos en sus respectivas

regiones.
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Entonces, al hacer incidir la particula por la izquierda de la barrera, se puede
garantizar por el efecto tunel que existira una corriente transmitida en la region

donde x> x,. De ahi que se puede demostrar que el coeficiente de transmision se

puede aproximar por el método WKB, mediante la férmula

X

Tzexp[—% ) [2m,ﬁ(u2 (x)—E)]% dx} , (2.17)

siempre que se satisfaga la condicion WKB. (La demostracién puede ser analizada

en el apéndice B.2)
En este trabajo, es posible aplicar la formula 2.17 para barreras de potencial

discontinuas siempre y cuando los puntos de discontinuidad coincidan con los

limites x, y x,.
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3. BARRERA DE POTENCIAL FINITA RECTANGULAR SIN
PRESENCIA DE CAMPOS EXTERNOS.

3.1 SOLUCION AL SISTEMA DE ECUACIONES DE SCHRODINGER

En esta parte del trabajo se describe de manera exacta la solucién a la ecuacion
de Schrodinger que se da para un potencial como el definido en 3.1. Este se

caracteriza por ser discontinuo y de forma rectangular con una altura v, y un

ancho a, parametros que se ajustan de acuerdo con el modelo que la barrera de

potencial represente; como por ejemplo los que se mencionaron en la seccion 2.1.

0, six<0
V(x)=4v,, si 0<x<a (3.1)
0, six>a

Por el potencial a considerar, la ecuacion de Schrodinger se modifica en el interior
de la barrera pero permanece de igual estructura en la periferia. Es decir, que se

obtiene un sistema de E.D de forma

2 42
_27’2” dl//213 Ey,;, si x<0 A x>a
. dx
- (3.2)
w dy -
o dx22+uol//2:Ey/2, si O<x<a
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Figura 3.1 Barrera de potencial rectangular.

Es importante indicar que la energia aplicada a la particula, reprensada por E, se
maneja con un valor menor o igual a la altura de la barrera con el fin de poder
apreciar el efecto tunel. El resolver este sistema permite calcular la densidad y
corriente de probabilidad, magnitudes que permiten predecir respectivamente, la
probabilidad de ubicar la particula y calcular la probabilidad por segundo de

encontrarla en una determinada direccion.

En la literatura, comunmente las soluciones a la ecuacién de Schrodinger para

x<0 y x>a, son conocidas, puesto que coinciden con la E.D. que describen un

movimiento arménico simple (M.A.S.) ?% es decir

w, (x)= Aexp[ikx]+ Bexp[—ikx] , si x<0 (3.3)

w;(x)=Cexp[ikx]+Dexp[-ikx], si x>a. (3.4)

Soluciones, que desde el punto de vista fisico representan ondas planas por

tratarse de una particula libre, donde la magnitud del vector de onda k, se define

por la expresion:
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2m.E
k, = ,/ P (3.5)

Esta magnitud depende unicamente de la energia aplicada a la particula.

El primer término de la funcion de onda 3.3 muestra la incidencia de las particulas
cuando se mueve en el sentido positivo al eje x, mientras que el segundo indica
las particulas que se reflejan, mas no las que se transmiten. En la funcion de onda
3.4 el término exp[-ik,x] no tiene sentido fisico, puesto que la particula en esta
region no se refleja sino que continia como particula libre, motivo por el cual se

considera D=0.

Para la E.D. de Schrodinger restante, la solucién se obtiene por métodos

elementales de E.D. de segundo orden %"
v, (x)=Eexp|k,x]+Fexp[-k,x], si O<x<a. (3.6)

Esta funcion representa una onda estacionaria en donde la magnitud del vector de
onda (3.7) ya se encuentra afectado por la energia de la barrera, mostrando que la

particula deja de ser libre.

Con kz = M

(3.7)
Siguiendo con el andlisis fisico para la solucién 3.6, el término exp[-k,x] no

desaparece, ya que en x =a hay discontinuidad en el potencial, de ahi que parte
de las particulas se reflejan y otras se transmiten, presentandose el fenomeno de

refraccion. En consecuencia, la solucion al sistema de E.D. 3.2 es:
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Aexplikx]+Bexp[-ikx] , si x<0
w(x)=qEexp|kx|+ Fexp[-k,x], si 0<x<a (3.8)
Cexplikx] , si x>0

Es importante resaltar que hasta el momento la solucion que se ha desarrollado
aun no es cuadrado integrable en los reales. Situacion que no genera por el

momento problemas para el calculo que se explicara en la seccion siguiente.

3.2 COEFICIENTES DE TRANSMISION Y REFLEXION

El principal inconveniente de la funcién de onda descrita en el sistema 3.8 es la
presencia de problemas de discontinuidad heredadas por el potencial que se esta
estudiando. Esta situacion obliga a las amplitudes de onda a ajustarse para que

w € L,. En el manejo de este proceso se logra determinar las amplitudes 4 y B

las cuales son la clave para calcular los coeficientes de transmision y reflexion,
segun lo expresado en 2.9 y 2.10 respectivamente, permitiendo obviar por el
momento las corrientes de probabilidad incidente, reflejada y transmitida. En
seguida se explican los procesos matematicos fundamentales para el
acondicionamiento de las amplitudes. Estos se pueden observar detalladamente

en el anexo A.1.

3.2.1 Condiciones para que la funcidn y sea continua. Las funciones que
involucran el punto de discontinuidad en x=0, corresponden para este caso a
las descritas en 3.3 y 3.6. Para satisfacer las condiciones de frontera para la
barrera, ,(0)=v,(0) y w/(0)=y,(0), se plantea un sistema lineal cuyas
variables son las constantes (0 amplitudes) que intervienen en las funciones

mencionadas anteriormente. El sistema puede ser expresado de la siguiente

manera:
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.k, .k,
1 lkl 1+lk1 {E
k, k, F
l-i-lk1 1 lk1

(3.9)

Es claro que las constantes £ y F se calculan manipulando las funciones de

onda 3.6y

Vs (x) = Cexp[ik]x]

en el punto de discontinuidad x=a.

(3.10)

Entonces, el sistema que surge de ,(a)=v,(a) y wi(a)=y!(a), equivale a:

1

5 explika]

(

'kl
1-|-lk—2

]exp[—kza]_

-k

(3.11)

(

: jexp[kza]

Segun el sistema 3.11, las constantes 4 y B pueden ser descritas en funcién de la

constante C, es decir, que se parametrizan como sigue:

A

|

B

} exp|ika]

{

2 2
2 Cosh k,a + {M

kP +k;
k] k2

T jSenh kya

(3.12)

jSenh kya

De esta forma y teniendo en cuenta la expresion 2.9 se puede calcular sin mayor

dificultad el coeficiente de probabilidad de las particulas que se transmiten

después de la barrera. (Ver anexo A.1):
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Senh’ \/2’:*20‘%(1—5)
T(Ejz 1+ CEA (3.13)

Por otra parte, al utilizar de nuevo la matriz 3.12 es factible calcular el coeficiente
de probabilidad de las particulas que se reflejan, de acuerdo con 2.10, el cual se

expresa como

Senh? \/272*200 a’ (1 —fj
v
’ 41:‘(1—Ej+Senh2 \/2m*1)0 a’ (l—Ej
v, h

2
Uy

(3.14)

El motivo por el cual se expresan los coeficientes en funcion de la razén de la
energia que se le aplica a la particula y la altura de la barrera, es debido a la
facilidad que se presenta para controlar la energia aplicada E como un multiplo de
la altura; lo que muestra en qué parte de la region de la barrera se encuentra la

particula, es decir, por encima de ella o tunelando 1?2,

Se resalta desde el punto de vista analitico que al sumar los coeficientes de
transmision 3.13 y reflexion 3.14 se manifiesta el hecho de la conservacién de la
densidad de probabilidad. Hecho que es observable en figura 3.2 (b), debido a la

gran simetria entre los coeficientes.

En la figura 3.2 (a) se logra apreciar que la energia aplicada a la particula alcanza

su maximo al bordear la barrera, es decir,E=v,, lo que indica que ella esta

enfrentando la barrera y ademas la esta tunelando, ya que el coeficiente de

transmision (T) es distinto de cero. En la figura 3.2 (b) se aprecia que la particula
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ha dejado de tunelar para E > v, (el programa computacional con el cual se desarrollé

este trabajo hace automaticamente los graficos para este caso, conociendo los resultados

cuando E<uy,). También es claro que los coeficientes se encuentran oscilando,

situacion que se presenta cuando la energia aplicada a la particula se cuantiza por
encima de la barrera. Estos valores de energia permitidos se observan en los
valores maximos o0 minimos que alcanzan los coeficientes de transmision y

reflexion respectivamente.

0.015

Transmision

0.4 Reflexion

0.005 0.

|2

Figura 3.2 Coeficientes de transmisién y reflexion en funcién de la energia

aplicada a la particula

Es importante resaltar que para el analisis del coeficiente de transmision vy
reflexion se tuvo en cuenta una barrera de potencial cuya altura es de 10 eV con
un ancho de 2.06 A, dimensién similar a la de una constante de red cristalina.

(Estas condiciones siguen siendo las mismas para la figura 4.4).

Para aprovechar aun mas las expresiones obtenidas para los distintos
coeficientes, es importante observar qué ocurre con estos cuando el ancho de la
barrera de potencial varia para cierta energia aplicada a la particula. En la figura

3.3 se aprecia que a medida que el ancho de la barrera crece la probabilidad de
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transmision disminuye, lo que implica que la particula pierde mas energia cinética

cuando tunela una barrera de potencial ancha.

v Transmision
~ »
Reflexion
0.4 eflexio
0.2
0 4
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ancho de Barrera

Figura 3.3 Coeficientes de transmision y reflexion en funcion del ancho de la
barrera de potencial en radios de Bohr

Las condiciones empleadas para esta figura corresponden a una barrera de
potencial de 10 eV y una energia aplicada E de 9.8 eV. La escala para el ancho

de la barrera esta normalizada en radio de Bohr.

3.3 APROXIMACION DEL COEFICIENTE DE TRANSMISION
UTILIZANDO EL METODO WKB

El aplicar este método hace que los calculos del coeficiente de transmision se
reduzcan notablemente en comparacion con la definicion 2.9, ya que no es
necesario conocer la funcion de onda que es solucion a la ecuacion de
Schrédinger. Debido a que los puntos de frontera del potencial definido en la
expresion 3.1 coinciden con el ancho de la barrera, se posibilita el uso del método

en cuestion. El paso a seguir, es garantizar que la condicion WKB (2.15) se
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cumpla. De ahi que se define el momento lineal de la particula en el interior de la

barrera como sigue:

p=+2m.(E-v,) . (3.15)

: - 1
Usando este momento lineal, se verifica que —-

p

d—p‘:0<< I/ (3.16)
dx

Esta desigualdad muestra que no hay restricciones para la energia aplicada a la
particula en el interior de la barrera de potencial. De lo anterior, la aproximacion
del coeficiente de transmision por el método WKB es dado por la ecuacion 3.17

(segun 2.17):

Tzexp{—%apm*(uo—E)]é dx} , (3.17)
0

N _4m,ﬁz)0 _E
Uoj~exp{ P a(l Uoj:|. (3.18)

La figura 3.4 muestra que el coeficiente de transmision calculado por el método

|t

que equivale a T[

WKB crece muy rapidamente cuando la particula esta bordeando la barrera. En
comparacion con el método tedrico, esto conlleva a dar aproximaciones erradas
de las particulas que logran tunelar en este sector de la barrera. Para energias

bajas aplicadas a la particula en comparacion con vu,, el método en estudio es

bueno como se logra apreciar en esta figura.
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D.02%

Método Tedrico

0.015 Método WKB

0.005

Figura 3.4 Comparacién del coeficiente de transmisién con el método WKB en

funcién de la energia aplicada a la particula

De forma similar a la seccién anterior, se aprecia en la figura 3.5 el coeficiente de
transmision en funcion del ancho de la barrera de potencial, y su comparacion con
el que se obtiene a través del método WKB. Es claro que el comportamiento por

ambos métodos es similar cuando el ancho de la barrera esta creciendo.

1
0.8
0.6 Método Tedrico
H~ Método WKB
0.4
0.2
0

1 1.5 2 2.8 3
Ancho de Barers

Figura 3.5 Comparacién del coeficientes de transmision con el método WKB en

funcion del ancho de la barrera de potencial

Las condiciones para esta figura son similares a la de la figura 3.3.
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3.4 TUNELAMIENTO DE UNA PARTICULA

Para poder dar una descripcion cualitativa del tunelamiento de la particula es
necesario que la funcion de onda descrita en la expresion 3.8 tienda a cero para
valores muy grandes por izquierda y derecha de x, para que pueda ser cuadrado
integrable en correspondencia con las propiedades comentadas en la seccion 1.2 ;

De ahi que la funcion de onda y se redefine teniendo en cuenta las amplitudes de

onda dadas por las matrices 3.11 y 3.12, quedando parametrizada en términos de
la amplitud transmitida. Ademas, el dominio que se establece en 3.8 se restringe
de tal manera que el ancho de la barrera sea menor que esta restriccion, ya que
para valores por fuera de este dominio la funcion de onda comentada debe tender
a cero. Cabe anotar, que la clase de solucion de la E.D. no se altera con esta

redefinicion.

El parametro » que se introduce en la nueva funcién de onda que se describe a
continuacion, es el encargado de restringir su dominio. Ademas desde el punto de
vista fisico puede ser interpretado de varias maneras, esto depende de lo que se
quiera modelar con la barrera. Por ejemplo, si se esta trabajando con redes
cristalinas unidimensionales, b representa la constante de red cristalina (ver figura
2.2). En heteroestructuras como las comentadas en la seccion anterior, b podria

interpretarse como la longitud total del compuesto (ver figura 2.1).

Esta estrategia, seguida para dar la condicién de contorno, al problema de la
barrera de potencial, sera manejada de forma analoga sin importar el tipo de
campo externo a la cual esté sometida, razén por la cual no se hara mas mencion

sobre ella en el transcurso de este trabajo.
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a—>b

0, six<
(B +iP,)exp[ k,(x+a)i|+iPexp[~k (x—a)i] Si %<x<0
w(x)=C 1 1+iﬁ exp[(x—a)k +ika1+l l—iﬁ exp[—(x—a)k +ika:| si 0<x<a (3.19)

2T, A ] S 2kl

exp[iklx] , Si a<x<a;b

0, si x>aT+b

Aqui,
ki —k! kP + k2
P=Coshka, P =25 |Senhka, P=|2""% |Senhi,a.

2k k, 2k k,

Sin lugar a dudas la funcion de onda 3.19 es una funciéon compleja, lo cual dificulta
analizar el comportamiento de la particula, antes, adentro y después de la barrera
de potencial. La estrategia a seguir, es separar la funcién de onda en su parte real
e imaginaria, concentrandose basicamente en la parte real, con la cual se obtiene
una descripcion cualitativa de la amplitud de las ondas que intervienen en el

proceso, mas no del movimiento que sufre de la particula.

La parte real de la funcion de onda anteriormente mencionada es:

; a—>b
0, sl x< >
S Coskx—&,Senkx si ﬂ§ﬁ<x<o
wr(x)=Cq & Cosh(x—a)k,—5,Senh(x—a)k, , si O<x<a (3.20)
Coskx , si a<x<a—;_b
; a+b .
0, si x< > ;
con
kl
0, =CoshkzaCoshkla+k—Senhk2aSenhk]a , 0, =Coska ,
2
k2 k]
0, = CoshkzaSenkla+k—Senhk2aCoskla , 0, =k—Senkla .
1 2
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En el anexo A.2 se presenta un método para el calculo de la constante C
mediante la normalizacion de la funcion de onda 3.19, la cual permite construir

graficamente la funcion y, representada en la figura 3.6.

Esta figura deja observar que las particulas antes de enfrentar la barrera de
potencial se encuentran en su estado libre, ya que la longitud de la onda incidente
se mantiene constante; al ingresar la particula al interior de la barrera, la onda
decae exponencialmente por el efecto tunel. Por ultimo la nueva onda que se
transmite después de la barrera tiene una menor amplitud de onda, pero su
longitud de onda permanece constante, lo que muestra que algunas particulas se

reflejaron y las otras siguieron libres.

£
)

AN
VAV

Figura 3.6 Representacion esquematica del tunelamiento para una barrera de

Potencial

Y

potencial

Las condiciones para las cuales fue hecha la figura corresponden a una barrera de
potencial de altura 10 eV y una energia aplicada a la particula E, de 9.8 eV,
Donde la escala para el desplazamiento de las particulas esta normalizada en

radio de Bohr (q,) y la escala de energia también se encuentra normalizada en

Rydberg (Ry ).
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3.5 DENSIDAD DE PROBABILIDAD

La densidad de probabilidad (como ya se habia descrito en la seccién 1.3) permite
calcular dénde es mas probable encontrar la particula, cuando esta en su estado

libre, o cuando se encuentran tunelando.

La expresion 3.20 describe analiticamente la densidad de probabilidad para un

valor de amplitud de onda transmitida descrita en el anexo A, expresion A.12

0, si x<a_b
P +P +P +2PPCosh2kx, si ‘=L x<o
2 ! k? k? :
‘y/(x)‘ =C*{ =||1+—% [Cosh2(x—a)k, +| 1-— ||, si 0<x<a (3.21)
2| & &
. a+b
1, Sl a<x<——
2

0, si x>a+b :

2

donde B, P, y P, son descritos en la seccion anterior, en la ecuacion 3.19.

La manera mas practica de estudiar la ecuacion 3.20 es a través de la figura 3.8,
pues en ella se observa que antes de que la particula enfrente la barrera, la
funciéon de onda es fundamentalmente una onda estacionaria pero tiene una
pequefia componente de onda viajera debido a que la onda viajera reflejada tiene
una amplitud menor que la onda incidente. Por lo tanto, la densidad de
probabilidad en esta regidn oscila pero tiene valores minimos algo mayores que
cero. Para las mayores amplitudes es mas probable encontrar las particulas en su
estado libre, situacion muy distinta para el interior de la barrera, ya que la funcion

de onda es principalmente una onda estacionaria de amplitud exponencialmente
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decreciente. De ahi que la probabilidad de encontrar la particula en esta region es
muy pequefa. Por otra parte, cuando la particula ha superado la barrera, la
probabilidad de encontrarla permanece constante, pues la funcién de onda es una
onda viajera pura. En consecuencia, la incertidumbre en su posicion tiende al
infinito (Ax — o), debido al principio de incertidumbre de Heisenberg que
establece que en esta situacion es posible conocer con completa precision el valor
del impulso de la particula. %!

U.35¥*F

Figura 3.7 Densidad de probabilidad para una barrera de potencial
Para esta figura se ha considerado un ancho de barrera de potencial de 2.06 A,
con un parametro b de 6.18 A y una altura de la barrera de 10 eV. De acuerdo a
estas condiciones la probabilidad de encontrar la particulas después de la barrera
de potencial es de alrededor del 1.3%.

3.6 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

Al retomar la expresién 2.2, se busca calcular la probabilidad por segundo de

encontrar una particula asociada con la funcion de onda 3.19 cruzando algun
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punto de referencia en una direccion particular. Por lo tanto, recordando la
expresion con la cual se obtiene la corriente de probabilidad,

j=2_nil*{y/*62—y):—l//%}i si E<uy, ,
no es necesario manipular directamente la funciéon de onda 3.19. En lugar de ella,
se trabaja con la funcion de onda descrita en 3.8, con la ayuda de algunos
resultados que se presentan cuando se estan calculando los coeficientes de la
seccion 3.2. Sin mayor dificultad se verifica que antes, durante y después de la
barrera de potencial la corriente de probabilidad se comporta de acuerdo a la

expresion:

(e ele)efa)]

(Los célculos para obtener esta expresiéon pueden ser observados en el anexo
A.3). Esta expresion para la corriente de probabilidad es estrictamente creciente,
de ahi que si aumenta la energia aplicada a las particulas el flujo probable de ella
aumenta, ya que ella ha ganado suficiente energia cinética para superar la barrera

de potencial, tal como se muestra en la figura 3.7.

Las oscilaciones que se aprecian en la figura 3.7 se deben a la constante de
normalizacion C (o amplitud de onda transmitida), puesto que la expresién que
describe esta constante (A.12) es afectada por la cuantizacion de la energia que
se presenta por encima de la barrera de potencial. Es decir, las energias que
permiten que se generen maximos en la corriente de probabilidad son
exactamente las mismas que generan los maximos en el coeficiente de
transmision. Esto se verifica al analizar detenidamente la figura 3.2 (b). Cabe

indicar, que los datos que modelan todas las graficas de este trabajo representan
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una aproximacion de lo que experimentalmente puede ocurrir. De ahi que las
justificaciones pueden darse al interpretar las graficas.

0.8 1 1.2 1.4 1.5 1.8 2

Figura 3.8 Corriente de probabilidad en funcién de la energia aplicada a la

particula

Las condiciones establecidas para esta figura son similares a la figura 3.6. Cabe
aclarar que para efectos de interpretacion la expresion que representa la corriente
de probabilidad se dividié entre la velocidad de grupo de la funciéon de onda v .

Razon que explica las unidades presentadas para j.
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4. BARRERA DE POTENCIAL FINITA RECTANGULAR EN
PRESENCIA DE CAMPO ELECTRICO UNIFORME.

4.1 SOLUCION AL SISTEMA DE ECUACIONES DE SCHRODINGER

El estudiar el fendmeno del transporte cuantico para heteroestructuras afectadas
por campos eléctricos uniformes (o constantes), conlleva realizar cambios en el
modelo de barrera de potencial, los cuales hacen que el estudio se haga mas
complejo, ya que aparecen otras energias de potencial. Una de ellas es generada
directamente por la presencia del campo eléctrico, pues el realiza trabajo sobre la
particula cuando la desplaza de un lugar a otro y la otra energia esta dada por la
fuerza de atraccion originada por la carga imagen cuando el electrén escapa por la
presencia del campo Y. La descripcion de esta Ultima energia se fundamenta en

el concepto mismo de ella, y se expresa de la siguiente manera:

2

___4
UF,A_ 4727:0)(' ] (41)

donde ¢, representa la constante dieléctrica estatica del material con el cual se

trabaja y x la distancia entre la carga imagen y el electron.

Por otro lado, para la energia potencial dada por el campo en estudio, se requiere
mayor cuidado en su definicion, puesto que el campo se debe aplicar paralelo al
desplazamiento de la particula; Pues de lo contrario, el problema dejaria de ser
unidimensional; situacion que aqui no se tendra en cuenta por no corresponder a
los objetivos de este trabajo. Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente y

aplicando conceptos basicos que se utilizan debido a la presencia del campo
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eléctrico (los cuales pueden ser leidos en el anexo C.1), la energia potencial es
una cantidad proporcional al recorrido de la particula ?>%°!, Es decir:

v, =—qEx . (4.2)

En consecuencia, si la particula esta sometida a una barrera de potencial como la
definida en la expresion 3.1 y a demas se le aplica un campo eléctrico uniforme ¢
que afecte el interior de la barrera, esta sufre un cambio circunstancial en su

energia potencial, ya que ella queda dependiendo de la posicion de la particula:

0, six<0
2
V.(x)= Uo—qu—47z§0x , Si 0<x<a (4.3)

0, six>a

Se puede observar que debido a este potencial, resolver la ecuacion de
Schrédinger para el interior de la barrera llevaria procedimientos matematicos
bastante complejos que implicaria mas tiempo en el desarrollo analitico y
computacional del problema. Razon por la cual se trabajara con un modelo de
potencial aproximado al definido en 4.3, pues no se considerara la presencia de
las fuerzas de atraccidén ni campos eléctricos locales que se generan debido a las
imperfecciones de la superficie donde se aplique el campo, ya que ellos podrian
ser mas intensos, lo que contribuiria a incrementar la corriente transmitida *” . Por

lo tanto el potencial 4.3 queda reducido a

0, six<0
V.(x)=qv,—gex, si O<x<a (4.4)

&

0, six>a

Ahora, trabajar con este potencial no indica que el grado de complejidad del

problema desaparezca por completo, éste queda reducido notablemente.
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Para estudiar en detalle el comportamiento del potencial anteriormente
mencionado, es importante observar su representacion (figura 4.1), puesto que se

muestra pérdida de simetria en la barrera, teniendo su maxima altura en v,, lo que

. v,
a su vez genera que el ancho de la barrera no pueda superar el cociente — Es
q&

decir, que la barrera solo puede llegar a tener forma triangular, pues de lo
contrario se presentaria una deformacion en ella que conllevaria a manejar
potenciales negativos, generando al tiempo una nueva barrera y un pozo de
potencial entre 0 y a. Careciendo este hecho de sentido fisico para el desarrollo
de este trabajo. Cabe resaltar que al considerar la energia de potencial debido a la

fuerza de atraccion (v, ,) formulada en 4.1, esta haria que la barrera se deflecte

aun mas, aumentando de nuevo la corriente transmitida.

Figura 4.1 Barrera de potencial rectangular afectada por campo eléctrico uniforme
Como se habia mencionado antes, el conocer de forma explicita el potencial 4.4

implica que el sistema de E.D. de Schrodinger, se modifique en la regién

correspondiente a la barrera de potencial. Por lo tanto,
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B dw,,

T =Ey,, , si x<0 A x>a (4.5)
« dx '

2 2
_%%+(Uo—qu)l//2:El/jz , Si O<x<a . (46)

Es claro que el trabajo se concentrara en resolver la ecuacién diferencial de
Schrédinger 4.6, la que mostrara los efectos del campo eléctrico uniforme en el

sistema. Usando la transformacion que a continuacién se describe, para E < u,,

_ %
" =a[x—”° Ej 4.7) Con az(zm’;‘”j , (4.8)
qe h

de 4.7 se sigue:

d’ d’
l//z,z; _a2 l/IZ,a . (49)

dx’? du’®

Al sustituir 4.7 y 4.9 en 4.6 se llega a un caso particular de la E.D. de Bessel,

llamada E.D. de Airy (ver anexo C.1):

dzl/IZ,e
du?

+uy, (u)=0. (4.10)

La solucion de esta E.D. es una combinacién lineal de las funciones de Airy

Ai[-u] y Bi[-u]. P%. Es decir, v, (u) = E Ai[-u]+ FBi[-u] .

Al retomar la sustitucion 4.7 en el anterior resultado, se obtiene:

W, (x) = EA{a(‘)Oq;E —xﬂ +FBi{a[U°q_gE —xﬂ . 4.11)
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Para poder realizar una interpretacion fisica adecuada de esta funcion de onda, es
necesario tener en cuenta la condicion expuesta para el ancho de la barrera, ya

que esta a su vez restringe el campo eléctrico ¢, cuando el ancho de barrera es

. . v, . C o
fijo. En consecuencia ¢ <—, de ahi que el campo eléctrico no puede superar el
qa

orden de 10" voltios por metro (¥/m), lo que conlleva a trabajar con un orden

10° ¥/m , que permitan observar efectos fisicos importantes %1,

Por lo expuesto anteriormente, es claro que el argumento de las funciones de Airy
que son parte de la funcion de onda 4.11, tiende a infinito. Esto permite a su vez
compararlas con funciones equivalentes tipo exponencial, las cuales se muestran

en el apéndice C.7, sugiriendo que la funcién de onda en estudio corresponde a

. . -1 .
una onda estacionaria modulada por el factor (au) A. Para las soluciones donde

no interviene el campo eléctrico se tiene en cuenta las mismas situaciones fisicas

comentadas en la seccion 3.1.
Luego la solucion al sistema de E.D. de Schrodinger en estudio corresponde a:

Aexplikx]+ Bexp[—ikx] , si x<0

v, (x)= EA{a[UOq;E—xj}FB{a(“Oq;E—xﬂ, si 0O<x<a  (4.12)

Cexp[iklx] , Si x>a X

donde la magnitud del vector de onda &, se define de igual manera que en la

expresion 3.5
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4.2 COEFICIENTES DE TRANSMISION Y REFLEXION

Debido a las discontinuidades presentes en la funcion de onda v, , sus amplitudes
de onda tienen que ser acondicionadas de tal forma que ella y su primera derivada
sean continuas. Por ello se muestran los calculos mas relevantes que permiten
que la condicién w, e’ se cumpla; accediendo a su vez a determinar los

coeficientes de transmision y reflexion en presencia de un campo eléctrico

uniforme.

4.2.1 Condiciones para que la funciéon y, sea continua. Las funciones que
involucran el punto de discontinuidad en x =0 corresponden a aquellas que en su
dominio se acercan tanto por la derecha como por la izquierda del punto en
cuestion.
0)— 0) =0
Por lo tanto, W‘f’l( ) W‘f’Z( )
V. (0) =y ,(0)=0 .
Se establece las constantes 4 y B en funciébn de las constantes £ y F

respectivamente, como se puede observar en la expresion siguiente:
(4.13)

S representa el argumento de las funciones de Airy evaluadas en x =0. Es decir

S=a[U°_EJ=a&[1—£]. (4.14)
qe g\ v,
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Procediendo de forma analoga para las funciones que involucran el punto de

discontinuidad en x = a, se establece:

E aBi'[S,]+ik Bi[S, ]
{ }zlexp[ikla] C, (4.15)
F| ¢ —a Ai'[S,]- ik, Ai[S, ]

S, es el argumento de las funciones de Airy evaluadas en x =a, lo que equivale a

Sa=a{U°_E—aj=0{&(l—£J—a:|. (4.16)
qe qe U,

(Los anteriores célculos son detallados en el anexo C.2.1).

Ahora, sustituyendo 4.15 en 4.13 se determinan las amplitudes de onda 4 y Ben

términos de la amplitud de onda transmitida C:

1

A
{ }%exp[ikla] 2 C . (4.17)
a(wg,l - We,Z) + (klwm _%iji

2
a .
a (wg’1 +w,, ) + (klwg,3 + TW&,A]Z

Las expresiones w, ., i=1,4, se definen como sigue:

w,, = Ai[S]|Bi'[S,]- Ai'[S, |Bi[S], w,, = Ai[S, |Bi'[S]-AI'[S]Bi[S, ],

- Ai[S]Bi[S,]- Ai[S,]Bi[S], w,, = A[S]|BI[S,]- AI'[S,]Bi'[S].

£,3

Conociendo las amplitudes de onda 4 y B, se calcula el coeficiente de

transmision, el cual queda definido por la expresion (ver el anexo C.2.2):
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2
E 4 : [k o
TE(—j:—z (wg’l+wg,2) +(;1wg’3+;wg,4j : (4.18)

RE(E: B ’ . (4.19)

Cabe recordar que estos coeficientes se obtienen por la aplicacion de los

conceptos dados en 2.9 y 2.10 respectivamente.

Se aprecia en la figura 4.2 (a) que a medida que la energia aumenta, el coeficiente
de transmisién alcanza un maximo y luego empieza a disminuir, suceso que no
tiene sentido, puesto que la particula pasa mas facilmente por encima de ella; a
menos que la particula haya tunelado y la energia donde se alcanza el maximo de
transmision corresponda al primer nivel permitido en la cuantizacion que se genera
por encima de la barrera. Situacidon que ocurre para este caso en particular;

también se observa en la figura 4.2 (b), la transicion de la particula cuando esta en

el interior de la barrera,— <1 y por encima de ella. — >1. Lo anterior indica que el

Yy b,

campo eléctrico hace que haya mas transmision de particulas en comparaciéon a

cuando no se considera (ver figura 3.2 (b)).
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0.6 Transmision
4 .
Py Reflexion
0.4
0.2

0.85 0.875 0.9 0.825 0.35 0.975 1

E
Vo

(a) (b)

Figura 4.2 Coeficientes de transmision y reflexiéon afectados por campo eléctrico

uniforme, en funcion de la energia aplicada a la particula.

Para el disefio de esta figura se tuvo en cuenta una barrera de potencial de altura

10 eV con un ancho de 2.06 A, a la cual se le aplicé un campo eléctrico uniforme

de 9x10° ¥/m.

Dado que las expresiones 4.18 y 4.19 permiten fijar |la altura de la barrera (v, =10

eV), la energia aplicada (E=9.8 eV) a la particula y el campo eléctrico (& =9x10’
V/m), dejando variar el ancho de la barrera tal como lo muestra la figura 4.3; se

observa, que los coeficientes estan modulados por funciones exponenciales
crecientes en la parte inferior y decrecientes en la parte superior, generando en
ellos una disminucion de la probabilidad de transmision de manera lenta y

tendiendo a ser constante a medida que el ancho de la barrera crece.

También se aprecian oscilaciones en los coeficientes de transmision y reflexion,
las cuales pueden ser explicadas cuando la particula atraviesa la barrera para un
determinado ancho, entrando éste ultimo en resonancia con las energias
permitidas del sistema, puesto que, de nuevo la particula sigue estando por

encima de la barrera. Esto sugiere que los niveles de energia permitidos son
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B0 Por

paralelos a la deflexidn que sufre la barrera debido al campo eléctrico
ejemplo, para un ancho de barrera de 6 A, como se aprecia en la figura 4.3, el
coeficiente de transmision ha alcanzado aproximadamente 6 maximos, es decir
que la particula tiene probablemente 6 niveles de energia permitidos que le
ayudarian a seguir como una particula libre y dejar atras los efectos del campo
eléctrico; siempre y cuando, al tunelar salga con un valor posible de estas 6

energias.

——— Transmisian

0.8 —— Reflexion

4 [ :] 10-
Anche de Barrera

Figura 4.3 Coeficientes de transmisién y reflexion afectados por campo eléctrico

uniforme, en funcién del ancho de la barrera de potencial

Ahora, siguiendo la misma idea expuesta para la construccion de la figura 4.3, se
pueden establecer parametros equivalentes, exceptuando el ancho de barrera
(a=2.06 A); lo que permite variar el campo eléctrico en las expresiones 4.18 y

4.19. Generando el resultado que se expone en la figura 4.4.

En la mencionada figura se observa sin mayor dificultad que a medida que el
campo eléctrico crece, el coeficiente de transmisidn presenta este mismo
comportamiento hasta un cierto campo donde alcanza un maximo, situacion que
se explica de forma analoga a la discusién expuesta en la figura 4.3 (debido a que
al incrementar el campo eléctrico, la barrera se deflecta mas rapidamente

permitiendo que las particulas pasen sin mucha dificultad). De ahi que el maximo
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se expligue como una resonancia entre el campo y la energia permitida de las

particulas cuando salen y quedan por encima de la barrera.

Transmision

Reflexion

Gampo Elécirico (10° %)

Figura 4.4 Coeficientes de transmision y reflexion en funcion del campo eléctrico

4.2.2 Condicion que deben cumplir los coeficientes de transmision y
reflexiéon. Se debe satisfacer que la probabilidad de particulas que se trasmitan y
se reflejan en conjunto es uno. Para este caso se suman las expresiones 4.18 y

4.19, reduciéndose a probar:
2 2 k ’ 2 k ’
7[_ (Wg,l + Ws,2) + [_1 Ws,3 +£Ws,4} - (Wg,l - Ws,Z ) - (_1 Ws,3 _kﬁngJ = 1 ’ (420)

lo cual se verifica facilmente, ya que el lado izquierdo se simplifica a la expresion

7’ [wg,, W, + wgﬁw&J, que a su vez equivale al producto de los wronskianos de las

funciones de Airy (Apéndice C.6) evaluados en x=0 y x =a. Luego se demuestra
la igualdad 4.20.

En analogia con el principio de correspondencia planteado por Niels Bohr (en

1923), en esta parte del trabajo se va a probar que el coeficiente de transmision

afectado por un campo eléctrico uniforme (Tg) tiende al coeficiente de transmision
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sin presencia de campos externos (T) cuando el campo eléctrico tiende a cero.

Entonces:
4 ’ k 2
. _ . . 1 a
i —?{[’;%(WE,I ) {ézz{a ea T e H }

Estos limites son calculados detalladamente en el anexo B.2, Por lo tanto,

-1
E E
LimT,={Cosh’k,a—|1-|4—|1-— || |Senh’k,a
>0 UO UO

Reduciendo el lado derecho,

-1

LimT, =1+

£—0
4E[I_Ej
UO UO

El resultado anterior permite verificar lo que intuitivamente se planteaba.

=T. (4.21)

43 APROXIMACION DEL COEFICIENTE DE TRANSMISION
UTILIZANDO EL METODO WKB

Después de haber realizando suficientes calculos para obtener el coeficiente de
transmision afectando con campo eléctrico, es importante comparar dicho
resultado con el método de aproximacion WKB, para este tipo de coeficiente. Esto

lleva a que se debe satisfacer la condicion WKB, por lo tanto es necesario (pero
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no suficiente) acondicionar —. Por motivos practicos para este analisis, se
l)0

aplicara directamente el método en cuestion; lo que conlleva a establecer la

restriccion precisa para que pueda cumplirse la mencionada condicion.

Retomando la definicidén 2.17 se tiene
27 1
T, ~ exp{—%?[pm* (0,—-E- qu)]2 dx} : (4.22)

Al calcular la integral, el coeficiente de transmision afectado por campo eléctrico
4.18 se aproxima a la expresion:

3 3
E ) xexp| 432 01 (1 ENV 1, (1B )
Té,(uoj~exp 3 geh {uo(l Uoj:| {uo(l Uoj qga} , (4.23)

de donde se observa que &(1 —Ej > a para que la expresion 4.23 no represente
qe Yy

un numero complejo, pues este coeficiente debe de ser un numero real positivo.

: . E
En consecuencia se sigue —< Py (4.24)
Y, )

Esta condicion indica hasta qué valor de energia aplicada a la particula el método
WKB funciona como una aproximacion de la expresion 4.18. Por otro lado, al

retomar el momento lineal que se define en el interior de la barrera

< [2((1 —x)]_% <<h™.

p:\/Zm*(E—UO+q8x), se puede demostrar que —-

1 |dp
p’ldx

(Ver anexo C.3)
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Al cumplirse la condicion WKB para los valores de energia 4.24, el resultado 4.23
posee fundamento fisico-matematico que permite manipularlo como se aprecia a

continuacion.

La figura 4.5 se observa que la aproximacion WKB es aceptable hasta un valor

inferior a la de la condicion 4.23, aunque la probabilidad de transmisiéon que se

muestra es del orden de 10~ . Esto verifica que para energia cercanas al borde de
la barrera el método en estudio falla, ya que las particulas han tunelado y podrian

alcanzar una energia permitida para estar por encima de la barrera.

Los términos bajo los cuales las figuras 4.5 y 4.6 fueron realizadas corresponden
exactamente a las comentadas para la figura 4.2 y 4.3 respectivamente, razén por
la cual se hace posible efectuar la comparacién con el método de aproximaciéon

WKB para coeficientes de transmision.

0.8

0.5
o Método Tedrico
Qo4 ,
~ Método WKB
-

0.2

0

Figura 4.5 Comparacién del coeficiente de transmision en presencia de campo
eléctrico uniforme con el método WKB en funcion de la energia aplicada a la

particula.

De forma analoga a la figura 4.3, el método de aproximacién discutido en esta

seccion, es aplicable si se trabaja a lo sumo con un orden de10° voltios por metro.
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El inconveniente con estos campos eléctricos se debe a que no muestran cambios

B Ademas anteriormente se mostré que el

significativos en la estructura
coeficiente de transmisién se limita hasta cierto valor del ancho de la barrera,

debido a que la expresion 4.23 siempre tiene que ser un numero real positivo.

Método Tedrico

Metodo WKB

Figura 4.6 Comparacién del coeficiente de transmisién en presencia de campo
eléctrico uniforme con el método WKB en funcion del ancho de la barrera de

potencial

4.4 TUNELAMIENTO DE LA PARTICULA

Las razones del por qué se redefine la funciéon de onda establecida en expresiéon
4.12, como a continuacion se expresa (4.25), son exactamente las mismas que las
comentadas cuando la particula no es afectada por ningun campo externo

(seccion 3.4).
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0, Si x<aT_b
P expli(x+a)k |+ P exp[—i(x+a)k |, s aT_b<x<0
l//c(x)zcc Bc,Sexp[ikla]Ai|:a(UOq;E_xj:|+Pg,4eXp[ik1a]Bi|:a(UOq;E—XJ:| y si O<x<a (425)
exp[ik,x] , Si a<x<a+b
0, Si x>a;b ;
donde
k i k o .
F, =_|:(Ws,1 +Wsz)+(jwss +_1Ws4jl} N =E|:(Ws,l _Ws,z)‘*'(glwsg _EWsAj } ,
) kl . . . kl . .
F,=m|Bi [Sa]+—B1[Sa]z , P ,=m| Al [Sa]+—A1[Sa]z .
o o

Esta nueva funcion de onda garantiza la solucion desde el punto de vista
matematico y fisico del sistema de E.D de Schrodinger planteadas al inicio de la

seccion, puesto que ya hace parte del espacio L,; situacion que no ocurria con la

funcién de onda definida en 4.12, ya que ella solo garantizaba una solucién mas
fisica que matematica para el sistema de E.D en mencion. El paso a seguir
consiste entonces, en establecer la parte real de la funcidén de onda expresada en
4.25, pues ella permite realizar un analisis cualitativo del tunelamiento de la
particula cuando es afectada por un campo eléctrico uniforme. Cabe resaltar que
la expresion analitica que a continuacion se describe (4.26) no permite dar una
idea de lo que esta ocurriendo, pero su representacion grafica (figura 4.7) muestra
situaciones interesantes, sobre todo cuando se compara con los resultados

obtenidos de la expresion 3.20.
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a->b

0, sI x< >
0,,Coskx—-o,,Senkx, si a_5b<x<0
. v,—E . v,—E .
v,z (x)=C, 55,3A{0{ Oqg —xﬂ—é‘MB{a( Oqg —xﬂ, si O<x<a (4.26)
Coskx si a<x<a—42rb
; a+b :
0, sl x< > ;
con
i k, o
S, =n|w,, Coskia——w_,Senka |, d,, =mn|w,,Senka+—w,, Coska |,
> L s (x s s > kl B

) ko
—x Bi’[Sa]Cosk,a—ﬁBi[Sa]Senkla}, 6%“:7{& [S“]COSk'a_EIAI[S“]Senkla}’

€,3
o

(Los analisis sobre el calculo de la constante de normalizacion C, se exponen en

el anexo C.4).

En la figura 4.7 se muestra que en los sectores donde las particulas se comportan
libremente tiene la misma longitud de onda, implicando que el momento lineal no
cambia, aunque haya mayor amplitud de onda en presencia del campo eléctrico.
Situacién totalmente opuesta cuando las particulas estan atravesando la barrera,
ya que la presencia del campo eléctrico muestra un crecimiento exponencial en la
funcién de onda indicando mayor posibilidad de tunelamiento, lo que concuerda
con el analisis de la figura 4.2. Por otro lado, también se presenta un aumento del
momento lineal respecto a la no presencia de campo eléctrico. De ahi, que hay

mayor energia cinética para este caso.
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Ry

————

NN A
VNV WANE

Figura 4.7 Representacion esquematica del tunelamiento para una barrera de

potencial afectada por campo eléctrico uniforme

Las condiciones particulares para esta representacion son similares a las dadas

para la figura 3.6.

4.5 DENSIDAD DE PROBABILIDAD

La expresion 4.27 que define la densidad de probabilidad para este caso, presenta
cambios sustanciales en comparacién al resultado logrado para una barrera sin
presencia de campos, ya que la probabilidad de que la particula tunele son mas

altas, tal como se muestra en la figura 4.8 para valores mayores a 4 radios de

Bohr. Esto también se puede constatar para el sector a < x < “—erb de la expresion

en mencion, pues C,> > C*. (La amplitud de onda transmitida C se describe en el

anexo A.2).
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0, si x<£§é
P +2Re[ P P |Cos2kx+2Im[ P P, Sen2kx+|P.[ , si 4=b<x<0
‘ g,l‘ [ &l g,2:| 2kl ]In[ &l g,2:| 2kl 2

£,

v, ([ =21 |BAlS,, T +2Rre[ PP, |A[S,, JBI[S,, J+|B.[ B[S, T . si 0<x<a  (4.27)
1, Sia<x<£§é
0, si x>g%é.

El argumento de las funciones de Airy, S, tiene la misma estructura que el

,E

definido en funcion de onda 4.25 y los P, con i=1,4, son exactamente las

constantes complejas dadas en esta funcion. Siguiendo con el analisis de la figura
4.8, es evidente que la probabilidad de encontrar la particula libre antes de la
barrera es mas pequefa para el caso de presencia de campo eléctrico dado que la
probabilidad de reflexion disminuye, o sea, aumenta la transmisién. Por otro lado,
en el interior de la barrera (entre 0 y 4 radios de Bohr) se puede apreciar que la
probabilidad de encontrar las particulas no decae tan subitamente cuando hay
presencia de campo eléctrico lo que, de nuevo, garantiza una mayor penetraciéon
de particulas a través de la barrera. Ahora, cuando la particula supera la barrera
pero ya no es afectada por el campo, la probabilidad de encontrarla pasa a ser
mas alta que para el caso discutido en la seccidn 3.5, aunque en este sector el

momento lineal sea el mismo y tengan igual impulso.
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0.35} ¥

€=0 ¥/m

£=5x10* V/m

Figura 4.8 Densidad de probabilidad para una barrera de potencial afectada por

campo eléctrico uniforme

Para esta figura se ha considerado de nuevo un ancho de barrera de potencial de
2.06 A, con un parametro » de 6.18 A y una altura de la barrera de 10 eV. De
acuerdo a estas condiciones la probabilidad de encontrar la particula después de
la barrera de potencial afectada con campo es de alrededor del 8%, superior al

1.3% para el caso de no presencia de campo.

4.6 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

La expresién algebraica que se determina para la densidad de corriente de
probabilidad, es analoga a la presentada para la barrera sin presencia de campos
externos, es decir, que la probabilidad por segundo de encontrar una particula
cruzando algun punto de referencia en una direccion particular, es uniforme en
todo el espacio unidimensional, con la unica diferencia que la amplitud de
transmision (o constante de normalizacion) esta parametrizada respecto al campo

eléctrico:
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.05

.04

.03

.02

.01

(4.28)

La verificacion de este resultado se encuentra explicada en el anexo C.5.

En la figura 4.9 (b), es claro que hay mayor presencia de corriente de probabilidad
en presencia de campo eléctrico; también se puede observar que alcanza
maximos en los mismos valores de energia para los cuales la particula ha
tunelado y se encuentra en algunos de los estados de cuantizacion que se
generan por encima de la barrera (ver figura 4.2 (b)). Lo anterior es mas posible

analizarlo en la figura 4.9 (a), puesto que para la energia E =0.965v, la corriente

de probabilidad alcanza un maximo de 5.6 por ciento de probabilidad de encontrar

la particula asociada a la funcidén de onda 4.25 por cada angstrom recorrido.

Se resalta ademas, que para un valor de energia aplicada a la particula de

0.965v,, el coeficiente de transmision alcanzé su maximo, Como se aprecia en la

figura 4.2 (a). Seccidon donde se dio una explicacién adecuada para este hecho.

0.14 -
0.13 ____/
1
~C
« 0.08
gu‘os =0 ¥/m
Al
T3 0.04
e=9x10° ¥/m
0.02
__‘-# U
0.85 0.875 0.9 0.935 0.95 0.975 1 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
E £
Vo Ve

Figura 4.9 Corriente de probabilidad afectada por campo eléctrico uniforme en

funcién de la energia aplicada a la particula
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La descripcion de las condiciones para el disefio de esta grafica es analoga a las
establecidas para la representacion del efecto tunel (Figura 4.7). También es
importante comentar que para generar estas graficas la corriente de probabilidad
se dividié por la velocidad de grupo de la funcion de onda descrita 4.25, para
poder garantizar que la probabilidad total no supere la unidad lo que a su vez
genera una adecuada interpretacion de la informacién. De ahi que las unidades

estén en probabilidad por A.
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5. BARRERA DE POTENCIAL FINITA RECTANGULAR EN
PRESENCIA DE CAMPO MAGNETICO UNIFORME

5.1 SOLUCION AL SISTEMA DE ECUACIONES DE SCHRODINGER

Continuando con el estudio del transporte cuantico bajo efectos de un campo

magnético uniforme B, se presentan de nuevo cambios en el sistema, ya que
cuando la particula enfrenta la barrera entra en contacto con el campo magnético,
lo que hace que se mueva en un plano perpendicular a este, lo que lleva en
principio a pensar en comportamientos bidimensionales, situacion que se descarta
al realizar un analisis cuidadoso de los calculos que se presentan. Por lo tanto el
movimiento de la particula sigue siendo de manera unidimensional, tal como

corresponde al objetivo de este trabajo.

Si se considera que en el transcurso del trabajo el movimiento de la particula se
ha supuesto paralela al eje x, entonces se ve conveniente realizar el estudio en el

plano xy, lo que implicaria que el campo magnético se aplique paralelo al eje z,

es decir B=B:, por tratarse de un campo magnético uniforme. Bajo estas
consideraciones cabe aclarar que el campo es perpendicular a la velocidad de
desplazamiento (v) de la particula cargada; ademas también se le asocia la
fuerza de Lorentz (F, ), ® la cual es causante de que la particula se desplace por
una circunferencia de radio constante r en el plano perpendicular al campo
magnético (es decir plano xy ). Esto indica que la fuerza en mencién es centripeta

y perpendicular a su vez a la velocidad de desplazamiento.
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Figura 5.1 Movimiento de una particula en presencia de un campo magnético

uniforme de acuerdo con su carga

En este caso, a diferencia de la barrera de potencial afectada por campo eléctrico,
no se conoce hasta el momento de forma explicita el potencial que afecta de
manera directa a la barrera, en consecuencia para poder determinar la ecuacion
de Schrddinger que describe el efecto de campo magnético se hara uso de la
funcion Hamiltoniana, técnica usada frecuentemente en la fisica para el estudio de

las particulas a través de energias asociadas a esta.

El Hamiltoniano en este caso se define por:

1 L2
sz—M[Pf+(Py—qu) :|+UO. (5.1)

(El anexo E.1 se muestra una explicacion fisico-matematica mas detallada sobre

este Hamiltoniano).

Donde P, y P, son los operadores momentum en sus respectivas direcciones, B

la magnitud del campo magnético y v, la energia potencial (representa la altura de

la barrera). Teniendo en cuenta la ecuacién de Schrodinger a manera de
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operadores B3 Iy = Fy |, se puede describir la ecuacion para este caso como

sigue:

oy, 1
2m, Ox 2m

2
(ih2 + q'Bx] W, +0, =Ey, . (5.2)
« oy
Ademas se verifica facilmente que
y y

2 2
(ih§+q'8xj v, :—hz%+2q’if‘sz%i+(q’Bx)2 v, . (5.3)
V

Por lo tanto, Hy = Ly equivale a la E.D. descrita en términos de la longitud

magnética k, = — es decir,
qB

oyt g k2 oy

2 2
a‘/’2+8“’2—(k4x2+k;) 2xXOva; g (5.4)

(Referirse al anexo E.1)

Se observa entonces, una ecuacion diferencial eliptica parcial con términos
complejos que involucra la presencia del campo magnético. Por lo tanto el sistema

de ecuaciones de Schrodinger a resolver es:

2 d?
_27;% 6;/1213—]51//13 , Si x<0 A x>a (5.5)
« dX ’
Oy, Oy 2x OV, . ,
?ﬁﬁ—(/{;xuk;)%—k—gﬁz:o , si 0<x<a (5.6)

De forma anéloga a la descripcion del estudio con campo eléctrico se procedera a

resolver la E.D. 5.6.
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Supongamos que la funcion de onda y,, es una funcion de onda mas estacionaria
que plana que viaja paralela al eje y con una amplitud a determinar, la que a su

vez es una funcién de x. Es decir,

W,5(x,y) =u(x) exp[ikyy] ; (5.7)

Donde &, el vector de onda en direccion y. Bajo esta primera sustitucion se

obtiene la E.D. ordinaria de segundo orden:

2
i;’ {%(x—k;ky)z +k22}t(x)=0. (5.8)
B

(Referirse al anexo E.2), siendo k£, el vector de onda en direccion x definido

anteriormente en la expresion 3.7. Realizando la sustitucion:

1 2, \2
ﬁ=g(x—k3ky) : (5.9)

La E.D. 5.8 se lleva a otra E.D. de segundo orden, la cual puede ser resuelta

asintéticamente:

du 1 du 1 A B

Con A; =k,k; (Ver anexo E.2).

En consecuencia la solucion a la E.D. 5.10 es de la forma:

u(B)=exp[—5B]H(PB) . (5.11)
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Por lo tanto, la nueva funcion a encontrar es ¢(f). Al tener en cuenta que:

du_(d6 1y s

5 (d,b’ 2¢(ﬂ)j exp[ 58], (5.12)
du (1, dp d

e[ #00) -5 T ool 1] 5.1

Y al reemplazar 5.11, 512 y 513 en 510 se llega a la E.D llamada

hipergeométrica confluente B# (ver apéndice D.6):

ﬁd"f{l—ﬂjﬁ [ﬂ ”}zﬁ(ﬂ) 0 (5.14)

g \2 ")ap | 4

La solucién a esta E.D. es una combinacion lineal de funciones hipergeométricas
confluentes de primera y segunda especie de Kummer (ver apéndice D.5). Es

decir:

¢(ﬂ):EM(,1 +1.1 ﬁj (/14+1 1 ﬁj

La solucién 5.11 de la E.D. 5.10 se transforme en:

u(p) = Eexp[——ﬂ]M(}L 11 ﬂ]JrFexp[——ﬂ]U(/1 L ﬁ]

La cual da la solucién E.D. 5.6, retomando el cambio de variable 5.9,

A2+1 1 A +1 1
,V)=<EM| 2—:;—; B |+FU = exp| —— B + ik
W, 5(x, ) { ( 7 2 ] ( 72 )} p{ B y}
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Por lo tanto esta es la funcion que soluciona la ecuacion de Schrodinger que se
presenta cuando se tiene en cuenta la energia potencial debida por un campo

magnético.

Luego, la solucion al sistema de E.D. de Schrodinger planteadas es:

Aexplikx]+ Bexp[-ikx] , si  x<0 (5.15)
2 2
va(x.y) = {EM[/134+1;%;,BJ+FU(/134+1;%; )}exp[—%ﬂﬁtik},y] , Si0<x<a
Cexplikx] , si x>a .

Cabe aclarar que en esta solucioén la variable y desaparece cuando se calculan
las constantes £ y F en los puntos de discontinuidad x=0 y x=a. Pues, mas

adelante se demostrara que estas constantes tienen incluido el factor exp [—ikyy],

lo que conlleva a que la funcion de onda en mencidn tenga caracter

unidimensional. De lo anterior se sigue que la funcién ¢ tiene el mismo factor

exp| —ik,y |, que consecuentemente se llega a

Wayp =1 (x). (5.16)

Esta dltima igualdad permite comparar E.D. 5.8 asociadas a la funcion « con la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (1.7) descrita en la seccion 1.1,
y asi determinar el potencial que experimenta la particula afectada por el campo

magnético en el interior de la barrera:

2 2
VB(x)=h7[ki— Bkyj +u,, si O<x<a. (5.17)
* B
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Por lo anterior, la energia potencial que se presenta cuando una barrera de
potencial finita rectangular es afectada por un campo magnético, esta dada por:

2 2
Vy(x)= h (é—kBkyj +v,, Si 0<x<a (5.18)

0, six>a.

En la figura 5.2 el potencial en el interior de la barrera representa una parabola de

vértice cuyas coordenadas son dadas por (kf;ky,uo). Lo que muestra que el

potencial es simétrico respecto a la recta x:kéky, generando entonces un pozo

a . dicié
—, condicion que

B

cuando el ancho de la barrera supera el valor k;k,. Asi k, >

permite que la modelacién tenga sentido fisico. Ademas, al tener en cuenta que la
funcién hipergeométrica confluente de segunda especie de Kummer tiene

problemas de convergencia (ya que en ultimas esta funcién es una serie) cuando

el argumento [ es cero, entonces ella no tiene sentido para x:kﬁky. En otras

palabras, la longitud del vector de onda &, no puede tomar el valor % (33

B

vi(x)

M

Figura 5.2 Barrera de potencial rectangular afectada por campo magnético

uniforme
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a . ..
Es claro que descarta %, :F’ pues de lo contrario la funcion de Kummer de
B

segunda especie diverge.

5.2 COEFICIENTES DE TRANSMISION Y REFLEXION

Siguiendo la misma metodologia planteada en la seccion 3.2 y 4.2, se adecuaran

las amplitudes de las ondas de la funcion y, para que pueda pertenecer al

espacio de Hilbert (L,).

5.2.1 Condiciones para que la funcidn y; sea continua. Las regiones que
involucran el punto de discontinuidad x =0 se analizan de manera analoga a las
secciones ya comentadas. Las constantes o amplitudes de onda 4 y B se

parametrizan en funcion de las constantes E y F, respectivamente. Por lo tanto:

[A] Cf[klM[S]+(poM[S]—lvr[s])i k,U[S]+(p0U[S]—U'[S])iHE

5] 2K |k MIS]-(p, MIST-MTs]) K U[P]+(p, U[S]-U[S]): F] 19

Aqui &= exp[—%ﬁo +ikyy] y S representan los parametros y el argumento de las

funciones hipergeométricas confluentes de primera y segunda especie. Es decir:

2411 2411
S=|Z2—:—. B |=| Z——: k%> | . 5.20
L 4 2 ﬁoJ L 4 2 B yj ( )

S, denota el evaluar g, definida en 5.9 en el punto x=0. De igual manera

P, =p(0), donde:
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p =k . (5.21)

2 y
kB

Al estudiar las regiones que involucra el punto de discontinuidad x=a, el sistema
que permite establecer las amplitudes de onda E y F en términos de la amplitud
de onda transmitida C (las que a su vez generan el mismo efecto de parametrizar
las amplitudes 4 y B, en términos de esta misma onda transmitida C). Aplicando

las condiciones de la seccién 1.2 se tiene:

Vos(ay)—ws,(a) =0

Ovas| v _, (5.22)
ox ox '

X=a

X=a

Para lograr obtener una mayor simplificacién en los calculos se debe utilizar el
wronskiano de las funciones de Kummer de primera y segunda especie, el cual se

define como a continuacién se indica (ver el anexo E.3):

a)(M,U)(Sa)=k—\/;{F(/1§4+IHI exp[f,] - (5.23)

2

Donde F£/134+1j es la funcion gama y g, :,B(a). Mediante el sistema 5.22 y el

wronskiano 5.23 se puede llegar a calcular las amplitudes de onda E y F tal

como se muestra en el anexo E.3.1:

exp| -4, +i(ka-ky)]C. (5.24)

a

E|_ [U[s,]-p,U[S,]-kU[S,]i
{F}zn{paM[Sa]—M'[S |+ kM, ]i
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k A +1 . -
Con nz—BF(B—j. S,y p, se definen de forma similar a S y p,

N 4

respectivamente, pero evaluadas en el punto x=a. De ahi que:

AZ+1 1 AZ+11 1 a
S =|2L—:;—:p |=| L—;——(a—kik ) . = =—k .
a ( 4 2 IBaJ ( 4 2 k; (a B })j (525)’ pa (k; yj (526)

Al analizar el sistema 5.24 se demuestra que las amplitudes de onda £ y F
tienen como factor exp[—ikyy]; al ser sustituidas en 5.15 hace que la funcion de
onda y,, sélo dependa de la variable x. Al sustituir 5.24 en el sistema 5.19 se

pueden establecer las constantes 4 y B, cuya escritura resulta mas facil si se

introducen las siguientes notaciones

w,, =M[S]US,]-M[S,]U[S], wy, = M[S]U[S,]-M[S,]U[S],
ws,, =M[S, JU[S]-M[S]U[s,] . W, =M[S]UTS, ]-M[s,]JU[s]
Y a su vez

T, = (WB,I + WB,Z) -(p, - pO)WB,3 ) T klil |:paWB,2 —PoWp, T (PP + klz)WB,3 + WB,4:| )

T = (WB,I - WB,z) —(p, + pO)WB,3 ) 6= kl_] |:paWB,2 —PWp, t (PP — klz)WB,3 + WB,J -

Por lo tanto

A ++ +i 1 .

Luego, la expresion que ayuda a determinar la probabilidad de transmisién cuando
la barrera es afectada por un campo magnético uniforme es (Ver la igualdad E.38
y E.39 del anexo E.3.):
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T, [Ej =an2exp[B, + B+ (5.28)

Yy

De igual manera el coeficiente de reflexion esta dado por la expresion:

R, (EJ _THg (5.29)

A diferencia del resultado obtenido cuando la barrera era afectada por campo
eléctrico, la probabilidad de transmision es un valor muy bajo cuando hay
presencia de campo magnético, tal como se observa en la figura 5.3 (a); este
suceso era de esperarse puesto que el campo en estudio no acelera la particula,

si no que tiende a frenarla de acuerdo a su intensidad.

Transmision

Reflexion

Figura 5.3 Coeficientes de transmision y reflexion afectados por campo magnético

uniforme, en funcién de la energia aplicada a la particula.
Para la anterior modelacion se tubo en cuenta una barrera de potencial de altura

10 eV con un ancho de 2.06 A, a la cual se le aplicé un campo magnético uniforme
de 03 T.
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En la figura 5.3 (b) los comportamientos que se a precian son muy similares a los
ya comentados en las otras secciones, con la diferencia que los maximos estan
ubicados a mayores energias por encima de la barrera, mostrando de nuevo que
la cuantizacion de la barrera sigue siendo por arriba de ella y ademas que se

afecta de acuerdo al campo.

Al manipular las expresiones 5.28 y 5.29 de manera analoga al campo eléctrico se
obtienen curvas donde se observa que a medida que el ancho de la barrera crece
la probabilidad de transmision disminuye aun mas (figura 5.4). Asi mismo se
muestra que el campo magnético desfavorece la transmisién, ya que trata de

localizar la particula dentro de la barrera.

1
0.8
0.6 Transmision
h ..
0.4 Reflexion
0.2
o -
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ancho de Barrera

Figura 5.4 Coeficientes de transmision y reflexion afectados por campo magnético
uniforme, en funcioén del ancho de la barrera de potencial. Normalizada en radio
Bohr

Tanto esta figura como la siguiente se estructuraron bajo las mismas condiciones

de la figura 5.3, con el fin de establecer resultados correspondientes para llegar a

afirmaciones concordantes.
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0.0075

g.o0a7

0.0065

0.00s

0.0055 ——— Transmision

0.005

0.0045

0.004

[§ 0.05 0.1 0.15 0.2
Campo Magnético

Figura 5.5 Coeficientes de transmisién en funcion del campo magnético uniforme.

(Medido en teslas)

5.2.2 Condicion que deben cumplir los coeficientes de transmisién y
reflexiéon. Introduciendo algunas notaciones para facilitar la prueba de que

T,+R,=1.

Sea 7:%exp[—(ﬂa +5)], (5.30)
w=y(z2+cl) (5.31) w=y(7+¢7) . (5.32)
Utilizando la matriz 5.27 y la anterior notacion, se puede escribir
A*A=pC*C y B*B=u,C*C
(Ver anexo E.3, expresion E.38 y E.39)

Entonces de acuerdo con 5.28 y 5.29 el probar 7,+R, =1 es equivalente a

demostrar que g, —u, =1.

Por procesos algebraicos, la parte izquierda de la anterior igualdad se reduce a
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4y {wy,wy, +ws,w;, |, lo que equivale a que

=1 =47 [ o(MU)(5,) ][ o(M.U)(5,)]

(ver el apéndice D.7. y la expresion 5.23). Al cumplirse esta primera condicién
para los coeficientes en mencidon, ya es posible entonces analizar el
comportamiento que tiene el coeficiente de transmisidon cuando el campo
magneético es muy pequefio. Desde el punto de vista fisico la particula describe un

m.D

qB

movimiento circular de radio » =

cuando se encuentra afectada por un campo

como el que se esta estudiando. Por lo tanto, de acuerdo a la magnitud del campo
que se desea analizar, el radio de la circunferencia que describe la particula es
mucho mas grande que 1, lo que indica que para recorridos cortos la particula se
mueve en forma paralela al eje perpendicular al campo magnético uniforme, que

en nuestro caso corresponde al eje x. Esto permite despreciar el vector de onda

2

k,, situacion que genera las siguientes aproximaciones: S, ~ = y p. e
B B

De ahi, que las funciones hipergeométricas confluentes de primera y segunda

especie se pueden aproximar con el nuevo argumento S (Ver anexo D.1). De

acuerdo a lo anterior es conveniente seguir con la notacion de las funciones w,;,

i=14, pero entendiendo que sus argumentos estan aproximados debido al campo

magnético que se esta considerando.

Para B<<1, la expresion del coeficiente de transmision 5.28 se aproxima como

sigue:

_ a’ 2 2)7!
T,~4n” exp{ﬁ}{[w&l + Wy, —pawm] +k z[pawB,2 +hiwy, + WB’4:| } . (56.33)

B
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Teniendo en cuenta el anterior resultado ya es posible mirar la tendencia de T,

: o A +3
cuando B — 0, pero para ello es importante multiplicar por el factor r( B4+ ] el

cual permite que los célculos que siguen se hagan mas sencillos; llegando a la

expresion:

_ A2 +3 a’ Al +3 2
T, ~ 4n~T?| L— |exp| — |sT'| £ [WB’I + Wy, —pawm]
4 k 4
-

2 2
+ k7 {F(l‘?: 3j[paw3’2 + kw5 + WB’4:|j| } . (5.34)

Luego,

1 (A1) o A5 +3 al,, A +3 2
TB~l6ﬂlELngk_;F ( 2 r p exp k—; %ing r 2 [WB,1+WB,2_paWB,3:|

2 Al
ijf2 |:r(/134+ SJ[paWB,z + kIZWB,3 +Wg 4 } }

Mediante el calculo de algunos limites que involucran la funciébn gamma vy las

funciones hipergeométricas confluentes (anexo D). La expresion del lado derecho

anteriormente descrita, se reduce a:

-1
2 2
Lim {cOsh2 ka+ %[M] Senh? kza} . (5.35)

B—0
"2

Reduciendo el anterior limite se demuestra que cuando el campo magnético tiende
a cero el coeficiente transmisién 5.28 tiende al coeficiente de transmision 3.13. Es

decir
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Senh’ \/27:*200(12(1 —fj
LimT, =|1+ . =T. (5.36)

5.3 APROXIMACION DEL COEFICIENTE DE TRANSMISION
UTILIZANDO EL METODO WKB

Considerando de nuevo el potencial dado por el campo magnético (5.17), el cual

interviene desde luego en toda la barrera, se puede expresar el momento lineal

acorde a este potencial mediante la expresion:

o x ’
B

Establecido este momento lineal se debe verificar que la condicion WKB se

cumpla con el fin de poder aplicar la relacion 2.17. Asi,

3

1
2
p

X

k

hZ

ap|_ 1
ks

-k
dx 7

Ip|” <(¢B)", donde | > %

X
[
B

Se puede apreciar que la ultima desigualdad no tiene términos de la energia
aplicada, E a la particula, lo que sugiere que no es necesario acondicionar la

energia E y la altura de la barrera v, para garantizar que la condicion WKB se
cumpla. Caso contrario al analisis que se presentd cuando la barrera era afectada

P . . s -1 .
por campo eléctrico. Al retomar la expresion (qB) , la constante que se tiene en
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cuenta es valor inverso de la carga cuyo orden es de 10", el cual es muy inferior al

orden inverso de la constante de Planck, se tiene (qB)_l <<h.

Luego la condicion WKB se satisface (ver el anexo E.4):

1
2
p

a <<h'.

dx

En consecuencia, el calcular el coeficiente de transmision por el método WKB

queda reducido a calcular la siguiente integral:

a

2 2, \2 2\2
IZ—PJJ@—@h)+“ﬁ”dL (5.38)

B0

La sustitucion z =x—k,k, da

2
k,k
1 :—ki; % z* +(k2k;)2 +@ln[z+,lzz +(k2k§)2} . (5.39)

Esto implica segun la expresion 2.17 que

12
(kpk, ) + 22 —kyk,

T, ~ T — +\/F exp[\/zwlﬂa +1; —kéky\l(kgky)z +ﬂ§} ., (5.40)

iz y £<l.

siempre que k, >
B by
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La representacion de la expresion 5.40 en funcion del cociente entre la energia
aplicada a la particula y la altura de la barrera para un campo magnético de 0.3 T,
muestra un comportamiento netamente exponencial, tal como se aprecia en la
figura 5.6. Lo que indica que para valores de energia cercanos a la altura de la
barrera, el coeficiente de transmisién por el método WKB crece rapidamente en
comparacion con el método tedrico, situacion que hace que pierda efectividad el

método WKB para este tipo de energias.

Método Tedrico

Método WKB

Figura 5.6 Comparacién del coeficiente de transmision en presencia de campo
magnético uniforme con el método WKB en funcion de la energia aplicada a la

particula.

El analisis de la aproximacion del coeficiente de transmision 5.40, pero en funcién
del ancho de la barrera de potencial a una energia aplicada a la particula de 9.8
eV, muestra comportamientos muy parecidos tanto para la aproximacién como
para el resultado tedrico dado en la expresion 5.28, ya que éstos difieren
practicamente en que el primero decrece lentamente a medida que el ancho crece;

mientras que por el método tedrico el decrecimiento es mas rapido (figura 5.7).
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0.6 Método Tedrico

8 Método WKB

Anche da Barrers

Figura 5.7 Comparacién del coeficiente de transmision en presencia de campo
magneético uniforme con el método WKB en funcién del ancho de la barrera de

potencial. Normalizada en radio de Bohr

5.4 TUNELAMIENTO DE LA PARTICULA

Como ya se ha comentado en las secciones 3.4 y 4.4, la condicion fisica que
permiten realizar un analisis cualitativo del tunelamiento de una particula se

fundamenta en la representacion grafica de la parte real de la expresion:

: a=>b
0, si x<—2

B, expli(x+a)k |+ Py, exp|—i(x—a)k ] , b<x<0 (5.41)

2
l//B(X):CB {P M(ﬂ4+1 éﬂ} PB4U£14+15 ]}exp[ IB'Hka:I si O<x<a

a+b

exp[iqu] , Si a<x<== 5

0, si x>a+b

Donde f=—(x—k;k,) yademas
o (xkk,)

B
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Las constantes R, y R, se definen a través de las expresiones:

ky, _[A;+1 i k[ A;+1 N
R = 4\/*1—‘[ jxp[ 2(IBa+ﬂ0):|’ Rz_z\/;r[ 4 Jexp[ 2ﬂa:|'

Bajo los argumentos explicados en las secciones antes referidas a la funcion de

onda dada por la expresion 5.41, esta satisface con las condiciones de ser un

elemento del espacio de Hilbert, esto se aprecia en el analisis de la normalizacion

de la funcion.

La parte real de la funcion de onda 5.41 es dada por la expresion:

a->b
2

O, Coskx+0,,Senkx, s

0, si x<

a->b
2

A +1 Ay +1 ,
lr//R,B(x):CB 53,3M[ 4 ; ]Xp[__ﬂ] 5B4U[ 4 l ] p[——ﬂ:l sl O<x<a

Coskx , ath

0, si x>a+b

donde

051 =2R [(WB,1 - pawm)Cos k.a + kwy 5 Sen kla} ,

98



53,2 =2R ':kl_l (pawB,Z ~PWp1t L.LPoWg3 T Wy )COS ka— (WB,Z + PyWp 5 )Sen kla:l 5

855 =(U'[S,]-p, U[S,])Coska+k U[S,]Senka ,

S5 = (P, M[S,]-M'[S,])Coska—k M[S,]|Senka .
Los analisis de la onda transmitida C, se encuentran detallados en el anexo E.6.

Fisicamente se espera que lo revelado por el coeficiente de transmision en la
figura 5.3 sea reflejado en el tunelamiento de la particula, es decir que la amplitud
de la onda afectada por el campo magnético sea menor a la que no esta afectada
por campos. Al observar la figura 5.8 aparentemente se presenta una
contradiccion antes de que la particula enfrente la barrera, situacién que se explica
debido ha que hay mas probabilidad de que la onda se refleje (en comparacion
con la onda que no es afectada por campos externos), la cual al sumarse con la
onda incidente genera el fendbmeno que se aprecia en la figura en mencion.
También se puede apreciar que después que atraviesa la barrera la onda

asociada a la particula satisface lo que se esperaba en un principio.

Cabe resaltar que en esta figura la longitud de onda asociada a la particula se
mantiene constante antes de enfrentar la barrera, aunque con un pequefo desfase
dado por la presencia del campo magnético. Desfase que se corrige después que
la particula a traviesa la barrera, mostrandose en ambas situaciones la misma
longitud de onda y por ende la conservacion del momento lineal, o que indica que

la particula se comporta libremente.

Para esta figura la altura y el ancho de la barrera se preservan de igual forma a los

anteriores resultados.
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Figura 5.8 Representacion esquematica del tunelamiento para una barrera de

potencial afectada por campo magnético uniforme

5.5 DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Se puede apreciar que la densidad de probabilidad definida por la expresion 5.43
tiene una estructura similar a la dada por la presencia de campo eléctrico (4.27), lo
que indica que el comportamiento de probabilidad esta sujeto necesariamente al

campo, ya que las funciones en que difieren van de acuerdo al campo externo

tratado:
0, s x<a—£b (543)
B, [ +2Re[ B, B, |Cos2kx—21m{ B, B, [Sen2kx+|B, |, |"—<x<0
o =G| RS TR R M. LS. 4 LS. Tl 8] 8 0<xea
1, S|a<x<a—J2rb
0, s x>“—J2fb :
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Ayg+1 1 1
4 27k

donde Sx,Bz( (x—kéky)zj y P,,, con i=1,4 son las constantes

complejas definidas en la funcién de onda 5.41.

Como se aprecia en la figura 5.9, es mas probable encontrar la particula en el lado
derecho como particula libre, debido al movimiento que genera el campo
magnético sobre ella. En consecuencia la probabilidad de que la particula cruce la
barrera disminuye con respecto a la ausencia de campo magnético. Es decir el
campo magnético no favorece el tunelamiento cuantico, fenébmeno que no se

presenta si el campo con el cual se afecta la barrera es eléctrico.

g

03
A —B=0T

B =0.06 T
n.z
0.1
X

-4 -2 2 4 & g

Figura 5.9 Densidad de probabilidad para una barrera de potencial afectada por

campo magnético uniforme. Normalizada en radio de Bohr.

Para esta figura se ha tenido en cuenta un ancho de barrera de potencial de 2.06
A, con un parametro b de 6.18 A y una altura de la barrera de 10 ¢V. De acuerdo
a estas condiciones la probabilidad de encontrar la particulas después de la
barrera de potencial afectada con campo magnético es de alrededor del 1%

inferior al 1.3% para el caso de ausencia de campo.
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5.6 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

Para este caso, de nuevo la corriente de probabilidad tiene una estructura similar a
la obtenida cuando la barrera esta afectada por campo eléctrico, pues la Unica
diferencia que se presenta se refiere a la constante de parametrizacion que es
dada por el campo en estudio. Esto ratifica que los fendmenos estudiados en este
trabajo se caracterizan por tener dos tipos de ondas en el interior de la barrera,
ondas planas las cuales preservan la estructura de velocidad de grupo por
densidad de probabilidad " (tal como se aprecia en la expresién 5.44) y
principalmente por ondas estacionarias. Cabe indicar que dicha estructura se ha
venido presentando en cada una de las secciones anteriores referentes a este
tema. Teniendo en cuenta la funcién de onda 5.41 y los calculos necesarios para

hallar la corriente de probabilidad se llega a:

(D)

Este resultado se detalla en el anexo E.7.

En correspondencia con lo antes comentado, se puede observar en la figura 5.10
(@) que la corriente de probabilidad para energias aplicadas a la particula
inferiores a la altura de la barrera es muy pequefa debido al campo magnético
considerado (1 T'). Mientras que si la particula se empieza a liberar del campo en
mencidon, su corriente de probabilidad comienza a crecer, ya que se esta

comportando como una particula libre (figura 5.10 (b)).
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Figura 5.10 Corriente de probabilidad afectada por campo magnético uniforme en

funcion de la energia aplicada a la particula

Es importante comentar que para construir estas graficas la corriente de
probabilidad se dividié entre la velocidad de grupo de la funcion de onda descrita
en 5.41, De ahi que las unidades estén en probabilidad por A. (El objetivo de este

procedimiento es mejorar la escala de presentacion de la grafica y su
interpretacion).
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6. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En esta parte del trabajo se complementa los resultados ya comentados en las
secciones 3, 4 y 5, mediante comparaciones directas entre los campos externos
en cada uno de los topicos que ayudan al estudio del transporte cuantico en una
barrera de potencial.

La metodologia que se sigue para detallar los resultados de este trabajo se
fundamenta en el modelamiento de las funciones que describen los coeficientes
de transmision, el tunelamiento de la particula, la densidad de probabilidad y la
corriente de probabilidad; cada uno de ellos afectados por el campo eléctrico o el
campo magnético. Por otra parte, la presentacion de las graficas se hace a través
de escalas adimensionales, situacién que ayuda a generalizar el comportamiento
de la particula: antes, durante y después de atravesar la barrera de potencial
afectada por los mencionados campos. Cabe indicar que los datos que se utilizan
para los distintos analisis responden a modelamientos tedricos para un electron

libre.

6.1 COEFICIENTE DE TRANSMISION

Por motivos practicos, el analisis solo se concentrara en el coeficiente de
transmision, ya que el coeficiente de reflexidn puede ser considerado como su
complemento (R=1-T). A continuacién se mostraran diversos resultados en
funciéon de la energia aplicada a la particula, el ancho de la barrera o los campos

externos.
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6.1.1 Afectado por campo eléctrico uniforme. En la figura 6.1 se observa
claramente que se presenta un valor de energia para la particula por debajo de la
altura de la barrera para los cuales la funcion que describe el coeficiente de
transmision alcanza un maximo, que depende de la intensidad del campo
eléctrico; esto sugiere que la particula alcanzé un nivel de energia permitido del
sistema, el cual se da para valores superiores a la altura de la barrera. Esto es
fisicamente posible si la particula tunela, fendmeno que es permitido debido a que
la barrera se deflecta por la presencia del campo eléctrico. Por lo tanto si se

incremente la intensidad del campo, la probabilidad de tunelar crece.

Figura 6.1 Coeficiente de transmision para varios campos eléctricos en funcion de

la energia aplicada a la particula

Asi mismo, en la figura 6.2 se corrobora aun mas que el campo eléctrico es un

factor que favorece en gran parte al tunelamiento de una particula.
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Campo Eléctrico (10’%}
Figura 6.2 Coeficiente de transmision para varias energias aplicadas a la particula

en funcion del campo eléctrico uniforme

Por otro lado, al analizar el coeficiente de transmision en funcion del ancho de la
barrera los comportamientos que se observan son muy similares a los ya
comentados en las anteriores figuras, pues a medida que el campo eléctrico crece
la transmision aumenta alcanzandose valores maximos y minimos, estos ultimos
permiten determinar los valores del ancho de la barrera que no ayudan a que la
probabilidad de la particula sea la mejor para que ésta tunele, tal como se muestra

en las figuras 6.3 y 6.4.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 k|
Ancho de Bami

Figura 6.3 Coeficiente de transmision para varios campos eléctricos en funcion del

ancho de la barrera
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Como deberia de esperarse, en la figura 6.4 se muestra que a mayor energia
aplicada a la particula teniendo en cuenta el no superar la altura de la barrera
(E <v,), la transmision aumenta, debido a que la barrera es mas angosta en la
parte superior, permitiendo que el porcentaje de probabilidad de que la particula

tunele sea mas amplio. Teniendo en cuenta que los resultados de la figura 6.4 se

obtuvieron para un campo eléctrico de 9x10° \%n hay valores para el ancho de la

barrera y la energia aplicada a la particula que no favorecen la transmisién, razén
que obedece a la estructura que tiene dicho coeficiente para “campos altos”,
puesto que depende de la tendencias de las funciones de Airy para estos casos
(ver apéndice C.7).

1 I P
AV A 0.80u, eV
0.8 [ A \Val /Y \ 0.850, eV

A A T AR
0.6 %\ .“'f }(\ \\ 7N "\;"J_.-""P\ 0900 eV
~ B A AP S A G 0.95, eV
0.4 “'\\'..'\. ~- »’ / < ' / /0 A 1.0y, &V
\-'\\_'-\___,.". £ "“—\'_\. /} Mg
0.2 N / — — 105y, eV
— 110y, eV
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 ]

Am.'hodaBa.rraraé

Figura 6.4 Coeficiente de transmision para varias energias aplicadas a la particula

en funcién del ancho de la barrera y campo eléctrico fijo

6.1.2 Afectados por campo magnético uniforme. Los efectos del campo
magnético en el coeficiente de transmision se hacen mas evidentes cuando el
campo se incrementa, puesto que este hace que la particula se localice, debido a
que la frecuencia ciclotronica cada vez es mas grande, siendo necesario
incrementar la energia aplicada a la particula para que logre escapar del campo y
asi el coeficiente aumente, tal como la muestra la figura 6.5. También se aprecia
en esta figura que a la particula se le dificulta pasar la barrera, aun estando por

encima de ella, al considerar campos altos.
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Figura 6.5 Coeficiente de transmision para varios campos magnéticos en funcién

de la energia aplicada a la particula

En la figura 6.6 se observa que no necesariamente si se incrementa la energia de
la particula y el campo magnético, el coeficiente de transmision aumenta, puesto
que este no solo depende de la energia sino también del campo. Es importante

. ; E
mencionar que para una energia de 1.10 veces la altura de la barrera {— = 1.10j y

b,

un campo magnético aproximado de 0.425 teslas se presenta un estado resonante
del sistema, donde posiblemente la particula ha cruzado la barrera y aun se
encuentre por encima de ella, debido que la barrera se altera en forma parabdlica
lo que hace suponer que muy probablemente los niveles de energia de

cuantizaciéon se deformen de esta manera.

108



6.8 \ 0.95u, eV
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Figura 6.6 Coeficiente de transmision para varias energias aplicadas a la particula

en funcion del campo magnético uniforme

Al dejar fija la energia aplicada a la particula (9.8 eV) y variar el ancho de la
barrera para algunos campos magnéticos, los comportamientos comentados
anteriormente siguen siendo similares, puesto que a menor campo la probabilidad
de tunelar aumenta dando la posibilidad de que el ancho de barrera sea mas

grandes (figura 6.7).

e
0.8 05T
10T
0.8
b 15T
0.4 — 20T
— 25T
0.2
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 k|

Ancho de Bami

Figura 6.7 Coeficiente de transmision para varios campos magnéticos en funcion

del ancho de la barrera
Para el caso de un campo magnético fijo (1 T) se aprecia en la figura 6.8 que a

mayor energia aplicada a la particula empiezan a surgir valores del ancho de la

barrera que hacen que aparezcan maximos para el coeficiente de transmision.
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Esto muestra que para valores superiores de energia con respecto a la altura de la

barrera el sistema sigue siendo cuantizado.

085y eV

T 10w eV

— 1053y eV

110y, eV

— 115y eV

. 1.2u, eV

£

0 0.5 1 1.5 2 2.5 2

Anehodasmé

Figura 6.8 Coeficiente de transmision para varias energias aplicadas a la particula

en funcion del ancho de la barrera y campo magnético fijo

6.2 COEFICIENTE DE TRANSMISION AFECTADO POR CAMPOS
EXTERNOS

Al comparar los efectos en la transmisién, tanto del campo eléctrico como del
magnético en funcion de la energia aplicada a la particula se observa en la figura
6.9 que para energias menores a la altura de la barrera el campo eléctrico
favorece el tunelamiento, puesto que deflecta la barrera y permite cruzarla mas
facilmente, mientras que el campo magnético localiza la particula, necesitdndose
mas energia para poder cruzar la barrera. Por otro lado, cuando no se tiene en
cuenta ningun campo externo el coeficiente crece a medida que la energia crece
hasta alcanzar la unidad o la altura de la barrera, de ahi en adelante se presentan
ciertas energias que entran en resonancia, siendo ellas las permitidas para un

sistema cuantizado. Situacién idéntica se presenta para los distintos campos.

110



W

\
0.6
~ , — ¢=0.B=0
0.4 _ oo _
i £=9x10° ¥/ B=0

0.2 =0, B=1T

0 ]

0.5 1 1.5 2 z5 3

E

Figura 6.9 Coeficiente de transmisién en funcién de la energia aplicada a la

particula sin y en presencia de campos externos

En la figura 6.10 de nuevo se muestra que cuando hay presencia de campo
eléctrico y el ancho de la barrera varia, el coeficiente de transmision es mas
grande que para los otros dos casos, ademas se presentan maximos, lo que es
evidencia de que la particula ya cruzdé la barrera y alcanzé un nivel de
cuantizacién, ya que la energia aplicada a la particula en este caso corresponde a

9.8 ¢V inferior al altura de la barrera que es de 10 eV.

= : :
— £=0,B=0
_ LR _
0.8 =910 4,13_0
£=0,B=1T
0.8
[
0.4
e K
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Anehodasmé

Figura 6.10 Coeficiente de transmision en funcién del ancho de la barrera sin y en

presencia de campos externos
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6.3 TUNELAMIENTO DE UNA PARTICULA AFECTADA POR
CAMPOS EXTERNOS

La figura 6.11 muestra detalles muy importantes acerca de tunelamiento de la
particula cuando estd en presencia de algun campo externo. Al analizarla de
derecha a izquierda es claro que las tres funciones de onda se intersecan en el
punto de equilibrio, lo que indica que tiene la misma longitud de onda, es decir el
mismo momento lineal, por lo tanto la particula se comporta liboremente al igual
que antes de enfrentar la barrera, donde también se evidencia una longitud de
onda similar, con la Unica diferencia de que la onda que es afectada por el campo
magnético estd un poco desfasada, lo que se interpreta como el hecho de que

este campo localiza la particula de acuerdo a la intensidad que tenga.

Al analizar las amplitudes de onda después que la particula ha tunelado se
observa que la de mayor amplitud esta dada cuando la funcion de onda
transmitida es la afectada por el campo eléctrico, ya que este acelera la particula
amplificando su amplitud, lo que se interpreta como una mayor posibilidad de la
particula para tunelar (afirmacién que se puede verificar al observar la figura 6.9).
Por otro lado, debido a que la amplitud de onda que se muestra para la onda
transmitida en presencia de campo magnético es mas pequeia que la onda sin la
presencia de campos externos, la probabilidad de que la particula tunele se

disminuye mucho mas que cuando hay ausencia de campos.

Las amplitudes correspondientes a las ondas transmitidas, que se muestran antes
que la particula enfrente la barrera se explican considerando las ondas reflejadas,
puesto que a mayor amplitud de onda menor es la cantidad de ondas reflejadas y
mas las transmitidas. Por lo tanto la amplitud de onda mas grande debe
corresponder a la onda afectada por campo eléctrico, tal como se observa en la
figura 6.11. Siguiendo en este mismo sentido, la amplitud de onda a mencionar se

relaciona con la funcion de onda que no esta afectada por campos externos, pero
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como se puede apreciar en la figura esta situacion no se presenta, ya que el
campo magnético atrae la particula y no se generan muchas ondas reflejadas que
cuando se trata de la funcion de onda sin presencia de campos. De ahi que se
espera que si el campo magnético aumenta atraera a un mas la particula y la
amplitud de onda que se presenta antes de la barrera sera mayor que incluso la
generada por el campo eléctrico.

— £=0,B=0
- LI -
£=9x10 4,3_0

&=

£=0,B=006T

Figura 6.11 Tunelamiento de una particula sin y en presencia de campos externos

Cabe decir que el comportamiento de la modulacién de las ondas principalmente
estacionarias en el interior de la barrera tienen la forma de una exponencial
creciente para el caso del campo eléctrico y una exponencial decreciente para los
casos de campo magnético y la ausencia de campos externos, coincidiendo en su

orden con la efectividad de transmisidon después de haber tunelado la barrera.

6.4 DENSIDAD DE PROBABILIDAD

El estudio de la densidad de probabilidad en este trabajo va ha permitir verificar
que tipo de campo aplicado a una barrera de potencial ayuda mas al transporte
cuantico, ademas ayuda a reconocer donde es mas probable encontrar la

particula, lo que conlleva a interpretar el principio de incertidumbre en cada caso.
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6.4.1 Afectada por campo eléctrico uniforme. Al considerar un campo eléctrico

de 5x10° %1 se obtienen los siguientes resultados:

o2 0.5, eV
0.75u, eV

0.2
o ) . — 10y, eV
B0 15) / . — 1.25y, &V

-4 -2 a 2 4
Posicién de fa Partfoula

Figura 6.12 Densidad de probabilidad en funcion de la posicion de la particula para
varias energias aplicadas a ella. Con campo eléctrico fijo, normalizada en radio de
Bohr.

En esta figura se observa que a medida que la energia aplicada a la particula
crece, la probabilidad de tunelar aumenta, mientras que decrece la probabilidad de

encontrarla antes de la barrera.

Para el resultado que a continuacion se describe se consideran dos campos

eléctricos, uno de igual magnitud al utilizado para los resultados anteriores y otro

de magnitud de 4x10° ‘%n los cuales se distinguen en la figura 6.13 porque el de

mayor magnitud genera una curva por debajo del de menor magnitud. Entonces se
puede apreciar que si el campo disminuye, al igual que la energia aplicada a la
particula, la probabilidad de que esta atraviese la barrera disminuye, mostrandose
una relacion directa de la energia de la particula, con el campo eléctrico y con la

probabilidad de encontrarla después de la barrera.

114



0.3 0.5y, eV

0.25 075, eV
5 02 ! — 10y, eV
™ 015 — 125y eV

Posicién do fa Particuta
Figura 6.13 Densidad de probabilidad en funcion de la posicion de la particula para

varias energias aplicadas a ella. Normalizada en radio de Bohr.

6.4.2 Afectada por campo magnético uniforme. Para lograr los resultados
representados en la figura 6.14 se aplicé un campo magnético de 0.06 T en donde
se aprecia un caso totalmente opuesto a su analogo con campo eléctrico (figura
6.12), ya que al incrementar la energia aplicada a la particula en un rango no muy
superior a la altura de la barrera, la probabilidad de tunelar disminuye, esto se
debe a que la particula se acerca a la parabola magnética que se forma en la
parte superior de la barrera siendo la parte mas afectada por el campo y

presentandose mayor probabilidad de encontrarla libre antes de enfrentar la

barrera.
0.4
— 05y eV
0.3t [N Yy e
_:I'r-._ In'll — 075y eV
B A
.E" 0.2 I_l'll IIII .II'. / II.' \ l.UUD eV
AN A RN 1250, eV
0.1 |I | / ! '
0 e —

Posicién de fa Partioita
Figura 6.14 Densidad de probabilidad en funcion de la posicion de la particula para
varias energias aplicadas. Con campo magnético fijo, normalizada en radio de

Bohr.
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Para la interpretacion de la figura 6.15 se debe tener en cuenta que el campo con
menor intensidad (0.04 T ) siempre va estar por debajo, mientras que el de mayor
intensidad (0.06 T ) se ubica por encima. De ahi que a mayor energia aplicada a la
particula y mayor magnitud en el campo magnético se muestra que la probabilidad
de encontrarla después de la barrera disminuye. Generandose una relacion
inversa entre la energia aplicada o el campo magnético y la densidad de
probabilidad.

I8 ,l'll: — 075y, £V

B .|_ I' i IIJ::;: o 1 an ev
0.2 [T

f Wy 1_25% eV

—4 -2 [ 3}

Posiion de fa Partioua
Figura 6.15 Densidad de probabilidad en funcién de la posicién de la particula para

varias energias aplicadas. Normalizada en radio de Bohr.

6.5 DENSIDAD DE PROBABILIDAD AFECTADA POR CAMPOS
EXTERNOS

Es evidente que en la figura 6.16 se muestra que existe la probabilidad de que la
particula tunele la barrera sin importar el tipo de campo a utilizar, mientras que la
magnitud de la probabilidad si depende de estos campos, ya que cuando hay
presencia de campo magnético la probabilidad de tunelar disminuye, situaciéon
opuesta si se tiene en cuenta el campo eléctrico. Reafirmando de nuevo lo
comentado en los resultados anteriores, debido a las comparaciones directas que

permite hacer la figura en analisis.
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Figura 6.16 Densidad de probabilidad en funcion de la posicion de la particula, sin

y en presencia de campos externos, normalizada en radio de Bohr.

6.6 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

El hacer una adecuada interpretacion de la corriente de probabilidad, depende
basicamente de tener claro dos cosas: lo que significa la corriente o flujo de
probabilidad y la presentacién adecuada de los resultados. Para este caso se vio
la necesidad de hacer un cambio en las unidades de corriente de probabilidad, el
cual consistid6 en dividir el flujo de corriente, con unidad de probabilidad por
segundo, entre la velocidad de grupo, cuya unidad esta dada en Angstrom por
segundo, quedando una unidad resultante de probabilidad por Angstrom, lo que
implica un cambio en la interpretacion del flujo de probabilidad puesto que ahora
se entendera como la probabilidad, por Angstrom, de encontrar una particula

cruzando algun punto de referencia.

6.6.1 Afectada por campo eléctrico uniforme. En la figura 6.17 se aprecia que el
flujo de probabilidad se ve favorecido al incrementar la energia aplicada a la
particula a medida que el campo eléctrico aumenta; ademas se observan maximos

que responden a los valores de los campos y energias aplicadas a la particula que
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hacen que el sistema entre en resonancia, incluso para energias menores a la

altura de la barrera debido a la deflexiéon que esta sufre por el campo eléctrico.

0.12
— 07y, eV
0.1 “
-~ - = - 0.8y, eV
 0.08 ' T
% : 0.9y, eV
0.06 / '
E — 10y, eV
'y \\__ r_// 0
- 0.04 I 1.1y, eV
!
0.02 / 1.2, eV
i B .
o -

1] 10 . 20 3o 40
Campo Eféctrico (10° %}
Figura 6.17 Corriente de probabilidad en funcién del campo eléctrico para varias

energias aplicadas a la particula

Considerando que la barrera de potencial tiende ser un potencial triangular a
medida que el campo eléctrico aumenta, efecto que genera una disminucién del
ancho de la barrera en la parte superior, ayudando a que la particula tunele para
energias aplicadas a ésta muy cercanas a la altura de la barrera tal como se
observa en la figura 6.18 (a), lo que muestra mas flujo de probabilidad, indicando

que probablemente la particula esta atravesando la barrera. Ademas se observa

que para un campo eléctrico de 40 %1 tanto para energias por debajo (figura
6.18 (a)) como por encima (figura 6.18 (b)) de la altura de la barrera la curva
carece de picos, lo que puede sugerir un comportamiento libre de la particula

debido a la ausencia de estados de resonancia; dicho en otras palabras la

particula se acerca al estado continuo de energia.
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Figura 6.18 Corriente de probabilidad en funcién de la energia aplicada a la

particula para varios campos eléctricos

6.6.2 Afectada por campo magnético uniforme. Al tener menos campo
magneético pero mayor energia aplicada a la particula, ésta tiene mas posibilidad
de liberarse de los efectos del campo, incrementandose ademas la corriente de
probabilidad (figura 6.19), situacién opuesta a cuando se incrementa el campo, ya
que el flujo diminuye, lo que indica que la particula es localizada debido al campo

magnético, impidiendo que tunele facilmente.
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Figura 6.19 Corriente de probabilidad en funcién del campo magnético para varias

energias aplicadas a la particula
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J (Probs A7)

Por ultimo, al intercambiar las variables presentes en la figura anterior por
parametros y viceversa, se sigue observando que a menor intensidad de campo
magnético mayor es la corriente de probabilidad, sin importar la energia aplicada a
la particula, figura 6.20. En el momento en que la particula adquiere una energia
permitida puede desplazarse sin mayor dificultad en el sistema, por lo tanto el flujo
de probabilidad por cada Angstrom recorrido aumenta, lo que hace que se
presenten maximos en la figura 6.20 (b). En esta misma figura se sigue
observando que a mayor campo magnético el flujo de probabilidad es menor

debido a que se localiza aun mas la particula.
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g
— 06T » 0.08
0.001 'g
08T g 0.08
0.0005 — 10T =2 0.04
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0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 2
E
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Figura 6.20 Corriente de probabilidad en funcién de la energia aplicada a la

particula para varios campos magnéticos

6.7 CORRIENTE DE PROBABILIDAD AFECTADA POR CAMPOS
EXTERNOS

En el siguiente resultado (figura 6.21) es evidente que la corriente de probabilidad
es mas alta cuando hay presencia de campo eléctrico ya que este acelera la

particula y le ayuda a tunelar la barrera, lo que no se presenta cuando hay campo
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magneético, pues éste tiende a atraer la particula disminuyendo el flujo de
probabilidad, mientras que si la particula no esta afectada por ningun campo
externo su corriente de probabilidad sélo depende de la intensidad de la energia

que a ella se le aplique.
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Figura 6.21 Corriente de probabilidad en funcién de la energia aplicada a la

particula, sin y en presencia de campos externos
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7. CONCLUSIONES

Los analisis fisico-matematicos realizados en este trabajo permitieron verificar que
el estudio del transporte cuantico para barreras afectadas por campos eléctricos y
magnéticos uniformes se pueden modelar a través de las ecuaciones diferenciales
tales como la de Airy y la Hipergeométrica Confluente respectivamente; logrando
obtener ecuaciones analiticas que se interpretan como funciones de onda
asociadas a la particula que cumplen las condiciones de pertenecer al espacio de

Sdébolev el cual es un subespacio de Hilbert.

Los resultados analiticos obtenidos para los coeficientes de transmision y reflexién
para barreras de potencial unidimensionales afectadas por campos externos no
han sido reportados hasta el momento en la literatura que esta a nuestro alcance,
pues en este topico se acostumbra a trabajar en la mecanica cuantica con el
método de aproximaciéon WKB, que como se probd esta limitado para establecer
las energias donde el sistema se cuantiza, ademas tiene un rango de energia
inferior a la altura de la barrera donde el método tiene soporte matematico para
que tenga validez, tal como se presenta en el caso del campo eléctrico. Cabe
resaltar que estas dificultades del método WKB no se generan en las expresiones
analiticas obtenidas, puesto que ellas no estan restringidas por las energias y
permiten determinar los valores donde el sistema entra en resonancia; de ahi la

importancia de estos resultados.

Por otro lado, desde el punto de vista fisico-matematico es posible demostrar que
el coeficiente de transmision, cuando es afectado por campos externos, tiende al
coeficiente de transmision sin presencia de campos, siempre y cuando estos

tiendan a cero.

122



De igual manera se consiguieron otros resultados importantes que ayudan a
describir el tunelamiento cuantico. Estos resultados continuacién se interpretan

desde el punto de vista fisico.

Los campos eléctricos altos, en el transporte cuantico en barreras, permiten
incrementar el porcentaje de probabilidad de que la particula tunele, teniendo la
posibilidad que su energia entre en resonancia con el sistema, aun siendo esta
menor que la altura de la barrera. La manera en la que se puede garantizar que la
probabilidad de tunelar no disminuya abruptamente cuando el ancho de la barrera
se incremente, consiste en aumentar el campo eléctrico y aplicarle a la particula
una energia que esté cerca al limite del borde de la barrera de potencial, debido a

que en este sector la deflexidon hace que sea mas facil tunelarla.

El aplicar un campo magnético en una barrera de potencial genera efectos en la
particula que disminuyen la probabilidad de que esta tunele, puesto que de
acuerdo a su intensidad la frecuencia ciclotronica aumenta, haciendo que los giros
que hace la particula sean de radios mas pequefos; viéndose en la necesidad de
incrementar su energia para que escape del campo e ingrese a un estado

resonante.

Un efecto semejante se observa cuando se aumenta la energia aplicada a la
particula para el caso donde el campo magnético es fijo y se varia el ancho de la
barrera, ya que el coeficiente de transmision aumenta e incluso presenta maximos
que muestran las energias de la particula de un rango mayor a la altura de la

barrera donde el sistema se cuantiza.

Al analizar la parte real de las distintas funciones de onda que son solucioén a la
ecuacion de Schrodinger, se verifica que la longitud de onda conserva valor
constante antes y después de la barrera, lo que indica que el momento lineal se

conserva o su energia cinética permanece estable; situacion tipica que se da
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cuando la particula se mueve libremente. De forma analoga, la parte real de esta
funciones de onda presentan las amplitudes de la onda transmitida que verifican
aun mas el hecho de que el campo eléctrico favorece el fendmeno de
tunelamiento debido a que estas tienen un mayor valor comparadas con las

amplitudes del campo magnético y con las de ausencia de campos externos.

La densidad de probabilidad, ademas de indicar el rango donde posiblemente se
encuentre la particula en el sistema, permiti6 determinar las condiciones
cualitativas para que los campos externos generen en la particula una mejor
transmision. Para el caso del campo eléctrico se necesita incrementarlo de tal
manera que la barrera no pierda sentido fisico, y aumentar la energia aplicada a la
particula sin rebasar la altura de la barrera. Estas condiciones son totalmente
opuestas al caso del campo magnético, ya que en estas circunstancias la particula

disminuye la capacidad de tunelar y no escapa totalmente del campo en cuestion.

La corriente de probabilidad o flujo de probabilidad permite determinar de nuevo
condiciones cualitativas muy similares a las expresadas anteriormente, ya que si el
campo eléctrico aumenta, a medida que la energia aplicada a la particula se
incrementa, el flujo de corriente se ve favorecido; circunstancia opuesta a cuando
se tiene las mismas condiciones pero con el campo magnético, debido a que el
flujo diminuye, lo que indica que la particula es localizada, impidiendo que tunele

facilmente.

Finalmente se puede concluir que al considerar el cambio de escala hecho en este
trabajo, que dejé dependiendo el flujo de probabilidad en términos de la constante
de normalizacion (o la amplitud de onda transmitida), se pudieron también calcular
las energias donde el sistema se cuantiza por encima de la barrera. Es decir, que
la constante de normalizacion permité determinar de igual manera que los

coeficientes de transmision y reflexion, los niveles de energia resonantes.
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ANEXO A: DESCRIPCION DE LA BARRERA DE
POTENCIAL FINITA RECTANGULAR SIN PRESENCIA DE
CAMPOS EXTERNOS.

A.1 COEFICIENTE DE TRANSMISION Y REFLEXION

Al manejar este tipo de barreras de potencial, es claro que el sistema de E.D. de

Schrédinger que se generan son las descritas en (3.2):

2 d?
—;}ln dwzm—E 13 si x<0 A x>a
+dx
- &y (A.1)
s dx22+uoz//2=E1//2, si O0<x<a ,

cuyas soluciones desde el punto de vista de la mecanica cuantica tienen la forma

Aexplikx]+ Bexp[—ikx] , si x<0
l//(x) = Eexp[kzx] + Fexp[—kzx] , si O<x<a (A.2)

Cexplikx] , si x>a

Aunque la funcién de onda ¥ no cumpla con todas las condiciones para ser

solucion del sistema de E.D. mencionado, en esta parte del trabajo se dejara de
lado la parte fisica y se manipularan las soluciones solo desde el punto de vista

matematico.
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A.1.1 Funciones que involucran el punto de discontinuidad en x=0. En este

caso es necesario que las funciones de onda descritas para x<0 y 0<x<a

satisfagan:
v1(0)-y3(0)=0

o en forma matricial,

1 1|4 E
=l Kk .k (A.4)
1 -1||B —I— —i—||F
kl kl

Realizando manipulaciones algebraicas matriciales se logra despejar 4 y B en

términos de E y F respectivamente (ver 3.9).

A.1.2 Funciones que involucran el punto de discontinuidad en x=a. En
correspondencia con a A.3 y teniendo en cuenta las funciones de onda descritas

para 0<x<a y x>a se plantea el sistema:

1

} {i}: ill;—l Cexplikal . (A.5)

exp[ka]  exp[—k,a]

Al calcular la inversa de la primera matriz que se presenta de izquierda a derecha,

se obtiene la expresion 3.11.

Cabe resaltar que el wronskiano de la matriz a la cual se le calcula la inversa es
—2. Es decir

a)(exp[kzx], exp[—kzx]) =-2 . (A.6)
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El concepto de Wronskiano se explica ampliamente en el apéndice C.7, mas
exactamente en la expresion C.39 y C.40.
Por otra parte, al reemplazar la matriz definida en 3.11 en la matriz 3.9 se plantea

una igualdad de matrices que permite conocer la amplitud de la onda incidente y

reflejada:
VA IO AT
ne 1—171 1+l?1 (1+zk2jexp[ kya]
=Zexp[ikla] C (A.7)
B Kk, Lk k,
1+i i 1 T (l—zk—zjexp[kza]

Realizando algunas operaciones se pueden establecer las siguientes relaciones:

-1
A"A:{IJ{4£(1£J } Senhzkza}C*C . (A.8)
UO UO

Esta igualdad permite verificar el resultado 3.13 que corresponde al coeficiente de
transmision. De forma analoga el coeficiente de reflexion (3.14) queda

determinado con C.9:
-1
B'B :{4££15ﬂ Senh’ kza}C*C . (A.9)
U, Uy

A.2 CONSTANTE DE NORMALIZACION DE LA FUNCION DE ONDA v

Para normalizar la funcién de onda w descrita en A.2 se aplicara el método de

normalizacion en una caja comentado en la seccién 1.3.1. De ahi que es
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necesario redefinir la funcidn de onda de manera tal que cumpla las condiciones

de la seccion 1.2:

0, si x<a—£b
(B +iP,)exp| k (x+a)i | +iPexp[ =k (x—a)i] , Si aT_b<x<0
A.10
y/(x)=C %(lJrillz—ljexp[(x—a)@+ik]a]+%(l—i:—;jexp[—(x—a)kz+ik1a], si 0<x<a ( )
exp[ikx] , si a<x<aT+b
0, si x>%
con
k; —kl kP +k:
P =Coshk,a , P, =| =— |Senhk,a , P, = LARECE Senhk,a .
2k k, 2k k,

Debido a que los sistemas 3.11 y 3.12 estan parametrizados con la amplitud de
onda transmitida, C', de igual manera que la funcion de onda A.10, entonces es

necesario facilitar los calculos, lo cual se logra al considerar C como un valor real,

es decir C'C =C".

Teniendo en cuenta el anterior hecho, y recordando que la probabilidad de

encontrar las particulas en el dominio definido en A.10 es uno, se plantea:
0 a %
[vividx+ [wipde+ [yipdx=1. (A11)
o 0 “

Lo que obliga sin lugar a duda a manipular la densidad de probabilidad definida en

3.21, presentandose integrales de funciones conocidas.

Por ultimo, se puede determinar la constante de normalizacién A.12:

132



kl

()R Al
+2k2(1+k22jSenh2ak2+a(l 2 ,

donde P, P, y P, son descritos en la funcion de onda A.10.

C= C(ij = \/5{(}}2 + P+ P +1)(b-a) v2 b senn (b a)k, +
(A.12)

Este resultado tiene importancia desde el punto de vista de la mecanica cuantica,
ya que cuando la energia aplicada a la particula supera la altura de la barrera, las
funciones hiperbdlicas que aqui se presentan se transforman en funciones
trigonométricas, las cuales por su periodicidad muestran que la energia se
cuantiza por encima de la barrera de potencial. Afectando asi, los resultados que

dependan directamente de esta constante.

Por otra parte, las magnitudes de los vectores de onda &, y k, definidos en 3.5y

3.7 respectivamente, pueden ser redefinidos en funcion de E  Esto explica el
)

hecho de que C sea también una funcion del mismo cociente de energias, en

correspondencia con los coeficientes de transmision y reflexion.

A.3 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

En esta parte del trabajo se pretende verificar que la corriente de probabilidad es
constante respecto a su posicién y dependiente de la energia aplicada a las

particulas.

En consecuencia, si la particula no ha enfrentado la barrera, es decir, % <x<0,

la corriente de probabilidad se reduce a
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j= ik (4°'4-B'B) . (A.13)

m,

Al retomar A8y A.9, se tiene 4'A—B'B =(Cosh’ k,a—Senh’ k,a)C* = C*. Entonces

h . -
jl =£C2 ’ SI 2 b
.

<x<0 . (A.14)

Ahora, si la particula esta en el interior de la barrera,

: :ﬂ(

7, F'E-E'F)i, si 0<x<a. (A.15)

m.

Teniendo en cuenta la matriz 3.11,

2 2
F*E—E*F:l 1+iﬁ - 1—1'5 C2=iﬁcz.
4 k, k, k,

Por lo tanto A.15 se transforma a A.14.

Por ultimo, si la particula ha superado la barrera sin ninguna dificultad, se alcanza

a describir la corriente de probabilidad en la forma

—h

2m,

a+b

Jy=——(2ikC?)i, si a<x<

De donde se sigue de nuevo A.14.
20, ’
| E o |2 E £
Luego, ][Uo) - [%HC(%H . (A.16)
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ANEXO B: LIMITES QUE INVOLUCRAN LAS FUNCIONES
DE AIRY Y EL CAMPO ELECTRICO UNIFORME ¢

Los diversos limites a calcular en este apéndice, estan enfocados en parte, a

probar que el coeficiente de transmisién afectado con campo eléctrico uniforme

(T,) tiende al coeficiente de transmision sin presencia de campos externos (T)

cuando el campo eléctrico tiende a cero.

B.1 ANALISIS DE LOS ARGUMENTOS DE LAS FUNCIONES DE AIRY
CUANDO EL CAMPO ELECTRICO TIENDE A CERO.

Se empezara entonces, a retomar los argumentos de las funciones de Airy que se
describen en el analisis de la barrera de potencial afectada por un campo eléctrico

uniforme.

2m.qe j%

con a =( P
Facilmente se observa que ellos tienden a infinito cuando el campo eléctrico tiende
a cero. Situacion que permite aplicar mas adelante los resultados expuestos en el
apéndice C.7.

Se estudiara entonces, los siguientes limites.
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B.1.1 Lim %[Sa%—S%]z—kza

>0

Demostraciéon

2 2 v,—E &
Lim —[Sa% —S%} ==Lim |a| = 1-
e—>0 3 3 &0 qe

Pero |1+|- a9 & - ~—§ a4 g si €¢—>0
v, —E 2y,—-E

Luego, Lim g[S%—S%]=— 2m*(uo E)a=—ka

PN 3 4 hz 2

v

B.1.2 Lim (S“j =1

>0 S
Demostracion

Y Y

Ll'm[ij =Lim|1- 94 el =1.

>0 S -0 UO_E
Luego, se puede concluirque S, ~S%, si £¢—0.
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B.A.3 Lim a(SS,)" =k, (B.3)

&0

Demostracion:

) v,—E &
Lz’ma(S.Sa)A=Ll'ma%{ 0 } :

>0 &0 qg

El anterior resultado se obtiene al aplicar el hecho S ~ 8% | si ¢ 0.

% A %
3 —-E 2m, —-E
Luego, Lima’ % :Lz'm( mzqgj % =k, .
e—0 qg e—0 h qg

B.2 TENDENCIA DEL COEFICIENTE DE TRANSMISION AFECTADO
POR CAMPO ELECTRICO AL COEFICIENTE DE TRANSMISION SIN
PRESENCIA DE CAMPOS EXTERNOS.

A continuacién se calculan varios limites que ayudaran a probar la igualdad
LimT, =T

-0

B.2.1 Lz’m(w‘gl +w62):£Coshk2a (B.4)
£—0 ’ ’ T

Demostracion:

Retomando w,, = Ai[S]Bi'[S,]- Ai'[S, ]Bi[S] y las equivalencias expuestas en el

apéndice C.7, ademas de los resultados de la seccién anterior, se verifica:
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-1 Y
Lim Ai[S]BI[S,] = ﬂ—Lz’m(%] expE(S;A % )}

£—0 2 &0
-1

= Texp[—kza] . (B.5)

-1 %
LimAV[S,]Bi[S] = -~ Ll'm(ifj expE(Sa% . S%)}

£>0 2 &0
-1
= —%exp[kza] . (B.6)
En consecuencia Lz’r%awgl =lCOShk2a : (B.7)
£ ? T

De otro lado se conoce w,, = Ai[S, |Bi'[S]- Ai'[S]Bi[S,] y de forma similar:

, . . 72'_1 , S g 2 % 3%
LimAi[S, |Bi'[S]=—Lim| — | exp _E(SaZ_S 2)

&0 2 &0 §

-1

=%exp[k2a] . (B.8)

z! S % 2
LimAi[S]Bi[S,] = -2 Ll’m{s_j exp{g( 5% % )}

£>0 2 &0
-1
= —%exp[—kza] . (B.9)
PorB.8yB.9, Ll'i%awg 5 =lCOShk2a : (B.10)
£ ’ T

>0

Por lo tanto Lim(w,, +w,,)= 2 Cosh k,a .
T
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B.2.2 Lim £w3g+gw4g 1 K & Senh k,a (B.11)
0 T kT 7\ k k,

Demostracion

De nuevo, usando las equivalencias del apéndice C.7 y los limites B.1 y B.3, y

ademas w,, = Ai[S]Bi[S, |- Ai[S,]|Bi[S], se obtiene:

, k . . - , _ - 2 3 3
i Ai[s]Bils, =k Lima' (55, exp[g(Sf _s# )}
ST K k] (B.12)
2 k ?

2

Lin " S, Bi[S] = Lina™ (5,.5) " exo| ~3(57 -7

£>0 o 2 £—0
z 'k
=———exp|k B.13
2 K, p[ za] ( )
.k 1 k
Por B.12 y B.13 se comprueba Lz;%a —W, ;= ——k—Senhkza : (B.14)
0 g 7 7k,

Analogamente, si w, , = Ai'[S]Bi'[S,]-Ai'[S, |Bi'[S]

, a ., . _ ", A 2(Hh_ oH
Lin AV[S]Bi[S,)= -2 Lima(s5,) exp&(sa _s )}

:—%—exp[—kza] . (B.15)
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1

Lin% AV[S,|Bi[S] =~ 2~ Lima(s,.5)" exp[—%(S;/Z % )}

£—0 kl 2k1 £—0
7z k,
=——=—explk,al . B.16
2k p[ 2 ] ( )
Luego, Lim Zw_, _ LR Senh iy (B.17)
&0 kl ’ T kl

En resumen, segun B.14 y B.17 se prueba B.11.

Por todo lo anterior se puede calcular

5 -1
. 4 . 2 K a
LinT. ?{[ézﬁ(% o.a)] {élﬂ:fzwﬁ Twmﬂ } ' (5:19)

Reemplazando los resultados B.4 y B.11

2 2!
ko k
LimT, =+ [zCoshkza} S LTI AP
-0 o |Lx n\k k,

0, lo que es igual,

-1
E E
LimT,={Cosh’k,a—|1-|4—|1-— || |Senh®k,a
e—0 ¢ UO UO

Luego se ha probado: Lirf)aTg =T.

-1
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ANEXO C: DESCRIPCION DE LA BARRERA FINITA
RECTANGULAR EN PRESENCIA DE CAMPO ELECTRICO
UNIFORME

C.1 ECUACION DE SCHRODINGER GENERADA DEBIDO AL CAMPO
ELECTRICO UNIFORME ¢ .

Para poder establecer la ecuacién de Schrodinger que se presenta en este caso,

es necesario describir el potencial que genera este campo en la particula.

Por lo tanto, se empezara considerando dos puntos B y P, separados por una
distancia ds. Después se aplicara un campo eléctrico ¢, entre estos dos puntos,

(donde &, es la componente del campo eléctrico entre los dos puntos), el cual

ejerce una fuerza sobre la carga (F = gs,), la que a su vez realizara trabajo para

desplazarla de P a P,. El trabajo esta dado por el término
dw = qeds . (C.1)

En el momento en que la carga se mueve entre los puntos P y P, se define una

diferencial de potencial eléctrico du, mediante la expresion

~__dw
dii = -4~ C.2
== (C.2)

Al comparar C.1y C.2 se expresa
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go=-2 (C.3)

Debido a que en este trabajo los analisis son para el caso unidimensional se

tendra en cuenta un campo eléctrico paralelo al eje x, es decir que e— =&X.

En consecuencia el decrecimiento de la razén de cambio del potencial eléctrico

respecto a su desplazamiento es constante (& ). De ahi que

du
=——, Cc4
£=— (C.4)

lo que implica que
u=—€x . (C.5)

Teniendo en cuenta la energia potencial debida al campo eléctrico v, , se define
v, =qu . (C.6)

Entonces, por C.5y C.6 se sigue que v, =—ggx .

Por otro lado, al tener en cuenta una barrera de potencial como la definida en la
seccion 3.1 en presencia de un campo eléctrico uniforme, la particula que incida
sobre esta se vera afectada tanto por la energia potencial dada por la barrera

como por la del campo v, .

Lo anterior conlleva a establecer que la particula deja de moverse libremente,
puesto que posee una energia potencial que depende de su posicion y de la

magnitud del campo eléctrico, dada por
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v,(x)=—gex+v, . (C.7)

Por ultimo, al considerar la anterior energia, la ecuacién de Schrodinger que se

genera, tiene la forma

hz dzl//2,e
2m,  dx?

+(vy —qex)y,, =By, , (C.8)

que introduciendo nuevas constantes se reduce a

dzl//2,g
dx?

~(k; —a’x)y,, =0 (C.9)

(Constantes definidas previamente en la seccion 4.1)

El paso a seguir, consiste en llevar la E.D. de segundo grado C.9 a una E.D.

conocida, lo cual se logra realizando la siguiente sustitucion

a

k2
x:a1£u+—22j , (C.10)

dzl//z,g _ az dzl/IZ,L‘

donde =
dx’ du’®

(C.11)

Sustituyendo C.10y C.11 en C.9 se llega a

d’ 2
o2 LY —{kzz —azlu +%ﬂw2,g (u)=0.

du?

Ecuacion que se reduce a la E.D. de Airy expresada en 4.10.
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C.2 COEFICIENTE DE TRANSMISION Y REFLEXION

Al estudiar funciones especiales tales como las de Airy, es importante hacer notar
la estructura que tienen sus derivadas, puesto que en ellas se apoyan gran parte
de los calculos de este trabajo. Asi,

(Ai-u))=- AT [-] (C.12)
L (Bi[-u])=-aBi-u] (C.13)

Para efectos de calculo tanto teérico como computacional, se deben tener en

cuenta las funciones Ai'[-u] y Bi'[-u] que se pueden definir segun la sugerencia

dada en el apéndice C.5.

Por lo tanto la derivada de la funcion de onda descrita en el interior de la barrera

se expresa mediante

Vi = —a{EAi'{a[”o £ —xﬂ +FBi’{a[U° - —xﬂ} : (C.14)
q¢ q¢

Por otro lado, se retomara de nuevo en todos calculos, las notaciones que a

continuacion se describen para los argumentos de las funciones de Airy.

S:aLU‘)_Ej:a&[l—EJ , S, :a[UO_E—ajzo{i(l—Ej_a:l _
q¢ q¢ U, qé q& U,
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C.2.1 Funciones que involucran al punto de discontinuidad en x=0.

v, (x)=Aexp[ik |+ Bexp[-ikx] , si x<O0; (C.15)

y/z’g(x):EAi{a(Uo_E—xH+FBi{a(U°_E—xH, si O<x<a. (C.16)
q¢ q¢

Se debe cumplir que v, (0)=y,,(0) y v/, (0)=w, (0), lo que equivale a:

B —ﬂ[ﬂ: ig;[j[]s] Z-ZB]ig[j[]S] {ﬂ (C.17)

de donde muy faciimente se pueden despejar las constantes 4 y B en términos
de Ey F (ver4.13).

C.2.2 Funciones que involucran al punto de discontinuidad en x=a. Con las

funciones de onda C.16y v, , (x) = Cexp[-ka] si x>a (C.18)

se establece:

Lﬁi'?g]] a]?;i'?a]]} {ﬂ{_:kj Cexplikal . (C.19)

Sistema matricial equivalente al sistema de ecuaciones:

° C.20
0 (C.20)

!

Wé,g (a) Vs, (a)

{Wz,g (a) LEY: (a)

145



Ahora, para poder obtener las constantes E y F de la ecuacion C.19, es

necesario utilizar el Wronskiano de las funciones de Airy:

_| Ails,] - BilS] |
Sea LE_L‘AY[ A aBi’[Sa]}’ (C.21)

su matriz inversa esta dada por la expresion:

L =[ (AL Bi)(u)]{ aBi'[S,] —Bi[Sa]}

’ —aAi'[S,]  Ai[S,]

que de acuerdo con el resultado C.35 del apéndice C.6,

x| aBi'[S,] -Bi[S,]
L _Z{—aAi’[Sa] Ai[SaJ ' (C.22)

Multiplicando la ecuacion C.19 por la anterior matriz a ambos lados de la igualdad,

se obtiene

E aBi'[S, ]+ ik Bi[S,]
{ }%exp[ikla]{ JC

—a Ai'[S, |- ik Ai[S,

Retomando lo comentado en la seccidon 4.2.1 se obtiene el resultado 4.17. Es
decir, la amplitud de las ondas incidente y reflejada 4 y B respectivamente, en

términos de amplitud de onda transmitida C .

2

2
Vd 2 [k a
A*A:T{(Wg’] +wg,2) Jr(—lwg,3 +;wg,4] }C*C , (C.23)

o 1
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7’ 2 k a ’
B*B=T{(WE’1+W&2) +(—1wg,3—; f"‘j }c*c; (C.24)

resultados con los cuales se calculan los coeficientes de transmision (4.18) y

reflexion (4.19) como a continuacién se muestra:

2 -1
T, = Y =?{(Wg,l +wg,2) +(;W5’3 +;W5’4j } .

De igual forma se obtiene

C.3 DEMOSTRACION DE LA CONDICION WKB

dp

" << n™", donde el momento lineal p, esta dado
X

1
Lo que se busca probar es —-
p

por

p=\/2m*(E—u0 +qex) . (C.25)

Esta expresion puede reescribirse en términos de constantes ya conocidas, como

se aprecia en seguida:

R e A (e o o
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Ahora, por la condicion 4.24 se da la desigualdad
|p|2 >053(a—)c)h2 =2m*q€(a—x) . (C.27)

Lo que resta, es recordar que la magnitud del campo eléctrico uniforme debe ser

del orden 10°V/m, puesto que el ancho de la barrera no debe superar el cociente

U, , . . ;. .
—2 . (al no ser asi ella pierde el sentido fisico que se le desea dar en este trabajo).
q&

dp

dx

m.q&

el

Por tal razén @ <10A . En consecuencia — <20 (C.28)

p2

Luego, la prueba queda concluida, pues el orden de la constante de Planck (7 ) es

de 107*.

C.4 CONSTANTE DE NORMALIZACION DE LA FUNCION DE ONDA v/,

Para que la funcién de onda y, sea cuadrado integrable, es necesario que

pertenezca al espacio de Hilbert, por lo tanto se redefine la funcién de onda de

acuerdo a la expresion 4.25.

Por otro lado, calculando la densidad de probabilidad de la funcién 4.25 se llega

0, si x<£§é
|P.[ +2Re[ P, P, [Cos2kx +2Im[ P, P, |Sen2kx +|P[, si £§Q<x<0
v, =21 |PfAils, T +2re[ P P, ]AilS,, JBi[s,, ]+|P.[ Bi[s..] . si 0<x<a . (C.29)
K Sl a<x<4tb
0, si x>a;b
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P, = n{Bi'[Sa]+£Bi[Sa]z} : P,= T{Ai'[Sa]+£Ai[Sa]z} .
a

Teniendo en cuenta la funcion de onda C.29 y el hecho de que la probabilidad de
encontrar la particula en todo el espacio debe ser uno, se plantea la ecuacién

C.30, la cual permite hallar el valor de la amplitud de onda transmitida:

0 a %
J. y/;a'WI,adx + jl//;,gl//Z,z;dx + j W;,;;W&adx = 1 . (CSO)
ab 0 a

2

Utilizando las siguientes integrales que involucran las funciones de Airy, las cuales

se calculan facilmente por el método de integracion por partes,

AlS Tax=L{-s ails. T+ails. T| .
, | =S. , ,

x=0

L=

O ey

x=a
s
x=0

Ly = in[Sx)g]Bi[Sx’g] dx = i[ -8, Ai[S,, |Bi[S, . ]+ Ai[s,, ]Bi[S..] |
0

Bi[Sx»S:IZ = i':_sx’g Bi[Sx,s:Iz + Bi’[Sx,e:Izjr:a >

x=0

IBi =

S ey 2

se llega a conocer la constante de normalizacion:
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2

P

&,1

+HE

o[i)+

+Re[ P, P, |Senk, (b—a) |+ [P 1+ 2Re[ B P L+

2y 1 . b—a

)+E{2Im[}’g,1Pg’2]Sen2kl( . ), (C.31)
2 b—a E
IBi+7} .

Cabe resaltar que esta amplitud de onda se encuentra parametrizada por la

£

magnitud del campo eléctrico uniforme, situacion que hace que se presenten
cambios en la corriente de probabilidad, los cuales seran comentados mas

adelante en los analisis de los resultados.

C.5 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

Es claro que el desarrollo de este calculo depende de la funcion de onda v,
definida en C.29. De ahi que, ; se estudiara antes, durante y después de la

barrera:

o -nl| Ly, dy’ | . .
]g=2m |:l//g dt _l//g dl/;:|l ’ Sl E<UO (C32)

— hkl

m,

. _b . * *
Si “T< x<0, j,=—‘[44-BB]. (C.33)
Pero por C.23 y C.24, A'A-B'B=r’| w(Ai, Bi)(S)-w(Ai, Bi)(S,)]|C*. O sea

A*A-B'B=C".

Por lo tanto C.33 se reduce a j, , = ik c*. (C.34)

*
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—h

Deotroladosi O<x<a, j,, =
’ 27rm,

a[F*E - E*F] i

Utilizando la matriz 4.15 se puede verificar que

. 27k
EF-EF="200%
a

De ahi que j,, tiene la misma estructura que C.34.

a+b

- . . hk
Por ultimo, si a <x < , se prueba que j,, =—-C” .
m

b a+b

Luego se ha demostrado la expresion 4.28 para a; <x< 5
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ANEXO D: LIMITES QUE INVOLUCRAN LAS FUNCIONES
HIPERGEOMETRICAS CONFLUENTES Y EL CAMPO
MAGNETICO B

Los diversos limites a demostrar en este anexo, estan enfocados en parte, a

probar que el coeficiente de transmision afectado con campo magnético uniforme

(T,) tiende al coeficiente de transmision sin presencia de campos externos (T)

cuando el campo magnético tiende a cero.

D.1 ANALISIS DE LOS ARGUMENTOS DE LAS FUNCIONES
HIPERGEOMETRICAS CONFLUENTES CUANDO EL CAMPO
MAGNETICO TIENDE A CERO

Al retomar la funcion de onda que es solucién de la ecuacién de Schrodinger en el
interior de la barrera cuando es afectada por campo magnético (D.1), es posible
realizar primero una aproximacion al argumento (D.2) de las funciones de Kummer
para campos magneticos muy pequenos, para luego analizar la tendencia de las

mencionadas funciones cuando el campo magnético tienda a cero:

A+l 1 Az +1 1 :
l//z,B(x,y):{EM{ 34 ;5; j+FU[ 34 ;E; j}exp[—%ﬂ—klkyy}, (D.1)

h 1 2
donde kﬁ:q—B, A=Kk y ﬂ:k—z(x—kéky) . (D.2)

B
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2
. X . .
Ahora si B<<1, entonces ,sz—z. De ahi que las funciones de Kummer
B

presentes en la expresién D.1 se aproximan a:

2 2 2

M ﬂﬁl;l;ﬂ ~M /13+1;l;x_2 : (D.3)
4 2 4 "2k
2 2 2

U ;tBH;l;ﬂ ~U ﬂﬁl;l;x—z : (D.4)
4 2 4 "2k

Por otro lado, se prueba facilmente que

2.2
X kx

—_~

ky A;+r

cuando B—>0yreR. (D.5)

Por lo tanto al combinar esta equivalencia con la representacion integral de las

funciones de Kummer® se puede establecer:

2 2 2 2.2
M /13+r;l;x_2 ~M /13+r;l; k;x , Si B>0; (D.6)
4 2K 4 2 A+
2 2 2 2.2
U /13+r;l;x_2 ~U ZB+V;1; k;x , si B—0. (D.7)
4 2R 4 224y

Al considerar todo lo anterior, ya es posible calcular la tendencia de estas
funciones cuando el campo magnético tiende a cero. Para este efecto se
demostraran las siguientes implicaciones, con la salvedad de que resultados son

ya demostrados.

> Estos resultados pueden ser leidos en el texto de Abramowtz M., Stegun I. A. “Handbook of the
mathematica funcions” Editorial Dover Publications. 1972, p. 505,506
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D.2 LIMITES QUE INVOLUCRAN LAS FUNCIONES
HIPERGEOMETRICAS CONFLUENTES CON EL CAMPO MAGNETICO,
CUANDO ESTE TIENDE A CERO

D.2.1 Si Lz'mM(a;c;fj:F(c)xl?Ic1(2\/;) , entonces:

a—xo a

A +1 2
a.  Limm| 2L LY coshox (D.8)
B0 4 27K 2
B
2 1 1 2
b LimM' Ayt ;—;x— =k,Senhk,x . (D.9)
B0 4 27K 2 2
B
Demostracion
a. Considerando r =1 en la equivalencia D.6 se tiene

2 2 2 2.2
M£/18+1.1.x jNMK/”LBJrI.I_ka j i B0

4 2K 4 222 +1
Por lo tanto,
2 2 2 k2x*
Lz'mM£/13+1;l;x—2J:Lz'mM lB_H;l;ﬂ;‘l ) (D.10)
B—0 4 2 kB B—0 4 2 B4+

A +1

Considerando la siguiente sustitucion & = , Si B—>0.entonces & —0. De

ahi que el limite D.10 es igual a
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2.2 2.2 % 2.2
LimM]| &1 =r(lj X 17 1o e ) (D.11)
T g 2\ 4 AN g

Por el resultado expuesto en el apéndice C.2 expresion C.9 se llega a,

b. Por expresion D.13 del apéndice D.5 se establece claramente
2 2 2 1 2 2
LimM' M;l;x—z =xLim /13:_ M A +5;§;x_2 . (D.12)
B0 4 27k B0 k2 4 2k,

De nuevo tomando » =5 en la equivalencia D.6,

2 2 2 2.2
M /13+5;3;x_2 ~M /13_'—5;2; kzzx , Si B—>0.
4 2R 4 22245

: . Ag+5 : .
Ahora, realizando la sustitucién & = 34 similar al caso anterior, en el limite de

la derecha (D.12), se obtiene,

2 2.2 7% 2.2
LimM| &3.52% :r(ij kX L2 kX (D.13)
5 2’4 2\ 4 : 4

Por el apéndice D.1, expresion D.3, F(%j:%\/; y usando el resultado del

apéndice C.2 expresion C.8 se logra el siguiente resultado:
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Lz’mM(f;%;—J:LSenhkzx . (D.14)

Por ultimo, reemplazando el anterior resultado en el limite D.12 se llega a lo que
se deseaba demostrar:

/12+11x2
4 2k

Lim M’[

B—0

j =k, Senh k,x

D.2.2 Si Lz'ml“(1+a—c)U(ac j Xt k (2\/;), entonces:
a

a—>o

2 2
a. LimT Ay 3 U Ayt l x_2 =z exp[~k,x] , (D.15)
B0 4 4 2’k
2 2 2
b LimT Ay 3 U’ ﬂB+1;l x_2 —\/7k exp[—k,x] . (D.16)
B0 4 4 2k,
Demostracion
a. Considerando de nuevo r =1, pero en D.7, se tiene:

A2 +1 2 AZ+1 1 kXX . .
ul 22t ;l;x—2 ~y| 2t ;l; jx si B—>0 vy teniendo en cuenta Ila
4 2k 4 72722 +1

2

sustitucion & = , el limite en estudio es igual (segun la hipdtesis) a

2.2 2.2 % 2.2
, 1 l 2 X | ) X 2 X
QL@FLEJré‘jU(QE,z, 42 ]—2( 1 j k%£2 1 J . (D.17)
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Por el resultado C.12 expuesto en el apéndice C.2 se obtiene que

k_y, (kx)= exp[~k,x] (esto es posible ya que, k, (k,x) =k , (kx) ).

k,x

Operando algebraicamente la parte derecha de D.17 se demuestra que

A +3 A+l 1 x°
LimT 5 ¥ U 5 ¥ ;—;x—2 =x/7zexp[—k2x].
4 4 2’k

b. Con ayuda de la relaciéon D.15 del apéndice D.5 se establece

2 2 1 1 2 2 1 2 2 2
Limr| 2222 |y Zet L L) X A ML A 3y 4 +53 x )
i | 4 4 k) 28w 4 4 2R

Usando r=5 en D.7, se llega a

2 2 2 2.2
U ZB+5;§;X—2 ~U /13+5;§; kzzx , si B>O0.
4 2K 4 222 +1

2

B

o 5 .
Usando la sustitucion & = , el limite de la derecha se reduce a

2.2 2.2 7% 2.2
Lz’mr(1+§—§jU PENCTIR R R PN e (D.18)
£ 2 2 4 4 )2 4

Utilizando de nuevo la propiedad C.12 del apéndice C.2, la expresién del lado

derecho se reduce a
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A A +1 g ,
Lz’ml“( B4+3JU'( B4+ ;%;z—zjz—\/;kzexp[—kzx]. Que era lo que se queria
B

D.3 LIMITES QUE INVOLUCRAN LA FUNCION GAMMA CON EL CAMPO
MAGNETICO, CUANDO ESTE TIENDE A CERO.

Con la ayuda de la propiedad D.4 del apéndice D.1, es posible obtener la siguiente
equivalencia, la cual permite demostrar un resultado mucho mas importante para

ser aplicado en los analisis del coeficiente de transmision cuando el campo

magnético tiende a cero.

D.3.1 {r(%”ﬂ_ {’ﬁ“j{r[’ﬁ”ﬂ_ ., si B50. (D.19)
4 4 4

Demostracion

El probar D.19 es equivalente a probar que el limite D.20 tiende a uno cuando el

campo magnético tienda a cero.

r A +1
4

(D.20)

Ay +1

Teniendo en cuenta la sustitucion & = , D.20 se reduce a
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Lim w 2 = Lz’m(l+ijH =1
E0 f%r(f) E50 2

1

2 2 2

D.3.2 %l'ng/ll;c “r(ﬂ”j{r(%:sﬂ _ 2k, . (D.21)
- B

Demostracion

Con un pequefio arreglo algebraico, el lado izquierdo de D.21 equivale a

2 2 v 2 b 2 2 -l
Lz’mﬁBH Ag +3 Lim Az +3 r Ag +3 r /13+3+l ,
B0k 4 550\ 4 4 4 2

donde el primer limite

2 2 3\ k2 +1
Limlet [ A t3) T M
B—0 kB 4

ki +3

Restaria probar que el limite faltante tiende a uno. Por ello, sea &=

entonces,

b4 373
Ll'mL(eg) = {Lim[l + Lj
E50 F(é:—l-%) Eoso 2

Luego, se ha demostrado el limite D.21.
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D.4 TENDENCIA DEL COEFICIENTE DE TRANSMISION AFECTADO
POR CAMPO MAGNETICO AL COEFICIENTE DE TRANSMISION SIN
PRESENCIA DE CAMPOS EXTERNOS.

Antes de estudiar la tendencia de las funciones w,,,i=1,4 cuando el campo

magnético tiende a cero, las cuales se retomaran a continuacién; es importante
ver en principio el comportamiento de dichas funciones cuando éste campo es
mucho mas pequefio que uno:

wy, =M[S|U'[S,]-M'[S,]U[S]. wy, = M[S]U[S, ]-M[S, JU[S],

a

i =M[S, U] -M[S]U[s,], wy. = MIS]UTS, - M5, JU[s].

En si, los cambios se presentan en los argumentos de las funciones, que de

acuerdo en con valores donde se estén evaluando generan a su vez cambios en la

estructura de las funciones w,,,i=1,4.

De nuevo al tener en cuenta las aproximaciones D.3 y D.4 se logra apreciar que
hay problemas de convergencia para x=0 (recordando que S representa el
argumento evaluado en x =0 ). Esta dificultad puede ser superada si se analiza la
tendencia de las funciones de Kummer cuando x — 0" en lugar de x =0. Para ello

es necesario retomar las equivalencias expresadas en D.20 y D.22 del apéndice
D.8.

Ag+1 1 x°
4 27k

La funcibn de Kummer de primera especie M[ j segun D.20

(apéndice D.8) equivale a uno, mientras que su derivada tiende a cero (esto se
debe al aplicar primero la propiedad D.13 para k =1 y luego de nuevo D.20 de los

apéndices D.5 y D.8 respectivamente), cuando x tiende a cero.
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Para la funcién de Kummer de segunda especie se tiene

2 2 2 .
U(% +11 x ]NZ{F(% +3H si x—0 Segin D.22 (apéndice D.8).

4 2K 4
Ademas
2 2 2 2 -l
U /13+1;l;x_2 N_\/;ﬁBﬂ r Ag +5 si x50
4 2k, 2k 4

de acuerdo con D.15 para k=1 y de nuevo D.21 (de los apéndices D.5 y D.8

respectivamente).

En consecuencia,

2 2 2 -l 2 2
Wy, = U’ _ﬁB+l;l;a_2 —Jz|T Ay +3 M’ _/13+1;l;a_2 , (D.22)
4 2 kg 4 4 2 k;
2 2 - 2 2
sz_x/;zgﬂ ALV EI RN (D.23)
’ 2k 4 4 2k,
2 2 2 -! 2 2
w3~ U ﬂB+1;l;a—2 —Jz|T A3 M ﬂB+1;l;a_2 : (D.24)
4 "2k 4 4 2k
2 2 -1 2 2
v VT2 Al la ) (D.25)
’ 2k 4 4 2k,

Siempre y cuando x — 0".
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Considerando los hechos anteriores se pueden comprobar los siguientes limites

A2 +3
D.4.1 %Z'ngr( 34 ij’l=—\/;k2COShk2a. (D26)
Demostracion
2 2
r(’%:jw&l :F(ZB:3](M[S]U'[Sa]—M'[Sa]U[S]) (D.27)

Si el campo magnético B << 1, entonces D.27 se puede aproximar de acuerdo con
D.22:

r A +3 . ~T A +3 U Ap 1.1 a* _JaM A+l 1l a® -
4 )" 4 4 "2k} 4 727k

Por lo tanto,

2 2 2 1 1 2 2 1 1 2
LimT Ay 3 Wy, = LimT 2y 3 U’ A5 ¥ ;—;a—2 — 7z LimM' ﬂB_+;_;a_2 :
Bos0 4 1850 4 4 2k, 4 2 kg

Usando el resultado D.16, D.9 y propiedades de las funciones hiperbdlicas se

logra demostrar que

A +3
Lz’mFE B4+ JWBJ = —rk, Cosh k,a

B—0
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B—0

. (A +3
D.4.2 LimI 1 Wy, = —\/;kz Coshk,a . (D.28)

Demostracion
[ 22 o, v 422 s, Jus]-wispus.) 029

Si el campo magnético B << 1, entonces D.29 se aproxima de acuerdo con D.23:

2 2 2 2 -l 2 2
o 2 +3 WBz:_\/;ZBHF 243 o 245)| /13+1;l;a_2 _
4 ’ 2k, 4 4 4 27k}

Entonces

1
A +3 A+l (A2 +3 A +5 Al +1 :
LimT| 225 Wy, z—\/;Ll'm s P p| A T2 | e T LimM| 22t ;l;a_2
B0 4 ’ 2 B0k, 4 4 B0 4 2k

Luego, por D.21 y D.8 se demuestra D.28.

A2 +3
D.4.3 %z’ngr( 5 jwm = —Jzk,Senhkya . (D.30)
Demostracion
2 2
F(/134+3jw3,3=F(%:3J(M[5]U[Sa]—M[Sa]U[S]) : (D.31)

Si el campo magnético B << 1, entonces D.31 se aproxima de acuerdo a D.24
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2 22 2411 & A+l 1 d
Ll'mf(/134+3jw&3:Lz'mF( B4+3JU( s ;—;a—j—\/;Lz’mM( s ;—;a—j

B—0 B—0 4

Luego, por los limites D.15 y D.8 se prueba que el limite en estudio.

A2 +3
D.4.4 lélrng]"( B jWBA =\/;k22 Senhk,a . (D.32)
Demostracion
2 2
1_,(1344' 3JWB’4 _ 1_,(2344' 3J(M'[S]U'[Sa] . M'[Sa]U'[S]) ) (D33)

De nuevo considerando en primera instancia el campo magnético B <<1, D.33 se

aproxima segun D.25:

2 2 2 2 -l 2 2
11
Lz’mF(ﬂB4+3jw4,B _N7 Lim Ag +1F[/13 +3j{r(ﬂg4+5ﬂ Lz’mM'(ﬂB +1 1 a j .

B0 2 B-0 kB 4 B—0 4 ’ 2 ’k_é

Por ultimo, de acuerdo con los limites D.21y D.9, se prueba el resultado D.32.
A continuacion se presenta un limite donde la técnica de prueba es muy distinta de

las anteriores realizadas, pero con una gran utilidad en el sentido de abreviar

calculos para poder demostrar el objetivo principal de esta seccion.
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A, +3

D.4.5 Iéz'nOu)aF( ijJ =0 con i=23 (D.34)

El probar D.34 resulta muy facil, puesto que en el momento de realizar la
aproximacion para el campo magnético mucho menor que uno, p, pasa a hacer
una relacion directa del campo magnético. Es decir, p, >0 cuando B —0.

Ademas como los limites D.28 y D.30 existen y son finitos, entonces se obtiene el

resultado.

Después de esta serie de resultados, es el momento de analizar que sucede con
el coeficiente de transmisién (5.28), cuando se considera el campo magnético B

mucho menor que la unidad.

i)

16 A2 +1 a’ > 2)7!

T, = 2 {F( B4 J} eXp{P}{[W&l +Wp, _paWB,3] +k ? I:paWB,Z + k12W3,3 + WB,4:| } )
B B

donde las funciones w;, ., i =1,4 son las definidas de la D.22 a la D.25.

Antes de mirar la tendencia de T, cuando B — 0 se debe multiplicar por el factor
(A +3 : : . . :
r 2 el cual permite realizar los calculos de una forma mas sencilla,

llegando a la expresion:

167 (A +1 AL +3 a’ Al +3 2
T, ~ e 1"2[ 34 JFZ[ 34 Jexp{;}{l“[ 34 [WB’1+WB’2—paWB’3:|

B
-1

5 2
+ kl{l“£134+3 j[pawm + KW, +WB,4]} } . (D.35)
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A continuacion se analizara lo que ocurre con T, cuando B — 0.

N ol (A1) o A +3 a Ay +3 2
TB~16H%Lngk—;F ( 2 r 2 exp k_f; %Lng r 2 [WB,1+WB,2—,00WB,3]

2 2™
+h? {F(AB: 3][:%“’3,2 +hiwy s+ WB,4:|:| }

Estudiando por separado los limites involucrados, se establece:

2 2 2 2 2
Lz’mizF’2 Rl r’ Ay 3 exp a_2 :le'm & jl _k : (D.36)
550 )2 4 4 k2|45 k2 4

Esto es posible por el resultado D.19.

B—0 4

P -1
A +3 A +3
Lim {F[ 347L j[WB’l + Wy, —,001,1;3,3]2 +k7 {FL 5 j[paWB’z + kW + Wy, ]} } (D.37)

Es claro que para este calculo es indispensable manejar los resultados D.26, D.28,
D.30 y D.32 ademas del limite expresado en D.34. Por lo tanto, después de varias

transformaciones algebraicas se tiene la expresion:

-1
2 2

y 1k2 {Coshz kza+i£k‘k;szSenh2 kza} . (D.38)

T 2

12

Luego por D.36 y D.38,

-1
o ) 1kl +k; ) B
%1_)1761 T, = {Cosh k,a 7 i, Senh"ka;y =T .
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ANEXO E: DESCRIPCION DE LA BARRERA DE
POTENCIAL FINITA RECTANGULAR EN PRESENCIA DE
CAMPO MAGNETICO UNIFORME.

E.1 ECUACION DE SCHODINGER GENERADA DEBIDO AL CAMPO
MAGNETICO UNIFORME B

Al aplicar un campo magnético B a una barrera de potencial, esta se afecta de tal
manera que no es posible describir su cambio de forma explicita. De ahi la
necesidad de usar la funcién de Lagrange d‘i’i(r,f), la que se define como la
diferencia entre la energia cinética y la potencial.

%(r,f)=%m*(f)2+q'?o;1—uo (E.1)

Donde A es el vector potencial magnético, el cual sirve para definir el campo
magnético B.

B=VxA (E.2)

Por lo expuesto en el segundo parrafo de la seccién 5.1, 4 se puede definir como
el vector (0,Bx,0). Entonces VxA=Bz, donde V= 0 0 01 g5 el vector
ox’ 0y’ oz

gradiente.

La funciéon Hamiltoniana // se define en términos de la funcion de Lagrange de la

siguiente manera:
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H(r,#)=Poi—&(rF), (E.3)

donde P es el operador momentum que en forma vectorial se define como —iiV y

en términos de la funcion de Lagrange, mediante
0 _ =
P=—&(FF). (E.4)

Por otro lado, al calcular el lado derecho de la expresion anterior, considerando

E.1, se puede obtener 7 en términos del operador momentum y vector potencial

magnético. Al reemplazar en E.3 se obtiene

H:L[P—q'ﬂﬂ% . (E.5)

2m,

Por ultimo, el hamiltoniano E.5 se reduce aun mas si se tiene en cuenta que la

particula se mueve en el plano xy por efectos del campo magnético. Es decir

r=(r,P,.0).

1

Luego, 1 =~ [Pj+(Py—q'Bx)2}+uo . (E.6)

*

Segun lo anterior, y teniendo en cuenta la ecuacion de Schrodinger en términos de

operadores Hy = Fy , se puede establecer como sigue:

n’ a2';”2,5 1
2m, Ox 2m

2
. a ]
Elha"‘qu] Wop TOWL5 =EW, 5 - (E.7)

Ademas se verifica facilmente que
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2

o’ 0

ihi-i-q'Bx Vs s :—7/‘12#4—2(]’7‘1}%&1’+(q'Bx)2 Vg - (E.8)
Oy ' oy o ’

Por lo tanto, Hy = Ey equivale a la E. D.

2 52 1 2o
’ WE’B'+ —m,Q%x’ +(Uo _E) V5 _h_ l//i,B +Qx—==i=0. (E9)
2m, oOx 2 7 2m, Oy oy

7 B
m,

La cual esta en términos de la frecuencia ciclotréonica Q =

. O también puede

ser descrita en términos de la longitud magnética ; = et es decir
q

82l//z,zg N 82‘//z,f;
ox’ oy’

_ﬁal//z,B
ky oy

- (k;xz + kzz )l/lz,B

i=0. (E.10)

Esta ultima E.D. es la mas facil de estudiar, ademas involucra el vector de onda
2m, (v, —E)

caracteristico en el interior de la barrera. k; = Y

E.2 SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL DE SCHRODINGER
DEBIDA AL CAMPO MAGNETICO UNIFORME B

A continuacion el trabajo sera resolver E.D. E.10 para ello se supondra una

funcidn solucion v, , dos veces diferenciable.

W, 5 (x,) = u(x)exp| ik, y | (E.11)
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Cabe indicar que en la seccion 5.1 se comenta la interpretacion fisica que tiene la

funcion v, ,, de ahi que &, representa el vector de onda en direccién y, mas no

una simple constante a determinar.

Como es de costumbre en este método de solucion, el problema se reduce a

establecer la funcién u a través de los siguientes procesos

O, . d’u

e = exp[zkyy]ﬁ , (E.12)
W5 . .
@—y,: ik, exp[zkyy}u(x) , (E.13)
o’y

ayi’B =—k} exp| ik, y Ju(x) . (E.14)

Sustituyendo las funciones de la E.11 a la E.14 en la E.D. E.10, se logra una E.D

ordinaria de segundo orden, tal como se esperaba.

2
2;;‘ {k%(x—k;ky ) +k22}u(x) =0 (E.15)
B

La estrategia a seguir ahora, es llevar la E.D. E.15 a una E.D conocida; para ello

es necesario realizar la sustitucion

1
ﬁzg(x—kéky)z , (E.16)

De donde se logra
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2 2
du_dfpdu L] (E17)
& k\"dp 24dp

Al sustituir en la E.D. E.15 esta se transforma en nueva E.D. con un término mas

de primer orden:

d’u 1 du 1 | A
dp’ 2Bdp 4

b +—ju(ﬂ):O (E.18)

El primer paso para resolver esta nueva E.D. consiste en mirar el comportamiento
asintotico de ella. El cual se presenta cuando B—0 ya que segun E.16, la

variable g — «. Entonces, la E.D. se reduce a

2
‘2;; —%uw 0. (E.19)

La solucion a esta E.D. es muy conocida y tiene la forma
u,(B)=4 exp[%ﬂ]+A2 exp[—%ﬁ’] : (E.20)

Es evidente que la parte creciente debe ser descartada, pues de lo contrario la

funcién E.20 tiende a infinito cuando f — «. Esto lleva a establecer una solucion

de la forma:
u(B)=exp[ -1 B4(B) , (E.21)

Y debe determinarse la funcion ¢(f), teniendo en cuenta:

du —[ﬂiqﬁ(ﬂ)]exp[—%ﬂ] , (E.22)

dp \dp 2
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d*u B l _ﬁ .
5 —(4¢(ﬂ) AT jem[ L8] . (E.23)

Al reemplazar de la E.21 a la E23 en E.18 se llega a la E.D llamada
hipergeométrica confluente (apéndice D.6, expresion D.16):

d’¢ dp (2, +1
ﬂd,b’ (2 ﬂjd,b’ [ 2 j¢(,5) 0.

De acuerdo con la expresion D.17 (apéndice D.6), la solucion es una combinacién

lineal de las funciones de Kummer. Es decir,

/12+1 1 2,2+1 1
P(p)= EM[ 2 ﬁj [ 2 ﬂj

De ahi que la solucion E.21 de la E.D. E.18 se transforma en

u(B) = Eexp[ -2 5™ [/1 +11 j+FeXp[__ﬁ] L/i +1.1 ﬂJ

La cual proporciona la solucién E.D. E.10, si se retoma la sustitucion E.16:

A+l 1 Ay +11
,V)=4EM +FU — ——B+ik
¥, 5(x,) { ( PRRDE J ( PRRD j}eXp[ B+i y}

Esta es en ultimas la funciéon que soluciona la ecuacion de Schrédinger que se

presenta cuando se tiene en cuenta la energia potencial dada por un campo

magnético.
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E.3 COEFICIENTE DE TRANSMISION Y REFLEXION

Para realizar un desarrollo adecuado en la descripcion analitica de los coeficientes
en cuestion, se trabajara de forma analoga como cuando se consideraba un
campo eléctrico. En otras palabras se describiran cuidadosamente las derivadas
de las funciones de Kummer (caso particular de las funciones hipergeométricas
confluentes) que aqui se utilizan, pues en ellas se basan varios calculos

importantes.

2 2 2 ?
LRVIERLV N (= SRl i EEVY R W (S B (E.24)
dx 4 2’|k, ’ 4 2’|k, ’

la igualdad del lado derecho representa

2
A +1 1 [ x A, +1 ) Aa+5 1
O P O T L

De igual forma,

2 2 2 2
Ayl LI x ] s et L > ] (E.26)
dx 4 2\k, 7 4 2\k, 7

que al tener en cuenta la expresién D.15 (apéndice D.5) para k=1, da

2
+11( x 122+1 A2+51
U| 22— | ——kk, | |=—=22 —kyk, )U| L—=;—;B. | . E.27
[4 i ” 3 e o g (®20
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Para efectos de calculos tanto teéricos como computacionales, se debe tener en

A2 +1 A
cuenta la notacién M’(%;%;ﬂxj y U'[BTJFS;%;,BXJ definidas en E.25 y E.27

respectivamente, puesto que ellas consideran las derivadas internas de las

funciones de Kummer. Permitiendo que los procesos matematicos que a

continuacion se describan sean mas practicos.

Luego

1 i 2411 2411
i()yZ’B:exp[—zﬂx+ikyy}{E M’ Ayt ;5; XJ—PXM(JB-’_ ;=3 B, }+

ox 4 4 2
- (E.28)
A+1 1 A +1 1
F|U| F—= B, |- p, U] i :
L [ 4 2 XJ px ( 4 2 ﬂxji|}
con px:kiz—ky. Expresidon que representa la derivada interna la funcion
B
exponencial.

Por otro lado, es conveniente no trabajar directamente con el resultado D.19
(apéndice D.7); en su lugar utiliza la expresion D.18 (apéndice D.7) de acuerdo
con las notaciones E.25 y E.27, lo que conlleva de nuevo a la propiedad D.19,
pero con la garantia de considerar solo una vez la derivada interna. Entonces,

segun D.18 se obtiene el wronskiano para las funciones de Kummer

o)) =132 5" ootn )L

Pero ﬁ% =k, ‘x_k;ky‘fl y %:%(x—k;ky) . Esto implica que el wronskiano se
B

exprese como
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o(MU)(8

)- 2J—(‘;c Zlg‘){ (/VHH exp[(ékgk},jz]

(E.29)

Por ultimo, para poder desarrollar la siguiente seccion de este apéndice se debe

retomar la notaciéon

2
s=| 2t L] s =| 22
4 2

E.3.1 Funciones que involucran el punto de discontinuidad en x=0

W5 (x) = Aexp[ik,x] + Bexp[—ik,x] si x<0 .

(E.30)

Para valores entre 0 y a, que involucran el interior de la barrera la funcién de

onda a considerar es

/12+1 1

Vs (X.0)= {EML 7

Se debe cumplir:

Y5 (0) Yo (O’ y) =0

a@1/1,15e| _8W2,3|

:0 f
ox ox

x=0

|x:0

lo que equivale matricialmente a

R R
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o)l

(2o U[S]-Us]) l}m '

2iB, j}exp[—%ﬂx+ikyy} . (E31)

(E.32)

L U[S] (E.33)



Donde muy facilmente se puede despejar las constantes 4 y B en términos se E
y F (5.19).

E.3.2 Funciones que involucran el punto de discontinuidad en x=a. Se debe

tener en cuenta la funcién v, , (E.31)y la funcién de onda

v, =Cexplikx] , si x>a. (E.34)

Aplicando la condicion 5.22 en forma matricial,

[ M[s, ] uls, ] }m{1}Xp[%ﬁa+i(kla_kyy)]c, (E.35)

M, ]-pMIs] UTS.)-p,U[s,])L7) Lk

Ahora, para poder obtener las constantes E y F de la ecuacion E.35, es

necesario utilizar el Wronskiano de las funciones de Kummer.

M) uls.]
e LB{M'[SH]—/%M[S“] U'[sa]—pau[sa]] (=:50)

Su matriz inversa es dada por la expresion

y 4 U[S]-p,U[S, ] -U[S,]
L, =[o(M,U)(S,)] L(M'[Sa]—/;aM[ 8l M[Sa]:l.

Ahora, el valor que le corresponde al wronskiano E.29 evaluado en a es:

o(M,U)(S,) :%ﬁ{r[% ”H_] exp[4,] - (E.37)

4
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Esta expresion se reduce de esta manera debido a la condicién « < k;k,, pues de

lo contrario la barrera perderia sentido fisico.

Al multiplicar por la matriz inversa L,', al sistema matricial E.35 se obtiene

F

E] TUls]-aUSI-kUS)T] .
[ }:”{paM[sa][—)M'[sMM[sa]i}"p[‘fﬂ“”("“""”)]C'

En el proceso de que se cumpla y, € I, se presenta la oportunidad de calcular el

coeficiente de transmision y reflexidon conociendo la amplitud de onda incidente y
reflejada 4 y B respectivamente, en términos de la amplitud de onda transmitida

C . Esto implica que
772
2 2 .
A A="r(e v ¢ Jexp[ (8, + ,)]C*C (E.38)
Resultado que conlleva al coeficiente de transmision (5.28). De igual forma,

B*B=%(rf+gf)exp[—(ﬁa+ﬂ0)]C*C , (E.39)

De donde es posible calcular el coeficiente de reflexién (5.29). Cabe recordar que

las notaciones que se presentan en E.38 y E.39 estan definidas en la seccién 5.2.
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E.4 DEMOSTRACION DE LA CONDICION WKB

Al reescribir el momento lineal definido en 5.37 se tiene:

2
o] =2 K%_kyj +k§] , (E.40)
B

3

de donde se desprende que |p| > 7’ k—xz—ky y ademas
B
1ldp| #]x s o (x )
—2—p=—2—2—k,|p|7 <—2 —2—]( . (E41)
p’ldx| kjlk, ky \k, 7
De otro lado, como ky > 12, entonces
B
-2 -2 k4
Sk <] -2 < (E.42)
kB ’ kB kB (x—a)
. . . 1 |dp 4.0 1
Sustituyendo la desigualdad E.42 en E.41 se obtiene —|—|<h ky;=—.
p~|dx qB

Por ultimo, si se comparan los 6rdenes entre las cantidad (qB)f1 y ' queda

demostrada la condicion WKB.
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E.6 CONSTANTE DE NORMALIZACION DE LA FUNCION DE ONDA ¥/,

Para que la funcion de onda y, sea cuadrado integrable es necesario que cumpla

las condiciones de la seccion 1.2. De ahi que se redefine como se muestra en la

oy . .y 2
expresion 5.41, para luego considerar la funcion ‘1//3 (x)‘

0, s x<“—;b (E.43)

B[ +2Re[ B, B, [Cos2kr—2mm] B, B, JSen2kx+|B, [, si 45D<x<0

vy (x) =C2 {‘%JZM[SX,BT+2Re[139’3P;’4}M[SX,B]U[SX,B]+‘1§,4‘ U[S,, ] }exp[—ﬂx] ,si O<x<a

a+b

1, Sl a<x<—= >
a+b
0, si x>=—= >
A +1

Donde S, ( 1 ,2,ﬂxJ,ﬂx —(x—k3k,) y ademas
B
PBIZRI{T+_g+i} ) PBZZ 1{T +gl} ’

Y las constantes R, y R, se definen a través de las expresiones:

k, ﬂz 1 ky ﬂz 1 X
R1_4\/*F( - Jexp[ ﬂ +:Bo)] R, = 2\/* [ - Jexp[_iﬂa]-

179



Teniendo clara la forma de la funcion E.43, ya se puede reescribir la identidad

I|w3(x)|2dx=1, en donde surgen tres integrales en el sector que corresponde al

—00

interior de la barrera (0<x<a) que no puede calcularse analiticamente, sino a
través de métodos numéricos con los cuales cuenta el paquete computacional

Matematica (version 5.0)°. Dichas integrales se describen a continuacion:

a i1

IM—.([exp[—ﬁx]{M( " ,2,ﬁxﬂ dx | (E.44)
4 A2+1 1 A2+1 1

IM,U:.([eXp[_IBx]ML 4+ ;E;ﬁxJU[ 4+ ;E;ﬁxjdx’ (E.49)
a 21 N[

IU—.([exp[—,Bx]{U{ y ,2,,Bxﬂ dx . (E.46)

Al continuar con el trabajo de calcular el valor de la constante de normalizacién C

a+b

0 a 2
y resolviendo mas particularmente .[y/iBl//l’deﬁ-J’l//;)Bl//z,de—F J'l//;Bl//lex= C, se
azb 0 a

2

llega a:

o

_ . b- .
UEJ - {bTa(\PBJf + ‘PB’Z‘Z) +kl[2hn[PZ;,lezg,2]Sen2 k ( 5 a9, Re[ By, P, |Senk, (b~ a)} +

+|B [ 1+ 2Re[l§;,3Pg,4]IMU+‘%’4‘2IU+b ;a} . (E.48)

% las integrales de la E.44-E.46 son calculas en el paquete computacional Mathematica (versién 5.0) por el
método de aproximacion el cual trae definido.
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De forma analoga que en el campo eléctrico, para este caso la amplitud de onda
transmitida queda parametrizada, pero en términos del campo magnético,

situacidon que hace que se presenten cambios en la corriente de probabilidad.
E.7 CORRIENTE DE PROBABILIDAD PARA EL CAMPO MAGNETICO

Realizando procesos analogos a los comentados para calcular la corriente de
probabilidad para el caso del campo eléctrico, se describen los calculos en tres

pasos:

*

Gome e W, Wl G By, (E.49)
2m, dx

Antes que la particula enfrente la barrera se tiene en cuenta la funcién de onda

a_b<x<0.

v, ;(x)= Aexp|ikx]+ Bexp[—ikx] , si

Y aprovechando calculos previos con la barrera de potencial sin presencia de

campos externos,

Jig = ZC(AA BB) ik (‘ ‘ ‘ ‘) w Wpa Wy WBA)CZ. (E.50)
k A
perocomo &~ M- 4 ewn[ 405, )] ¥

Wy Wy o + Wy Wy, = [a)(M,U)(S).a)(M,U)(Sa )] ,

entonces la expresion E.50 se reduce a
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Jig=—tC, b y<o0. (E.51)

Para el interior de la barrera se maneja la funcién de onda:

; A +11
V/Z,B(x):exp[_%ﬁx+ik1a}{PB,3M(ﬂB4+l;%; XJ+PB,4U( B4+ ;E;ﬂxj}c- (E.52)

Por lo tanto,
. h ) ! >
Js =5 (2R Im[PBJPBA]a)(M,U)(ﬂX))exp[—ﬂx]c (E.53)
. —_ ky, _[2;+1 |
Expresion que se simplifica al retomar R, =—2-T exp[-18,] v el
e | 4

wronskiano de las funciones de Kummer (E.29):

— hkl

m

C*, si O<x<a. (E.54)

J2.B

Por ultimo, para la corriente de probabilidad dada después de la barrera, la funcién

de onda a considerar es:
v, 5(x) = Cexplikx] . (E.55)
Por calculos previos en el anexo A.3,

. hk .
Jip=—2tC?, si a<x<
T

a+b

(E.56)
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En resumen, la densidad de corriente de probabilidad se comporta segun lo
definido en 5.44. Ademas se resalta que las unidades siguen siendo probabilidad

por S'.
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APENDICE A: DESCRIPCION FiSICO-MATEMATICA DE
LA ECUACION DE SCHRODINGER

A.1 POSTULADOS QUE SOPORTAN LA ECUACION DE SCHRODINGER

A.1.1 Postulado de Albert Einstein. En su trabajo del efecto fotoeléctrico en
1905, Albert Einstein presento las relaciones:

E=n$ y p="hk

Donde E es la energia del foton de un hazy ¢ es la frecuencia de la onda de luz.
La constante 7 es conocida como la constante de Planck, cuyo valor aproximado

es
h=1.0546x10"* Joule-S.

(La dimensién fisica “energia por tiempo” es llamada accién). p es el momento del

fotdbn y k el vector de onda (encargado de la direccién de propagacion)

A.1.2 Postulado de L. de Broglie. Broglie postul6 en 1924 que la longitud de

onda 4 vy la frecuencia ¢ de la onda asociada con una particula de momentum p

y energia relativista, estan dadas por las ecuaciones:

2

E h
g== A==
h y p

y que el movimiento de la particula estd gobernado por las propiedades de

propagacion de la onda asociada.
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Cabe anotar que estos dos postulados son equivalentes en las ecuaciones, ya que

Antes de enunciar el siguiente postulado se debe aclarar que no es clave en la
descripcion de la ecuacién de Schrodinger, pero los resultados que se logran a

través de esta ecuacioén tienen gran concordancia con el postulado a mencionar.

A.1.3 Postulado de Incertidumbre de Heisenberg. En 1927 el fisico aleman W.
Heisenberg propuso una interesante adicion al significado de los conceptos
ondulatorios corpusculares. Planteé un limite fundamental a la determinacion

simultanea de ciertos pares de variables, tales como la posicion y el momento.

La expresion que plantea el principio de incertidumbre Ap Ax>h indica que no

s6lo hay un limite a la precision de una medicidbn sino que mientras mas
exactamente se localiza una particula en su posicién, mayor sera la incertidumbre

en la medicién de su momento y viceversa.

Una implicacion que surge de manera inmediata, la cual ayuda a interpretar la

densidad de probabilidad de la particula se refiere a que si Ax — «, entonces

Ap, — 0. Es decir el momento queda totalmente determinado.

A.2 OBTENCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER PARA UNA
PARTICULA LIBRE

Cuando una particula es libre su energia potencial es constante en su posicién y
tiempo, es decir

V(x,0)=0, . (A.1)
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Por lo tanto, la fuerza que actua sobre la particula es cero, puesto que

Para este caso el impulso lineal p de la particula sera constante e igual a la

energia total E, lo que significa que la particula libre tiene para su onda asociada
su longitud y frecuencia constantes. Asi pues para este caso, la ecuacion
diferencial deseada tendra como soluciones ondas senoidales viajeras de longitud

y frecuencia constante.

Utilizando la relacion de Broglie-Einstein en la ecuacion de energias 1.3 se tiene

que

: hzﬂz +V (x,1)=h3. (A2)
m,

Por conveniencia en los calculos es necesario introducir el concepto de vector de

onda k y frecuencia angular w=27z%, para evitar un factor de 2 en la funcién de

onda y (x,z).

2
En consecuencia A.2 equivale a ;}ln K +uv,=hw. (A.3)

Por otro lado, la condicion 3 de la seccion 1.1 exige que cada término de la

ecuacion sea lineal en y (x,t). De ahi que la ecuacién no puede contener términos

independientes de, o términos como [z//(x,t)]z. Valiéndose de este hecho se

encontrara la forma de la ecuacion de Schrédinger que solo contenga términos en
esta funcion y sus derivadas. Esta ecuacion dara una ecuacion diferencial que
tiene como solucion la funcion de onda para la particula libre. Se puede considerar

que
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w (x,t)=Cos(kx—wt )+ ySen (kx —wr) . (A.4)

Observando A.3, el factor £ se logra al tomar la segunda derivada de A.4 respecto
al espacio, mientras que el factor w se obtiene de la primera derivada respecto al

tiempo. Como la ecuacion diferencial que se busca debe ser consistente con la

igualdad A.3, entonces debera contener una segunda derivada espacial de y (x,t)
y una primera derivada temporal de w(x,7). Pero también deberd haber un

término que contenga el factor de v,, pues este aparece en A.3. Por todo lo

anterior Schrodinger planted la siguiente estructura para la ecuacién diferencial.

o’ 0
aal’”+uol//=ﬂa—§ty : (A.5)

2
X

En donde las constantes « y £ deben ser determinadas. Calculando entonces las

derivadas respectivas segun A.4 y reemplazando en A.5 se llega a
[—Otk2 +u, + ﬂwy} Cos (hx—wt )+ [—akzy +0,y — ﬂw] Sen (kx —wt) . (A.6)

Para que esta igualdad sea valida es necesario que los coeficientes tanto del

coseno como el del seno sean cero.
Entonces se obtiene

—ak® +v, =-Pyw (A.7)

—ak’ +u, = % . (A.8)

Este sistema puede ser resuelto, si se tiene en cuenta la ecuacién A.3

187



En efecto, si se restan A.7 y A.8 se establece quey’ =—1 o0 y =+ i. Esto conlleva

a que la funcién de onda de A.4 sea una funcidon compleja.

Por otro lado sustituyendo y =+ i en A.7 se tiene:

—ak® +v, =t ifw. (A.9)

Que se puede comparar directamente con A.3, lo que implica que

hZ
2m,

a=-

y f==xih.

Para el ultimo término £, no es importante la eleccion del signo. Por conveniencia

se tomara el signo positivo.

_ Oy (xi)

2m* 5x2

8l//(x,t) '

> (A.10)

Luego,

+o.¥ (x,t) =ih

Schrédinger propuso a manera de postulado, que aun cuando el potencial V(x,t)

no sea constante, la ecuacion en estudio que lleva su mismo nombre mantiene la

estructura de la ecuacion A.10. Esto es,

nt 0w (x,1)
S 2m. X’

Loy (x,t
+V(x,t)y/(x,t):lh% ,

(A.11)

y también que las soluciones de esta ecuacion diferencial son las funciones de
onda correctas asociadas con la particula que se mueve bajo la accion de la

fuerza que corresponde a ese potencial.
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A.3 ECUACION DE SCHRODINGER INDEPENDIENTE DEL TIEMPO

Para resolver la ecuacion diferencial parcial A.11 se utilizara el método de
separacion de variables el cual transforma la ecuacién en estudio en varias
ecuaciones diferenciales ordinarias segun el numero de variables de la funcidn de
onda asociada a la particula. La unica condicion que se presenta, es que la

energia potencial no depende explicitamente del tiempo.

De acuerdo al tipo de funcién de onda que se ha estado manejando en este
trabajo, se buscaran soluciones en las cuales la funcion de onda se pueda escribir

como el producto de ellas. Es decir,
w(x.t)=y(x)e(?) . (A.12)

Sustituyendo la forma supuesta de la funcién de onda en la ecuacion A.11 y
restringiendo la energia potencial de tal manera que sea independiente del tiempo

como ya se habia mencionado, se tiene:

1 B d’ (x)
0 R Al R r

(A.13)

Es evidente que el lado izquierdo no depende del tiempo. De forma similar, el lado
derecho no depende de la posicion, situacion que conduce a que estas dos
expresiones estan igualadas a un valor comun constante, la cual puede ser

denotada por x. El resultado de esta consideracion conduce a dos ecuaciones.
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2 d*w(x
w(lx){_Zh_m ch )+V(X)W(x)}=ﬂ (A.14)
ihgozt) dirft):“ (A.15)

La solucion a la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en ¢ es dada por
MU
= —i=r . A1
(1) exp[ lhtj| (A.16)

Esta funcion ¢ es oscilatoria en el tiempo, de frecuencia 8:%, pero segun los

postulados de de Broglie-Einstein, la frecuencia también debera estar dada por
E .

9 =5 que al comparar este par de expresiones, se observa que la constante de

separacion debera ser igual a la energia total de la particula. Utilizando el valor de

4 en la ecuacion espacial A.14, se tiene

—hdy

e +V(x)y =Ey , (A.17)

ecuacion diferencial conocida como ecuacion de Schroédinger independiente del

tiempo.

Por ultimo, la solucién a la ecuacién de Schrodinger A.11 viene dada por

y/(x,t):l//(x)exp[—i%t} ,

donde la parte compleja por lo general se presenta por la solucion dependiente del

tiempo.
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APENDICE B: DESCRIPCION DEL FORMALISMO FiSICO
MATEMATICO DEL TRANSPORTE CUANTICO

B.1 CORRIENTE DE PROBABILIDAD

Para poder demostrar la expresion (2.1), es necesario realizar algunas
manipulaciones matematicas a la ecuacion de Schrddinger dependiente del
tiempo; después, mediante una interpretacion fisica por analogia con el principio
de la conservacion de la carga o de los liquidos en movimiento’ obtener el

resultado esperado.

Consideremos las siguientes ecuaciones

i’ 2 . oy
m VW'FV(F)I//—I?ZE, (B1)

k3

y Su ecuacion conjugada compleja se obtiene tomando el conjugado de cada

miembro.

2

2m

*

oy

z (B.2)

Vi +V (r)y" =—ih

*

Ahora, multiplicando por y* a B.1 y B.2 por v, se obtiene un nuevo sistema de

ecuaciones que al restarlas miembro a miembro, resulta:

7 Este principio de la carga puede ser leido en Acosta Virgilio “Curso de fisica moderna” Editorial Harla p.
157, mientras que este mismo principio pero para liquidos en movimientos se puede estudiar en Eisberg R.
“Fundamentos de fisica moderna”. Editorial Noriega p. 179.
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2

2m

. o . Oy oy”
Viy -y V? = i St
(l// v—-y Viy ) zh(l// 3 +y 3 j

*

Retomando la derivada de un producto y simplificando,

U (y' Vi —y V' )=0 (B.3)

0/ .
_(l/j W)+2m* i

ot
El miembro del lado izquierdo indica el cambio de la densidad de probabilidad
respecto al tiempo. El lado derecho debe manipularse aun mas, para poder darle
alguna interpretacion fisica. Haciendo uso del calculo vectorial y en particular a las

propiedades de la divergencia de un vector se establece que

(v'Viy -y vﬁ/‘):v{ (v'Vy-w V'//*)]

2m, i 2m, i

Para simplificar la escritura es conveniente introducir las siguientes notaciones:

f (y'Vy -y Vy'). (B.4)

p=yy=l. =5 —

Por lo tanto, la ecuacion B.3 se transforma en
2 +divj=0 (B.5)
ot =5 '

Esta ecuacidn es la ya conocida expresion de una ley de conservacion. En

consecuencia j debe ser la corriente de probabilidad®. Segun esto, la ecuacion

B.5 se interpretara para este caso como el principio de la conservacion de la

¥ Esta afirmacion se realiza por analogia con la teoria de la ley de conservacion.
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corriente de probabilidad. Luego, la corriente de probabilidad para el caso
unidimensional queda definida por

. _h(oLdy dyT .
i(x,1)= 5 (1// TV j i (B.6)

*

B.1.1 Velocidad de variacion de probabilidad en una dimensién. Es un
concepto que puede ser descrito en forma general, pero debido a los procesos
desarrollados en este trabajo, se integrara la ecuacién B.3 para el caso

unidimensional entre las fronteras x, y x,, es decir

%0/ . h oo L0 v
[ 2w )i [ S T .

El integrando de la expresion del lado derecho es equivalente a

of, 0w, ov
ox ox v ox

j; entonces al cambiar el orden de la integracion vy

diferenciacién del lado izquierdo se obtiene

X2

%j: :j(t’xl)_j([’xz) . (B.7)

2 —ih| L0y oy”
W| dx_2m*(w ox vV 6xj

X

Esta ecuacién nos dice que la velocidad de variacidén de la probabilidad total en la
region comprendida entre x, y x, es igual a la diferencia entre la corriente de
probabilidad que entra y sale de la misma region. En el caso particular donde

todas las magnitudes observables son constantes en el tiempo el lado izquierdo de

la expresion B.7 se hace cero y se establece una continuidad de corriente de

probabilidad debido a que j(z,x,)=j(,x,).
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B.2 COEFICIENTE DE TRANSMISION POR EL METODO WKB

La demostracion de la formula que simplifica el calculo del coeficiente de
transmision a través del método en cuestion, se fundamenta basicamente en la
solucién a la ecuacion de Schrddinger que se describe por la barrera de potencial

a analizar, aunque el resultado no depende de dicha solucion.

Se empezara retomando el resultado del teorema WKB (2.13), pues este falla para
x,, donde f(x,)=0.No obstante es valido a la izquierda y derecha de este punto.
Por ello se cuestiona como es que y(x<x,) pasa a y(x>x,). Esto indica que

deben existir unas formulas de conexion que permitan definir la funcion y en este

punto. Con ayuda de la teoria de E.D. ordinarias y de las funciones de variable
compleja, puede demostrarse que las formulas de conexion existen y son de la

forma:

RY)

7 (x):[—f(x)]7 expl:—jwl—f(x)dx} - 2[f(x)]7 cog[]l/f(x)dx—%j , (B.8)
con f'(x)>0, es decir la funcién f tiene pendiente positiva. Esta formula de
conexion muestra que a la izquierda de x, la funcion y, se comporta como una
funcion exponencial decreciente y pasa a la derecha de x, como un coseno de

fase % y con el doble de amplitud que la exponencial. De forma analoga se

describen las férmulas de conexién cuando la pendiente de f es negativa. Para el
caso de que f’(x)zO, se tiene que la E.D. 2.11 es de coeficientes constantes, lo

que permite obtener su solucion de manera exacta.

El paso siguiente, es aplicar las férmulas de conexién a la mecanica cuantica, es

decir, la funcidon f se considera como la definida en 2.14 con la condicion de que
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varia lentamente, lo que implica que el potencial V(x) es quien debe asumir dicha

condicién, ademas de ser continuo.

Se necesita entonces establecer para qué valores de x, el método en cuestion se

aplica para la ecuacion de Schrodinger. Puesto que

-, (B.9)

Si V(x)zE, la longitud de onda (/1) puede ser muy grande, aun siendo 7

_1
pequefa. En consecuencia [f(x)] * tiene un valor mucho menor que uno, lo que

significa que la solucion 2.13 es inconsistente. De lo anterior, 4 debe ser
suficientemente pequefa para evitar la inconsistencia mencionada, lo cual se logra

cuando x —»w o x ——, ya que el potencial V' (x) varia lentamente.

Entonces, una solucion exacta de la ecuacion de Schrédinger es posible por el

método WKB cuando x >>x, y cuando x << x,, con x, dado de la igualdad:

V(x)-E=0. (B.10)

195



Energia Erargia

Fixy

Fx

Figura B.1 Puntos de retroceso clasico

El punto x, se llama punto de retroceso clasico, porque una particula clasica de
energia E, que se mueve en un potencial V(x)seré rechazada hacia atras al

llegar al mismo.

Para poder superar la dificultad que tiene la solucion aproximada WKB (B.8) para
la ecuacion de Schrodinger en la regién donde V' (x,)=E, es necesario adecuarla

teniendo en cuenta la mecanica cuantica. Por lo tanto deben de existir féormulas

que ayudan a la solucion en la region mencionada.

B.2.1 Féormulas de conexién para la mecanica cuantica’. Por motivos de

facilidad en los analisis es necesario introducir las siguientes notaciones:

Sea A= h (B.11), I h _ . (B.12)

[2m,,(E—U2 (x))]2 [2m*(uz(x)_E)]z

? Estas formulas de conexion aplicadas a la mecénica cuantica se encuentran enunciadas en el libro de
Borowitz S. “Fundamentos de la Mecanica Cuantica”. Editorial Reverté, p. 201 —203. O en el libro de
Merzbacher E “Quantum Mechanics”, p 121-125.

196



Si el punto de retroceso es a la izquierda x, (figura B.1 a) de la region clasica con

potencial creciente (correspondiente al caso donde f '(x)>0), entonces se asocia

la funcion coseno con una exponencial decreciente, de acuerdo con la relacion
B.8:

2(,{)5Cos[xo%—%] “ (i);exp{—j%}. (B.13)

De igual manera si se tiene una funcién seno se debe asociar una exponencial

creciente con amplitud negativa:

(i);Sen[%%—%} © —(i);expﬁ%] (B.14)

De manera analoga, para puntos de retroceso a la derecha x, (figura B.1 b) de la
region clasica con potencial decreciente (correspondiente al caso donde f’(x) <0),

se presentan:

(i)% exp [—jj: %} © 2(1)% Cos[;%—%} , (B.15)
_(f);expﬁ%}(—)(ﬂ)ésen[x%—%] . (B.16)

A los cambios de funciones B.15 y B.16 indican como las funciones exponenciales
decrecientes o crecientes se cambian por funciones sinusoidales de fase y

amplitud dada.
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B.2.2 Soluciéon aproximada a la ecuacion de Schrodinger por el método
WKB'. El sistema de ecuaciones de Schrédinger que se analizara es el que surge
al manipular el potencial definido en 2.16. Por ello es necesario resolverla y

estudiar la barrera de derecha a izquierda, es decir:

Para x>x,, y segun las condiciones comentadas en la seccion 2.2, se puede

asegurar que en dicha region existira unicamente una onda saliente:
~\ 4 % dx
vi(x)==(7) exp[!ﬂ : (B.17)

en correspondencia con la formula B.16, ya que la pendiente del potencial es

negativa.

Transformando algebraicamente la solucion B.17, se puede conectar esta con la
correspondiente solucion de la ecuacion de Schrodinger para el interior de la

barrera. La notacién B.12 se relaciona con la B.11 a través de la expresion

I=—il .
tdx  pdx .
Por lo tanto IIT = lJ‘T , que sustituyendo en B.17 conduce a

l//3(x)=—i(j)% exp{ﬁ%—%ﬂ . (B.19)

Para hacer mas comodo el uso de las formulas de conexion, la funcién de onda v,

puede escribirse como:

'% Esta aproximacién se encuentra demostrada de forma analoga en “Fundamentos de la Mecanica Cuantica”
de Borowitz S., p. 210-212.
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1//3(x)=A(,i)% {COSLX%%]H SenU%%H . (B.20)

X X

De acuerdo con las féormulas de conexion B.15 y B.16, la anterior funcion de onda

se convierte, en la region x, <x <x, en:

j%} —ia(i)’ ep(j%] . (B.21)

Es ahora necesaria una expresioén para la onda incidente. Esta puede hallarse

prolongando la funcién B.21 a la regidén x < x,, para lo cual es preciso llevar a cabo

ciertas transformaciones en dicha funcion.

Es claro exp{[%} = exp{[%} expl:j%} , (B.22)

Xo

y si designamos por o = explz.[%:l , (B.23)

RY)

entonces, por B.22 y B.23 se obtiene:

exp{—]l?:I =05 expﬁ%:l o] exp l:jl%} =0 exp l:—ji%:l (B.24)

Sustituyendo B.24 en B.21,

v, (%) Zﬂi)% 5 eXp{

xol

f@}m@% expﬁﬁ} . (B.25)
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Esta ultima funcidn tiene la forma precisa para ser extendida a la region x < x, por

medio de las féormulas B.13 y B.14:
_=A Nt Tdx & . ~\4 Tdx 7«
yll(x)—T(/l) 5 Sen[ 7—2]—21145(1) cOs[XT—Z]. (B.26)

En resumen, la solucién aproximada por el método WKB al sistema de ecuaciones

de Schrddinger planteadas por el potencial 2.16, es:

-1
> Senu, —2iCosu, si x<ux,
“\) 1 y y )
W(x):A(/I) B| Sexp j +iexp j , Si x,<x<x,  (B.27)
Cosuﬂl+iSenu% , Si x<x
Tdx 7 cdx & -3 .
Donde M%—XT—Z s uﬂl—xj—z \ B—eXp‘:Tl:l )

B.2.3 Demostracion de la féormula que representa el coeficiente de
transmision por el método WKB. El coeficiente de transmision en general se
calcula como la razén de la corriente transmitida entre la incidente, motivo por el
cual se debe establecer la amplitud de la onda incidente (0,) y la amplitud de la
onda reflejada (0,). Para tal hecho, se separa la funcién de onda (B.26) que se

obtiene al usar la aproximacién WKB, en la suma de dos funciones de onda, a

saber, incidente y reflejada. Esto implica que

v, (x):—A(i);(ﬁﬂﬁ)exp[iu ] (ﬂj);(%—zd)exp[ zu%]. (B.28)
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En consecuencia, 0, :—A(ijz( —L)i . (B.29)

De la funcion de onda B.20, es claro que la amplitud de onda transmitida (0, ) esta

dada por

0, - A@‘ | (B.30)

Recordando que la corriente transmitida es dada por j; =2i|OT|2 y la corriente
m

0.

incidente por j; :2i|0,|2 se obtiene: T = Segun (3.9).
m

PRl
1

De donde sigue:

T:Ha‘—iﬂ :(52+ lz—ljl. (B.31)
45 165" 2

Retomando (B.23), en la mayoria de los casos de interés practico, la barrera es lo

suficientemente gruesa para que 6 >> ¢ lo que implica &§° >> —%.

Asi pues, en el coeficiente de transmision B.31 se puede prescindir de la

g 1 1
expresion + =
P (1652j 2

T~ expli—% [2m. (v, (x)—E)]; dx} . (B.32)
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APENDICE C: FUNCIONES ESPECIALES PARA
TRABAJAR CON CAMPO ELECTRICO UNIFORME

C.1 Funcion de Bessel

Al astronomo aleman F.W Bessel quien describiéo por primera vez la 6rbita del
cometa Halley y que trabajé también en movimientos planetarios, se le otorga el
crédito de haber desarrollado la ecuacion diferencial que lleva su nombre y haber
sistematizado en general todas las propiedades de su solucion. Dichas soluciones

son conocidas como funciones de Bessel.

La funcion de Bessel de primera especie se define segun orden:

© k  2k+n
C.1.1 De orden entero, J,(x)=> —; (-1) x , Si—o<x <o (C.1)
S22k (k+n)!
con n=0,12,...
Ademas J , (x)=(-1)"J,(x) . (C.2)
w l)k 2k+p
X
C.1.2 De orden no entero (o de orden p), J, Z = (C.3)
—2 +”k'l“ (k+p+1)

con p >0 y bajo el mismo dominio de C.1

La funcion T', es llamada funcion Gamma, la cual se define mas adelante en el

apéndice D.1. Al cambiar p por — p en C.3 se define J_,(x), para p>0.
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La funcion de Bessel de segunda especie o funcion de Newman se caracteriza por

ser una combinacion lineal de las funciones J, y J_ | Se denota por y, y se define

como sigue:

y (x)= (Cospﬁ)SJe;(;)[— I, (x) 30, )

C.2 MODIFICACIONES A LAS FUNCIONES DE BESSEL

C.2.1 Modificacién a la funcién de primera especie. Si se cambia x por ix en la

funcion J, se obtiene:

2k+p

> X
lx :l”
Z;‘zz"*ﬂkvr (k+p+1)

, p>0. (C.5)

En consecuencia a la funcion L, definida como:
I, (x) =i"J, (ix) (C.6)
se le llama modificacion de la funcion de Bessel de primera especie.

Al cambiar p por — p en C.6 se define automaticamente la funcion 1_, y se puede

demostrar que:
y=¢l,+cl, (C.7)

Es una solucién a la E.D, C.13, donde ¢, y ¢, son constantes reales. Ademas, si

1 .
p= 5 se puede afirmar:
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L (x)= /%Senhx (C8), 1,(x)-= /%Coshx (C.9)

C.2.2 Modificacion a la funcion de segunda especie. De manera analoga a lo
utilizado para obtener C.5 se puede definir la modificacion de la funcion de Bessel

de segunda especie,k,, llamada mas frecuentemente como funcion de

Macdonald. Por lo tanto C.4 se transforma en:

z L,(x)=1(x)
k (x)== 2——22 p>0, C.10
o) 2 Sen pr P ( )

Usando directamente la definicién C.10 se verifica k,(x)=k_, (x) que en principio

muestra otra solucion a la E.D. C.13, cuya forma es:

y=ql,(x)+¢k,(x) (C.11)

1 .,
Al tomar en cuenta p = 5 la funcién de Macdonald se transforma en:

k%(x)=\/%exp[—x] . (C.12)

C.3 ECUACION DIFERENCIAL DE BESSEL

Esta ecuacion de segundo orden tiene la siguiente estructura:

2_.n

Xy +xy'+(x2—p2)y:O, (C.13)

con p=n para n=1,2,3,....
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Cuya solucién es y=cJ,(x)+c,J_,(x) (C.14)

En la modelacién de problemas especializados de ingenieria vy fisica la E.D C.13

se generaliza aun mas, tomando la forma:
Xy +(1-2a)xy" + (bzczxzc + (az -c’p’ ))y =0. (C.15)

Al realizar el cambio de variable y=x“z a esta E.D., se transforma en la E.D.

C.13, luego la solucion a la E.D. C.15 es

y:x”(ClJp(bx”)vLCszp(bx")) . (C.16)

C.4 FUNCIONES DE AIRY

Estas funciones se caracterizan por ser solucion de la E.D. que lleva su mismo
nombre, la cual tiene mucha aplicacion en el ambito de la fisicomatematica, pues
modela problemas de difraccién en el campo de la éptica, describe las energias
presentes en una barrera afectada con campo eléctrico, entre otras diversas

situaciones.

La funcion de Airy de primera especie se simboliza por Ai y se define en términos

de la funcién C.6.

Ai[x]=éx/;{l% @x%j—l%@x%ﬂ . (C.17)

Aplicando C.10, se puede definir C.17 como sigue:

205



Ai[x]:%\/g k%@x%j . (C.18)

De forma similar, la funcion de Airy de segunda especie se simboliza por Bi y

también se define en términos de la funcién C.6.

Bi[x]: g{l%(gx%jJrI%(%x%ﬂ . (C.19)

Por otro lado, usando el hecho de que

L (x) :%[Ipl(x)vtlpﬂ(x)] , (C.20)

se puede demostrar que:

A=k, (%x/j (C.21), Bi[x] :%{1_% (%x%j+l% (%x/ ﬂ (C.22)

A continuacion, en la figura C.1 se muestran las funciones de Airy y sus derivadas.
El motivo por el cual se presentan estas graficas desplazadas a la derecha «
unidades, es debido a que en este trabajo la solucion que se genera para la
E.D.4.10, en sus argumentos se presenta este comportamiento. Es claro que sus
tendencias no presentan ninguin cambio significativo, con respecto a las funciones

de Airy que no manejan argumentos compuestos.

Se aprecia en esta figura que la funcion de Airy Bi y su derivada crecen a medida
que el argumento se comporta de igual manera, en contraste con su amplitud de
onda, pues mientras que la primera decrece a medida que x es mas pequefio, en

su derivada la amplitud de onda se hace pequena a medida que x crece.
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El comportamiento para la funcion de Airy Ai es muy analogo a la funciéon Bi,
como puede observarse en la figura. La unica diferencia notable se presenta

cuando el argumento crece, puesto que esta funcion y su derivada tienden a cero.

— Al A2 ]
1 Bi[8x- ]
0.5
I
\..__/"
—0.5 — Ai'[fx-a] ]
L —  Bi'[fx-g]
e s 4 23 22 1 o i
Funciones de Alry

Figura C.1 Funciones de Airy y sus derivadas

C.5 ECUACION DIFERENCIAL DE AIRY

No es de sorprenderse que la E.D. de Airy sea un caso particular de la E.D. de

Bessel, debido a que sus soluciones Ai[x] y Bi[x] son combinaciones lineales

de funciones de Bessel.

De ahi que, la estructura de la E.D. de Airy sea

y'=xy=0. (C.23)

Si a esta E.D., se le multiplica por x* y se compara con la E.D. C.15 se obtiene la

solucion:
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y:&{q I%@x%jwz I/(gx/ﬂ (C.24)

Otra solucién equivalente a esta, corresponde a una combinacion lineal de las

funciones de Airy. Ai[x] y Bi[x]. Es decir,

y=¢ Ai[x]+¢,Bi[x] . (C.25)
Ahora, si a la E.D. C.23 se sustituye x por —x se obtiene una nueva E.D. también
llamada Airy.

yY'+xy=0 (C.26)

La solucion es analoga a C.25, con la diferencia de que se hace la misma

sustitucion ya comentada, pero en el argumento de las funciones de Airy.

y=q Ai[—x]+c2 Bi[—x] ; (C.27)
Donde  Ai[-x]=~Vx|J (Ex%ju (Ex%j (C.28)
371773 %3 ’ '
. X 2 2
Bi[-x] = E{J%(Ew)q%[gwﬂ. (C.29)
Con la relacion J' (x) :%[Jpl (x)-7,.(0] (C.30)

Se define sin ninguin problema las funciones de Airy Ai'[-x] y Bi'[—x].

En la figura C.2, se aprecian los cambios que genera el signo menos en el

argumento de las funciones de Airy, incluyendo sus derivadas. También se puede
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observar que cuando crece o decrece el argumento no presentan cambios con
respecto a lo comentado para la figura C.1, a diferencia de lo que ocurre con sus

amplitudes.

Vale decir, que tanto esta figura como la anterior, se realizaron bajo las mismas
condiciones en las cuales se desarroll6 el problema de la barrera afectada por
campo eléctrico uniforme. Siendo este el motivo mas importante para que los

argumentos a trabajar fueran compuestos.

3
——ai[-(pr-a)]  ——Ai[-(#x-a)]
2 Bi[-(8x-a)] Bi'[-(8x-a)]
1
o_i
"'!-._____.
-1
-1 a 1 ] 3 4 5 8
Funclones de Alry

Figura C.2 Funciones de Airy y sus derivadas con argumentos negativos

C.6 WRONSKIANO DE LAS FUNCIONES DE AIRY
Sean y, y y, soluciones de la E.D. de segundo orden

V'+a(x)y +b(x)y=0. (C.31)
Entonces, el Wronskiano de las funciones y,, y, es:

oy, »,)(x) =325 = vy, (C.32)
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que también puede ser redefinido a través de la férmula de Abel’
(v, »,)(x)= Cexp[—ja(x) dx] , (C.33)
Donde C = lim x(yly; —yl'yz) .
x—0"

En concordancia con lo expuesto y debido a que la E.D. C.23 6 C.26 se ajusta a la
E.D. C.31 se define el Wronskiano de las funciones de Airy en la forma:

Pero haciendo uso C.33, C.34 se reduce a

o 1
o(Ai, Bi)(x)=—. (C.35)

T

C.7 EQUIVALENCIAS PARA LAS FUNCIONES DE AIRY CUANDO EL
ARGUMENTO ES MUY GRANDE.

Si se tienen en cuenta las equivalencias que se presentan para las funciones de

Bessel de primera y segunda especie'?

Ip(x)~eXp[x], p=20 , si x> w; (C.36)
27X

kp(x)~‘/2£exp[—x] , p=20, si x> w; (C.37)
X

""La formula de Abel puede ser leida en el texto de Andrews L. “Special functions of mathematics for
engineers”. Editorial McGraw-Hill. 1992, p 246.
12 Estas equivalencias se encuentran demostradas en el texto de Andrews L. Op. Cit. p 317-319.
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se puede demostrar los resultados que a continuacion se enuncian. Ellos
permitiran mas adelante, deducir enunciados de mayor importancia para el

desarrollo de este trabajo.
C.71 Ai[x]~%7r%x% exp[—%x%] , Six—>o. (C.38)

Demostracion

Al aplicarle la equivalencia C.37, a la expresién C.18 que define la funcién de Airy,

se llega a

A
Ai[x]~é\/§ %(%x%j exp[—%x%] , Si x—>o.
Luego, se prueba C.38.
C.7.2 Bi[x]~ 7 lx exp[%x%] , Si x>0 . (C.39)

Demostracion

La estrategia a seguir, es probar que el limite entre la razéon de estas dos
expresiones tiende a uno. Entonces considerando la funcion de Airy Bi definida en

C.19 se obtiene:

I, (2x" 3
i (204) %1 exp[ 3]

que al aplicar el resultado C.36 se reduce a calcular
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+1| el cual es uno, al aplicar de nuevo el resultado C.36.

Luego, se ha demostrado la equivalencia planteada.
C.7.3 Ai'[x]~ —%ﬂ%x% exp[—%x% ] . Si x>, (C.40)

Demostracion

De forma similar, haciendo uso de C.21 y aplicando la equivalencia C.37, se

obtiene el resultado C.40.
C.7.4 Bi'[x]~ 7 "x"exp| x|, sl x>0 (C.41)

Demostracion:

Usando la definicion C.22 y la estrategia seguida para probar la equivalencia C.39

se llega a demostrar esta equivalencia.
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APENDICE D: FUNCIONES ESPECIALES PARA
TRABAJAR CON CAMPO MAGNETICO UNIFORME.

D.1 FUNCION GAMMA (Integral de Euler de segunda especie)

Es una importante funcién especial, que surgioé del estudio planteado por L. Euler
en 1729 donde describe el factorial como el resultado de una funcién integral, tal

como sigue

n=["e 't dt n=0,12,..
0

La generalizacion de este hecho para calcular el factorial de cualquier numero

positivo fue planteada en 1809 por A. Legendre, lo que gener6 el estudio de la

funcion gamma, denotada por I'(x) y definida
I(x)= J: e't'dt, x>0 (D.1)

Algunas caracteristicas fundamentales de I'(x) pueden ser descritas en forma

cualitativa mediante un analisis de su grafica, como por ejemplo sus asintotas y
sus concavidades. Esta grafica puede consultarse en cualquier texto de calculo

avanzado. La funcion gamma puede definirse en forma recurrente:

SO I ) B (D.2)
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La anterior representacién tiene una gran utilidad en algunos calculos y en

estudios analiticos, como por ejemplo™

|
1.r(n+lj=(f”)'ﬁ, n=012,.. (D.3)
2) "
2. M~(1+ﬁj L sixoo. (D.4)
x“F(x) X

D.2 SIMBOLO DE POCHHAMER
Es una notacioén utilizada para productos definidos de la siguiente manera
(a)o =1, (a)n = a(a + 1)...(a +n —1) pon=12,3,.. (D.5)

Cona>0.

Es facil ver, que (1), =n!. Ademas el simbolo de Pochhamer también puede ser

redefinido para valores no negativos en términos de la funcion gamma, como

sigue:

(a)n =———><= n=0,12,.. (D.6)

Esta nueva asociacion permite realizar estudios tedricos mas profundos en la

definicion de otras funciones.

" Los resultados aqui expuestos se pueden estudiar mas ampliamente en el texto de Andrews L. “Special
functions of the mathematics for engineers”. Editorial Mc Graw-Hill. 1992. p. 77
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D.3 FUNCION HIPERGEOMETRICA

El primero en realizar un estudio sistematico sobre este tipo de funciones fue
Gauss en 1812. Aunque se resalta que Euler trabajé en este tema, solo a Gauss
se le da mas crédito en el desarrollo tedrico de las funciones hipergeométricas.

La serie

1+— ,
Jrc)hL c(c+1) 2! s (c)n n!

ab  a(a+1)b(b+1)x* iMﬁ x| <1, (D.7)

siempre que a , b 0 ¢ No sean cero o un entero negativo.

Es llamada serie hipergeométrica ella recibe este nombre porque si a=1y c=5b

se reduce a la serie geométrica.

La serie hipergeométrica se denota por F(a,b;c;x) o ,F (a,b;c;x), donde el 2 y el

1 se refieren al numero de simbolos de Pochhamer del numerador y el
denominador respectivamente. El punto y coma separa los parametros del

numerador del denominador ademas del argumento de la serie: Entonces

T, y<1 (D.8)

A la serie descrita en D.7 se le llama funcién hipergeométrica.
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D.4 ECUACION HIPERGEOMETRICA
La E.D. de segundo grado:
x(l—x)y"+|:c—(a+b+1)x:|y'—aby=0, (D.9)

es llamada ecuacion hipergeométrica de Gauss. Su solucién es una combinacion

lineal de las funciones hipergeométricas de primera y segunda especie. Es decir,

y=cF(a,b;c;x)+¢,G(a,b;c;x) (D.10)

Donde F(a,b;c;x) también se llama funcion hipergeométrica de primera especie y

G(a,b;c;x) de segunda especie. Esta ultima se define como:

F(l—c)
F(a—c+1)F(b—c+1)

F(c—l

)
F(a)F(b)

G(a,b;c;x) =

F(a,b;c;x)+ X “F(l+a-cl+b-c2—-c;x)
c#0,41,%2,.. (D.11)

donde a y b son distinto de cero y enteros no negativos.

D.5 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS CONFLUENTES

También conocidas como funciones de Kummer, puesto que E. Kummer en 1836
estudié las propiedades relacionadas con las funciones hipergeométricas
confluentes. Este tipo de funciones al igual que las funciones hipergeométricas se

relacionan con un gran numero de funciones especiales. La funcion de Kummer de

primera especie se denota por M(a;c;x) y se relaciona con la funcién

hipergeométrica segun la férmula:
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M(a;c;x):Lz’mF(a,b;c;%szz’mg(a()” gb)” (%) :i(a)" x—an’m& :

b—> b—oo “= c n! o (C) n! boo B
- - n

De ahi que M(a;c;x):i(a)n X"

2. (C)n T —0 <X <0, (D.12)

La serie D.12 no esta definida para ¢ =0,-1,-2,... y si a es un entero negativo.

La funcion M(a;c;x) presenta una propiedad algebraica bastante util para el

calculo de la k-ésima derivada en términos de ella misma, tal como se muestra a

continuacion.

k
—M(a;c;x) = (a), M(a+kie+kx), k=123, (D.13)

La funcion hipergeométrica confluente de segunda especie se denota por

U(a;c;x) y se define en términos de la funcion M(a;c;x), andlogamente a D.11:

N M(a;c;x) ~ L M(1+a-c¢2-cx)
V) = | Tira- o ~  rare-o | O™

siempre que ¢ = 0,—1,-2,...

La k-ésima derivada de la funcion de Kummer de segunda especie viene dada por

la expresion:

k

FU(a;c;x) = (—l)k (a), U(a+kic+kix), k=123,.. (D.15)
X
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En general se puede afirmar que las funciones de Kummer tienen propiedades de

recurrencia de forma similar a las funciones hipergeométricas™.

2.5 3
1 K
2 1 0.5
Mz, o, x
M) 0
1.5
M{a; c; x)
-0.5
1 p — U(a L€ x)
-1 — Ufa;c;x)
0.5 1=1.5
-1 -0.5 1] 0.5 1 0 2 4 6 8 10
Funciones de Kurnmer Funciones de Kurnmer
(a) (b)

Figura D.1 Funciones hipergeométricas confluentes y sus derivadas

En la figura D.1 (a) se aprecia que el comportamiento de la funcion de primera
especie de Kummer al igual que su derivada crecen a medida que su argumento lo
hace. Los valores pequefios que toman estas funciones o cercanos entre si solo
depende de los parametros a y ¢ que pueden tomar. Para el caso de la funcion
de segunda especie U (figura D.1 (b)) su comportamiento difiere de su derivada
pero tiene la misma tendencia a cero, cuando x crece al infinito para valores

pequeinos del argumento.

' Estas recurrencias se encuentran por ejemplo en el texto de Abramowtz M., Stegun 1. A. “Handbook of the
mathematica funcions”. Editorial Dover Publications. 1972, p.504-511.
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D.6 ECUACION HIPERGEOMETRICA CONFLUENTE

Se puede mostrar que las funciones de Kummer D.12 y D.14 son linealmente
independientes y ademas que son solucion de la ecuacion diferencial de segundo

orden

" +(c—x)y'—ay=0. (D.16)
Esta ecuacién surge al realizar el cambio de variable x :é en la E.D. D.9 y luego
se hace tender b a infinito.

En resumen, la solucién a esta E.D tiene la forma

y=c,M(a;¢;x) + ¢, U(asc;x) (D.17)

100

1.5
—_— M(a e (x—k)’)

50 Mfa;e; (x-k]) 1

o 0.5

L~

o 5 10 15 =10 ] [v] . 5 i0 15 20
Funciones de Kurnmer Funciones de Kurnmer

=10 =5

(a) (b)

Figura D.2 Funciones hipergeométricas confluentes y sus derivadas con

argumentos cuadraticos
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Los motivos por los cuales se presenta esta figura responden al hecho de que
cuando una barrera de potencial es afectada por un campo magnético en su
modelacién se genera la E.D. hipergeométrica confluente cuya solucién
corresponde a las funciones de Kummer pero con argumentos cuadraticos tal
como se aprecia la figura D.2. EI manejar este tipo de argumentos en estas
funciones hace mas notorio el punto de discontinuidad para el caso de la funcion
de Kummer de segunda especie (figura D.2 (b)). Por otro lado, al observar la figura
D.2 (a) se observa que la funcion de Kummer de primera especie es céncava
hacia arriba mostrando una gran atenuacién para un intervalo corto. Intervalo que
se manipula constantemente en esta parte del trabajo. De ahi la dificultad
computacional para poder observar los cambios que se presentan en las distintas

graficas que relacionan el campo magnético.

D.7 WRONSKIANO DE LAS FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS
CONFLUENTES

Haciendo uso de C.32 y C.33 del apéndice C.6 se puede demostrar que el

Wronskiano de las funciones M(a;c;x) y U(a;¢;x) es

a)(M,U)(x):—F(C) x “exp[x] . (D.18)

I'(a)

Cabe anotar que la formula D.18 sufre un pequefio cambio cuando el argumento

es una funcion compuesta (de forma similar que las funciones de Airy), es decir:

o(M,U)(B)= —%ﬂc exp[ﬁ]% , (D.19)

siempre que S = f(x).
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D.8 EQUIVALENCIAS PARA LAS FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS
CONFLUENTES CUANDO EL ARGUMENTO ES MUY PEQUENO

Los resultados que a continuacion se mencionan tienen una gran utilidad cuando
se realizan andlisis para campos magnéticos pequeﬁos15. Por lo tanto, estas
equivalencias se aplicaron continuamente en los calculos del anexo D (seccion
D.4).

M(a;c;x)~1, si x—0. (D.20)
I'(c—-1
U(a;c;x)~ ﬁia))x'-c, si x—>0" para c>1. (D.21)
I'(l1-
U(a;c;x)~£, six—>0 para 0O<c<l. (D.22)
F(l+a—c)

1 , . . .
> Los resultados aqui expuestos se pueden estudiar mas ampliamente en el texto de Abramowtz M., Stegun I.

A. “Handbook of the matematica functions”. Editorial Dover Publications. 1972, p. 512.
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