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Prefacio

Este trabajo de grado se desarrolla en la modalidad de Seminario de Grado. Es una
monograffa producto del estudio de unos temas desarrollados en ciertas referencias
bibliogréficas. Se asume que el lector tiene algunos conocimientos previos en teorfa
de conjuntos y teoria de la medida. Sin embargo, el lector menos preparado puede
consultar las referencias que aparecen a lo largo del trabajo y en la Bibliografia.
Una referencia mucho mas amplia y completa de los temas que se desarrollan en

este trabajo es [V].

El trabajo se divide en dos capitulos. En el primer capitulo se presenta una serie
de preliminares donde se habla de ciertos conceptos y resultados relacionados con
ordinales, cardinales, cardinales grandes, filtros e ideales, medidas, entre otros. El
segundo capitulo corresponde al cuerpo del trabajo; en este capitulo se pueden
apreciar los resultados de la teorfa de conjuntos que conectan el problema de la

medida con los cardinales inaccesibles y con la Hipétesis del Continuo.
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Introduccion

Uno de los conceptos més importantes y fundamentales de las matemadticas es el de
conjunto. Este es el objeto de estudio de la teorfa de conjuntos. Mds aiin, los mas
relevantes para los matematicos son los conjuntos infinitos. Un interés particular
de la teorfa de conjuntos es determinar cudanto mas grande es un infinito que otro.
Desde este punto de vista, el estudio de los cardinales, que son cierto tipo de
conjuntos, es esencial. El primer cardinal infinito se denota por N, y es el cardinal
de cada conjunto numerable, es decir el cardinal de cada conjunto equipotente con

el conjunto de los ntimeros naturales, N.

Tres aspectos juegan un papel fundamental en el presente trabajo: Hipdtesis del

Continuo, cardinales inaccesibles y problema de la medida.
Hipdtesis del Continuo. Cantor construyé los alephs,
N, Ny, N, o N

etc., con la idea fundamental de que a cada conjunto infinito le correspondiera un

unico aleph, segin el tamano del conjunto. Ademas,
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La potencia 2™ es un cardinal, precisamente el cardinal del conjunto de los mimeros
reales o, mejor, el cardinal del continuo. En este sentido, 2% debe ser igual a algin
aleph. Surge entonces la pregunta: ;Cudl aleph le corresponde a 28?7 La intuicién
de Cantor lo llevé a conjeturar que 2% = X;. Esto es lo que se conoce como la
Hipétesis del Continuo (HC) y que en otra versién dice: no hay ningtin nimero
cardinal entre N, y 2%. Hoy se sabe que la Hipétesis del Continuo es un enunciado

indecidible en ZFC.

Cardinales inaccesibles. Un cardinal débilmente inaccesible o simplemente
inaccesible es un cardinal no numerable, limite y regular. Un cardinal s se dice
fuertemente inaccesible si es débilmente inaccesible y ademds 2* < k para todo
A < k. Esta tltima propiedad justifica el nombre de inaccesible para este tipo de
cardinal. Intuitivamente dice que x es lo suficientemente grande como para que no
se pueda obtener mediante operaciones aritméticas a partir de cardinales menores

que él.

Problema de la medida. Sean S un conjunto y & una o—élgebra de subcon-
juntos de S. Una medida o—aditiva sobre & es una funcién p : & — [0, +00] que
satisface las siguientes condiciones:

i) 1 (0)=0.

ii) Si A C B entonces p(A) < p(B).
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iii) Si {X,},cy €8 una sucesién de elementos de &, disjuntos por pares, entonces

K <UXn> = ZN(XH)

Una medida sobre S es una medida sobre la o—algebra p ().

En particular, existe una tnica medida o—aditiva p, sobre la o—algebra de con-
juntos de Borel, que satisface las dos condiciones siguientes:

a) p(la,b]) =b— a, para todo a,b € R, con a < b.

b) Si A es un conjunto de Borel entonces A+ a también loesy p(A+a) = u(A),

para todo a € R. (Invariancia bajo traslaciones.)

Tal medida se denomina la medida de Lebesgue y los elementos de la o—4&lgebra
de conjuntos de Borel se llaman Lebesgue medibles o medibles segin Lebesgue. En
el cuerpo del trabajo, el lector encontrard la definicién explicita de un conjunto

medible segin Lebesgue.

No todos los conjuntos Lebesgue medibles son de Borel. Existen conjuntos que no
son de Borel pero son Lebesgue medibles [Ji, p. 98]. Sin embargo, la mayoria de
los trabajos matemaéticos se realizan sélo con conjuntos de Borel, pues se conocen
mejor sus propiedades y esto hace que sean de més facil manipulacién. De hecho,
hay tantos conjuntos de Borel como mimeros reales, es decir, 2%. De otro lado, la

cantidad de conjuntos Lebesgue medibles coincide con la cantidad de subconjuntos
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2 . N
de nimeros reales, es decir, es 22°°.

Es deseable que todos los conjuntos de nidmeros reales sean Lebesgue medibles.
Sin embargo, existen conjuntos de nimeros reales que no lo son. El llamado
problema de la medida es la pregunta: ;Existe alguna medida o—aditiva sobre R
que extienda la medida de Lebesgue? Una respuesta parcial a esta pregunta es: no
existe una medida o—aditiva sobre R que extienda la medida de Lebesgue y que
satisfaga la propiedad de invariancia bajo traslaciones [HJ, p. 151]. Esto implica
que para que todos los conjuntos de nimeros reales se puedan medir en algin
sentido, preservando la medida de Lebesgue para los llamados Lebesgue medibles,
se debe sacrificar alguna de las propiedades que satisface la medida de Lebesgue,

en particular la de invariancia bajo traslaciones.

Los tres aspectos mencionados arriba estdn intimamente relacionados. Por ejem-
plo, se puede mostrar que si existe una medida o—aditiva sobre R que extienda la
medida de Lebesgue entonces existe un cardinal débilmente inaccesible x tal que
2% > . Es decir, bajo dicho supuesto, la Hipétesis del Continuo falla. Ademds
se puede mostrar cémo la existencia de cierto tipo de medidas sobre un conjunto
asegura la existencia de cardinales inaccesibles. La conjugacion de estos aspectos

se desarrollaré a lo largo del presente trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. El Sistema Axiomatico ZFC

Durante el siglo XIX, se llev6 a cabo un proceso de formalizacion de las matemaéticas
tomando como base la teorfa de conjuntos. En un proceso de tal naturaleza se
establecen propiedades que se quiere que tengan aquellos objetos que se llaman
conjuntos. Estas propiedades o principios bésicos son los axiomas de la teorfa
de conjuntos, a partir de los cuales se espera demostrar rigurosamente todos los
resultados bésicos aceptados por los mateméticos. A principios del siglo XX, Ernest
Zermelo dio una lista de axiomas que después completé Abraham Fraenkel y que
se conoce hoy como el sistema axiomético Zermelo-Fraenkel (ZF). Si ademds se

incluye el axioma de eleccién, entonces el sistema axiomético se denota por ZFC.
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A continuacién se presenta el sistema ZFC. Cualquier variable que se use, mayus-

cula o miniscula, se asumird que representa algin conjunto.

1. Axioma de existencia. Hay un conjunto que no tiene elementos. Este axioma

garantiza la existencia del conjunto vacio.

2. Axioma de extensionalidad. Si cada elemento de X es un elemento de Y y
cada elemento de Y es un elemento de X, entonces X =Y. Este axioma dice

que si dos conjuntos tienen exactamente los mismos elementos, ellos son iguales.

3. Axioma esquema de comprensién. Sea p(x) una propiedad de x. Para
cada A, existe un B tal que © € B si y sdlo si © € A y se satisface p(x).
Es decir, para cada conjunto A, existe el' conjunto B = {x € A | p(x)}. Este
axioma asegura que los elementos de un conjunto, que satisfacen una propiedad

en particular, de nuevo forman un conjunto.

4. Axioma del par. Para cada A y B, hay un C tal que © € C si y sélo si
xr = A o v = B. Este axioma asegura que dados dos conjuntos A y B, existe

un conjunto C' cuyos elementos son exactamente A y B.

5. Axioma de la unién. Para cualquier S, existe un U tal que x € U si y sdlo
st x € A para algun A € S. Este axioma dice que la unién de los elementos de

S es de nuevo un conjunto.

!La unicidad del conjunto B se puede demostrar gracias al axioma de extensionalidad.



El Sistema Axiomético ZFC

10.

Axioma del conjunto potencia. Para cada S, existe P tal que X € P si y
sélo si X C S. Este axioma declara que a partir de un conjunto, la coleccién

de subconjuntos de dicho conjunto es de nuevo un conjunto.

Axioma del infinito. Eriste un conjunto inductivo®. Este axioma es el primero
en asegurar la existencia de un conjunto infinito. De hecho, un conjunto induc-

tivo es necesariamente infinito.

Axioma esquema de reemplazo. Sea p (z,y) una propiedad tal que para cada
x existe un unico y que satisface p(x,y). Entonces dado A, existe B tal que
para cada x € A, hay un y € B para el cual p(z,y) se cumple. Intuitivamente,
este axioma dice que si la propiedad p(z,y) define a y como “funcién” de x

entonces dado A, existe un B que contiene a la respectiva “imagen” de A.

Axioma de fundamentacién. Para cada A # O existe x € A tal que
xN A = @. Una consecuencia de este axioma es que ningtin conjunto pertenece

a s{ mismo.

El axioma de eleccién. Cada sistema de conjuntos no vacios tiene una fun-
on de eleccion®. Para el lector interesad te axi 1 teri
cion de eleccion’. Para el lector interesado en este axioma y en los anteriores,

consultar [J, pp. 3-15, 47-71] y [HJ, pp. 7, 137, 267].

A partir de los anteriores axiomas se desarrolla toda la teoria de conjuntos que

2Un conjunto I es inductivo si @ € I y si para cada z € I, se tiene que z U {z} € I.
3Una funcién f sobre S es de eleccion si f(X) € X para X € S.
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soporta gran parte de la matemédtica moderna, es decir, se desarrolla toda la arit-
mética, se construyen los niimeros naturales, los enteros, los racionales y los reales.
Sin embargo, estos axiomas no dan respuesta a todas las preguntas que se pueden
formular dentro de la teorfa. De hecho, si se supone que ZFC es consistente?, en-
tonces ZFC es incompleto. Es decir, hay enunciados ¢ en el lenguaje de la teorfa
de conjuntos para los cuales no es posible demostrar ni ¢ ni —y, a partir de los

axiomas de ZFC. A este tipo de enunciados se les llama independientes de ZFC.

Un ejemplo de un enunciado de la teoria de conjuntos ZFC que es independiente
de ZFC es 2% = R, el cual se conoce como la Hipétesis del Continuo (HC). Kurt
Godel, en 1938, probé que si ZF es no contradictorio entonces ZFC 4+ HC también
lo es. Después, Paul Cohen, en 1963, usando la técnica del forcing, mostré que
ZFC + (—HC) es consistente siempre que ZF lo sea. Estos dos resultados prueban
que si ZF es consistente entonces HC es indecidible a partir del sistema axiomético

ZFC. Para profundizar en estos temas el lector puede consultar [J] o [Ku].

1.2. Ordinales

Como se ha dicho antes, los nimeros naturales N se definen conjuntistamente a

partir de los axiomas ZFC. El conjunto vacio, cuya existencia estd garantizada por

4Una teorfa es consistente si de ella es imposible derivar contradicciones. Equivalentemente,
una teoria es consistente si tiene un modelo.
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los axiomas, se puede identificar con el nimero cero y gracias a algunos de los
demds axiomas se puede definir cada nimero natural n como un conjunto de n

elementos asf:

0=10
1={0}
2 ={0,1}

n+1=nU{n}=1{0,1,2,...n—1,n} (n+1 se llama el sucesor’ de n)

Construido cada nimero natural, se construye entonces el conjunto

N=1{0,1,2,3,..,n,n+1,..}

de todos los nimeros naturales. Este se denota por w, es decir, w = N.

Como una extensién de los nimeros naturales se definen los ordinales, los cuales se
construyen siguiendo dos principios de generacion: la operacién sucesor y el paso
al limite. En particular, cada nimero natural n # 0 es un ordinal sucesor, pues
cada n # 0 tiene un antecesor inmediato. Sin embargo, w = N es un ordinal que
no tiene un antecesor inmediato. En este caso, w es un ordinal que se obtiene como

limite de los anteriores y no es sucesor de ningin ordinal. Se tiene entonces que

°En general, el sucesor de un conjunto x se denota por = + 1 y se define como x U {x}.



Capitulo 1  Preliminares

w se obtiene por paso al limite. Si, a su vez, se aplica la operacién sucesor a w

se obtiene w + 1 = w U {w} = {0,1,2...,n,...,w}. Siguiendo los dos principios de

generacion mencionados se pueden construir ordinales cada vez més y mds grandes.
w w

0,1,2,3,...n,n+1,. . w,w+1l,w+2, .. 02, .. w3 ..., . w W +1,... ..

Las siguientes definiciones formalizan el concepto de ordinal.

Definicién 1.1 Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es un conjunto bien

ordenado si cada subconjunto no vacio de A tiene un elemento < —minimo.

Definicién 1.2 Un conjunto T' se dice transitivo si cada elemento de T' es un

subconjunto de T'.

Por ejemplo los conjuntos A = {@,{2}}, B={2,{9},{2,{a}}} son conjuntos
transitivos. Obsérvese que

geByoCB.

{o} e By {9} CB.

{o,{2}} e By {2 {a}} C B.

Definicién 1.3 Un conjunto o es un nimero ordinal si

a) « es transitivo y

b) « es bien ordenado por la relacion de pertenencia €,.

De acuerdo con los dos principios de generacién de ordinales, estos se clasifican en

dos tipos: sucesor y limite.
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Definicién 1.4 Un ordinal o es un ordinal sucesor si existe un ordinal 5 tal

que a = B+ 1. Un ordinal es un ordinal limite si no es sucesor.

Un tipo especial de niimero ordinal es el de cardinal.

Definicién 1.5 Un ordinal o es un nidmero cardinal si o no es equipotente con

ningin 5 < .

Cada nimero natural n es un cardinal. El conjunto de todos los cardinales finitos es
el conjunto N. El primer cardinal transfinito es el conjunto de los nimeros naturales
que, como numero cardinal, se denota Ny. Mediante recursién transfinita, se define

para cada ordinal o un cierto cardinal R, [HJ, p. 131].

A continuacién se presentan los teoremas de Induccién Transfinita y Recursion

Transfinita con el &nimo de justificar ciertas definiciones y propiedades posteriores.

Teorema 1.6 (Principio de Induccién Transfinita) Sea p (x) una propiedad.

Supdngase que

a) p(0).
b) p(«a) implica p (o + 1) para todo ordinal cv.

c) Para todo ordinal limite o # 0, si p () para todo B < «, entonces p («).

Luego p («) para todo ordinal «.
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Definicién 1.7 Una sucesion transfinita de elementos de A es una funcion
[ a — A donde o es un ordinal. Si f () = ag para cada [ < «, entonces la

sucesion transfinita f se denota ast (ag : B < «).

Teorema 1.8 (Recursién Transfinita) Sean 2 un ndmero ordinal y A un con-
junto. Sea S = U A% el conjunto de todas las sucesiones transfinitas de elementos
a<Q

de A de longitud menor que ). Sea g : S — A una funcion. Entonces existe una

unica funcion f:Q — A tal que para todo o < €2

Definicién 1.9 Un cardinal infinito X, es sucesor si a es un ordinal sucesor,
esto es, Ny = Ngyq para algin 5. St a es un ordinal limite entonces N, es un

cardinal limate.

Definicién 1.10 Se dice que o es el cardinal de un conjunto A si o es equipo-

tente con A.

Tanto para los ordinales como para los cardinales, se pueden definir las opera-
ciones aritméticas, suma, producto y exponenciacién, de manera recursiva. A con-
tinuacién se presentan algunas propiedades de estas operaciones que serdn de

utilidad en lo que sigue.
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Para cada o y (3 tales que o < 3, se tiene que

a) N, +Ng =Ng+ X, = Ng.

b) Para todo n € N se tiene que n + X, = N,.

c) N, -Ng=Ng-R, =Ng.

d) Para todo n € N — {0} se tiene que n - R, = N,.

En general, la aritmética de cardinales cumple las mismas propiedades de la arit-

mética de los nimeros naturales.

Los nimeros cardinales dan cuenta de la cantidad de elementos de un conjunto
A. De hecho, se puede probar, bajo el axioma de eleccién, que para cada conjunto
infinito A existe un tnico N, tal que el cardinal de A, |A|, es X, [HJ, pp. 130-
132]. Es decir, bajo el axioma de eleccién, todos los posibles tamanos de infinito se
encuentran en la coleccién de los alephs. Una pregunta que entonces interesa es:
. Cual es el cardinal de un conjunto A? o de otra manera, ;cuél aleph es igual a la

cantidad de elementos de un conjunto A7

Observaciéon 1.11 FEn lo que sigue, se usardan letras griegas como K, \, etc. para

denotar cardinales.

Es necesario presentar algunas definiciones que permitan comprender el concepto
de cardinal inaccesible. Este tipo de cardinal serd el primer ejemplo de cardinal

grande que se abordard en el trabajo.
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Definicién 1.12 Sea (o, : v < ¥) una sucesion transfinita de nimeros ordinales
de longitud V. Se dice que la sucesion () es creciente si o, < o, siempre que

v<p <.

Definicién 1.13 Si 9 es un ordinal limite y si (o, : v < V) es una sucesion cre-
ciente de ordinales, se define a = h'r%oz,, = sup{a, : v < 9}. El ordinal v es el

limite de la sucesion (a,).

Definicién 1.14 Un cardinal infinito k se llama singular si existe una sucesion
transfinita creciente (o, : v < ) de ordinales o, < K y de longitud ¥ < k tal que

lima, = k.
v—19

Cardinales infinitos como N, .,, Nyiui1, con n € N son ejemplos de cardinales

singulares. En efecto, 8, ., = IImN,, ., ¥y N0 = MmN, 1.
m<w m<w

Definicién 1.15 Un cardinal infinito es regular si no es singular.

Todo cardinal sucesor infinito es un cardinal regular [HJ, 162].

Definicién 1.16 Un cardinal infinito k es un cardinal limite fuerte si 2 < K

para todo A\ < K.

El primer cardinal infinito Ny es un cardinal limite fuerte. En efecto, para todo

cardinal n < Ny, se tiene que 2" < N,.
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Definicién 1.17 Un cardinal es (débilmente) inaccesible si es no numerable,

limite y reqular.

Definicién 1.18 Un cardinal £ es fuertemente inaccesible si es débilmente

inaccesible y ademds limite fuerte.

Intuitivamente, el adjetivo inaccesible se puede comprender en el sentido de que
k no puede ser obtenido como resultado de operaciones aritméticas aplicadas a

cardinales menores que k.

En el sistema axiomético ZFC no es posible probar la existencia de un cardinal
inaccesible. Si x es un cardinal inaccesible entonces V.. es un modelo de ZFC.
De esta forma, si ZFC demuestra la existencia de un cardinal inaccesible, ZFC
demuestra su propia consistencia, lo cual contradice el Teorema de Incompletitud
de Godel. Esto indica que si se quiere trabajar con cardinales inaccesibles, se
debe suponer su existencia. Para el lector poco familiarizado con estos temas, e

interesado en comprender mejor esta parte, puede remitirse a [E], [J] y [K].

1.3. Filtros e Ideales

Los conceptos de filtro e ideal constituyen un insumo de gran importancia para
establecer la relacion entre el problema de la medida, los cardinales inaccesibles y

la Hipdtesis del Continuo. Es por esto que se dedicard esta seccién a profundizar
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en algunas propiedades y resultados que tienen que ver con filtros e ideales.

Definicién 1.19 Sea S un conjunto no vacio. Una coleccion F' de subconjuntos

de S es un filtro sobre S si satisface las siguientes condiciones:

a) SeFyo¢lF.

b) SiX e FyY € F, entonces X NY € F.

c) SIXeFyXCYCS, entonces Y € F.

Ejemplo 1.20 Sea S = {a,b,c,d,e}. El conjunto

F ={{a,b,c},{a,b,c,d},{a,b,c e}, {a,b,c,d e}}

es un filtro sobre S.

Definicién 1.21 Un filtro F' sobre S es un filtro principal si existe un conjunto

AenF tal que F={X CS:ACX}.

El filtro F' que se muestra en el ejemplo anterior es principal. Basta con observar

que FF={X C S:{a,bc} C X}

Definicién 1.22 Un filtro U sobre S es un ultrafiltro si para todo Y C S se tiene

queY eU oS—-Y eU.
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El filtro

F ={{a,b,c},{a,b,c,d}, {a,b,c e} {a,b c,d e}}

no es un ultrafiltro sobre S = {a, b, ¢, d, e}, pues existen subconjuntos de S para

los cuales ni ellos ni sus complementos estdn en F. En particular, {a,e} ¢ F'y

S —{a,e} ={b,c,d} ¢ F.

El conjunto {{a, b}, {b}} es un ultrafiltro sobre {a,b}.

La existencia de ultrafiltros no principales sobre un conjunto S tiene relacién con
la existencia de una medida sobre S. Mds adelante se verd que para asegurar
la existencia de una medida se requieren ciertas exigencias conjuntistas no tan

naturales.

Por ahora, se centra de nuevo la atencién en las propiedades de filtros. En principio,
se verd que la existencia de un ultrafiltro sobre un conjunto S, implica la existencia

de un ultrafiltro sobre cualquier conjunto de la misma cardinalidad de S.

Lema 1.23 Sean S y M conjuntos tales que |S| = |M|. Si hay un ultrafiltro no

principal sobre S entonces hay un ultrafiltro no principal sobre M.

Demostracién. Sea U un ultrafiltro no principal sobre S. Sea g una biyeccién de

S en M. La funcién G : p(S) — ¢ (M) definida por G (X) = ¢g[X]% para todo

‘g[X]={g(x):2 € X}
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X € p(5) también es una biyeccién. Se probard que

GlUl={G(X): X eU}

es un ultrafiltro no principal sobre M.

a) Como S € U entonces M = G (S5) € G[U]. Ahora, como @ ¢ U entonces

G (@) ¢ G (U). Pero G (@) = @ luego @ ¢ G [U].

b) Sean Y1,Y,; € G[U]. Entonces existen X, Xy € U tales que G(X;) = Vi y

G (X3) = Ys. Luego,

de donde Y1 NY; € G[U].

c) SeanY; € G[U]yY; C Y, C M. Entonces existe X; € U tal que G (X;) = Y.
Luego, G (X)) C Yy y asi X; C G~ (Y3) de donde G~ (Y3) € U. Por lo tanto,

Yy = G (G (V) € GU).

Por las propiedades a) - ¢), G [U] es un filtro sobre M.

d) SeaY € p(M). SiY ¢ G [U] entonces existe X € p(5) tal que G(X) =Y y
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X ¢ U de donde, por ser U un ultrafiltro, S — X € U. Luego

M-Y=G(S)-G(X)=G(S—X)eG[U]

Esto muestra que G [U] es un ultrafiltro.

e) Supéngase que G [U] es principal, entonces G [U] = {Y C M : AC Y} para
algtin A € G [U]. Luego U = {X : G™' (A) C X} y por tanto U es un ultrafiltro

principal sobre S. Contradiccién. Asi que G [U] es no principal. |

El concepto de ideal es el dual del concepto de filtro. Esto se vera en su definicién

y en las sucesivas propiedades.

Definicién 1.24 Sea S un conjunto no vacio. Una coleccion I de subconjuntos de

S es un tdeal sobre S si cumple las siguientes condiciones:
a) gelySé¢l.

b) SiXelyY eI, entonces XUY € [I.

c) SiYelyXCY CS, entonces X € I.

Ejemplo 1.25 Sea S = {a,b,c,d,e}. El conjunto I = {@,{a},{b},{a,b}} es un

tdeal sobre S.

Definicién 1.26 Un ideal I sobre S es principal si existe A € I tal que

I={X:XCA}
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El ideal I definido en el Ejemplo 1.25, es un ideal principal sobre S = {a, b, ¢, d, e}.

En efecto, I = {X C S : X C {a,b}}.

Definicién 1.27 Un ideal I sobre S es primo si para cada X C S se cumple que

XeloS—-Xel.

Existe una caracterizacion de los ideales no principales, dentro de los ideales pri-

mos, asi:

Lema 1.28 Sea I un ideal primo sobre S. Entonces I es no principal si y sélo si

cada conjunto unitario de S pertenece a I.

Demostracion.
=) Supéngase que [ es no principal y que existe a € S tal que {a} ¢ I, entonces
S —{a} € I. Ahora, como I es no principal, existe un A € I tal que A € S — {a}.

Asi que a € A. Luego, S = A|J (S — {a}) € I. Contradiccion.

<) Supéngase que para cada a € S se tiene que {a} € I. Si I es principal,
es decir, si I = {X : X C A} para algin A € I, entonces se tiene que {a} C A,

para cada a € S; esto es, A = S. Contradiccion. |

De interés también para este trabajo son los filtros e ideales que conservan inter-

secciones y uniones, respectivamente, de cierta cantidad x de conjuntos.

Definicién 1.29 Sea s un cardinal no numerable.
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s Un filtro F' sobre S es k—completo si para cada cardinal N\ < k y cada

{Xa:a< A} CF, se tiene que ﬂXaeF.

a<

= Un ideal I sobre S es k—completo si para cada cardinal N\ < Kk y cada

{Xa:a < A} C I, se tiene que UXQGI.

a<A

» Un filtro (ideal) W1—completo se dice c—completo o completo numerable.

Definicién 1.30 Un ideal I sobre un conjunto S es o—saturado si satisface las

tres propiedades siguientes:

i) Para cada x € S, {x} € 1.
ii) I es o—completo.

iii) Si S C p(S) es una coleccion no numerable y mutuamente disjunta entonces

SNI+2.

El lema siguiente muestra que la propiedad de o—saturaciéon se preserva bajo

biyecciones.

Lema 1.31 Sean S y M conjuntos equipotentes. Si hay un ideal 0 —saturado sobre

S entonces hay un ideal o—saturado sobre M.

Demostracion. Sea f : S — M una biyeccién. Sea I un ideal o—saturado sobre

S. Se va a probar que J = {f[A] : A € I} es un ideal o —saturado sobre M.
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s o=flo)eJ. M=f[S|¢J.

» Sean X,Y € J. Entonces existen A, B € [ tales que f[A] = X y f[B] =Y.
Por ser f biyectiva se tiene que X UY = f[AU B]. Como AU B € I se tiene

que X UY € J.

» Sea X CY conY € J. Entonces f~'[X] C f'[Y] C S = f~'[M]. Como

fIf'Y]] =Y € J se tiene que f~![Y] € I y entonces también f~![X] € I.

Asi que X € J.

Hasta el momento, se ha demostrado que J es un ideal sobre M. En seguida se

probard que J es o—saturado.

» Sea x € M. Como f es biyectiva, existe y € S tal que f(y) = z. Ademds,

f{y}] = {2z} y como y € S se tiene que {y} € I, entonces {z} € J.

» Sea {Y,:n €N} C J. Entonces, para cada n € N, existe X,, € I tal que
f[X,] =Y,. Por la biyectividad de f se tiene que f {U Xn} = |J Y, y como
n=0 n=0

I es o—completo, |J X,, € I. En consecuencia, |J Y, € J.

s Sea S C p (M) una coleccién no numerable y mutuamente disjunta. Sea
T={f"'[Y]:Y eS}

Como f es biyectiva, T es una subcoleccién, no numerable y mutuamente dis-
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junta, de p (S). Por tanto, en virtud de que I es un ideal o—saturado, existe

X €1 tal que X € T. Luego, f[X] € Jy f[X]€S. |

Al inicio de esta seccién se mencioné la relacién de dualidad entre filtro e ideal.
Dado un filtro se puede definir un ideal asociado con el filtro y viceversa. Ademds,
ciertas propiedades importantes se trasladan del uno al otro. Los siguientes dos

lemas, muestran de modo explicito cémo hacer esto.

Lema 1.32 Sea F' un filtro sobre S. El conjunto I = {S — X : X € F'} es un ideal

sobre S.

Demostracion.

a) Como S € Fyo=2S5-—S5, entonces & € I. Por otra parte, si S € I entonces
S =85 — X para algin X € F. Pero esto implica que X = &, es decir, & € F'.

Contradiccién. Asi que S ¢ 1.

b) Sean Y1,Y; € I. Por hipétesis se tiene que Y; = S — X3, Y5 = S — X, con
X1, Xy € F.Luego YUY, = (S — X)) U (S — X3) =5 — (X1NXy). Por ser F/

un filtro sobre S, se cumple que X; N Xy, € F. Asi que Y1 UY; € 1.

c) Sean Y3 € I y Y] C Y3, Se tiene que Y, = S — X para algin X € F. Luego
Y1 €S — X dedonde X C S —Y;. Como F es un filtro S — Y; € F, asi que

Vi=5—-(S—Y)) el |
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Lema 1.33 Sea I un ideal sobre S. El conjunto F' = {S — X : X € I} es un filtro

sobre S.

Demostracion.

a) Si @ € F entonces @ = S — Y para algin Y € I, luego Y = S de donde
S € I, lo cual es contradictorio. Asi que @ ¢ F. Por otro lado, como @ € [ y

S =5 — O setiene que S € F.

b) Sean Y1,Y; € F. Entonces Y1 = S — X7 y Yo =5 — X5 con X;, X5 € I, luego
YinYa=(S5-X1)N(S—Xs) =5 — (X;UXy). Como X; U X, € 1, se tiene

que Y1NY, € F.

c) Sean Y7 C Y; con Y7 € F. Se tiene que Y7 = S — X para algin X € I.
Luego, S — X C Y, y entonces S — Yy C X. Asi que S — Y, € I, por lo que

Yo=5—-(S—-Ys) €F. ]

Definicién 1.34 FEl filtro F' definido en el lema anterior es el filtro dual de I
sobre S. De igual forma, el ideal I sobre S definido en el Lema 1.32 es el ideal

dual de F sobre S.

Observacion 1.35 Decir que I es el dual de F' es equivalente a decir que F es

dual de I.

Estas nociones duales son ttiles en cuanto permiten demostrar propiedades de

filtros usando propiedades de ideales y viceversa. En las demostraciones de algunos
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de los lemas que siguen se recurre al ideal dual o al filtro dual para llevar a cabo

su desarrollo.

Lema 1.36 Sea I el ideal dual del filtro F' sobre un conjunto S. Entonces I es un

tdeal principal sobre S si, y sdlo si, F' es un filtro principal sobre S.

Demostracion.

—) Supdngase que el ideal I es principal sobre S. Entonces I = {X : X C X;}
para algiin X; € I. Luego S—X; € F. Seprobardque F ={Y C S:5—-X; CY}.
En efecto, siY C Sy S — X; CV se tiene, por ser F' filtro, que Y € F'. Ademds,
siYeF,Y=95—X para algin X € I. Luego, X C X; y entonces S — X; C Y.

<) La demostracién es andloga a la anterior. |

Lema 1.37 Un filtro sobre S es un ultrafiltro si y solo si su ideal dual es primo.

Demostraciéon. Sea U un filtro sobre S y sea I su ideal dual.

—) Supéngase que U es un ultrafiltro. Sea Y C S entonces Y e U 0 S —Y € U.
SiYeUsetieneque S—Y € [ysiS—Y €UentoncesY =5 —(S-Y) € I.
Luego, I es primo.

<=) La demostracion es andloga a la anterior. |

Lema 1.38 Sea U un ultrafiltro sobre S. Se tiene que U es principal si y sdlo si

algin subconjunto unitario de S pertenece a U.
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Demostracion.

—) Supéngase que U es principal, es decir, que U = {X C S: A C X}, para
algin A en U. Ademds, supéngase que para cada a € S se tiene que {a} ¢ U.
Luego para cada a € S se tiene que S —{a} € U de donde A C S — {a}, para cada
a € 5, esto es, A = @. Contradiccién.

<) Supdngase que existe a € S tal que {a} € U. Entonces para cada A € U se
tiene que AN {a} # @ de donde {a} C A para cada A € U. Ademdssi X C Sy
{a} C X entonces, por ser U un filtro, X € U. Asi que U = {X C S : {a} C X},

esto es U es principal. |

Lema 1.39 SiI es un ideal primo sobre S, entonces su filtro dual F' es o (S) —1I.

Demostracion.

i) Sea Y € F. Entonces Y = S — X para algin X € [. Esto implica que Y ¢ I.
De lo contrario, se tendria que X UY € I, esto es, S € I; lo cual es imposible.

De modo que Y € p(5) — 1.

ii) Sea Y € p(S) — I, entonces Y € p(S) y Y ¢ I; por ser I un ideal primo,

S—Yel, porlocual Y € F. |

Por tltimo, se verd que la condicién de k—completitud para un filtro (ideal) tam-

bién se traslada a su ideal (filtro) dual.

Lema 1.40 Un filtro es k—completo si y sélo si su ideal dual es k—completo.
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Demostracién. Sea F' un filtro sobre S y sea I su ideal dual.

=) Supoéngase que F es k—completo. Sea { X, : & < A} una coleccién de elemen-
tos de I donde A es un cardinal tal que A < k. Entonces se tiene que para cada
a <\ X, =95-Y, para algin Y, € F. Por ser F' un filtro k—completo se

tiene que ﬂ Y, € F, luego
a<A

UXe=JB-Ya)=5-(Yael

a<<\ a<A a<A

<=) Supoéngase que [ es k—completo. Sea {Y, : a < A} C F donde, de nuevo, A
es un cardinal tal que A < k. Para cada a < \, Y, = S5 — X, para algin X, € |

y como UXQEI,

a<<

(NYa=[)S-X))=5-|JXa€F

a<A a<< a<<

Lema 1.41 Sean S y M conjuntos equipotentes. St hay un ultrafiltro no principal

k—completo sobre S entonces hay un ultrafiltro no principal k—completo sobre M .

Demostracién. Sea U un ultrafiltro no principal k—completo sobre S. Sea g una
biyeccién de S en M. Sea G : p(S) — p (M) tal que G (X) = g[X] para cada

X € p(S). Por el Lema 1.23 se tiene que el ultrafiltro V' = G [U] es no principal
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sobre M. Resta entonces probar la condicién de k—completud para V. Sean A un
cardinal menor que k y S = {Y,, : @ < A} una coleccién de elementos de V. Se tiene

que para cada Y, € S existe un unico X, € U tal que G (X,) = Y,. Luego, como U

es k—completo, ﬂXa € U y por tanto, ﬂYa = ﬂG(Xa) =G (ﬂXa> eV.

a<< a< a<< a<<

1.4. Nociones de Medida

La estructura algebraica sobre la cual se definen las medidas es la llamada

o—4&algebra.

Definicién 1.42 Sea S un conjunto. Una coleccion & C o (S) es una o—dlgebra

de subconjuntos de S si

a) Se6.
b) Si X € G entonces S — X € G.

c) Si {X, :n € N} C & entonces U X, € 6.

n=0

Observacion 1.43 Ndtese que de la definicion de o—dlgebra, se pueden probar
las siguientes propiedades para toda o—dlgebra G:

i) o€ 6.

ii) Para toda coleccion {X, :n € N} C &, ﬂXn € 6.

n=0
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En principio se define el concepto de medida sobre un conjunto cualquiera.

Definicién 1.44 Sean S un conjunto y & una o—dlgebra de subconjuntos de S.
Una medida o—aditiva sobre S es una funcion p: & — [0,4+00] que satisface

las siguientes condiciones:

i) p(0)=0.

ii) Si {X, :n €N} es una coleccion de elementos de S, mutuamente disjuntos,

entonces
i (U Xn) = Z w1 (X,) . (Propiedad de o — aditividad)
n=0 n=0

Observacion 1.45 La siguiente propiedad se deduce de la anterior definicion:

Para cada X,Y € S, si X CY entonces 1 (X) < pu(Y).
Una medida sobre S es una medida sobre la o—4&lgebra ¢ (.5).

A continuacién se presenta la definicién de medida de Lebesgue. Esta presentacion
se basa fundamentalmente en [S, pp. 6-8]. Sin embargo, el lector también puede

consultar [R], [N] y [U].

La medida de Lebesgue se define sobre una o—algebra de subconjuntos de R. En
principio, los conjuntos mds simples para los que se desea que exista una medida

son los intervalos. También es deseable que la medida asignada a ellos, sea la m&s
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natural, su longitud. En este sentido, la medida de Lebesgue i, serd tal que si A

es un intervalo, p; (A) es su longitud.

o0
Por otra parte, si A es un abierto, entonces A = U I,, donde {I,} es la familia

n=0

de los intervalos componentes” de A [A, p. 62]. Se define p; (A) = Z pr (I).
n=0

Ademsds, si A es un conjunto cerrado, entonces ji; (A) = Z (1—pp((n,n+1)—A))
nez
Finalmente, si A es un subconjunto arbitrario de R se definen las siguientes medi-

das sobre A.

Definicién 1.46 La medida externa ii* de A es

w* (A) =inf{u, (U): U es abierto y A C U}
Definicién 1.47 La medida interna p, de A es

i, (A) =sup{p, (F): F es cerrado y F C A}

Definicién 1.48 Un subconjunto A de R es Lebesgue medible (o simplemente

medible) si p* (A) = p, (A). En este caso se escribe iy (A) = p* (A) = p, (A).

Observacién 1.49 Un subconjunto propio no vacio de R no puede ser a la vez

abierto y cerrado.

"Sea S un conjunto abierto de R. Un intervalo abierto I es un intervalo componente de S
si I € Sy no existe otro intervalo abierto J # I tal que I C J C S.
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Se puede demostrar [R, pp. 122-123] que la medida de Lebesgue, 1 , sobre la

o—ialgebra & de los conjuntos medibles segiin Lebesgue, satisface:

i) [a,b] € &y puy la,b] = b—a, para todo a,b € R, a < b.

ii) Si A€ S entonces A+a€ Sy pu,(A+a)=pu(A), para todo a € R.

La medida de Lebesgue resulta ser éptima en R en el sentido de que la medida
de cada intervalo es exactamente su longitud y, ademaés, la medida de un conjunto
se preserva bajo traslaciones. Sin embargo, se puede demostrar en ZFC que hay
subconjuntos de nimeros reales para los cuales no es posible asignar una medida
en el sentido de la Definicién 1.48. Es decir, hay subconjuntos de nimeros reales
que no son Lebesgue medibles. En 1905 Giuseppe Vitali construyé un conjunto no
medible; en esta contruccion, Vitali, hizo un uso explicito del axioma de eleccién

y de las dos propiedades mencionadas de la medida de Lebesgue [S, p. 7].

Definicién 1.50 Sea S # @. Una medida probabilistica c—aditiva no trivial

sobre S es una funcion p : o (S) — [0, 1] tal que

a) p(2)=0,p(5) =1

b) Para cada a € S se tiene que p ({a}) = 0 (Propiedad de no trivialidad).

c) Si{X, :n € N} es una coleccién de subconjuntos de S mutuamente disjuntos,
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entonces

7 (U Xn> = p(X,) (Propiedad de o-aditividad)
n=0 n=0

Observaciéon 1.51 En adelante, cuando se haga referencia a una medida sobre un

congunto S se entenderd, si no se dice otra cosa, que es una medida probabilistica

o—aditiva no trivial sobre S.

El lema que sigue muestra que la existencia de una medida se preserva para con-
juntos de la misma cardinalidad. Asi que para estudiar la existencia de una medida
sobre R, basta hacerlo sobre [0, 1]. En este sentido, la pregunta ahora es: jExiste
una medida sobre [0, 1]7 O en forma mas general: ;Existe una medida sobre algun
conjunto S?7 Més adelante se abordard este problema con herramientas conjuntis-

tas.

Lema 1.52 Si hay una medida sobre un conjunto S, y M es un conjunto tal que

|S| = |M]|, entonces hay una medida sobre M.

Demostracién. Supéngase que hay una medida p sobre S. Como |M| = |S],
entonces existe una funcién g : M — S biyectiva. Luego G : (M) — o (S)
definida por G (X) = ¢ [X] es biyectiva. Se probard que v = oG : p (M) — [0,1]

es una medida sobre M.
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b. Sea a € M, obsérvese que v ({a}) = (40 G) ({a}) = (G ({a})) = (g [{a}]).
Pero, g [{a}] = {b} para algin b € S, y asi, p(g[{a}]) = u({b}) = 0. Por lo

tanto v ({a}) = 0.

c. Si {X, :n € N} es una coleccién de subconjuntos mutuamente disjuntos de M

(U)o () o)

Luego, por definicién de G se tiene que

(o)) -+ (10~

Pero, como g es biyectiva,

(o [Gw]) (o) (Gooro)

Ademds, puesto que la coleccién {G (X,,) : n € N} es mutuamente disjunta,

entonces

p (UG<Xn>> =Y (G = v (X
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n=0

Por lo tanto, v (UX”> = iy (Xn)- |

n=0

El siguiente lema muestra que la existencia de una medida sobre un conjunto S
implica la existencia de un ideal o—saturado sobre S. En particular, la coleccién

de todos los conjuntos de medida cero forman un ideal o—saturado.

Lema 1.53 Sea p una medida sobre S. Entonces I = {X C S : pu(X) =0} es un

tdeal o—saturado sobre S.

Demostracion.

En primer lugar, se verd que I es un ideal no principal sobre S.

i) Por definicién de medida, ;4 (@) =0y pu(S) =1. Luego @ € [ 'y S ¢ I.

ii) Sean X € I yY € I. Se tiene que (Y — X) < (YY), pues Y — X C Y. Luego
p(Y —X)=0. Ademds, X UY = X U (Y — X)) y entonces

p(XUY)=p XUl —-X)=p(X)+pu(Y —X)=0,estoes XUY € I.

iii) SiY € I y X C Y entonces por la propiedad de la monotonia de p se tiene

que u (X) < p(Y). Pero por hipétesis o (Y) = 0. Luego, pu (X) =0. Asi X € I.
La propiedad de o—saturacion de I resulta de las siguientes propiedades:

i) Por la no trivialidad de u, cada a € S satisface que {a} € I.
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ii) Sea {X,, : n € N} una coleccién de elementos de I. Sean

n—1

Yo=Xo, i=X1-Xo, o= X, — (XoUXy), ..., Y, =X,— [ JXs ...
k=0

Cada Y,, estd en I, la coleccién {Y,, : n € N} es mutuamente disjunta y
Ux. = Ur.
n=0 n=0

Luego, <GX”> =pu (GY"> = iu(Yn) = 0; asi, DX” el
n=>0 n=0

n=0 n=0

iii) Sea S C p (5) una coleccién no numerable, mutuamente disjunta. Supéngase,
por contradiccién, que para todo X € S se tiene que X ¢ I. Luego, si X € S,

p(X) > 0. Para cada n € N — {0}, sea

Se probara que cada S,, es finito y que S = US”’ con lo cual S serd a lo mas
n=1

numerable, en contradiccién con lo supuesto. En efecto,

= Si algin Sy es infinito entonces hay un subconjunto numerable { Xy, : n € N}
de Si. Como S C Sy S es una coleccién mutuamente disjunta de subconjuntos

de S entonces S; también lo es. En consecuencia, por la c—aditividad de p y
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por la propiedad que caracteriza los elementos de Sy,
[e.e] [ee] o0 1
Xin | = Xin) > - =

Pero Uan C S y por tanto p (UX”> < 1 (S) = 1. Contradiccion.

n=0 n=0

= La inclusién GS” C S es inmediata ya que, por definicién, cada S, es un
n=1
subconjunto de S. Por otra parte, si X € S, entonces, se tiene que X ¢ I de
donde p(X) > 0. Luego, existe j € N — {0} tal que p(X) > % de donde
Xe§; C GSn y, por tanto, S C GS"‘ |
n=1 n=1

Se requiere ahora definir un tipo de medida especial y estudiar algunas de sus

propiedades que son necesarias para establecer resultados posteriores.

Definicién 1.54 Sea i1 una medida sobre S. Un conjunto A C S es un atomo si

p(A) >0 y si para cada X C A, se tiene que, ;1 (X) =0 o p(X) = u(A).

Definicién 1.55 Una medida p sobre S es desatomizada si no existen dtomos

en S.

El siguiente resultado muestra que siempre que exista una medida desatomizada
sobre un conjunto S entonces cada subconjunto de S con medida positiva contiene

subconjuntos con medida positiva tan pequena como se requiera.
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Lema 1.56 Sea i1 una medida desatomizada sobre S. Entonces

a) Para cada ¢ > 0 y cada X C S con p(X) > 0 existe un Y C X tal que

0<uly)<e.
1
b) Para cada X C S existe un Y C X tal que p(Y) = JH (X).
Demostracioén.

a) Sean ¢ > 0y X C S con p(X) > 0. Primero se probard por induccién

matemadtica que para todo n € N existe un Y C X tal que

p(X)
0<pu(Y)< on
i) Para n = 0, basta con tomar Y = X.
ii) Para n = 1. Por hipétesis se tiene que u es desatomizada y, debido a que

1 (X) > 0, entonces existe un X; C X tal que p(X1) >0y pu(Xq) # p(X). Es

claro que X = X; U (X — X3), luego p(X) = (X)) + u (X — X7). Se escoge

1
Y1 = Xj 0Y; =X — Xj, segin sea el caso tal que 0 < p (Y7) < §,u (X). Por lo
. 1
tanto existe Y7 tal que Y7 € X y p(Y;) < oiH (X).

iii) Caso inductivo. Supéngase que para n = k existe Y, C X tal que 0 < p(Yy) <

1 (X)
2k

. Luego, como p es desatomizada y p(Yy) > 0, existe X1 C Y} tal que

p(Xkr1) > 0y p(Xgr1) # p(Yr). Como Yy = X1 U (Ve — Xjy1) entonces
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p(Yr) = p(Xge1) + g (Y — Xgy1). Tomando apropiadamente Y; 3 = Xgi1 0

< ) p(X)

Yir1 = Yi — Xpy1 se tiene que 0 < p(Yiy1) < 5 S ok Ahora, por

la transitividad, tanto de la desigualdad como de la inclusién, se concluye que

1
Vi1 € X y 0 < p(Ye) < Wﬂ()ﬁ-

Esto concluye la prueba, por induccién matemadtica, de que para todo n € N existe

X
un conjunto Y, C X tal que 0 < u (Y;,) < N;n )
X
Ahora bien, como p (X) > 0, entonces existe 1 € N tal que M < e. Por tanto,
X X
0<p(Ya) < 'u; ) < M(A ) < ey, haciendo Y = Y}, se obtiene 0 < p (V) < e.
" n

Asi queda demostrado a).
b) Sea X C S. Se tienen dos casos para X.

i) Si u(X) =0, entonces basta tomar Y = X.

i) Si p(X) = m > 0. Supéngase que no existe ¥ C X tal que p(Y) = %
Bajo este supuesto se demostrard, usando Recursién Transfinita, que es posible
construir una coleccién S no numerable, mutuamente disjunta, de subconjuntos
de X de medida positiva. Esto producird una contradiccién puesto que, por la
propiedad de o—saturacién del ideal I = {X C S : u(X) = 0}, se tendrd que
SN 1 # @ lo cual no puede ser porque para cada Y, € S se tiene que Y, > 0.

De esta forma quedard probado b).

Sea ¢ : (p (X)) — @ (X), donde (p(X))=" es el conjunto de todas las
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sucesiones, de elementos de o (X ), de longitud menor o igual que wy, definida

como sigue:

* Si(Z,:v<f)e (p(X))™ es disjunta y satisface que p (UZ"> < %,
v<p
entonces

X - (Uzy> U (x_ Uzy>

v<pf v<p

Luego,

p(X)=p (UZ) + (X— UZ>

v<p v<p

y por lo tanto

[y monuz)

Asi que, por a), existe Zg C X—UZV tal que 0 < 11 (Zg) < %—,u <UZ”>’

v<p

de donde 0 < p(Z3) < %

En este caso, se define ¢ ((Z, : v < f8)) = Z3.

% En otro caso, se define ¢ ((Z, : v < ) = @.

De otro lado, por a), existe W C X tal que 0 < p (W) <

%, de donde

0<pu(W)<

m
2.

Luego, por el Teorema de Recursién Transfinita, existe una sucesién (Y, : n < wy),
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de elementos de p (X), tal que:

e Yo =W.

e Paracadan <wi, Y, = ((Ye: & <n)).

Ahora bien, para la coleccién S = {Y;, : ) < wy} es fécil probar, por Induccién

Transfinita, las siguientes afirmaciones:

e Para cada n < wy, se tiene que x (Y;) > 0.

e Para cada 1 < wy, se tiene que ¥;, € X — |J Ye.
&<n

De lo cual se deduce que S es una coleccién no numerable y mutuamente dis-

junta. |

Observacién 1.57 Una extension a R de la medida de Lebesgue es una
medida 1 : o (R) — [0, 400] tal que pu (X) = py (X), para todo subconjunto X de

R medible segin Lebesgue.

El siguiente lema relaciona una extensién a R de la medida de Lebesgue con las

medidas desatomizadas.

Lema 1.58 Si i es una extension a R de la medida de Lebesgue entonces . es

desatomizada.

Demostraciéon. Supéngase que p no es desatomizada. Entonces existe un dtomo

1
A de R. Luego, 1 (A) > 0y existe k € N tal que T <K (A). Ahora bien, si se toma
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1
e = o se tiene que la coleccién {(n+te,n+ (t+1)e]:neZN0<t<k—1}

es una particién numerable de R, ademds p((n+te,n+ (t+1)¢]) = ¢ < p(A).

Luego
AZU(O(n+t€,n+(t+1)€]ﬁA>
de donde
pd) = “(U (O(n+ts,n+(t+1)s]mA>)
- Z(Z_:M(<H+t€,n+(t+1)s]ﬁA)>
Pero

p(n+te,n+(E+1)eNA) < pu((n+te,n+(t+1)¢e])

= e<p(4)

y como A es un dtomo, p((n+te,n+ (t+1)efNA) =0parat=0,1,--- k—1y
todon € Z, por lo tanto 1 (A) = 0. Contradiccién. Asi que p debe ser desatomizada.

Corolario 1.59 Si existe una extension a R de la medida de Lebesque entonces su

restriccion a p ([0, 1]) es una medida probabilistica o — aditiva no trivial desatomizada
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sobre [0, 1].

Reciprocamente es posible probar, aunque ya no es tan fécil, que si existe una
medida o—aditiva probabilistica no trivial y desatomizada sobre [0, 1] entonces
existe una extension a R de la medida de Lebesgue sin la propiedad de invariancia
bajo traslacién a todo el continuo. Esta prueba se llevard a cabo hacia el final del

trabajo.

A lo largo de este capitulo se han establecido los resultados suficientes para abordar
el problema de la medida desde el punto de vista que interesa en este trabajo. En
lo que sigue se explicitard la relacién que hay entre los Cardinales Inaccesibles, la

Hipotesis del Continuo y el Problema de la Medida.



Capitulo 2

Una Aproximacion Conjuntista al

Problema de la Medida

En el Capitulo 1 se mencioné que a partir del sistema axiomatico ZFC no es
posible probar la existencia de un cardinal inaccesible. También se dijo que, bajo
ZFC, tampoco es posible extender a R la medida de Lebesgue. Sin embargo, si
se asume que existe una extensién a R de la medida de Lebesgue, esto implica,
como ya se mencioné en el Capitulo 1, la existencia de una medida o—aditiva
probabilistica no trivial y desatomizada sobre [0, 1]. Luego, por el Lema 1.53 existe
un ideal o —saturado sobre [0, 1]. En lo que sigue se considerard, entonces, el minimo

cardinal de aquellos conjuntos sobre los cuales hay un ideal o—saturado.

Definicién 2.1 Sea k el menor cardinal tal que k = |S| para algin conjunto S
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sobre el cual hay un ideal o—saturado.

En las pdginas siguientes, se va a probar que x es un cardinal inaccesible. N6tese
)
que por el Lema 1.31 existe un ideal I, o —saturado, sobre k. A continuacién se

enunciardn y demostrardn algunas propiedades de dicho ideal.
Lema 2.2 [ es k—completo.

Demostraciéon. Supéngase que para algin cardinal A < k existe una coleccién

{X,,:n <A} C I tal que U X, ¢ I. Supéngase que la aplicacién n — X, es
n<A
inyectiva. Basta suponer que la coleccién {Xn}n <, es mutuamente disjunta pues, si

no lo es, se considera la coleccién {)(7’7}77<A definida por X = X, —U {X,:v<n}

es mutuamente disjunta, cada X] € I,y

para cada n < \. Es claro que {X’;}n@\

LJX,7 = LJX{7 Sea

n<A n<A

J:{Yg/\:UXnEI}

ney
A continuacién, se va a probar que J es un ideal o —saturado sobre \. Notese que
esto contradird la definicién de k pues A serd un conjunto con cardinalidad menor

que k y que posee un ideal o—saturado.

a) Para probar que J es un ideal sobre A, obsérvese, en primer lugar, que J C o (A).

Ademsds, o C \y U X, = @ € I por ser I un ideal sobre x. Luego, @ € J. Por
neED
otra parte, como se ha supuesto que U X, ¢ I entonces A ¢ J. En segundo
n<A



Capitulo 2  Una Aproximacién Conjuntista al Problema de la Medida

lugar, sean X,Y € J. Por hipétesis X C Ay Y C A luego X UY C A. Aho-

ra, U X, = (U Xn) U <U X7,>. Pero, dado que X,Y € J, entonces

neXuy neX ney
UXnEly UXUGI,conlocual U X, € I. Luego, X UY € J. En

neX ney neXuy
tercer lugar, sean Y € J y X C Y. Por transitividad de la inclusién se tiene que

X C \. Ahora bien, U X, € I porque Y € J. Ademds, como X C Y entonces
ney

U X, C U X,. Luego, U X, €1, de donde X € J.
neX ney neXx
b) Sea v < A. Asi que X, € I. Se tiene que {7y} C Ay U X, =X, € I. Luego

ne{v}

{7} e

c) Para probar que J es o—completo, sea {Y,, :n € N} C J, entonces se tiene

que Y, € X\ y por tanto U Y, C A SeaY = U Y,. Por la ley asociativa
neN neN
generalizada de la unién de conjuntos,

Ux-U(Ux)

ney neN \ney,
Pero, por hipétesis, se tiene que |J X, € I para cada n € N. Luego, como [/
77€Yn

es o—completo (por ser o—saturado), U ( U Xn) € I, es decir U X, el

neN \ney, ney
de donde Y = U Y, € J.

neN

d) Sélo resta probar que para cada coleccién no numerable mutuamente disjunta
N C p () se tiene que NNJ # &. Supéngase, por contradiccion, que existe una

coleccién no numerable mutuamente disjunta M C o () tal que M NJ = @.
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Entonces, para todo Y € M, se cumple que U X, ¢ I. Sea
ney

M*_{an;YeM}

ney

Notese que M*NI = &. Se probara que M* es una coleccién no numerable mu-
tuamente disjunta de elementos de p (k), lo cual contradira que I sea o —saturado.

Sean U X,y U X, dos elementos de M* y supéngase que
neYy neY?

(yr)n(ys) -

neYy neYa

Entonces existe un elemento & tal que & € U X, y¢€¢€ U X,. Esto implica
neYy neYa
que { € X,, para algin n; € Y; y también { € X, para algin 7, € Y3, esto
es X, (X,, # @ de donde X, = X, ya que se estd suponiendo que la colec-
cién {Xn}77 -, s mutuamente disjunta. Por tanto, n; = 7, y, en consecuencia,
Y1 NY, # &. Dado que la coleccién M también es mutuamente disjunta, se con-
cluye que Y; = Y, lo cual implica que U X, = U X,. Esto prueba que M* es
neYy neY2

mutuamente disjunta. Ahora se va a probar que para todo Y;,Ys € M, si Y] # Y,

entonces U X, # U X,. Esto comprobard que M* es no numerable. Supén-

neYy neY2
gase que U X, = U X,. Sea { € Y;. Se tiene que X C U X, y por tanto
neYy neYs neyy

Xe C U X,. Asf que X¢ = X, para algin n € Y5 de donde { = 71 y entonces
neYs
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¢ € Y;. Esto muestra que Y; C Y,. De igual forma se prueba que Yy C Y;. Asi
que Y; = Y,. En conclusién, J es un ideal o—saturado sobre A. Pero A\ < k. Esto
contradice la definicién de x como el minimo cardinal sobre el cual hay un ideal

o—saturado. Por lo tanto I es k—completo. |

Como una consecuencia del lema anterior se tiene que cualquier subconjunto de x

de cardinalidad menor que k tiene que estar en el ideal I.
Corolario 2.3 Si X C k y |X| < k entonces X € I.

Demostracién. Sea X = {z, : n < |X|}. Para cadan < | X]| se tiene que {z,} € I,
pues I es o—saturado. Y, como [ es k—completo, X = U Hz,} < |X|} € L.

El resultado que sigue también es consecuencia de la k—completitud de I y es un

preambulo para verificar que x es inaccesible.
Corolario 2.4 x es un cardinal reqular no numerable.
Demostracion.

= k es un cardinal no numerable, pues si xk fuera numerable, entonces
k = {x, : n € N}. Luego, para todon € N, {z,} € I y, como I es o—completo,
U {z,} € I. Pero k = U {z,}, asi que k € I. Esto contradice que I sea un

neN neN
ideal sobre k.
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= Para probar que k es regular, supongase, por contradiccién, que k es singu-
lar. Entonces existe una sucesién transfinita creciente (o, : v < 9) de ordi-
nales, donde 1 es un ordinal limite menor que x, o, < k para todo v < ¥
y sup{a, 1 v <} = U{al, cv <vY} = k. Como o, < Kk entonces o, € K
y {a,} € I, para cada v < 1, pero como I es k—completo, se tiene que

U {a, : v <V} € I esto es k € . Contradiccidn. |

Se tiene que k es un cardinal no numerable y regular. Resta probar que k es un

cardinal limite. Para ello es necesario introducir el concepto de matriz de Ulam.

Definicién 2.5 Sea A un cardinal. Una coleccion {Am7 a< At n< )\} de sub-

conjuntos de \* es una matriz de Ulam (A*, )\) St

i) Para cada n < X y para cada o, 3 < X", si a # 3 entonces An, N Ay = 9.

ii) Para cada o < A\t el conjunto \* — U Ay, tiene cardinalidad a lo mds \.
n<A

En particular, una matriz de Ulam (R, RXy) es un coleccion {A,, : @ < w1, n < w}

de subconjuntos de w; tal que

i) Para cadan < w, y cada o, 8 < wy, si o # [ entonces A,, N Ag, = &;

w1 — U Aom

ii) Para cada o < wy, se tiene que < Np.

Una matriz de este tipo se puede “ver” asf
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AOO AOl A02 A03 A04 A05 AOG AOn
AlO All Al2 A13 A14 A15 A16 Aln
A20 A21 A22 A23 A24 A25 A26 AQn
AwO Awl Aw2 Aw3 Aw4 Aw5 Aw6 Awn
Aw—i—l,O Aw+1,1 Aw+1,2 Aw+1,3 Aw+1,4 Aw+1,5 Aw+1,6 Aw+1,n
AwZ,O Aw2,1 Aw2,2 Aw2,3 Aw2,4 Aw2,5 Aw2,6 e Aw2,n
Ao Ao Agon  Agos Agws  Agos  Agog o Agon

En la matriz anterior cada par de elementos distintos en una misma columna son
disjuntos. Ademés, la unién de los elementos de cada fila, contiene a casi todos los

elementos de wq, excepto una cantidad a lo mas numerable.

En seguida se garantiza la existencia de matrices de Ulam para cualquier cardinal.

Lema 2.6 Para cada cardinal R, existe una matriz de Ulam (N, 41, R,).

1

Demostracién. Sea ( < w,;;. Sea f. una funcién’ con dominio w, tal que

18i ¢ < w,, basta con tomar fe 1wy, — w, tal que f¢ (o) = a para cada o < w,.
Si w, < ¢ < wyt1, basta con que fe sea una biyeccién de w, en ¢, pues |w,| = |(].
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¢ Cranfc. Sea

Aan:{c:fC(n) :O‘}

para cada o < w,41 y cada n < w,. La matriz denotada por (A,,) es una matriz

de Ulam (X,1,R,), como se muestra a continuacion.

» Para cada n < w, y para cada o, 8 < w,i1, st a # 3 entonces Ay, N Agy = O.
En efecto, sean n < w, y o, 8 < wy41 tal que Ay, N A, # @. Entonces existe
un ¢ € Ay () Agpy, luego ¢ € Ay, y ¢ € Ap,y. Asi que fc(n) =ay fo(n) = p5.

Debido a que f¢ es funcién se concluye que o = S3.

s Para cada o < w,, < N,. En efecto, si ( € w41 — U Ao

n<wy

Wyl — U Aan

n<wy

entonces ( € w,41 y ¢ ¢ U A,,. Luego, f¢(n) # o« para todo n < w,, asf que
n<wy

a ¢ranf, y por tanto a ¢ ¢. Esto implica que ¢ < av. Luego w,+1— U Aoy C a1

n<wy

Wi = | Aan| S la+1] = |a| < |w,| =R, |

n<wy

y

En el teorema que sigue se utilizardn las matrices de Ulam para demostrar que el

cardinal k de la Definicién 2.1 es débilmente inaccesible.

Teorema 2.7 k es débilmente inaccesible.

Demostracion. Ya se prob6 que s es no numerable y regular, basta probar que

Kk es un cardinal limite.
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Supoéngase que k es un cardinal sucesor, esto es, k = N, ;1. Sea

M={Au:a<wy1,n<w,}

una matriz de Ulam (N, 1, 8,). Se garantiza que esta existe por el lema anterior.
A continuacion se prueban algunas propiedades de los elementos de M que, com-

binadas con las propiedades de k, producen una contradiccion.

i) Para cada o < w41 existe un n < w, tal que Ay, ¢ I. En efecto, debido a que

K — U Aan

n<wy

por el corolario 2.3, kK — U Ay € 1y, por tanto, U Ay ¢ 1. Pero, como [
n<wy n<wy

es k—completo, entonces existe algin n < w, tal que A,, ¢ 1.

(A,y) es una matriz de Ulam se tiene que, < N,,1 = K, asf que,

ii) Sea T, = {a: As, ¢ I}. Por i) es claro que U T, = wyi1.

n<wy
ili) Fxiste ) < w, tal que |T;| = N, 4. En efecto, si para cada n < w, se tiene que

IT,| <X, entonces

N1/—&—1: §Z|TU|§NVNV:NV

n<wy

U,

n<wy

Contradiccién.

iv) Sea

S:{Aaﬁ:ae'ﬂ‘ﬁ}
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Se probard que S es una coleccion de subconjuntos de k no numerable y mutua-
mente disjunta. Es claro que S es no numerable, pues tiene cardinalidad k, y por
la propiedad i) de las matrices de Ulam se tiene que es mutuamente disjunta,

pues todos los elementos de S estdn en una misma columna de M.

De la condicién de o—saturaciéon de I se tiene que SN I # &, lo cual contradice
la definicién de S. La contradiccién se deriva de suponer que k es una cardinal
sucesor, asi que k es un cardinal limite. Esto concluye la demostracién de que x es

un cardinal débilmente inaccesible. [ |

El siguiente resultado, de gran importancia, es una consecuencia de los lemas
anteriores. Si se acepta la existencia de una medida sobre un conjunto A, se tendré

que aceptar también la existencia de los primeros cardinales grandes.

Teorema 2.8 Si hay una medida sobre un conjunto A, entonces existe algin car-

dinal \ débilmente inaccesible tal que A < |A|.

Demostraciéon. Si hay una medida g sobre un conjunto A, entonces por el lema
1.53 hay un ideal o — saturado sobre A y, por tanto, k < |A|, donde & es el cardinal

de la Definicién 2.1. Ya se ha probado que x es débilmente inaccesible. |

En particular, si existe una medida sobre R, es decir, si existe una medida sobre
2% el tamafio del continuo tendria que ser sorprendentemente grande. En tal

caso, 2% serfa mayor o igual que el minimo cardinal débilmente inaccesible. Asf,
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2% > N, pues ¥; no es débilmente inaccesible porque no es un cardinal limite
debido a que es el sucesor de Ny. Ademds, 2% +#£ X, para todo n < w, pues se sabe
que cada X,, es un cardinal que no tiene predecesores débilmente inaccesibles. Mds
atn, 2% £ R, pues se sabe que N, no es un cardinal regular ya que X, = Z N,
[HJ, p. 161]. Luego, 2% también serfa diferente de N,,1, Ny o, Noi3, ,n;;rn
con n < w. En particular, la Hipétesis del Continuo es falsa bajo el supuesto de la

existencia de una extensiéon a R de la medida de Lebesgue; mds aiin, si se quiere

que exista tal extensién, una posibilidad es trabajar en el sistema ZFC + (—HC).
Nota. Una medida p es bivaluada si ran p = {0,1}.

A continuacién se presenta uno de los teoremas mas importantes para la aproximacior
a la solucién del problema de la medida, desde el punto de vista de la teoria de

conjuntos. Este teorema se debe a Stanislaw Ulam:

Teorema 2.9 (Ulam) Si existe una medida sobre un conjunto S entonces existe

una medida bivaluada sobre un subconjunto de S o existe una medida sobre 2%°.

Demostraciéon. Supéngase que existe una medida p sobre S. Se considerard el

caso en el que i tenga un dtomo y después el caso en el que p sea desatomizada.

1. Si p tiene un 4tomo A en S, entonces p(A) > 0y paracada X C A, u(X)=0

X
6 u(X)=p(A). Seav(X) = M La funcién v es una medida sobre A. En

1 (A)

efecto,
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p(A) p(A)
, _r(a}) _
ii) Sea a € A, luego v ({a}) = LA) 0.

ili) Sea {X,, : n € N} una coleccién de subconjuntos de A disjuntos dos a dos.

Entonces

Hasta aqui se ha probado que v es una medida sobre A.

iv) v es bivaluada. En efecto, para todo X C A, p(X) =00 u(X) = p(A).

' = 0 entonces v :,u(): 0 = i =

Sip(X) =0 ent . (X)(A) () A 0. Si p(X) = p(A)
_p(X) _p _

entonces v (X) = () " p(A) =1.

2. Si p es desatomizada, se define por recursién transfinita la siguiente coleccién

de subconjuntos de S

M = {X(; 10 € nfjo{o, 1}”}

X@ZS

S 1
Xpestal que Xg C Sy u(Xo) = # =3 La existencia de Xy y de los demés

X5 se garantiza por el Lema 1.56.
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X; =85 — Xy. Nétese que p(X7) = pn(Xo) = %

Xoo es tal que Xog C Xo y 1 (Xoo) = a (2(0) = %

Xo1 = Xo — Xoo. Nétese que Xoy C Xo y p(Xo1) = p(Xoo) = %
Xio es tal que X190 C X7y 1 (Xq0) = ’u(fl) = %

1
Xll = Xl — XlO' Nétese que u (Xll) = (Xl(]) = 52¢

92
Xooo es tal que Xogo C Xoo ¥ 1t (Xooo) = @ = %
Xoo1 = Xoo — Xooo- Nétese que 1 (Xoo1) = a <)2(00) = %
Xowo es tal que Xo10 C Xo1 v 1 (Xowo) = a ()2(01) = %
Xo11 = Xo1 — Xo10- Nétese que p (Xo11) = a ()2(01) = %
X110 es tal que X110 C X11 y i (Xi10) = 'UJ(;(H) = %

o0 1

En general, para la sucesion § € |J {0,1}" se tiene que p (X5) = om donde m
n=0

es la longitud de la sucesion d. Asi que, conocido Xy, se tiene que X590 C X

y Xs1 € X;. Ademds X5 = X5 — Xs1. Ahora, para cada f € {0,1}" sea

o0

X¢ = (1) Xyn Notese que, dado que X5 = S, entonces
n=0

UJ{xp: fe{o1}}=s5

Los conjuntos X satisfacen las siguientes propiedades:

a) Si f # g entonces XyNX, = @. Enefecto,sead = {m € N: f (m) # g(m)}.
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Como f # g entonces A # &. Por el buen ordenamiento de N existe
n € N tal que n = min. Luego X411 # Xgmi1 ¥, por la propiedad
de minimalidad de n, f [ n =¢g [ n. Sea d = f | n = g | n. Entonces
Xint1 = Xs0 0 Xfpng1 = Xs1. Si Xpppp1 = Xso entonces Xy = Xoi.
Luego Xyipi1 = X5 — Xgpnt1 ¥, por tanto, (Xypt1) N (Xgpnt1) = 9, asi

(ﬂ Xf[m) ﬂ (ﬂ Xg[m> = J, esto es, Xy N X, = &. Andlogamente si
m=0 m=0

Xfint1 = X1

b) Para cada Xy se tiene que p(Xy) = 0. Dado que Xy = ﬂ X, entonces
n=0
Xy C Xy, para todo n € N. Luego, por la monotonia de p, se cumple que

1
0<pu(Xy) <p(Xsm) = o bara todo n € N. Por lo tanto x (Xy) = 0.

Sea v la funcién con dominio p ({0,1}") definida por

v(Z)=p (U{Xf fe Z}) , para cada Z C {0,1}"

Se va a probar que v es una medida sobre 2%,

i) v (@) = 0 pues,

v (@)= ({Xs: fe@}) = n(o) =0
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Ademss, v ({0,1}*) = 1 ya que

v (0,15 = u (J1Xs: £ € {0,11°}) = u(8) = 1

ii) Para cada f € {0,1} se tiene que v ({Xf}> =p U Xel=p <Xf> =0,
re{ 7}

por la propiedad b) de los conjuntos Xj.

iii) Sea {Z, : n € N} una coleccién a lo més numerable de subconjuntos mutua-

mente disjuntos de {0,1}*. Entonces

(89) - (0fo ) B0 1020

= iu(U{Xf:fEZ"}) :iy(zn)

n=0

Luego, v (U Zn> = Zl/ (Z,). |

n=0 n=0

En la segunda parte de la demostracion anterior se ha probado que si existe una
medida desatomizada sobre algtin conjunto S entonces existe una medida sobre 2%
y por tanto sobre R. Se va a probar ahora que esto a su vez implica la existencia
de una extension a R de la medida de Lebesgue. La presentacion, que se hace a

continuacioén, se basa fundamentalmente en (I, pp. 262-264].
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De nuevo, sea v la medida sobre 2% que se definié en la pagina 52. Sea

F:{0,1}* —[0,1]

definida por

=Y 4

La funcién F' es sobreyectiva. En efecto, sean = € [0, 1] y (a; : ¢ € N) una expansién
binaria de x. Sea g : w — {0, 1} tal que g (i) = a;. Entonces F' (g) = x. Sea ahora
la funcién p : 9 ([0,1]) — [0,1] tal que pg (X) = v (F~![X]). En seguida se va a

probar que ji, también es una medida sobre [0, 1]. En efecto,
i) 1o (@) =v(FH@]) =v(2) =0, 1y ([0,1]) = v (FH[0,1]]) = v ({0,1}") = 1.

ii) Sea z € [0,1]. Como F es sobreyectiva, hay a lo mas dos funciones g, h € {0,1}*

tales que F (g) = F () = a. Asi, g ({a}) = v (F~' [{2}]) = v ({g h}) = 0.

iii) Si {X,, : n € N} es una subcoleccién de subconjuntos de [0, 1] mutuamente dis-

juntos, entonces

()

E k+1 kE k+1
Ademds, la medida p, de cada intervalo de la forma [— i } o (— i >

[j Xn]> = iy (F' X)) = iﬂo (X,).

n=0 n=0 n=0

DAL AL

coincide con la medida p; (medida de Lebesgue) del mismo intervalo. Es decir, si
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1 1 1
n>0y0<k<2" entonces ([;ﬁ,%}) = Lo ((%,k; )) = o

En efecto, sean n > 0y 0 < k < 2". Si (a; : i € N) es la expansién binaria de

n—1
k, entonces k = Z a;2'. Luego,
i=0
n—1 n—1 i
k 1 , ;2"
—_— = CLZ’QZ = a4
2n 2n s 2n
=0 =0

donde f (i) =a; y

. f(n—i—1) para0<i<n-—1
g (i) =

0 para todo 7 > n

Asi

donde h [ n =g [ n y para todo r > n se tiene que h (r) = 1. Sea

T={se{0,1}*:sn=g|n=h|n}
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Por la sobreyectividad de F' y la definicién de T' se puede ver que

kok+1 kok+1
F (= TCF||=

por lo que los tres conjuntos tienen igual medida v. En efecto,

(=551 -G e )
(5 i)
e [{5)
- 5))

Ademas,

L5 - ([ - ([ 52

De otro lado, nétese que si v € X}, entonces x € U {X;:s €T}; ademds, si

o
T € U{XS : s € T} entonces © € X, = ﬂ Xsin para algin s € T' y, por tanto,
n=0

xr € X, para todo n € N. En particular, x € X,;,. Se ha probado asi que



Capitulo 2  Una Aproximacién Conjuntista al Problema de la Medida

U {X;:5€T} =Xy, y, entonces

V(T):M<U{XS:SET}> :u(Xgm)ZQ—n

Ahora se va a extender y, a una medida sobre R. Para cada m € Z, sea

la aplicacién dada por p,, (X) = py (X —m). Se tiene que p,, es una medida sobre

[m,m + 1]. Sea fij, : p (R) — [0, 4+00] la aplicacién dada por

i () = 3 10 (X OV + 1))

meZ

Es facil ver que ji; es una extensién a R de la medida de Lebesgue. En efecto, si

meZ,n>0y0< k<2 se cumple que

) L S A Lk k4
:uL m 2n’m 2n - :U’m m 2n7m 2n
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de donde se sigue a su vez que sin > 0y k,l € Z, k < [, entonces

Se tiene asi que fi; coincide con la medida de Lebesgue en todos los intervalos
abiertos de la forma <2£n, 2—n> . Todo intervalo abierto en R se puede expresar como
unién creciente de intervalos de este tipo. Entonces fi; coincide con la medida de
Lebesgue sobre todos los intervalos abiertos. Luego fi; coincide con la medida de

Lebesgue sobre la o—4lgebra de Borel?, de donde, por el Teorema de Extension de

Hahn?®, ji; extiende la medida de Lebesgue [B, p. 103].

En este punto del trabajo, ya se ha probado que la existencia de una extensién a R
de la medida de Lebesgue equivale a la existencia de alguna medida probabilistica

o—aditiva no trivial desatomizada.

Pero ;qué tan probable es que exista una medida sobre 2%? En principio se con-
sideraran algunos resultados equivalentes a la existencia de una medida bivaluada.
De esta manera, si alguno de ellos es descartable entonces no existiria una medi-
da bivaluada y por tanto, bajo las hipétesis del Teorema de Ulam, existirfa una

medida sobre 2N,

2La o—4algebra generada por todos los intervalos de la forma (a,b), o también por todos los
intervalos de la forma [a,b], en R se llama el dlgebra de Borel.

3Teorema de Extensién de Hahn: Supéngase que i es una medida o—finita sobre una
slgebra A. Entonces existe una tinica extensién de p a una medida sobre una o—dlgebra A* que
contiene a A.
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Lema 2.10 Si p es una medida bivaluada sobre S entonces

U={XCS8:p(X)=1}

es un ultrafiltro no principal o—completo sobre S.
Demostracion.

1. En primer lugar se probara que U es un ultrafiltro no principal.

a) Por definicién de medida p (S) =1y p (@) = 0 luego se tiene que @ ¢ U
ySeU.

b) Sean X e Uy Y € U.Si X NY ¢ U entonces p (X NY) = 0. Se sabe que
p(X)=1=p(Y).Como X = (X —V)UXNY)yY = (Y — X)UX NY),
entonces (X —Y)=1=p(Y —X) yasi p(XUY) =2, lo cual es im-
posible. Luego, (X NY) =1y por tanto X NY € U.

c) Sean X ¢ Uy X CY C S. Por ser ;x monétona p(X) < p(Y) <1 pero
por hipétesis i (X) =1 por lo cual ;1 (Y) =1y entonces Y € U.

d) Sea X C S. Se tiene que S = X U (S—X). Si X ¢ U se tiene que
p(X) =0.Pero u(S) = p(X)+ pu(S—X), ast que (S —X) =1, esto
es S — X € U. Se ha probado que U es un ultrafiltro.

e) Para cada a € S se tiene que p ({a}) =0, esto es, {a} ¢ U, de donde, por

el Lema 1.38, U es no principal.
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2. Resta probar que U es o—completo. Sea {X,, : n € N} C U. Para cadan € N
se cumple que 4 (X,) = 1y ademéds S — X,, ¢ U por lo cual u (S — X,,) = 0.
Es claro que

(B9)0fe ) (UG )

n=0 n=0

luego
1 = u(S)=u<ﬁXn>+u<g(S—Xn)>
yasi,fjoXnEU. m

Reciprocamente, si existe un ultrafiltro no principal U sobre S, entonces existe una

medida bivaluada sobre S.

Lema 2.11 Si U es un ultrafiltro no principal o—completo sobre S, entonces la

funcion pu: o (S) — {0,1} definida por

1si XeU
p(X) =
0siX¢U



Capitulo 2  Una Aproximacién Conjuntista al Problema de la Medida

es una medida bivaluada.
Demostracion.

a) Por ser U un filtro, @ ¢ U y S € U. Luego, por definicién de p se tiene que

p(@) =0y p(s)=1

b) Sea a € S. Como U es un ultrafiltro no principal entonces por el Lema 1.38

{a} ¢ U luego p({a}) = 0.

c) Sea {X, :n € N} una coleccién mutuamente disjunta de subconjuntos de S.
Sean X;, X; € U con X; # Xj. Se tiene que @ = X; N X,. Pero @ ¢ U; asi que
a lo mds un elemento de esta coleccién estd en U. Si existe un 7 € N tal que

X; € U se tiene que p (X;) =1y como X; C U X,, C S entonces U X, eU;

[e.e]
por consiguiente f (U Xn> = 1. Ademds,

n=0
M(UXn> = p(Xo) +p(X1) + -+ p(Xica) + 1 (Xi) + p (Xia) + -+
n=0
— 040+ +0+1+0+---=1

Luego, p <U Xn> = Z,u (Xy).

n=0

Por otro lado, si para todo n € N se tiene que X,, ¢ U entonces 1 (X,) =0y

[e.o]

S — X, € U, para todo n € N. Como U es o—completo, ﬂ (S—X,) €U de

n=0
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donde S — U X, € U. Luego U X, ¢ Uy, de nuevo, se obtiene
n=0 n=0

0 (O Xn) :oziu(xn)

n=0

Se concluye asf que p es una medida bivaluada. |

De los dos lemas anteriores se concluye que la existencia de una medida bivaluada

es equivalente a la existencia de un ultrafiltro no principal o—completo.

A continuacién se mostrard cémo la existencia de una medida bivaluada implica,
ademads, la existencia de un ultrafiltro no principal x—completo sobre un cardinal

no numerable k.

Lema 2.12 Si existe un ultrafiltro no principal o—completo entonces existe un

cardinal no numerable k sobre el cual hay un ultrafiltro no principal k—completo.

Demostracion. Sea x el menor cardinal tal que existe un ultrafiltro no principal
o—completo sobre un conjunto S de cardinalidad x. Por el Lema 1.41, existe un
ultrafiltro U no principal o—completo sobre k. Sea I el ideal dual de U. Se tiene

entonces que [ es primo no principal ¢ —completo sobre k.

o
1. k es no numerable. Pues si k es numerable, entonces k = {z,, : n < w} = U {z,}.
n=0
Por el Lema 1.28, para cada n € N se tiene que {z,,} € I. Ademds como I es

o0
o—completo se tiene que U {z,} € I, esto es, k € I. Contradiccion.

n=0
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2. Para probar que U es k—completo, supéngase que no lo es. Entonces I tampoco

lo es y, por tanto, existen A < k y {X, : 7 < A} C I tales que U X, ¢ 1. Sea
n<A

J = {Y CA: U X,el } Siguiendo pasos similares a los de la demostracién
ney
del Lema 2.2 se tiene que J es un ideal primo no principal c—completo sobre

A. Asi que el filtro dual V' del ideal J es un ultrafiltro no principal o—completo

sobre \. Lo cual contradice la definicién de k. |
Es el momento de definir un tipo especial de cardinal grande.

Definicién 2.13 Un cardinal no numerable k es un cardinal medible si sobre él

existe un ultrafiltro no principal K—completo.
Teorema 2.14 Cada cardinal medible es fuertemente inaccesible.

Demostracion. Sea x un cardinal medible. Se tiene que existe un ultrafiltro U no

principal k—completo sobre k. Sea [ el dual del ultrafiltro U sobre k.

1. k es no numerable, por la definicién de cardinal medible.

2. Kk es regular, pues si se supone £ singular, existe una sucesién transfinita cre-

ciente (v, : v < ¥) de ordinales o, < K, con ¥ < k, tal que

K:gi_r)%ayzsup{ayzl/<19}: LJﬁal,
v<
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y como |a,| < Kk entonces «, € I, para cada v < ¥J. Luego, k € I por ser I un

ideal k—completo. Contradiccién.

. k es un cardinal limite fuerte. De lo contrario, existiria A < s tal que k < 2*.
Asf existe un conjunto S C {0,1}* con |S| = k. Por Lema 1.41 existe un ul-
trafiltro V' no principal x—completo sobre S. Para cada o < A, se puede ver
aSasi: S={feS:f(a)=0yU{feS: f(a)=1} Por definicién de fil-
tro, S € V dedonde {f e S: f(a)=0}U{feS: f(a)=1} € V. Nétese
que cada uno de los conjuntos {f € S: f(a) =0}y {fe€S: f(a)=1}esel
complemento en S del otro. Como ademds V' es un ultrafiltro sobre S entonces
ocurre que al menos uno de dichos dos conjuntos pertenece a V. (Si ninguno
de los dos perteneciera a V' entonces sus complementos en S, es decir los mis-
mos dos conjuntos, pertenecerian a V' y se obtendria una contradiccién.) Atn
més, sélo uno de los dos conjuntos puede pertenecer a V. (Si los dos fueran
elementos de V' entonces la interseccién de ambos, esto es &, serfa elemento de
V' y de nuevo se obtendria una contradiccién). Sea X, = {f € S: f () = 0} si
{feS:fa)=0teVoéX,={feS:fla)=1}si{feS:f(a)=1}€V.
Por ser V' un ultrafiltro x—completo el conjunto X = ﬂ Xo € V. Pero,
por la definicién de X, para cada funcién f € X, se tieri: /\que f(a) =0 si
Xo={9€S:9(a)=0}0 f(a) =181 X, = {g€S5:g(a)=1}. En otras

palabras, el valor de f en a no depende de f. Esto significa que X es un con-
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junto unitario. Pero X € V| lo cual contradice el hecho de que V' es un ultrafiltro

no principal.

Por 1, 2, y 3 se tiene que k es fuertemente inaccesible. |

Supoéngase que existe una medida sobre R y que tal medida posee un dtomo A.
Entonces, por el teorema anterior, |[A| > k donde £ es el minimo cardinal fuerte-
mente inaccesible; esto significa que x < |R| = 2%, lo cual no puede ser. En efecto,
como k es fuertemente inaccesible, 2 < k y Ry < &, luego, 2% < k. Asf que, por el
teorema de Ulam, lo que resulta es que debe existir una medida sobre 2% en cuyo

caso, 2% es m4s grande que un cardinal débilmente inaccesible.

Asi, la bisqueda por extender la medida de Lebesgue, abre paso al estudio de
los cardinales grandes, y en particular al estudio de los cardinales medibles. Sin
embargo, existen otros cardinales de tamanos mds grandes como por ejemplo los
cardinales de Mahlo, los compactos, los supercompactos, cardinales de Woodin,
entre otros. Esto muestra que hay todo un universo por encima de los cardinales
que se abordan en este trabajo, y que incluso respecto a los cardinales medibles,
queda mucho por decir. Estos resultados no se mencionan en este trabajo por

cuanto superan las expectativas y los objetivos del mismo.
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Comentarios Finales

1. Una de las cuestiones que se abordan en este trabajo consiste en explorar la
posibilidad de extender la medida de Lebesgue a todo R. Se sabe que bajo el
axioma de eleccién y exigiendo la propiedad de invariancia bajo traslacién, no
es posible que exista una medida p sobre R que sea extensién de la de Lebesgue.
Si se conserva AC pero no se exige invariancia bajo traslaciones, se tiene que
es posible la existencia de una medida sobre R. Sin embargo, la hipétesis del
continuo debe ser falsa. Mds aun, el cardinal del continuo, 2%°, debe ser como

minimo del tamanio de un débilmente inaccesible.

2. Si existe una medida sobre algin conjunto A, el teorema de Ulam garantiza que
existe una medida bivaluada sobre algin conjunto X o existe una medida sobre
2% La existencia de medidas bivaluadas son el punto de partida del estudio
de ciertos cardinales grandes, los medibles. De otro lado, la posibilidad de una
medida sobre 2% hace pensar también en los cardinales débilmente inaccesibles

que es el tipo mds bésico de cardinal grande. El estudio del problema de la



Comentarios Finales

medida, desde el punto de vista conjuntista, expande el universo del infinito a

tamanos inimaginables.
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