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Introduccion

El estudio de las superficies minimales en R3® se remonta a los origenes del
Célculo Variacional y de la Geometria Diferencial Clasica, en los tiempos de Euler y
Lagrange (s.XVIII). Cuando L. Lagrange, en sus memorias Fssai d’une nouvelle methode
pour déterminer les mazima des formules integrales indefinies (Ensayo de un nuevo
método para determinar los maximos de las férmulas integrales indefinidas)
(1762) desarrollo un algoritmo para el célculo de variaciones que dio lugar a lo que hoy
conocemos como la ecuacién diferencial de Euler-Lagrange. En este trabajo tratd entre
otros el problema de encontrar una superficie con contorno prefijado y area minima, esto
es, entre todas las superficies en el espacio R? con un borde dado, encontrar
aquellas que tengan area minima y como consecuencia establecié la ecuacion que

satisfacen los grafos minimales z = f(u,v):

(L4 f2) fuu = 2fufofun + (L4 F2) foo = 0, (1)

donde los subindices u y v denotan las correspondientes derivadas parciales. Ademés la
Catenoide, el Helicoide y el plano fueron las tinicas superficies minimales conocidas hasta

el ano de 1832.

Posteriormente Meusnier en 1776 presenté una interpretaciéon geométrica de la ecuacién
de los grafos minimales, (1), él not6 que la ecuacién (1) nos expresaba el hecho de que en

dichas superficies su curvatura media, es cero para todo punto perteneciente a la superficie.
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En 1861 Karl Weierstrass expuso una nueva forma de ver y obtebner superficies minimales,
en el seminario matematico de la Universidad de Berlin y las comunico a la academia de

Berlin en 1866. Esta mismas férmulas fueron obtenidas por Enneper independientemente.

IX



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Elementos de Geometria diferencial

A continuacién se presentan algunos conceptos basicos de la geometria diferencial y el

analisis los cuales nos seran de gran utilidad en el desarrollo de los siguientes capitulos.

En primer lugar definimos lo que es una superficie reqular, lo cual nos permitira contar

con un objeto matematico que capture la idea intuitiva de una superficie suave.

Definicién 1.1 (Superficie regular). Un subconjunto M C R? es una superficie reqular
si, para cada p € M, existe una vecindad V en R3 y una funcién X : U — V N M de un

congunto abierto U C R? sobre VN M C R3 tal que (fig.1.1):

1. X es diferenciable, (es decir X es de clase C™).

2. X es un homeomorfismo, es decir una funcion biyectiva continua con inversa

X1 VNM—U continua.

3. Para cada q € U, la diferencial dz, : R* — R? es inyectiva.



D

VnM

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de la definicién (1.1)

A la funcién X se le llama parametrizacion de M en p o un sistema de coordenadas
(locales) de M en p. Existe otro tipo de superficie, las superficies parametrizadas que

definiremos a continuacion.

Definicién 1.2 (Superficie parametrizada). Una superficie parametrizada es una
funcion diferenciable X : U C R*? — R3 de un subconjunto abierto U C R? en R3.
El conjunto X (U) C R3 se llama la traza de X . La superficie parametrizada X es reqular
si la diferencial dz, : R* — R? es inyectiva para todo q € U (es decir los vectores X /0u,
0X/0v son linealmente independientes para todo ¢ € U). Un punto ¢ € U donde dz, no

es iyectiva se llama punto singular de X.

Es posible probar ([7], p.79) que dada una superficie parametrizada regular X, la
traza X (U) es localmente una superficie regular, independientemente para cada p € X (U)
existe un entorno V' tal que VN X (U) es una superficie regular. En los parrafos siguientes
M denotard una superficie regular, p un punto en M y ¢ = X ~!(p). Hay varias estructuras
geométricas asociadas a una superficie regular, una de ellas es la primera forma funda-
mental, que relaciona el producto interno en la superficie con el producto interno de R? y

que definiremos en los parrafos siguientes.



Definicién 1.3. Dado p € M por un vector tangente a M en p, se entiende el vector

tangente o/ (0) de una curva parametrizada diferenciable o : (—e, €) — M tal que (0) = p.

Observacién 1. Si w € R3, es un vector tangente a M en p, entonces existe una curva

diferenciable « : (—¢,€) — M tal que o(0) =p y o/ (0) = w.

Con éstas condiciones a(t) puede ser vista como a(t) = X (v(t)), siendo v una funcién de

R en R? tal que v(0) = ¢. Teniendo en cuenta que
X(u,v) = (2(u,0),y(u, ), 2(u,0)) y (1) = (u(), v(?)),

tenemos que a(t) = X(v(t)) = (z(v(t)),y(¥(t)),2(7(t))), calculando su derivada

obtenemos

Caw) e
o y or 71(t)
ot) = | S2(1(1) 5-((1) :
) 3 Yo (t)
2 6) L)
para t = 0, tenemos 5 5
a—z(Q) a—i(a) y
"0 |50 gl
et

Luego

—u' + —

%u c%v’c‘Mu ov '’ Ou ov
(0 02\ (0 dy 0
- ou’ Ou’ Ou v ov ov’ ov )’

Por consiguiente el vector tangente a M en p seria

w=da(0)= u'aa—ij(Q) +v a—(Q)a

&,(O):<8x ,+8_:E,@ ,+@U, 0z , 0z )
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siendo

0X ) OX _ (0 0y 0
ou 7= ou  \ou’ ou’ du

0 ) OX _ (9 9y 0
8vq_8v— ov' v v )’

En adelante usaremos la siguiente notacion para identificar las derivadas parciales de X

0X 0X
-~ = Xu . Xva
ou ov
asi
w=d(0)=uX, +X,. (1.1)

Lema 1.1. Dada una superficie M y X : U C R*? — M una parametrizacién de M en p.
El subespacio vectorial de dimension 2, dX,(R?*) C R* coincide con el conjunto de vectores
tangentes a M en X (q) = p.

Demostracion. Ver ([7], p.75). O

Definicién 1.4. Al subespacio vectorial definido en el lema 1.1, se le llamard plano

tangente a M en p y se denotard por T,M.

Observacién 2. De la definicion (1.4) tenemos que

T,M ={a/(0) : : I — M, es una curva diferenciable tal que a(0) = p}.

De la ecuacion (1.1), T,M se puede ver como
T,M ={u'X, +vX,:u, v €R},

de ahf que la parametrizaciéon X determina una base {X,, X, } para T,M, pues los vectores

X, X, son linealmente independientes por ser M una superficie regular.



Consideremos una superficie regular M C R?, el producto interno usual en R? induce en
cada plano tangente 7,M un producto interno, que denotaremos por ( , ),, es decir, si
wy,we € T,M C R3, entonces (wy,wq), es igual al producto interno de wy y we como
vectores en R?. A este producto interno, que es una forma bilineal (i.e., (wy,wq), =
(wa,w1), y (w1,wz), es lineal en wj, ws) corresponde a una forma cuadrética
I, : T,M — R dada por

Ly(w) = (w,w), = [w]* = 0.

Definicién 1.5 (Primera forma fundamental). La forma cuadrdtica I, : T,M — R,
que hemos definido en el pdrrafo anterior es la primera forma fundamental de la superficie

M en p.

La primera forma fundamental es la expresién de como la superficie M hereda el produc-
to interno usual de R?, geométricamente nos permite hacer mediciones en la superficie
(longitudes de curvas, dngulos entre vectores tangentes, areas de regiones) sin necesidad

de referirnos al espacio R? que contiene a la superficie.

Podemos expresar la primera forma fundamental en términos de la base {X,, X,} de
T,M asociada a la parametrizacion X (u,v) en p. Como el vector tangente w € T,M es
el vector tangente a una curva parametrizada a(t) = X (u(t),v(t)), t € (—¢,€), tal que

p = a(0) = X(ug,vg), donde ¢ = (uo, vg),tenemos que
I,(e/(0)) = (a/(0),a/(0)),
= (X, u' + X0, X' + X,0'),
= (Xu, Xu)p()? + 20X, Xo)pu'v' + (X, Xo)p(v)?,
donde los valores de las funciones que aparecen estan evaluados en t = 0, los valores
E = (Xy, Xu)p, F = (Xu, Xy)p, G = (X, Xo)p, (1.2)

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {X,,, X, } de T,M. Al hacer

variar p en la vecindad correspondiente a X (u,v) obtenemos funciones E(u,v), F(u,v),

b}



G(u,v) que son diferenciables en esa vecindad, tenemos entonces que

L,(/(0)) = (/(0), &/ (0)),

= E@)* + 2Fuv' + G(v')*.

En lo que resta de este trabajo omitiremos el subindice p en el producto interno, salvo
cuando haya riesgo de confusién. Recordemos que como M C R3, entonces un abierto

en M esta dado por Q =V N M, siendo V un abierto en R3.

Otra estructura geométrica importante es la segunda forma fundamental de M.
Para definir este objeto, consideremos {2 C M abierto y una funcién diferenciable
N : Q Cc M — R? que asocia a cada p € Q un vector normal unitario en p, es
decir un vector perpendicular al plano tangente que pasa por X(q) = p. La funcién
N es un campo diferenciable de vectores normales unitarios en €2, diremos que una
superficie regular es orientable si admite un campo diferenciable de vectores norma-
les unitarios definidos en toda la superficie; un campo con tales caracteristicas es una
orientacion de M. Observemos que, una vez escogida una orientacion de M, la funcién
N : M — R? toma sus valores en la esfera unitaria S? C R3, a la funcién N : M — S? se le
conoce como la aplicacion de Gauss de M. Es posible probar ([7], p.140), que la diferencial
AN, : T,M — T,M de la funciéon de Gauss es una funcién lineal auto adjunta, definimos

ahora la segunda forma fundamental de una superficie regular.

Definicién 1.6 (Segunda forma fundamental). La forma cuadrdtica 11, : T,M — R,
definida por
I1,(v) = —(dNp(v), v),

es la sequnda forma fundamental de M en p.

Procediendo de manera semejante a como lo hicimos en la primera forma fundamental,
podemos calcular los coeficientes asociados a la expresion de la segunda forma fundamental

en la base {X,, X,} de T,M. Estos coeficientes, que denotaremos por e, f, g pueden
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calcularse en términos de la derivada de X y de N y sus expresiones son:
e = —(Nu, X)) = (N, Xyu),
f=—=(No, Xu) = (N, Xun),
= (N, Xou) = =(Nu, X),

g = _<NU7XU> = <N7 Xm;>'

Definicién 1.7 (Curvatura media). La curvatura media H de una superficie M en el

punto p es

1<Eg—2Ff+Ge) (1.3)

=5 EG — F2

Los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental nos permitiran expresar, en
términos de la parametrizacién de una superficie, varios conceptos geométricos como el

area y la curvatura.

Definicién 1.8. Sea X (u,v) = (u, v, f(u, ’U)) la parametrizacion de una superficie M en
un punto p € M, entonces una superficie definida con ésta parametrizacion se dice que
viene dada en la forma de Monge, en otras palabras son aquellas superficies que se pueden

ver como la grifica de una funcion diferenciable f(u,v).

Definicién 1.9. Sea M una superficie reqular y R C M wuna region, consideremos la
parametrizacion X : U C R? — M en la forma de Monge, tal que R C X(U), entonces

se define el drea de R como

A(R)://Q V1+ 24 f2dudv; donde Q= X'(R).

Ahora que contamos con las definiciones anteriores estamos listos para estudiar la geome-

tria de la superficies con curvatura media cero.
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Teorema 1.1 (Teorema de la funcién inversa). Sea E C R" abierto y f una funcion

de ECR" enR", f € C" ysi f'(a) es invertible para algin a € E y b= f(a), entonces;

a) Existen conjuntos abiertos U yV en R™ tales que a € U, b€V, f es uno a uno en

Uy fU)=V.

b) Sig eslainversa de f en'V, definida por g(f(x)) = z, Vo € U, entonces g € CH(V).

Demostracion. Ver ([10], p.221). O

Teorema 1.2 (Teorema de la funcién implicita). Sea f = (f1, fa, ..., fn) una funcion
vectorial definida en una conjunto abierto E de R"* con wvalores en R™. Supongamos
que f € C' en E. Sea (xg,ty) un punto en E en el que f(xg,ty) = 0 y el determinante
jacobiano detJy, es distinto de cero, (detJy, # 0) entonces existe un conjunto abierto
k-dimencional Ty que contiene a ty y una funcion vectorial g, y solo una, definida en T

con valores en R™, tal que:

a) g€ C' enT,.

b) g(to) = xo.

c) f(g(t),t) =0, para todo t € T.

Demostracion. Ver ([10], p.223). O

Lema 1.2. Sea M C R? una superficie reqular y p € M, entonces existe un entorno V
de p en M tal que V es la grdfica de una funcion diferenciable que tiene una de las tres

formas siguientes

z :f(xay)a Y :g(x,z), T = h(y,Z).



Figura 1.2: Interpretacion geométrica del lema 1.2

Demostraciéon. Sea X : U C R? — M una parametrizacién de M en p siendo

X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U.

Como M es una superficie regular, por la definicién 1.1 parte (iii) alguno de los

determinantes jacobianos

no es cero en X 1(p) = q.

Iz, y)

(u,v)
moX : U C R? — R?, donde T es la proyeccién 7(z,y, z) = (z,y).

Iz, y)
O(u,v)

ma de la funcién inversa para garantizar la existencia de entornos V; de ¢ y V5 de (7ToX ) (q)

Sin pérdida de generalidad supongamos que # 0 y consideremos la funcién

)

Entonces (7ToX) (u,v) = (x(u, v), y(u, ’U)), y, COmMo # 0, podemos aplicar el teore-

tal que la funcion moX, es una funciéon que admite inversa y la inversa es diferenciable,

es decir (ﬂoX)fl(:c, y) = (u(z,y),v(z,y)), (fig. 1.2). Si componemos ahora (7TOX)71 con



X tenemos
Xo@ox)%aw:X(WOX)V%w>

= X(u(x,y),v(%y))

Sea h =moX, entonces
hoh Y (z,y) = h(h’l(x, y)) = h(7r o X) !a, y))
= h(u(x, y), v(z, y)) = (7T o X) (u(x, y), v(z, y))
= (a6 o), 6. 2 a0, 0(0.0) )
= (w(ute. ) o) y(ute). o) ) = (2200,
de ahi que

z(u(z,y),v(z,y)) =z, y(ulz,y),v(z,y)) = y. (1.5)

Luego reemplazando (1.5) en (1.4), tenemos:

Xo(moX) Nz, y) = (z,y,2(u(z,y), v(z,y))).

Definamos ahora f : V; — R tal que f(z,y) = z(u(x, y),v(x, y)), entonces

V=XW)={(z,y, f(z,y)): z,y € V1}.

Por lo tanto M en un entorno de un punto p, se puede ver como la grafica de una funcién

diferenciable. O

Si X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) es una parametrizacién de una superficie M en un

punto P, entonces podemos definir la siguiente matriz G como
E F

G= : (1.6)
F G

10



donde E, Gy F son los coeficientes de la primera forma fundamental, luego

detG = EG — F?.

Se puede ver, usando la identidad de Lagrange que

2

X X
OX NOXT (17)

detG = EG — F? =
€g G 8u1 aUQ

donde el simbolo A estd denotando el producto cruz entre vectores.

Observacién 3. Sea X (u,v) = (u, v, f(u,v)) una parametrizacién en la forma de Monge
de una superficie M en un punto p. Entonces de la ecuacién (1.2), los coeficientes de la

primera forma fundamental son

Al reemplazar E, F', G dados por la ecuacién (1.8) en (1.7), tenemos que

detG = EG — F* =1+ f> 4 f~ (1.9)

1.2. Elementos del analisis complejo

Definicién 1.10. Sea D un subconjunto abierto de R?, el laplaciano A f de una funcién

de de clase C?, f: D C R? — R esta definido por

2 2
ap=21, 9]

Ou2 w, (U,U) eD.

Decimos que f es armonica en D si A f = 0.

Sea C el plano complejo e identifiquemos C con R? por medio del isomorfismo
(=u+iveC— (u,v) €R.

11



Recordemos que una funcién f: D C C — C es analitica (u holomorfa) en (o € D, si al

escribir
f(C) = fl(uav) +if2(uav)7

las funciones reales f; y fo tienen derivadas parciales continuas de primer orden que
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

oh _ ol oh __of

ou v’ ov ou
Definicién 1.11. Sea D un abierto en C. Sea f : D — C, diremos que [ es holomorfa
en (o € D si es diferenciable en todos los puntos de un entorno de (y. Diremos que [ es

holomorfa en D si lo es todos sus puntos

Nota: Aqui en lo sucesivo llamaremos dominio a un cunjunto abierto y conexo.

Si f(¢) es una funcién analitica, dada por f(¢) = fi(u,v) +1i fo(u,v), entonces se puede

mostrar que ([2], p.24) la derivada de f se puede ver como

of _ o _Ofi  Ofs 0fs Ofi

3% = =2 = (1.10)

f(o_au—'—zau_c% 28'0

Definicién 1.12. Sea R(¢) = ggg una funcion compleja, se dice que (; € C es un
polo de R((), si Q(¢p) =0y P((p)

# 0, donde el orden de un polo es igual al orden del
correspondiente cero.

Definicién 1.13. Una funcion f es meromorfa en un dominio D C C, si los unicos

puntos de D en los que f no es analitica son polos.

12



Capitulo 2

Superficies que minimizan area

2.1. Ecuacion de los grafos minimales

El estudio de las superficies minimales en R3® se remonta a los origenes del
Célculo Variacional y de la Geometria Diferencial Clasica, en los tiempos de Euler y
Lagrange (s.XVIII). Cuando L. Lagrange, en sus memorias FEssai d’une nouvelle
methode pour déterminer les mazxima des formules integrales indefinies (1762) desarro-
116 un algoritmo para el calculo de variaciones que dio lugar a lo que hoy conocemos como la
ecuacion diferencial de Euler-Lagrange. En este trabajo se trato entre otros el problema de
encontrar una superficie con contorno prefijado y &rea minima, esto es, entre
todas las superficies en el espacio R? con un borde dado, encontrar aquellas que
tengan area minima y como consecuencia establecié la ecuacién que satisfacen los grafos

minimales z = f(u,v):

(L4 f2) fuw = 2fufofuw + (L + [2) foo =0, (2.1)

donde los subindices u y v denotan las correspondientes derivadas parciales. Esta ecuacion

cuasilineal eliptica de segundo orden no fue escrita explicitamente por Lagrange!, quien se

La ecuacién (2.1) fue dada a conocer por Euler.
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preocupo también por estudiar el mismo problema anterior para variaciones de volumen

constante.

A continuacién mostraremos como se obtiene la ecuacién (2.1). Sabemos que el drea de

la porcién de la superficie que corresponde a una region U del plano u v es:

A://U\/1+(fu)2+(fy)2dudv://Umdudv.

Consideremos una curva I' dada en el espacio R3. Esta curva se supondra cerrada, sin
autointersecciones y suficientemente regular, la proyeccion de I' sobre el plano u v es una
curva plana, que llamaremos v, que también supondremos cerrada, sin autointersecciones
y suficientemente regular. La propia curva I puede escribirse como el conjunto de puntos
(u,v, zy(u,v)) en donde se supone que (u,v) € v y donde z,(u,v) es la funcién fija,
definida solamente en 7 y que describe la altura de la curva I'. Denotemos U la region de

plano cuyo borde es . (ver figura 2.1)

Figura 2.1.

De acuerdo con el lema 1.2, a toda superficie regular se le puede hallar una parametrizacion
en la forma de Monge en un entorno de un punto p € M, de ahi que la descripciéon general

en la forma de Monge de una superficie que tenga a I' como borde tiene la siguiente
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parametrizacion

X(u,v) = (u,v, f(u,v)); (u,v) € U donde f(u,v)= 2,(u,v) para (u,v) € 7.

Laidea esencial de la derivacién de la férmula de Lagrange es la siguiente. Supongamos que
la funcién f(u,v) (atin desconocida) corresponde a la superficie M con borde I' y de area
minima entre todas las que satisfagan las condiciones anteriores. Sea h(u,v) una funcién
fija, (de R? en R) suficientemente regular, definida en la regién U, y a la que exigimos
satisfacer la condicion

h(u,v) =0 para (u,v) € 7.
En estas condiciones, tenemos una familia de superficies, que podemos denotar
mediante M (h,€) cuya descripcion es:

(u,v) € U — (u,v, f(u,v) + €h(u,v)).

Que se construyen a partir de la superficie M (atn desconocida), tomando como dato de
deformacion la funcién h(u,v); aqui € juega el papel de un pardmetro, de manera que esta
familia es una familia uniparamétrica de superficies, todas las cuales tienen a la curva I’

como borde, ya que para cualquier valor del parametro € se verifica la condicion

f(u,v) + eh(u,v) = 2z,(u,v) para (u,v) € 7.

El area, A; ., de la superficie M (h, €) esta dada por:

— 2 2
A e //U\/1+(fu+ehu) + (f, + €hy) 2 dudv. (2.2)

Si la superficie M (descrita por f(u,v)) tiene realmente area minima entre todas las
superficies con el mismo borde, también debe tener area minima entre las de la familia
uniparamétrica anterior M (h, €). Esto significa que la funcién A, . debe tener un minimo

en € = 0, es decir
dAy,

0=—72 (2.3)

e=0
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Derivando con respecto a € en A, . en la ecuacién (2.2) tenemos que;

dAhe:_//\/l + (fu+€ha)?+ (fo + €hy)? dudy

como el integrando no depende de €, entonces la derivada la puedo incluir dentro de la
integral de manera que;

dAhe (fu+ €hy)hy + fo + €hy)hy
// \/1 + (fu+tehy)?+ (fo +€hy)? du dv, (24)

evaluando en € = 0 y teniendo en cuenta (2.3) y (1.9), la ecuacién (2.4) se transforma en:

// \/1uh +fv v / ful;G+_fv ° dudo = 0. (2.5)

Asi pues, si la superficie M es minima, la condicién (2.5) debe satisfacerse para cualquier

eleccién de la funcién auxiliar h que satisfaga la condicién de la anulacion sobre . Por la

linealidad de la integral, de (2.5) tenemos que:

/ Ju T +fv v dvz// 7fuhu du dv
VEG — F? v VEG — F?

// \/EGi_ du dv (2.6)

Transformemos las anteriores integrales de manera que no aparezcan las derivadas de h.

Comencemos con

//U\/%dudv, (2.7)

sin perdida de generalidad supondremos que la regiéon U es convexa y que la interseccion
de v con las rectas paralelas a los ejes tiene sélo dos puntos, por consiguiente U puede

escribirse como

U={(u,v) €R*: Vpnin <V < Vpnaa, Ua(v) < u < up(v)}. (2.8)

Esta restriccion simplifica mucho los cdlculos, pero no es esencial en el resultado, pues de

no ser asi, la region U se podria dividir en subregiones expresadas por (2.8) y la integral se
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Umaz Umaz -——— ==
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Umin ! ! Ymin [-4——== !
LS |

u

| |

| | | |

| | | |
g (v) up(v) Uqa(v) up(v)

Regiéon no convexa Region convexa

Figura 2.2: Limites de integracion

calcularia en cada una de esas subregiones, (ver figura 2.2), de tal forma que la ecuacién

(2.7) se puede ver como

v max up(v)
// *EG = dudv = /vmm /ua(v EG = — h, du.

Ahora integrando por partes respecto a u en (2.9) obtenemos

up(v) f f Ub(v)
/ —_h,du=
wav) VEG — F? vVEG — F2 wa (v)

w(v) g fu b
- /ua(v) (% VEG — FQ) u'

El término de borde no contribuye debido a que los dos puntos (u,(v), v), (uy(v),

por construccién sobre el borde 7 y la funcién h(u,v) se anula sobre 7, es decir

h(ua(v>7v) =0y h(ub(v),v) =0,

de ahi que
¥ up(v)
L — =0.
VEG - F? |, o)

Por tanto la ecuacién (2.10) se convierte en

up(v) fu w(v) 9 f
/ —  _h,du=— / —<7u )hdu.
wav) VEG — F? ua(v) Ou\EG — F?

17
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Integrando respecto a v tenemos que:

Umazx Umax f >
d dv = ———— | dud 2.11
/;m lﬂv e dudy = /;mt/ au( e dude. (21)

La importancia de (2.11) radica en que la derivada parcial que aparece ahora en el
integrando se puede calcular facilmente (conviene recordar que tanto f, como f, son

funciones de u, v).

(%fu)m—fu(ﬁm)

9 Ju - Ou (2.12)
u\VEG—F?) EG — F? '
Reemplazando la ecuacién (1.9) en (2.12) y calculando la derivada tenemos que
0 0
ol (5 )VITTF T~ £ 5o/ TF I )
%(ﬂ%TTJ: L+ 2+ f2
fufuu —l_ f’l}fu’u)
) Jour/ 1T+ i+ 12 = s 21 2
- L+ fi+ 12
_ fUU(l + fi + fg) — fgfuu B fufvfuv
(L4 f2+ F2)%2
fuu(l + f3> — fufvfuv
ICEN RN AR 219
Reemplazando nuevamente la ecuacién (1.9) en (2.13) obtenemos
ou EG — F2 o (EG_F2)3/2 . .

Finalmente, reemplazando (2.14) en (2.9) obtenemos:

FusL+ 13 = Fu b fur
[, 7 anao = [[ 2L E e ),

Para el otro sumando que involucra h, se produce de manera analoga. De ahi que tal

procedimiento conduce a:

//thudv__/ fwlgé@)p,};g/];ufw

18
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Asi pues, la condicién de que la superficie sea minimal, contenida en la ecuacién (2.4), se

convierte en:

U

(EG — F?)3/?
y como esta ecuacién debe satisfacerse para cualquier funcién h(u,v) (con la sola exigencia
de anularse sobre el borde ), es claro que la tnica posibilidad de que tal cosa ocurra es
que

que se conoce como ecuacion de Lagrange para las superficies minimales. A pesar de
su aspecto superficialmente inocente, como ecuacion diferencial es bastante complica-
da: es no lineal y se conocen muy pocas soluciones explicitas. La busqueda efectiva de
superficies minimales requiere el uso de técnicas mucho més avanzadas y elaboradas. La
dificultad de esta ecuacion hizo que durante muchos anos no se conocieran muchos ejem-
plos, hasta la aparicion de la representacion de Weierstrass, que trataremos en el capitulo

cuarto.

A continuacion presentamos un ejemplo sencillo de una superficie minimal, usando la

ecuacion (2.1).

Ejemplo 1. El plano es una superficie minimal.

Supongamos que el plano M estd descrito por la parametrizaciéon X (u,v) en la forma de

Monge, dada por X (u,v) = (u, v, f(u, U)), siendo f(u,v) = Au+ Bv+C, A, B,C €R.

Derivando f(u,v) con respecto a u, v tenemos que:

de ahi que

fuuzoa fm}zoa fm):o
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Al sustituir éstos valores en la ecuacién (2.1), es claro que ésta ecuacién se satisface, de

ahi el plano es una superficie minimal.

A finales del S.XVIII se obtuvieron otras superficies minimales relativamente sencillas.
Una es el catenoide, que es la tinica superficie minimal de revolucién ([7], p.205). El otro

ejemplo de superficie minimal es el helicoide recto, que es la tinica superficie minimal

reglada ([7], p.207).

2.2. Interpretacién geométrica de la ecuacion de los

grafos minimales

En esta seccién enfocaremos nuestro trabajo en demostrar a partir de la ecuacién (2.1), la
siguiente proposicion: si la curvatura media de una superficie se anula en toda la superficie,
entonces diremos que la superficie es minimal, dicha afirmacién es mas practica para
determinar si una superficie en R? es minimal, pues como hemos comentado anteriormente

esta ecuacion cuasilineal eliptica es dificil de resolver, de hecho se conocen pocas soluciones

de ella.

Cabe mencionar que Meusnier, quien en 1776 presenté una interpretacion geométrica de la
ecuacion de los grafos minimales, (2.1), él not6 que la ecuacion (2.1) nos expresaba el hecho
de que en dichas superficies su curvatura media es cero, para todo punto perteneciente a
la superficie. Hablando sin rigor, la curvatura media mide qué tanto se curva la superficie

con respecto al plano tangente en un punto p € M.

A partir de la definicién 1.7 de curvatura media en una superficie tenemos que:

H—l Eg—2Ff+ Ge
2 EG — F? ’

(2.15)

donde E, F', GG son los coeficientes de la primera forma fundamental y e, f, g los de la

segunda. Como se trata de hallar la superficie de menor area en un contorno dado el cual

20



hemos definido anteriormente como I', podemos introducir la parametrizacion en la forma

de Monge para la superficie M como X (u,v) = (u, v, f(u, v)), entonces

X, = (1,0, fu) X, = (0,1, f,),

luego

XUU - (070’fuu) Xv - (ana fvv)a Xuv - (ana fuv)

De la ecuacion (1.8) tenemos que

E=1+f2 G=1+f> F = fufs.

Ahora como e, f, g estdan en términos del vector normal IV, es decir

e = (N, Xuu) f=(N, Xyu) g =(N,Xyy).

Debemos calcular el vector N el cual estda dado por

‘&AX@_w_ £ h 1
IX. AX,||  ° VEG—F2 VEG— F?2 \EG — F2

).

Por tanto de (2.17),(2.16), (2.18) tenemos:

_ fuu o fuv o fvv
‘T VEG-_F? = TFa—p 9= JEG - I

Reemplazando (2.19) en (1.7), la férmula de la curvatura media nos queda

fUU _ 2fufvfuv fuu
VEG —F? /EG— F? VEG — F?
2(EG — F?)

(1+ 72) +(1+/2)

H =

1

e (U F o = 2huofu+ (L4 £2) )

2(EG — F?)

(A D) fow = 2fufofun + (L4 f2) fou
N 2(EG — F2)3/2 '
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Por tanto

2H(EG — F?)*?= (1+ f2) fuu = 2fufolfuw + (1+ £2) Fou. (2.20)

Si la superficie M es minimal, entonces

por lo tanto, de (2.20)
2H(EG — F?)*?= 0,

pero como

(EG — F?)# 0,

entonces H = 0.

Reciprocamente si H = 0, entonces

(1 + fg)fvv - 2fufvfuv + (1 + fg)fuu - Oa

y por tanto la superficie es minimal.

Teorema 2.1. Una superficie M es minimal si, y solo, si su curvatura media es cero, en

todo punto p € M.
Comentarios:

1. En la actualidad se ha tomado como definicion de superficie minimal, las superfi-
cies en las cuales su curvatura media es cero. En adelante tomaremos ésto como

definicidn.

2. Sea X : U C R? — R?, una parametrizacién de una superficie minimal M, sea U,
un subconjunto de U, entonces cualquier regién acotada X (Uy), (U = Uy U dU,),
es un punto critico para el funcional de area. Este punto critico puede ser o no un

minimo, lo cual hace que el uso de la palabra minima parezca algo inapropiada.

22



Es, sin embargo, una terminologia que ha sido usada a lo largo de la historia la
cual fue introducida por Lagrange en 1760, quien usé por primera vez el término

superficie minimal.
Ejemplo 2. La Helicoide, superficie parametrizada por
X(u,v) = (ucosv,usenv,v) (u,v) € R?

Es una superficie minimal.

Figura 2.3: La Helicoide

Verifiquemos que la Helicoide tiene curvatura media cero, en efecto;

X, = (cosv,senv,0) X, = (—usenv,ucosv,1)

Xuww = (0,0,0) Xy = (—ucosv, —usenv,0) X, = (—senv,cosv,0),
entonces
E = (Xy, X,) = cos’v +sen’v = 1.
G= (X, X,) =u*+1. (2.21)
F = (X,,X,) =ucosvsenv — ucosvsenv = 0.
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Adema4s

Xy NX, [ senv CoS v U
1 Xu A X \ 14w 14w 1+u2)’

por consiguiente

COS U coS v

T —usenvm =0,

e=(N,X,,) =0, g=(N,X,,) =usenv

1

= (N, X)) = ———.

Por tanto al sustituir (2.21), (2.22) en (2.15)

1 (Eg—-2Ff+Ge\ _
H“( EG — F? )_0'

2

De ahi que el Helicoide es una superficie minimal.

Sea X (u,v) = (u,v, f(u,v)) una parametrizacién en la forma de Monge de una superficie

minimal M, denotemos por

C:fu d:fv r:fuu t:fvv S:fuva (223)

entonces la ecuacién (2.1) se puede escribir como

(1+d*)c, — (cd)(cy — dy) + (14 c*)d, =0, (2.24)

(1+d*)r —2(cd)s + (1 + )t =0. (2.25)

Como X (u,v) = (u,v, f(u,v)), entonces de la ecuacién (1.8) tenemos que:
E=1+¢ G=1+d F =cd,
donde
detG=1+c*+d* = EG — F?,

y notemos

W =VEG—-F2=V1+c+d. (2.26)
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Teorema 2.2. Dada una superficie minimal M, sea X una parametrizacion en la forma

de Monge, entonces se tiene:

O (14N _ 0 fed) =~ 9 (ed) 08 /[(1+c (2.27)
ou\ W O\ W 4 ou\WwW ) ov\ W '

donde ¢, d, W, estdn dados por (2.23), (2.26).

Demostracion. De (2.6) tenemos que

fuhu + fohy // —|—d2 Je — (cd)d Oh // — (ed)c Oh
—d dv + —dudv = 0.
/U VEG — F? ov

Luego integrando por partes tenemos que

// —l—d2 cdd@d g // + ¢?) cd)c%d Jo
//U aau<( +d2)VCV_ (cd) )hdud +// ( )fv_ (Cd>c) h du do.

Como la superficie M es minimal, entonces

//U {_%((1+d2)1;/— (cd)d) _a%((lJch‘)/V— (cd)c)] o

Y, como ésta ecuacién debe satisfacerse para cualquier funcién h(u,v), con la sola

exigencia de anularse sobre el borde 7, es claro que la unica posibilidad de que tal cosa

ocurra es que

a%<(1+d2)1;/_ (cd)d) B a%(u+€21>/v+ (cd)c) o (2.28)

Ahora (2.28) se puede escribir como la suma de tres términos

1+d2@_ﬁ @4_% Jr1—|—02% N 0 (1+d? 0 (cd
W ou WA\Ou O0Ov W ov ou\ W 8'UWC
n g 1+ 2 0 (d
ov W 8u W
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donde el primer término es cero por (2.24), ademés si expandimos el coeficiente en ¢ del

segundo término obtenemos de (2.25) que

i% (1 —il/;/d ) B % (%) - %((Cd)d —(1+ d2)C) ((1 4+ d*)r — 2cds + (1 + 02)1&) =0.

De manera analoga se puede ver que el tercer término también es cero, por tanto

O (1+d\ _ 0 (cd O (ed) _ 0 (1+c (2.29)
au\ w ) aw\w) Y awu\w) aw\w ) '
Las cuales se satisfacen para toda solucién de la ecuacion (2.1). O
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Capitulo 3

Superficie minimal de Scherk

En 1835 H F Scherk determind las superficies minimales, representadas con la parametri-
zacion de la forma
X (u,v) = (u, v, h(u) + g(v)),

las cuales se expresan en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si X : U C R? — R? es una parametrizacién en la forma de Monge con
f(u,v) = h(u) + g(v), que define una superficie minimal M, entonces la superficie M, o

bien es una porcion de un plano o bien existe una constante no nula tal que

1 1
h(u) = - In(cos au) Yy g(v) = . In(cos av),

Fluv) = lln (cosav)

a COSs au

0 equivalentemente

Demostracion. Como f(u,v) = h(u) + g(v), entonces
Ju = hl(“)? Jo= g/(v)’ (31)
luego de (3.1)

fuv = 07 fuu = h//(U), fvv = g//</U)' (32)
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Reemplazando (3.1) y (3.2) en (2.1) tenemos
R'(w)(1+ ¢g'(v)?) + ¢"(v) (1 + B (u)?) =0, (3.3)

de ahi que
M ')

T+ WP 1y

Como en la ecuacién (3.4), u y v son variables independientes, entonces cada lado de (3.4)

debe ser una constante, que denominaremos a.

Si a = 0, entonces ambas funciones h, g son lineales y por tanto la superficie M es una

porcién de un plano, en efecto supongamos que

h// (U/)

_ = = O
T (w2
de ahi que h'(u) = A, siendo A una constante.
Integrando h'(u) = A obtenemos
h(u) = Au+ n. (3.5)

Luego de la ecuacién (3.5) tenemos que h(u) es una funcién lineal. De manera analoga

tenemos que g(v) = Bv + m. Ahora si sumamos h(u) + g(v) tenemos
h(u) + g(v) = Au+n+ Bv+m = Au+ Bv + C,

de ahi que M es una porcion de un plano.

Supongamos que a # 0, como

hl/(u)
1+ (1 (u))?

entonces al integrar por sustitucién respecto a u tenemos que

?

arctan h'(u) = au.
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De ahi que

h'(u) = tan au,

asi
h(u) = /tan(au) du + Cy

1
= ——In(cos au) + Cj.
a
Ahora si tomamos, Cy = 0 o Cjy # 0 esta escogencia no va a ser esencial al resultado, pues
si consideramos Cy # 0 la superficie estaria trasladada mas no varia la superficie como

tal, por tanto para efectos del calculo tomaremos Cy = 0.

De manera similar se obtiene

g(v) = éln(sen av).

Por lo tanto

a cos au

Flu,v) = h(u) 4+ g(v) = 1, (cos av)

Del teorema 3.1 cuando a = 1 obtenemos la superficie minimal de Scherk, a la cual nos

referiremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 (Superficie minimal de Scherk). La parametrizacion

X(u,v) = (u,v,ln (COSU)),
Cos U

define una superficie minimal, la superficie minimal de Scherk.

COS v
En efecto mostremos que la ecuacién (2.1) se satisface para f(u,v) = ln( ); de
cos U

ahi que
fu=N(u) =tanu fo=¢(v) = —tanv,
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Figura 3.1: Superficie minimal de Scherk

por tanto

= sec’u o = —sectv w = 0. 3.6
f J ;

Reemplazando (3.6) en (2.1) tenemos que

(L4 S fun = 2 o+ (U4 f) for = (U J3) fuu - (L4 S o
= (1 +tan®v)sec? u — (1 + tan®u) sec’ v

= sec? u — sec? v —+ tan? v sec? u + sec?v —+ tan® u sec? v

2

(cos? u + sen? u) — (cos® v + sen? v)

cos?u cos? v
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Capitulo 4

Parametros Isotermos

Para obtener otras propiedades de las superficies minimales, serd conveniente
introducir, para cualquier superficie regular parametrizada, el wvector de curvatura
media H, definido por H = H N, donde H es la curvatura media y N un vector
normal al superficie en un punto p € M. Podemos interpretar el vector de curvatura
media, de manera que tenga implicaciones importantes para la teoria de superficies mini-

males, para esto nos sera de utilidad la siguiente definicion.

Definicién 4.1 (Parametrizacién isoterma). Dada una superficie reqular M y una
parametrizacion X : U C R*> — M C R?® con p € X(U), entonces decimos que

X(u,v) = X es una parametrizacion isoterma si
<Xua Xu> = <X1)7 Xv> Y <XU7XU> =0,

estoes, E=G y F =0. (uywv seles llaman pardmetros isotermos)

El significado intuitivo de una parametrizacion isoterma X se puede describir de la
siguiente forma, como X es una funcién definida de un subconjunto abierto U C R? en R?
y dado que X, X, tienen la misma longitud, es decir || X, || = || X,|| y ademés X,, X, son

ortogonales, entonces lo que se realice en U se reflejara en la superficie M parametrizada

31



por X, un ejemplo es considerar dos curvas en U las cuales forman un angulo 6 entre
ellas, entonces este mismo angulo se conservara cuando apliquemos la funcién X a dichas
curvas. En otras palabras una parametrizacion isoterma no es mas que una parametriza-

cién conforme de la superficie.

Teorema 4.1. Sea M una superficie reqular y X = X (u,v) una parametrizacion isoterma

de M, entonces

Xyu+ Xyo =20 H (4.1)

donde \* = (X, X,) = (X, X,)

Demostracion. Como X es isoterma, entonces

(Xu, Xu) = (X0, Xo) y (Xy, Xy) = 0. (4.2)

Derivando en (4.2) la primera ecuacién respecto a u tenemos que

<quaXu> - <Xuv7Xv>-

Derivando en (4.2) la segunda expresién respecto a v obtenemos
<Xvua Xv> + <Xu>XUU> =0,
pero X, = Xy, luego
<Xuv> XU> = _<Xu> va>a

asi

<qu> Xu> - _<Xu> XUU>>

por lo tanto

<qu + vaa Xu> = 0.

de manera similar, derivando F = (X,, X,) = (X,, X,) respecto a v y F = (X,, X,)
respecto a u, obtenemos

<qu + vaa Xv> =0.
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Se sigue, entonces que X, + X,, es paralelo a N. Como H es paralelo a N, entonces

Xuuw + Xy = pH, para cierto p € R; determinemos p. Como

1(Eg—2Ff+Ge)

=5 EG — F2

y dado que X es isoterma, entonces

EFE=G y F=0,

luego
H—l Eg+Ge\ 1(E(g+e)
2 EG 2 E?2
_lfg+e
2\ E
_lfg+e
AR
Asi
2N H = g+ e = ( Xy, N) + (X4, N)
= <qu _'_vaaN)a
pero

<qu + an N> = <pH, N>
= (pHN,N)
= IOH<N? N>

= pH.

Por tanto 2M\2H = pH, es decir p = 2)?, por lo tanto

Xyu+ Xoo = 202H.
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Para establecer la relacién existente entre las parametrizaciones armonicas’ y las

superficies minimales, es necesario considerar parametrizaciones isotermas, por tanto

consideremos el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Sea M una superficie reqular, X : U C R?*> — R? una parametrizacion

isoterma de M en un punto p € M, con X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) € U.

Entonces M es minimal si, y solo si sus funciones coordenadas x, y, z Son armonicas.

Demostracién. Supongamos que la superficie regular M es minimal, entonces por el

teorema (2.2) tenemos que H = 0. Por la ecuacién (4.1) tenemos X, + X,, = 2\2HN,

entonces
Xyu+Xpy = 0,
pero
X, — a2x’a2y’a2z y X = a2x’a2y’a2z .
ou?’ ou?’ Ou? ov?’ ov?’ Ov?
Por tanto

Pxr Px Py Dy Pz 0=
Xoyuw+ Xpo = ((au2 + 802>7(8U2 + 8U2>’(8U2 + 81}2))_0’

de ahi que

82x+82x_0 0y 82y_0 822+822_0

ouz = o o o2 ou o2
es decir x, y, z son armonicas.
Reciprocamente si z(u,v), y(u,v), z(u,v) son funciones arménicas, entonces

qu + va = 07
y por el teorema 4.1
2N2HN =0,
de ahi que H = 0, es decir M es una superficie minimal. O
Una parametrizacién X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) es una parametrizacién armonica si sus

componentes son funciones armoénicas.
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Queremos ahora establecer una relacion entre las funciones analiticas y las superficies
minimales en un punto p de M. Dado p € M, sea X : U C R? — M una parametrizacion

de M en p, con X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U. Definamos las funciones
¢17¢27¢3 : D - C— Ca

con

D:{CGC:Q:U—H'U,(U,U)GU},

COImo:

51(0) = S () = it (uv)
62(0) = 92 ,) ~ 19w, v) (1.3
¢3(<):%(U,U) i%(u,’u).

Proposicion 1. Si ¢y, ¢o, ¢3 estan definidas como en 4.3, entonces

3 3
Y QO =E-G-2F y Y |6 =E+G.
k=1

k=1

Demostracion. Sean ¢y, ¢, ¢3 definidas como en 4.3, entonces

() @) () (G @y )

Ly (0r0n 0y oy 0202
! oudv Ou OJv Ouodv

= (X, Xu) — (X0, Xo) — 20(Xo, Xo)

=FE—-G—2iF.
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2 2

or Oz

Adema4s
[ — Z_

3
2 _

B 8_x 2 + @ 2 + % 2 + a_l' 2 + @ 2 + % 2
~ \du ou ou ov ou ov

= <Xu7 Xu> + <Xv7 Xv>

=F+G.

0z .0z

_— = —

2
oy .0y
* ou v

_— = —

ou ov

Presentamos a continuacién algunas de las propiedades de la funcién ¢x(¢), k = 1,2, 3.
Propiedad 1.
Las funciones ¢x(¢), k = 1,2,3. son analiticas® en ( si, y s6lo si z, y, 2z son funciones

armonicas en u y v.

Demostracion. Supongamos que ¢1(() es analitica y mostremos que z(u,v) es

armoénica, de manera anédloga se prueba para ¢2((), ¢3(().
oxr .
Sea ¢1(¢) = " 5y

Cauchy-Riemann, es decir
oo\ _ 0o\ 0 (o) 0 (0
ou\ou)  Ov\0ov Y ou\ou) " ou\ow)

De la primera ecuacién se tiene

como ¢;(C) es analitica, entonces se satisfacen las ecuaciones de

P N 0P 0
ou?  Ov? '
por lo tanto x(u,v) es armonica.
Reciprocamente si z(u,v) es armdnica, entonces
0z N 0z 0
ou2 = o2

2Una funcién f : C — C, es analitica si satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann
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luego
0z 0w

g " o

o (o) _ 0 (0
ou\ou)  Ov\ov)’

De otro lado como X € C°, entonces

es decir

0%z - 0%z
oudv  Ovou’

o () _ 0 (0
ou\ov) ov\ou)’

es decir

Por tanto de (4.4), (4.5) y dado que X € C*°, entonces ¢(() es analitica.

Propiedad 2.

u 'y v son parametros isotermos si, y sélo si

(4.5)

(4.6)

Demostracion. Supongamos que X (u,v) es una parametrizacién isoterma, entonces

E=G y F=0,

luego

() =E -G —2iF =0.

B
Il w
—_

Reciprocamente si

entonces



luego £ — G =0y 2iF = 0, de ahi que

EFE=G y F=0.

Propiedad 3.

Sea u y v parametros isotermos. Entonces M es una superficie regular si, y sélo si

> " lok(Q)? £ 0. (4.7)
k=1

Demostracion. Mostremos que si M es regular, entonces

> en(Qf # 0.

Como

3
Z ’¢k(€)’2 = <XuaXu> + <XvaXv> =F+ G7
k=1

y X (u,v) es una parametrizacion isoterma, entonces E = GG, de ahi que

3

S 1on(Of = 2B = 2(X,, X.).

k=1

Ahora, como M es regular, entonces X, A X, # 0, por tanto X, # 0y X, # 0,
asi <Xu, Xu> # 0, entonces

S e £ 0.
k=1

Reciprocamente, mostremos que si

3
2
k=1
entonces M es regular, esto equivale a mostrar que
1Xu A X,|2 = EG — F2 #£0.
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Como los parametros son isotermos es suficiente mostrar que E # 0. Dado que

3
DO = B+ G,
k=1

entonces E + G # 0, es decir 2FE # 0 por ser F = G. Por tanto E # 0. O

Teorema 4.3. Supongamos que la parametrizacion X : U C R? — M, dada por
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)) define una superficie minimal reqular M con u y v
pardmetros isotermos, entonces las funciones ¢r(C) definidas en (4.3) son analiticas y
satisfacen las ecuaciones (4.6) y (4.7). Reciprocamente, si ¢1(C), ¢2(C), ¢3(C) son funcio-
nes analiticas de ¢ cumpliendo (4.6) y (4.7) en un dominio simplemente conexo D, enton-
ces existe una funcion X : U C R* — R3, donde X (U) es una superficie minimal definida

sobre U, tal que las ecuaciones (4.3) se satisfacen, con U = {(u,v) eER?:u+ive D}.

Demostracion. La primera parte, se sigue inmediatamente de las propiedades 1, 2, 3

dadas anteriormente. Para el reciproco, si definimos

slu0) = Re [ én(O)dc (48)

donde ¢ = u + iv. Veamos que z(u,v) es una funciéon arménica cumpliendo (4.3). En

efecto, si ¢1(¢) = f(u,v) + ig(u,v), entonces

re( [ ontcric) = re(_ [ (tuo)+ gt o)c)

:Re(/f(u,v)dC+i/g(u,v)dC). (4.9)

Derivando (4.8) respecto a u, hallamos

or

0
) = goRe [ on(Q)dc (4.10)

y reemplazando (4.9) en (4.10) obtenemos

Setu) = pore( [ fuac+i [ atuoac), (4.11)
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De la ecuacion (4.11), tenemos

0 0 9
a_i . Re<%/f(u,v)d§+ %/g(u,v)dc),

por la regla de la cadena
0 oC (0 aC (0
a—z(u,v) = Re{a—fb(a—c/f(u,v)dC) +i8_fe (a_C /g(u,v)dg) },

0
Como ¢ = u + v, entonces 8_C =1, de ahi que
u

%(u,v) = Re((%/f(u,v)dg—l—i% g(u,v)d(),

y por el teorema fundamental del calculo

ox

G (w:v) = Be(f(u,v) +ig(u,v))

= f(u,v). (4.12)

De manera andloga si derivamos (4.8) con respecto a v tenemos que

%(U,U) _ agRe(/f(u,v)dC+i/g(U>U)dC>

RZ(Z-M,M@,UQ

= —g(u,v). (4.13)

Como ¢1 = f(u,v) + ig(u,v), entonces de (4.12) y (4.13) tenemos que

ox Ox

?1(¢) = %(Uav) - Z%(

u,v).

Como ¢1(¢) es una funcién analitica, por la propiedad 1 la funcién z(u, v) es una funcién
armonica. De manera andloga se muestra que y(u,v), z(u,v) son analiticas. Pero por
hipétesis tenemos que las funciones ¢x(¢) con k = 1,2,3, cumplen (4.6) y (4.7), luego

aplicando el teorema 4.2 tenemos que la superficie M = X (U) es minimal. O
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Con base en éste teorema, si consideramos

$1(Q) =¢ = ¢ $2(C) = i(¢ +¢%) ¢5(¢) = 2¢7,

tres funciones analiticas, obtenemos que

$1(C) + ¢3(¢) + ¢3(¢) = 0,

61O + 02" + |3(O)]” # 0,

para (u,v) # (0,0), es decir no es regular en éste punto.

Ahora si calculamos

xww:&/mwmzmm:&/mmm,mm:&/@@%

obtenemos que

2 _ 2 4 2,2 | 4 3
— —6 2
X(u,v) = <u 2” Y u4v v ,uv3—uv—vu3,%—2uv2>

define una superficie minimal con parametros isotermos u, v.

Figura 4.1.

Ejemplo 4. La parametrizacion X (u,v) dada por

2 _ 2 4 2,2, .4 3
— —6 2
X(u,0) = <u 21} u u4v + v ,uv3—uv—vu3,%—2uv2>

define una superficie minimal, (figura 4.1).
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Ejemplo 5. Si consideramos

1 ' 1
B =50-C) 0O =—50+¢)  e(0) =27,
¢ ¢ ¢
obtenemos una parametrizacion,
1 1
X(U, U) = (]_ — U(l —+ m), —U(]_ —+ m), 21H(U2 + 1)2)),

la cual define la Catenoide.

Figura 4.2: La Catenoide

Los anteriores resultados estuvieron basados en la suposicion de que la superficie pudo

ser representada localmente en términos de los pardmetros isotermos. Sin embargo la

existencia de tales parametros no es del todo obvio, aunque para el caso de superficies

minimales ya estamos en condiciones de dar una demostracién.

Teorema 4.4. Sea M una superficie minimal. si p € M es un punto reqular, entonces

existe una parametrizacion isoterma de M en p.
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Demostracion. Sea M una superficie minimal y p un punto regular de M. Por el lema
1.2, existe una parametrizacion X : U C R* — M, en la forma de Monge de M en p.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
X(u,v) = (w,v, f(u,), (u,v) €U,

donde f: U C R? — R es diferenciable, (es decir f € C™).

Si p = (p1,p2,p3), entonces p = X (p1,p2), donde p3 = f(p1,p2). Como (p1,p2) € U 'y

U es abierto, entonces existe R > 0 tal que Dg(p1,p2) C U, es decir el disco abierto®

DR(plaPQ) cU.

Consideremos la ecuacién diferencial

1+ d
;/C du + CWd'U =0, (4.14)

donde ¢, d, W son definidas como en (2.23) y (2.26) sobre el disco Dg(p1,p2). De (2.29)

0 (1ed\ 0 (e
ov\ W Cou\W )’

luego la ecuacion (4.14) es exacta, por lo tanto existe una funciéon F' dada por

se tiene que

F: Dp(pi,p2) CR* — F(DR(pl,pz)) CR,

tal que
OF _1+¢ OF
ouw W Y o0 T w

(u,v) € Dr(p1,p2)- (4.15)

De manera analoga se considera la ecuacién diferencial

ﬁdu+1+d2
w W

dv,
entonces existe una funcion G dada por

G : Dg(p1,p2) € R* = G(Dg(p1,p2)) CR,

3El disco abierto y de centro (py, p2) y radio R denotado por Dg(p1,p2), se define como Dg(p1,p2) =
{(u,v) eR?: (u—p1)® + (v —p2)?} < R.
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tal que
oG cd oG 1+ d?

R A TR T

(u,v) € Dr(p1,p2)-

Definamos una funciéon H como:

H(u,’u) = (fl(uav)a§2(uav)> = (u + F(U7U>7U + G(u,’u)), (U,U) € DR(pMPQ)a

de ahi que
o6 1+ 26 _ cd
ou W ov W’
y
9% _cd g§:1+1+¥.
o W v %%

Por lo tanto el det(DH), donde

06 &\ [ 1t¢
det(DH) = ou Ou _ W W
%6 06 e 1
v o W BT
esta dado por
8(517£2>
det(DH) =
UDH) = 50 0)
(1 ) (L ey ey
N W W W
1+d> 14+ (1+d*)(1+) cd 2
=1 — (=
Tw T T 772 (%)

_1+1+d2+1+C2+1+C2+d2+(ﬁ)2_(ﬁ)2
N %4 |14 W2 |14 w’ -

De la ecuacion (2.26) tenemos
W2 =1+c+d*

luego reemplazando (4.19) en (4.18) obtenemos
1+ 1+d
_|._
w w
24+ d?

=24+ ——F—>0
+ W ;

det(DH) =2+
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de ahi que
Wdet(DH) = 2W + 2 + ¢ + d°. (4.21)

Luego la funcién H (u, v) definida en (4.17) es inyectiva en Dg(p1, p2) y como det(DH) # 0
para todo (u,v) € Dg(p1,p2), entonces por el teorema de la funcién inversa, H admite

una inversa diferenciable, H=!: V; C H(DR(pl,pg)) — V4 C Dg(p1,p2), dada por

(uvv) - H_1(§1752) - (u(§1752)7v(§1u§2))'

Como X (u,v) = (u, v, f(u, v)), es una parametrizacion de M en p, entonces

)}(51,52) = (X © H_l)(fl,&) = (U(fl,&)uv(fl;&)uh(fl,&))

donde
h(1, &) = (f ° H71)<€17€2>7

parametriza la superficie M en p, en términos de los pardmetros &; y &, (ver figura 4.3)

M
% X=XoH!
Y H & H(Dg(p1,p2))
/ \ Mo /
. | \ /
\ (p1,p2) ! NP
v H—l 51
\_/

Figura 4.3.
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Ahora usando el hecho de que (DH™') = (DH)™!, sabiendo que

0% %
23] 23] v v
0 0 det(DH det(DH
i | 2 v y  (DH) = (DH) (DH)
9 9& %3] 06,
Ou v __ 0Ou ou
det(DH) det(DH)
Tenemos que:
%3 1+ d?
wu T wrisa
06 det(DH)  det(DH) — Wdet (DH)
851 cd
v w W
06 det(DH) — det(DH)  Wdet (DH)’
y
0% 14 ¢
L A A U R
0¢  det(DH)  det(DH)  Wdet(DH)
852 cd
ov T ou W cd

9¢,  det(DH)  det(DH)  Wdet (DH)

Por la regla de la cadena tenemos

of _oron oo
08 OuoE  Owo&’

pero de la ecuacién (2.23) sabemos que

_of _of
C_%(U7U> y d= ay(”av)a
de ahi que
3_f _ Ou ov

= _—c+-—d
0, 0¢ | 0&

W+ 1+ d? B cd J
~ Wdet(DH)©  Wdet (DH) "
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de manera analoga tenemos que
0 af 0z Ou N % @
652 8u 652 v 852

W41+ B cd
= Wdet(DH) "~ Wdet (DH)

Veamos que los parametros &;, & son pardmetros isotermos para la superficie M en p,

definida por la parametrizacion

X(&,8) = (u(&, &), v, &), h(&1,&)).

En efecto, mostremos que

oo W B W2
agl 352 " Wdet(DH) 2W +2+d2+c2
Como
0X 0X W4+ 14d*\> cd 2
e = e ) A (o )
o9&, 9& Wdet (DH) W det(DH)
W+ 1+ d cd 2
(Wdet (DH)©~ W det(DH) d) ' (422)
Pero
W+ 1+ & cd 2OW 4 2W 14 2Wd + 2d% + d* + (cd)?
W det(DH) Wdet(DH)) — (W det(DH))? ’
(4.23)

reemplazando la ecuacién (4.19) en (4.23) se tiene

<Wﬂ+1+f) ( cd >2_2mﬁ+2+dﬁ+&+d%ﬂv+2+d?+§)
W det(DH) W det(DH) (W det(DH))2

’

y de la ecuacién (4.21) obtenemos

W+ 1+ d? cd > Wdet(DH) + d*W det(DH)
(W det(DH)) (Wdet(DH)) a (W det(DH))?

14 d?

" Wdet(DH)’ (4.24)
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Adema4s

WHl+d cd PoWH1+d) 5, (cd)? W14 @)
Wdet(DH) " Wdet(DH) ") ~— (Wdet(DH))2" ~ (W det(DH))?
(Cd)2 d2
(W det(DH))?
(W14 )2 = (cd)?(2(W + 2+ d?) — d?)
B (W det(DH))?
(W H1+d) = (cd)?(2W + 2+ d?) (4.25)
B (W det(DH))? ' ’
Pero
(W + 1+ d*)>% = W2 +2W* + & + 2WEd? + 2¢2d* + d'c?. (4.26)
Reemplazando (4.19) en (4.26) se tiene que
(W +14+d°)?*? =1+ +d*) +2We + & + 2WEd® + 2¢2d° + d'e?
=+t + (ed)? +2WE + &2 + 2W A + 22 d* + d*e?
= 2W + 2+ + &%) + (cd)*(2W + 2 + d%). (4.27)

Ahora si sumamos y restamos ¢*(cd)? en (4.27)
(W +14+d*)* =W + 2+ +d%) + (cd)*W + 2 + & + d?) — *(cd)?

= (W det(DH)) + (cd)*(W det(DH)) — ¢*(cd)*. (4.28)
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Y al reemplazar (4.28) en (4.25), entonces

( WHltd cd )2 (W det(DH)) + (cd)*(W det(DH)) — c*(cd)®
W det(DH) W det(DH) (W det(DH))2
(cd)?(2W + 2 + d?)
(W det(DH))*

AW det(DH)) + (cd)?*(W det(DH))
(W det(DH))?

(cd)?(2W + 2+ ¢* 4+ d?)
(W det(DH))*

C2

" Wdet(DH) (429)

Finalmente reemplazando (4.24) y (4.29) en (4.22) y teniendo encuenta la ecuacion (4.19)

obtenemos

\0¢ 08/ Wdet(DH)  Wdet(DH)
144 a w2
~ Wdet(DH)  Wdet(DH)

w

= 4.30
det(DH) (4:30)
De manera analoga obtenemos que
_ g @ — we — w (4.31)
\0& 08/ Wdet(DH)  det(DH) '

Por tanto, de (4.30) y (4.31) tenemos que F = G.

(X Ry
RSNy

Mostremos ahora que
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En efecto,

(508 _ouin, oo orsin
961" 0, 06108 0§06 0§ 0y

T <VMV/ ;etl(;;f)) (W deic(iDH) ) a <II/?// ;tl(gf(j)) <W deiczDH) ) N
(W+1+d20_ cd )(W+1+02 B cd C)
Wdet(DH)  Wdet(DH) )\ Wdet(DH) W det(DH)

B W+1+02+W+1+02 B cd n
~ \Wdet(DH) " W det(DH) W det(DH)
W +1+d? B cd W 41+ c? B cd
Wdet(DH) W det(DH)" ) \ W det(DH)" ~ W det(DH)"
- W2+1+d20_ cd W?2+1+c? B cd AW
~ \Wdet(DH) ©~ Wdet(DH) ")\ Wdet(DH) ©~ W det(DH)

2W +2+ 2+ d° cd
— : (4.32)
W det(DH) W det(DH)
Reemplazando la ecuacién (4.19) en (4.32), entonces

X 0X\ WHlsd —— od  N(WPHltE  ed
96, 0¢& )  \Wdet(DH) Wdet(DH) )\ Wdet(DH) W det(DH)

cd
" Wdet(DH)
o cd +(W+1+02)(W+1+d2) . W+1+d? (ed)?
~ Wdet(DH) (Wdet(DH)2 7 (Waet(DH))2 “°
W2 +1+ C2 9 cd 2
- rapmy ¢+ (amom) @ (4.53)

Ahora
W+ 1+ d? , W24l+e? o ((WH1+dB)+ (W +1+2)d
“WasmE D T asome DT = _( (W det(DH))? ) cd

 WeE+E+ W+ d + 2(cd)?
B (W det(DH))?

cd, (4.34)
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reemplazando (4.33) en (4.34)

0X 0X\ WAt W+ d* + (cd)? cd ZCd
06" 0/ Wdet(DH) (W det(DH))? W det(DH)
(W+1+d*)(W+1+c2)
d 4.
* (W det(DH))? “ (4.35)
pero
(W+1+d*)(W+1+c?) ol — W2+ Wd? + & + d* + d? + (cd)? ede
(W det(DH)) B (W det(DH))?
2
1
Worwel (4.36)

(W det(DH))?

d
de la ecuacién (4.19), sumando y restando (W) cd y teniendo en cuenta la
e
ecuacion (4.21)
(W+1+d*)(W+1+c?) d— We? 4+ Wd? 4+ &+ d? + d* + 2(cd)? ed+ cd
(W det(DH)) B (W det(DH))? W det(DH)
cd
— | = | cd. 4.
(W det(DH)) ¢ (437)
Reemplazando (4.37) en (4.35) obtenemos
_JoX 9X\ - WE W+ A 4 d* + 2(cd)? cd 2cd+
C\0& 08/ Wdet(DH) (W det(DH))? W det(DH)
We?+ Wd? + & + d? + 2(cd)* cd 2Cd
(W det(DH))? Wdet(DH)
= 0.
Por tanto &;, & son parametros isotermos. O

Definicién 4.2. Una funcion f(u,v) de valor real es analitica en un punto (ug,vy) si

admite un desarrollo en serie de potencias en un entorno del punto (ug,vo).

Corolario 4.1. Supongamos que X(u,v) = (u,v,f(u,v)), define una superficie

minimal M, entonces f(u,v) es una funcion real analitica.
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Demostracion. Por el teorema (4.4), para cada punto p € M existe una vecindad en la
cual podemos introducir la funcién (4.17) y de ésta podemos obtener pardmetros isotermos
&1, & para la superficie M en forma local. Luego por el teorema 4.2 obtenemos que

u(&y, &), v(&1, &) son funciones arménicas.

Ahora como u(&;, &) es armonica, entonces podemos hallar su armonica conjugada @ y

de alli, la funcién ¢g(§) = u(&y, &) + u(&, &2), siendo € = & + i & es una funcién analitica.

Como g¢(§) es analitica, entonces g(£) admite un desarrollo en serie de potencia, la cual
converge a g(&), ([3], p.154). Por tanto u(;, &) admita un desarrollo en serie de potencia
en un entorno del punto (&7, &2). De manera andloga se muestra que v(1, ;) es una funcién

real analitica.

Pero f(u(&1,&),v(&1,&)) también es una funcién arménica de & y &, de ahf que f(u,v)
admita un desarrollo en serie de potencia en un entorno de un punto (u,v), luego f(u,v)

es una funcion real analitica. O

Teorema 4.5. Sea M wuna superficie definida por la  parametrizacion
X(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v)) con u, v son pardmetros isotermos. Sea X (4,0) una
reparametrizacion de M definida por el difeomorfismo F dado entre U y U, entonces 1,

v son también pardmetros isotermos para M si, y solo si la funcion F es conforme.

Demostracion. Sea X(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)) una parametrizacion de la
superficie M. Sea F : U — U un difeomorfismo, entonces se denotara por J la ma-

triz jacobiana de F, es decir

ou O
g ou Ov
v o
ou Ov

Ahora definamos X (@, 7) = X (u(a,v),v(,v)) una reparametrizacién de M en un punto

p-

52



Como de (1.6) tenemos que

E F
F G

por tanto la matriz G es semejante a la matriz G, luego

G=J"GlJ. (4.39)

Supongamos que u y v son pardmetros isotermos para la superficie M dada por la para-

metrizacién X (u,v), entonces £ = G, F' = 0 y por tanto la matriz G nos queda
Gg=FI, (4.40)

siendo I la matriz identidad.

Al reemplazar (4.40) en (4.39) tenemos que

G=EJ"J. (4.41)

Pero u, v también son parametros isotermos para M dada por la parametrizacion X =

(w,v), por tanto £ = G, F' = 0, de ahi que
Gg=FI, (4.42)
luego de (4.41) y (4.42)
EJTJ=EI, (4.43)

es decir

E
T T
= _—_I[.

|E
Por tanto = J es una matriz ortogonal.

Como 4/—=J es una matriz ortogonal, esto equivale a decir que la funcion F es una

transformacion conforme, ([11], p.286). O
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Capitulo 5

Representacion de Weierstrass

Dentro del desarrollo histérico de las superficie minimales en R3, la representacién de
Weierstrass tiene gran importancia, pues en los anos sesenta Robert Osserman recuperd
dicha representacién y permitié un gran avance en la teorfa de superficies minimales en R3,
ademas la representacion de Weierstrass permitio el descubrimiento de nuevas superficies

minimales en R3.

A continuacién presentamos la representacién de Weierstrass, las cual nos brinda otra
forma de ver, y de obtener, superficies minimales en R3, a partir de las funciones analiticas,

para ello comencemos con el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea D C C un dominio, g(¢) una funcién meromorfa' arbitraria en D y
f(C) una funcion analitica en D. Si ademds tienen la propiedad de que para todo punto
donde g(C) tenga un polo de orden m, f(() tiene un cero de orden de al menos 2m,

entonces las funciones

HQO=5/0-0),  HQ=5f0+8),  &O=fg 61

IUna funcién ¢g : D € C — C, es meromorfa si los tinicos puntos en los que g no es analitica son polos.
b
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Son analiticas y cumplen

¢ + b5 + @5 = 0. (5:2)

Reciprocamente para cualesquiera tres funciones analiticas ¢; : D — C (i = 1,2,3)

cumpliendo (5.2) se pueden escribir como en (5.1) excepto para ¢ =i ¢q, ¢3 = 0.

Demostraciéon. Como los polos de g son ceros de f de orden el doble, entonces las

funciones ¢; definidas en (5.1) son analiticas, ademés

2 . 2
srirai=(La-) + (Larad) +uopr
f? f?
=T 0 =2 +¢") =T (1420 +4") + °¢°
_ 27— 27— 0

Reciprocamente, sean ¢; : D — C (i = 1,2,3) cumpliendo (5.2), tomemos

f=¢1— ¢, g= %, (5.3)
f
Con estas condiciones de f, g se cumple que
b3 =1y
Veamos que también se cumplen las dos primeras igualdades de (5.1). Nétese que
(1 — i) (p1+i¢a) = & +i 1o — i p1b2 + 5
= ¢7 + 5. (5.4)
Como ¢? + ¢3 + ¢2 = 0, entonces ¢ + ¢p3 = —¢3. Por tanto de (5.4)
—¢5 = (¢1 — i da) (b1 + 1 ¢ha) = &7 + ¢5. (5.5)
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Ahora de las ecuaciones (5.3),

2
2 - 03
fg (¢1 ¢2) (§Z51 N Z¢2)2
—3
=13 5.6
1 — 12 (5:6)
multiplicando y dividiendo por ¢ + 7 ¢o,
O1— 192 g1+ i
CEECh
y de la ecuacién (5.5), si ¢2 # 0, entonces
—f9*=¢1+i¢. (5.7)
Obteniendo las ecuaciones
1 —ip = f, pr1+idy=—fg%
entonces, si sumamos las anteriores ecuaciones obtenemos
1
¢1 = af(l—QQ),
y si las restamos tenemos
7
P2 = Qf(1+92)-
O

La condicién que me relaciona los ceros de f y los polos de g debe darse, pues de lo

contrario de la ecuacién (5.7)
¢1 + i

no seria analitica.

Esta representacion falla sélo si el denominador de la expresién para g en (5.3) es cero, es

decir si ¢; — igpo = 0; y en éste caso de (5.5) ¢3 = 0, con lo cual

o1 # iy y ¢3#0.
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Teorema 5.2.

forma

Toda superficie minimal M C R? se puede representar localmente en la

¢
x(u,v) = Re{ i o1(€) de}+cl,
¢
y(u,v>—Re{ < ¢2(€)d6}+02,

o

¢
z(u,v) = Re{ o3(€) de}+cg,

(5.8)

donde las ¢y estan definidas en (5.1), ¢ € C, k=1,2,3, para cierta g meromorfa y f

analitica definidas en un dominio simplemente conexo D C C.

Demostracion. Sea X : U CR — M C R? tal que X (u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u, v))

es una parametrizacion isoterma de M, siendo u y v pardmetros isotermos.

Como M es minimal y la parametrizaciéon X (u,v) es isoterma, entonces por el

teorema (4.2), z(u,v), y(u,v) y z(u,v) son funciones armonicas, y por tanto de la

propiedad 1 dada en la péagina 36 las funciones ¢, £k = 1,2,3 son analiticas y

cumplen (5.8).

En efecto, mostremos que

y de manera andloga se procede con y(u,v) y z(u,v), siendo { = u + iv

¢
x(u,v) = Re{ o1(€) de}—I—cl,

o

Si consideramos € = u + iv, entonces

donde

¢1(€) de = (% — Z%) (du + idv)

ox ox ox

- (—du + —dv) +i<—dv _ g

ou ov ou

dr = <%du + %d’u).
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De ahi que

v [[oacf = [ (gzd G G- ) |
/ O gt 2

y de la ecuacion (5.9) tenemos

Obteniendo finalmente

o

¢
x(u,v) = Re{ o1(€) de}—I—cl,

con ¢; = x(ug, vp)- O

De acuerdo a éste teorema, podemos afirmar que el estudio de las superficies minimales
en R? es equivalente al estudio de triplas de funciones analiticas cumpliendo (5.2). Al par
(f,g) se les llama de datos de Weierstrass. Los anteriores resultados fueron
obtenidos por Karl Weierstrass. Weierstrass expuso las férmulas (5.8) y (5.1) en el
seminario matematico de la Universidad de Berlin en 1861 y las comunico a la academia de

Berlin en 1866. Esta mismas férmulas fueron obtenidas por Enneper independientemente.

Tomemos dos funciones f y g las cuales sean analiticas en un dominio simplemente conexo

D C C, para asi obtener una superficie minimal.

Sean [ =2y g = (¢ dos funciones las cuales son analiticas en todo C, entonces de acuerdo

al teorema (5.1) las ¢y, k = 1,2, 3 estan bien definidas y ademds por el teorema (5.1)

$1(¢) =1-¢ $2(C) = (1 + ¢?) $3(¢) = 2¢ (5.10)
son funciones analiticas.
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Por tanto, de acuerdo al teorema 5.2 existe una superficie minimal tal que

¢

x(u,v) = Re{/o o1(€) de}—I—cl,
¢

y(u,v) = Re{/o Oo(€) de}+cg,
¢

z(u,v) = Re{/o o3(€) de}+03.

Hallemos z(u, v); de (5.10) tenemos

¢ ¢
x(u,v) = Re{/o o1(€) de}—l—q = Re{/o (1-— 62)d6}—|—01
3 )¢
= Re{(e— g) O}+C1

{ , ud + 3iuv — 3uv? — i3 }
= Red u+ v —
3

=u— u_3 + uv?

— 3 )
Por lo tanto

w3
x(u,v) =u — Y + uv?.

De manera analoga se tiene que
o3

y(u,v):—v—i—?—vu

2(u,v) = u® — v,

2
con lo cual hemos obtenido la siguiente superficie minimal.

Ejemplo 6 (Superficie de Enneper). La superficie de Enneper, es la superficie

parametrizada por
u? v?
X(u,v) = (u—§+uv2,—v+§—vu2,u2—v2), (u,v) € R

Es una superficie minimal.
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Figura 5.1: Superficie minimal de Enneper

Siguiendo los procedimientos anteriores puedo obtener las siguientes superficies minimales

Ejemplo 7. Para f =2( y g = ( obtengo

uw?—v? ot —6ut ot 5 2u? )
X(u,v) = — , UV —uv—vu,T—qu )

2 4

la cual es la misma superficie minimal dada en la pédgina 41 del capitulo 4, (figura 5.2).

Figura 5.2.

Ejemplo 8. para f = cos®’C y g = sent
cos

obtengo

X (u,v) = (sen 2u cosh 2v, —v, sen 2u cosh 2v).

2
Ejemplo 9. Para f = E y g = C obtengo
ur  v? 1 5 o .
X(u,v)= (- ?+?+§ln(u +v%), —uv — arg(u + i), 2u),
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(figura 5.3).

Figura 5.3.
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Capitulo 6

Teorema de Bernstein

En el presente capitulo trataremos un importante resultado de las superficies minimales
en R3, el cual es conocido como: el teorema de Bernstein, éste nos dice que las tnicas

superficies minimales completas en R? (esto es, definidas en todo R?) son los planos.

Lema 6.1. Sea £ : U C R? — R, U un dominio convexo, E € C?. Supongamos que la

matriz Hessiana
82E( ) 0*F (z,9)
oz Y Oxdy oY
H(x,y) =
0*FE (z,7) 82E(x )
ayax Y y ayQ 7y

estd definida positivamente®. Definamos la funcion F : U C R? — R? dada por

). 5w (6.1)

Fo) = (Gota, G

entonces si 0 = (01,02) y u = (1, u2) son dos puntos distintos en U y si ¢ = (¢1,(2) ¥

n = (m,n2) son sus respectiva imdgenes bajo la funcion F, entonces

(0= 1,C =) > 0. (6.2)

1'Una matriz simétrica H esta definida positivamente si X7 HX > 0 para todo X € R?, X # 0.
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Demostracion. Como U es un dominio convexo, entonces existe un 6 > 0 tal que
t0+(1—t)uelU, conte(—d,1+9).

En efecto; como 6, € U, y dado que U es abierto, ( por ser U un dominio ), entonces
existen B(0,6;) CU y B(u,d2) C U, sea §* = min{dy,d2} y tomemos
6*
0= ———.
16— pell

Si —0 <t <0, entonces

180 + (1 = ) — pl| = ([0 — tl| = [£][]0 — pe]
5*

< 6/[0 — pl| = 0= al

10 = pl| = 6%,

por tanto

t0+(1—t)uelU, para —d<t<DO. (6.3)

Ahora si 1 <t <14 4, entonces

10 =10 — (1 = )ull = [1(0 = p) = (6 — @l = [0 — p)(1 = 1)]]
= [t =[]0 = pll <0110 = pll = 5,

por tanto
t0+(1—t)pel, para 1<t<1l+0. (6.4)
Luego de (6.3) y (6.4)
t0+(1—t)uel, te(—6,149).
Definamos
P(t)y=E(t0+ (1 —t)u), te (=6,1+9),

y dado que E € C?, entonces E es diferenciable y como la funcién
t— 0+ (1—t)pu, te (=6,1+9),
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es diferenciable, entonces por la regla de la cadena, P es diferenciable y ademés

P = G ) 5 0+ 5 ) 0

siendo z(t) = t0; + (1 — t)p1, y(t) =ty + (1 — t)pugy con t € (=0, 1 + ), por tanto

P(t) = G ()60 = ) + G ) 62— )

Luego

P) = 5 [P0 = | S — ) + 5 o) 6~

0*FE Ox 0*E Ox O*E 0y 0*E Oy
= g2 gp \h )+ (%—aya(% — p2) + a—yQE(Ql — p1) + %5(92 — p2)
OPFE O’E OPE

= w(el - Hl)Z + 91y (01 — p1) (02 — p2) + %(91 — 1) (b — p2)+

0*E
8—3/2(€2 — p2)”.

Ahora como H(z,y) es una matriz definida positivamente, entonces

0*E 0*E 0*E
@(91 —11)? + 900y (01 — p1) (02 — pi2) + g0 (01 — p1) (02 — p2)

0*E
+a—y2(92—u2)2>0 para —J <t <1+0.

Dado que P'(t) continua en [0,1] y P"(t) > 0 en (0,1), entonces P’'(t) es escrictamente
creciente en [0, 1], por tanto P'(1) > P’(0), de ahi que

OE

S 06— ) + S O)6 = ) > S0 — ) + G () 62— ).

Como hemos definido ¢ = F(0) = (¢1, () y n = F () = (1, 12), siendo

oF oF or or
¢ = %(9) G2 = 8—3/(9) T = %(M) N2 = a—y(ﬂ)a
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entonces
Gu(0r = pur) + Ca(b2 — pi2) > (01 — pa) + 1202 — pu2),
de ahf que
(Cr = m)(0r = 1) + (G2 = m2) (02 — p2) >0
((C1=m1, G =), (01 — pi1, 02 — 2)) > 0

Lema 6.2. Bajo las hipdtesis del lema 6.1, si definimos la funcion

Qz,y) = (z+u(z,y),y+v(zy) (v,y) €U

donde u(x,y), v(z,y) estan dados por

or or
u(:c,y) = %(xvy) ) U(l‘,y) = a—y(xay)a

entonces para dos puntos distintos 0, p en U, sus imagenes v y p satisfacen

0 —p,y—p) > 16— pl*

Demostracion. Calculemos v — p. Como v = Q(0) = (71,7%) v p = Q1) = (p1, p2),

entonces
= p=(11,72) = (p1,p2)
= (01 +u(0:1,0),05 + v(01,05)) — (1 + ulpr, p2), p2 + v(pa, p2))
= (01,602) — (111, p12) + (u(61,02), v(01,65)) — (wlpr, pa), v(pa, pia))

= (0 —p)+(C—n)
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De ahi que
(0 —py—p) = (0 —p, (0 — ) + (¢ =)
= (0 —p, 0 —p) + (0 —pn,C—m)
=110 = pll* + (0 — 11, ¢ —m),

y de (6.2) obtenemos
(0 =y —p) > 10— pll*.

O
Corolario 6.1. Bajo las mismas hipotesis, tenemos
17 = pll > 110 = pll (6.8)
Demostracion. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(v =00 =) <lv = pllll6 = pll;
y por la ecuacién (6.7)
(v =00 —p) > 110 — pll?,
luego
16 = ull* < lly = oIl = ull,
de ahi que
10 = el <l = pll
]

Lema 6.3. Con la notacion del lema previo, si U es un disco con centro en el origen y
radio R, entonces la funcion (6.5) es un difeomorfismo de U sobre un dominio A el cual

incluye un disco de radio R con centro en Q(0).
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Demostracion. Como E € (2 entonces la funcién (6.5) es continuamente

diferenciable. Sea X (¢) una curva diferenciable en U, y denotemos por £(t) su imagen

bajo (6.5), es decir

Dado que X (t+ h), X(t) estan en U , entonces por la ecuacién (6.8)

1€+ h) = E@) > | X+ h) = X(@D)]],

de ahi que
et +h) — @I X+ h) — X@)]
|| || ’
luego
E(t+h) —&(t) - X(t+h)— X(t)
h h ’
por tanto
1€ = X" @)]-
Veamos ahora que el jacobiano %(x, y) # 0 para todo (z,y) € U.

Sea # € U y v € R? un vector cualquiera no nulo. Como U es abierto, entonces

0 > 0, tal que
Xt)y=0+tvelU, te(-0,9),

con X(0) =60y X'(0) =w.
Asi por (6.9) tenemos que

1€ O) ] = X (0)I] = [lv]l >0,

pero
10 = 52D w0
luego de (6.10)
€,
2(@.v) (z,y)-v #0,
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para cualquier v € R2, con v # 0. Por lo tanto

2(Q1.Qx)
S ) £ 0, (6.13)

para todo (x,y) € U.

Ahora por (6.8) se tiene que @) es uno a uno en U, por lo tanto A = Q(U) es abierto,

asi () es un difeomorfismo de U en el dominio A = Q(U).

Veamos ahora que A incluye todos los puntos ¢ tales que ||€ — Q(0)|| < R, para algin

R > 0. Si A es todo el plano, entonces

1€ = Q)| < R.

Supongamos que A # R2 Como R? — A es cerrado, por ser A abierto, entonces existe

o€ R? — A tal que

o — Q)] = mfn{||n—c2<o>|| mER! A},

es decir o minimiza la distancia de R? — A a Q(0), de ahi que o € A, ( frontera de A ),
y por tanto existe una sucesion {0y} con & € A tal que o — &, cuando k — o0, y sea

{zx} la correspondiente sucesiéon en U, (por ser ) uno a uno en U), es decir

Uk:Q(ZL‘k), x € U.

Luego {xk} no puede converger en U, pues de lo contrario por la continuidad de @) se
tendria que o serfa la imagen de tal limite, lo cual contradice el hecho de que o ¢ U; luego
se sigue que

|zk|| = R cuando k — oo,

y como de (6.8)
low = Q)| > [zl

entonces



Luego de la eleccién de o, se sigue que si & € R? tal que ||€ — Q(0)|| < R, entonces & € A.
Es decir el disco abierto de centro Q(0) = £(0) y radio R esté contenido en A. O

Teorema 6.1. Sea f(x,y) una solucion de la ecuacién (2.1) para z* +y* < R%, entonces

usando la notacion (2.23), (4.16), (4.15) la funcion
H(z,y) = (z+ F(z,y),y + G(z,9)), (6.14)
definida por (4.17), es un difeomorfismo sobre un dominio A el cual incluye un disco de

radio R con centro en el punto H(0).

Demostracion. De la ecuaciones (4.16) y (4.15) existe una funcién FE(z,y) en
22 + y* < R? cumpliendo

oE oE

' 0? 0 2
E F 1+c¢
W(%y)—a—x(%y)— W >0

de ahif que E € C?.

Ademas
oF OF
I(F, Q) — det oxr 0Oy
(w,y) oG 0G
or Oy
_9F 3G _0GOF
 Or dy  Or Ox

_ (1+cA)(1+d?) — (cd)? .
(det DH)? ‘

Asi la funcién E(z,y) tiene una matrix Hessiana definida positivamente y podemos aplicar

los lemas 6.1, 6.3. Pero por (6.15) la funcién

(z,y) — (z+ F(z,y),y+ F(x,y)),
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E E
siendo g—(:p,y) = F(z,y), g—(:p,y) = G(z,y), es la funcién (6.6) y aplicando el lema
z Y

6.3 a ésta funcion, obtenemos el lema 6.1. O

Teorema 6.2. Sea f € C', en un dominio U. Dada superficie M descrita

paramétricamente por

X(l’,y): (xvyaf(xvy))a (fL‘,y)GU

Entonces la superficie M estd en un plano si, y solo, si existe una transformacion lineal

no singular
r=uz(u,v), y=uyu,v),

tal que u, v son pardametros isotermos sobre M.

Demostracién. Supongamos que existe una transformacion lineal no singular
r = z(u,v) = apu + byv
y =y(u,v) = aru+ byv, (6.16)

tal que
X(x(u,v),y(u,'u)) = (x(u,v),y(u,v),f(x(u,v),y(u,v)))

es una parametrizacion isoterma de M.

Sea ¢(¢), k = 1,2, 3, las funciones introducidas en (4.3). Luego
oxr .Ox

¢1(C) = % —Z% = ag — by
dy .0y
¢2(C) %—2%—(11—21)1,

de ahi que ¢, ¢2 son constantes.

Ahora como
¢+ @3+ ¢5 = 0,

se sigue también ¢3 es constante.
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Pero
0 0
6O = Ly -y, =utiv, @yen,

luego V f(z(u,v),y(u,v)) es constante, y como la transformacién (6.16) es no singular,
entonces podemos escribir
u=u(z,y) = cox + doy

v=uv(z,y) = 1@ + dyy,

luego

of O0fou Of ov
A — + —— = constante,

or Oudr  Ovor

g = 8f@ + g@ = constante,

oy %8y Ov Jy

asi V f(z,y) es constante, por lo tanto

f(z,y) = Ax + By + C.

Reciprocamente si f(z,y) = Az + By + C, es facil escribir una transformacién lineal en

coordenadas isotermas para M, por ejemplo si consideramos

1
r=MNu+Bv y y=ABu— Av, siendo )\2:m,

entonces u, v son parametros isotermos para M. En efecto,

X(u,v) = X(x(u,v),y(u,'u)) = (x(u,v),y(u,v), f(x(u,v),y(u,'u)))
= ()\Au + Bv, A\Bu — Av, Au(A? + BQ)),

es decir

)?u = ()\A, )\B, )\(A —+ B)) y )?u = <_BaA70>7
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por tanto
E = (X,,X,) =A%+ \2B2)\*(A% + B?)
=\ (A% + B*)(1+ A% + B?)

= A% + B

G=(X,, X,)=A>+B> y F=(X,X,)=0.

de ahi que u, v son parametros isotermos para la superficie M. O

A continuaciéon presentaremos el teorema de Osserman, el cual nos es de gran utilidad en
la obtencién del teorema de Bernstein. Pero para demostrar el teorema el de Osserman

consideremos previamente el siguiente lema.

Lema 6.4. Sea w : C — R wuna funcion armonica. St w es acotada superiormente,

entonces w es constante.

Demostraciéon. Sea w : C — R una funciéon armonica y sea K € R tal que

w(u,v) < K paratodo (¢ =u-+iveC.

Como w es arménica en todo el plano C, entonces podemos hallar su armoénica conjugada

w* tal que la funcion
f(¢) = w(u,v) + iw*(u,v)

es analitica en todo el plano.

Definamos la funcién g(¢) = exp ( f(¢ )), la cual es analitica en todo el plano C y hallemos
su médulo |exp (f(¢))].
lexp (f(Q))] = exp (w(u, v)),

pero como w(u,v) < K, entonces
exp (w(u,v)) < K,
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por tanto por el teorema de Liouville ([2], p.122) la funcién exp (f(¢)) es constante, de

ahi que w también es constante. O

Teorema 6.3 (Osserman). Sea f(z,y) una solucion de la ecuacion de los grafos
minimales (2.1), definida en todo el plano xy. Entonces eziste una transformacion li-

neal no singular
r=u
Yy = au + bv, b > 0.

tal que u y v son parametros isotermos para la superficie M definida por

X(z,y) = (z,y, f(z,y)).

Demostracién. Sea H(z,y) = (z + F(z,y),y + G(z,y)), (z,y) € R? donde F y G
estan definidas en (6.15), (H(x,y) es la misma funcién definida en (4.17)). Entonces H
estd definida en todo el plano xy. Por el lema (6.1), se sigue que la funcién H es un
difeomorfismo de R? en R?, (ver figura 6.1), es decir la funcién H transforma el plano z y
en el plano & &, siendo & = & (x,y), & = &(w,y), pero por el teorema 4.4, & y & son

parametros isotermos para la superficie M definida por la parametrizacion

X (2(61,£2), y(60, &) = (z(fl,@),y(a,&),f(x(fl,@),y(&,&))).

Ahora por la teorema 4.2, las funciones

Jdr  Ox 0y 0y _of of

$1(¢) = 8—51_28—52 ¢2(C)—a—§l—’la—§2 ¢3(C)—a—&—za—£2, (6.17)
son funciones analiticas, ademas
_ oz,
I{Gi0a} = — 570
En efecto, como
o (2505 (200
hor= (g6 + i3 ) (3~ 138

St D on (e e i)
061 081 08 08, 06,08 06,08 )
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X=XoH!

por tanto

) = (220 0v ) Oy
Imidda} = (aéla@ 652851)_ Nér, &)
O(z,y)
6(51752)

> 0.

Iz, y)
(&1, &)

Como , es el determinante de la matriz Hessiana de H~!, por tanto

Nre,y) 1

(&, &)  9&,8&)

oz, y)

y por (4.20) tenemos que

Mostremos ahora que

¢ L
Im{é} = ‘¢1|21m{¢1¢2} < 0.
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Dado que

9y .9y (&H&)(@_Z@)
by 0g 06, \o& 06 )\oG  0&

¢ Oz Oz ¢ + ¢
06 08
= ! Im{q§1¢2},
|12
de ahi que
G2 | P10
Im<—%=1Im 5
b1 |¢1]
= ! Im{ﬁb_ﬁ%} <0,
|12
pero como ¢1, ¢ son funciones analiticas y ¢ # 0, para todo £ € C, entonces la funcion
B2
o1

es analitica en todo C con Im{%} < 0.

1

P2 " o L.
Ahora como — es analitica en todo el plano, entonces su parte imaginaria es armonica,
1

L P2 .
luego del lema 6.4 tenemos que su parte imaginaria es constante, pero como ¢— es analitica,
1

entonces de las ecuaciones de Cauchy-Riemann su parte real también es constante, de

) P2 > .
ahi que — es una funcién constante, es decir,
1

2

—=c=a—1b, b>0,

1
luego

¢1 = coa. (6.18)

Tomando la parte real e imaginaria de (6.18) tenemos
Re{¢2} = Re{0¢1} y Im{¢2} = Im{cﬁbl},

de ahi que
@ ox b ox

o, = aﬁ—& — 8—52’ (6.19)
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@_bﬁx ox

Dfinamos la siguiente transformacion lineal no singular

(z,y) = (u,v),

tal que
r=u 'y y=au+bv, b>0.

Entonces

oy _oyou oy ow
851 B ou 851 v 851 ’
ou ov

dy _oyou oy ov
agg - ou 852 v 852 ’

ou ov
— ol 1 p 0 6.22
2% oG (6:22)

Teniendo en cuenta que z = u, (6.19) y (6.21)

dv  Ou
o G
luego de (6.20) y (6.22)
ou v
o6 08

es decir las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen, esto implica

9(&1,82) = u(&r, &2) +iv(61, &),
es una funcién analitica de (£1,&) v
g'(§) #0 v§ € C,

por tanto la funcién g es conforme, (ver [2], p.73) ahora por el lema 4.5 (u, v) son parame-

tros isotermos para la superficie M, lo cual concluye la demostracion, (ver figura 6.2). O
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X=XoT!

Figura 6.2.

Corolario 6.2 (Teorema de Bernstein). Sea X : R?* — R? dada por
X(x,y) = (x,y,f(:c,y)). Si f(x,y) satisface la ecuacion de los grafos minimales para

todo (x,y) € R?, entonces f(x,y) es una funcién lineal de z e y.
Demostracion. Por el teorema 6.3, como f(x,y) es una solucién de la ecuacién (2.1)
en todo el plano, entonces existe una transformacion lineal no singular

r=1Uu

y = au + bv, b >0,

donde u, v son pardmetros isotermos para la superficie M definida por X (z(u,v), y(u, v)).
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Por el teorema (6.2) como u, v son parametros isotermos, entonces f(x,y) = f(x(u, v),y(u, v))

estd definida sobre un plano, es decir f(z,y) = Ax + By + C. O

Corolario 6.3. Una solucion acotada de (2.1) en todo el plano debe ser una constante

Demostracion. Sea f(x,y) una solucién acotada de (2.1) en todo el plano, entonces por
el teorema 6.3 existe una transformacion lineal no singular tal que x, y son pardmetros
isotermos para la superficie M definida por X (z,y) = (x,y, f(x,y)), luego por el lema
4.2; f(z,y) es una funcién arménica acotada en todo el plano x y, de ahi que f(z,y) debe

ser igual a una constante, dado que f estd acotada para todo z, y. O
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