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JESÚS EDER DÍAZ TRUJILLO

OSCAR EMILIO MOLINA DÍAZ
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Caṕıtulo 1

Introducción

El análisis de Fourier juega un papel importante en distintas disciplinas

matemáticas, en particular en la f́ısica matemática y la teoŕıa de las distribuciones. Son

igualmente conocidas numerosas aplicaciones de dicha rama a otras ciencias exactas y

naturales, como también a la tecnoloǵıa: basta citar, por ejemplo, el teorema

del muestreo y las consecuentes aplicaciones de la transformación rápida de Fourier al

estudio de las señales.

Para ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (que describen fenómenos

f́ısicos y económicos), su solución con frecuencia se encuentra bajo ciertas condiciones, con

la ayuda de la transformación de Fourier. De otra parte, mediante esta

transformación integral pueden describirse de manera satisfactoria (en determinado

sentido) propiedades fundamentales de las funciones.

No obstante lo arriba expuesto, en el Programa de Matemáticas no se cuenta con un

curso formal sobre estos tópicos. Estas razones han motivado a los autores del trabajo

propuesto, a profundizar en los elementos de la teoŕıa de la transformación de Fourier

para funciones de varias variables y algunas de sus aplicaciones. Es de notar que una

presentación satisfactoria del análisis de Fourier es posible con la ayuda de la teoŕıa de

ciertos espacios funcionales, algunos de los cuales se consideran clásicos y cuyo estudio
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previo debió ser abordado por los autores.

El trabajo tendrá como eje principal el análisis de Fourier, haciendo especial énfasis en la

transformación integral de Fourier para funciones de varias variables reales, la represen-

tación integral de Fourier y algunas aplicaciones, tales como los teoremas de convolución

y Plancherel.

Para el desarrollo del trabajo, se hacen necesarios ciertos conceptos espećıficos del análisis

matemático, tales como las integrales dependientes de parámetro, teorema de Fubini, la

convolución, teoŕıa de la medida e integral de Lebesgue y aspectos fundamentales de la

teoŕıa de los espacios de Lebesgue y de Schwartz.

El objetivo general de este trabajo es estudiar la transformación integral de Fourier para

funciones de varias variables reales, pertenecientes a los espacios de funciones sumables

L1(Rn) y L2(Rn), y algunos de los objetivos espećıficos son:

Comparar la transformación de Fourier para funciones de L1(Rn) y L2(Rn).

Estudiar las propiedades fundamentales de la transformación integral de Fourier.

Estudiar algunas de las aplicaciones de la transformación integral de Fourier.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En 1807 Jean Joseph Fourier (1768-1830), matemático y f́ısico francés nacido en

Auxerre, sorprendió a algunos de sus contemporáneos al afirmar que una función

“arbitraria” se pod́ıa expresar como combinación lineal de armónicos. Estas

combinaciones lineales llamadas hoy en d́ıa series de Fourier, se han convertido en un

instrumento indispensable en el análisis de ciertos fenómenos periódicos (tales como

vibraciones, movimientos ondulatorios y planetarios) que son estudiados en f́ısica e

ingenieŕıa. Muchos problemas importantes de naturaleza puramente matemática han

surgido en relación con la teoŕıa del análisis de Fourier, y es un hecho histórico

notable que gran parte del desarrollo del análisis matemático moderno ha sido

profundamente influenciado por la búsqueda de respuestas a tales problemas.

2.1. Series de Fourier

Definición 1. Sea f : R → R una función de periodo 2`, ` > 0. Entonces su

representación en serie de Fourier es:

f(x) ≈ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπx

`

)
+ bn sin

(nπx
`

)
, (2.1)
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donde ∀n ∈ N0
1, an, bn son llamados coeficientes de Fourier y se calculan de la siguiente

manera:

an =
1

`

`∫
−`

f(x) cos
(nπx

`

)
dx, bn =

1

`

`∫
−`

f(x) sin
(nπx

`

)
dx.

En (2.1) decimos que a f(x) se le asigna la serie del miembro derecho; el śımbolo de

igualdad no lo usaremos, en tanto no se tenga establecida la convergencia de dicha serie.

El siguiente teorema que citamos sin demostración2 nos ayuda a identificar el tipo de

funciones que admiten representación en serie convergente de Fourier.

Teorema 1. Sea f(x) una función de periodo 2`, monótona a trozos y acotada en el

intervalo (−`, `). Entonces su serie de Fourier converge en todo punto del eje real. La suma

de la serie obtenida converge al valor de la función f(x) en los puntos de continuidad. En

los puntos de discontinuidad de la función, la suma de la serie converge al semisalto de

esta (Ver [12] tomo 2 Pág. 327).

Series de Fourier para las funciones pares e impares

De la definición de funciones pares e impares se deduce, que si f es una función par

integrable, entonces:
`∫

−`

f(x)dx = 2

`∫
0

f(x)dx.

De manera similar tenemos, que si f es una función impar integrable, entonces:

`∫
−`

f(x)dx = 0.

Supongamos que f(x) es una función impar que se desarrolla en serie de Fourier.

1N0 := {0, 1, 2, 3, . . .} .
2En adelante, los teoremas que están sin demostración son considerados auxiliares. Estos serán citados

sin demostración, pero con la respectiva referencia bibliográfica.
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El producto f(x) cos
(

nπx
`

)
es también una función impar, y f(x) sin

(
nπx

`

)
es una función

par. Por consiguiente,

an = 0, bn =
2

`

`∫
0

f(x) sin
(nπx

`

)
dx, ∀n ∈ N0.

Es decir, la serie de Fourier de una función impar contiene solamente senos de ángulos

múltiples. Análogamente, si una función par se desarrolla en serie de Fourier, el producto

f(x) sin
(

nπx
`

)
es una función impar y f(x) cos

(
nπx

`

)
es una función par, luego:

a0 =
2

`

`∫
0

f(x)dx, an =
2

`

`∫
0

f(x) cos
(nπx

`

)
dx, bn = 0, ∀n ∈ N.

Es decir, la serie de Fourier de una función par contiene solamente cosenos de ángulos

múltiples.

Nota 1. Podemos observar que una condición necesaria para que una función admita

representación en serie de Fourier, es que tenga periodo finito. Es conveniente estudiar

el análogo de la serie de Fourier para funciones no periódicas. Para ello, dicha función

será considerada de periodo infinito.

2.2. Representación Integral de Fourier

Teorema 2. Supongamos que:

1. f es una función continua a trozos en cada segmento finito y absolutamente

integrable en todo R,

2. para cada x ∈ R existen las derivadas laterales.

Entonces, para el punto x se verifica la fórmula:

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

+∞∫
0

[a(y) cos(xy) + b(y) sin(xy)]dy. (2.2)

Aqúı f(x+ 0) es el ĺımite por la derecha de la función f en x (Ver [10] Pág. 394).

10



Donde a(y), b(y) se denominan coeficientes de Fourier y se calculan de la siguiente manera:

a(y) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t) cos(yt) dt, b(y) =
1

π

+∞∫
−∞

f(t) sin(yt) dt.

Observación 1. Las propiedades de las funciones pares e impares, se cumplen en la

representación integral de Fourier de manera análoga que en las series de Fourier.

Ejemplo 1. Con la ayuda de la integral de Euler-Poisson:

+∞∫
0

e−t2dt =

√
π

2
, representar

mediante la integral de Fourier la función f(x) = e−x2
.

Solución. Esta función es continua a trozos en cada segmento finito y además es

absolutamente integrable en todo la recta real. También existen las derivadas laterales

∀x ∈ R; luego podemos aplicar el Teorema 2.

Como la función f(x) = e−x2
es par, se anula b(y) y tenemos:

a(y) =
1

π

+∞∫
−∞

e−t2 cos(yt)dt =
2

π

+∞∫
0

e−t2 cos(yt)dt =
2

π
I(b). (2.3)

Donde I(b) =

+∞∫
0

e−t2 cos(bt)dt. De acuerdo al teorema de diferenciación de la integral

respecto al parámetro (Ver [10] Pág. 319) tenemos:

I ′(b) = −
+∞∫
0

te−t2 sin(bt) dt;

integrando por partes: I ′(b) = − b
2
I(b).

Resolviendo esta ecuación diferencial, tenemos: I(b) = ce−
b2

4 .

Con la ayuda de la integral de Euler-Poisson:

c =

√
π

2
, es decir: I(b) =

√
π

2
e−

b2

4 .
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Reemplazando en (2.3),

a(y) =
2

π

+∞∫
0

e−t2 cos(yt)dt =
1√
π
e−

t2

4 .

Por lo tanto:

f(x) =
1√
π

+∞∫
0

e−
t2

4 cos(xy)dy.

Ejemplo 2. Con la ayuda de la representación integral de Fourier, resolvamos la

siguiente ecuación integral:

+∞∫
0

ϕ(y) cos(xy)dy = e−x2

.

Solución. Con la ayuda del ejemplo anterior tenemos:

ϕ(y) =
1√
π
e−

y2

4 .

Observación 2. El cálculo de los coeficientes de Fourier está ligado a la convergencia de

las integrales impropias mediante las cuales se definen.

En adelante nos interesará un tipo de convergencia más general de integrales impropias

que se define de la siguiente manera.

Definición 2. Sea ϕ una función integrable en cualquier segmento finito. Si existe el

ĺımite:

ĺım
η→+∞

η∫
−η

ϕ(x)dx, η > 0,

entonces éste se llama valor principal en el sentido de Cauchy de la integral
+∞∫
−∞

ϕ(x)dx y

se denota v.p.:

v.p.

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx := ĺım
η→+∞

η∫
−η

ϕ(x)dx.

Esta convergencia es distinta de la usual, por ejemplo la para la función f(x) = x,

v.p

+∞∫
−∞

xdx = 0, mientras que

+∞∫
−∞

xdx no converge.
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Observación 3. (Forma compleja de la representación integral de Fourier)

Bajo las condiciones del Teorema 2, supongamos que una función se puede

representar mediante la integral de Fourier. Con la ayuda del valor principal y

reemplazando los coeficientes de Fourier en (2.2), tenemos:

f(x) =

+∞∫
0

 1

π

+∞∫
−∞

f(t) cos(yt)dt

 cos(xy) +

 1

π

+∞∫
−∞

f(t) sin(yt)dt

 sin(xy)

 dy
=

1

π

+∞∫
0

 +∞∫
−∞

f(t) (cos(yt) cos(xy) + sin(yt) sin(xy)) dt

 dy
=

1

π

+∞∫
0

 +∞∫
−∞

f(t) cos(yx− yt)dt

 dy.
Como la función subintegral es par respecto de la variable y, entonces:

f(x) =
1

2π
v.p.

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(t) cos(yx− yt)dt

 dy. (2.4)

Ahora:

v.p.

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(t) sin(yx− yt)dt

 dy = 0, (2.5)

puesto que la función subintegral es impar respecto de la variable y. Multiplicamos en

(2.5) por
i

2π
y sumamos (2.4) y (2.5):

f(x) = v.p.
i

2π

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(t) sin(yx− yt)dt

 dy +
1

2π

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(t) cos(yx− yt)dt

 dy
= v.p.

1

2π

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(t) (cos(yx− yt) + i sin(yx− yt)) dt

 dy
= v.p.

1

2π

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(t)ei(yx−yt)dt

 dy.
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Por lo tanto:

f(x) = v.p.
1√
2π

+∞∫
−∞

eiyx

 1√
2π

+∞∫
−∞

f(t)e−iytdt

 dy, (2.6)

esta última es la escritura en la forma compleja de la integral de Fourier.

2.3. Transformación Integral de Fourier y algunas de

sus propiedades

En adelante prestaremos interés a la integral interna de la parte derecha de (2.6),

denominada transformación integral de Fourier y la cual tiene distintas aplicaciones: en

el análisis de señales, en la solución de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

(EDDP), entre otras.

Definición 3. Sea ϕ : R → R, se define la transformación integral directa e inversa de

Fourier mediante las fórmulas:

Fx→ξ[ϕ(x)](ξ) := v.p.
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξxϕ(x)dx
not
= ϕ̂(ξ). (2.7)

F−1
x→ξ[ϕ(x)](ξ) := v.p.

1√
2π

+∞∫
−∞

eiξxϕ(x)dx
not
= ϕ̌(ξ). (2.8)

Siempre que las integrales existan.

Nota 2. A partir de este momento, llevaremos a cabo nuestro estudio solamente para

la transformación integral directa de Fourier. Para la transformación inversa los resulta-

dos son similares, por lo cual no los enunciaremos a menos que sea necesario. Además

acordaremos, para las integrales (2.7), (2.8) no escribir “v.p.”, pero ellas se entenderán

en el sentido del valor principal.

El siguiente teorema indica condiciones suficientes para la existencia de las

transformaciones directa e inversa.
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Teorema 3. Si ϕ es absolutamente Riemann integrable en R, entonces existen sus

transformaciones de Fourier. Más aún, éstas son acotadas.

Demostración.

|ϕ̂(ξ)| ≤ 1√
2π

+∞∫
−∞

∣∣e−iξxϕ(x)
∣∣ dx =

1√
2π

+∞∫
−∞

|ϕ(x)| dx.

De esta desigualdad se sigue la acotación de ϕ̂. De manera similar se prueba para ϕ̌.

Citaremos un ejemplo para ilustrar este concepto.

Ejemplo 3. Calcular la transformación de Fourier de la siguiente función:

ϕ(x) = e−|x|, x ∈ R.

Es fácil ver que ϕ es absolutamente Riemann integrable en R, y según el Teorema 3 existe

su transformación de Fourier.

ϕ̂(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−|x|e−iξxdx =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−|x| [cos(ξx)− i sin(ξx)] dx

=
1√
2π

 +∞∫
−∞

e−|x| cos(ξx)dx− i

+∞∫
−∞

e−|x| sin(ξx)dx

 .
Por las propiedades de las funciones pares e impares integrables en intervalos simétricos,

concluimos:

ϕ̂(ξ) =
2√
2π

+∞∫
0

e−x cos(ξx)dx.

Luego integrando por partes llegamos a: ϕ̂(ξ) =

√
2√

π(1 + ξ2)
.
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Algunas propiedades de la transformación de Fourier

A continuación enunciaremos ciertas propiedades de la transformación de Fourier, que

utilizamos en este trabajo; algunas de ellas con su respectiva demostración y en las demás

mostraremos su respectiva referencia.

Daremos una definición previa que va a ser utilizada en una de las propiedades más

adelante.

Definición 4. Sean ϕ acotada en R y ψ absolutamente Riemann integrable en R. Se

llama convolución de ϕ con ψ a la función:

(ϕ ∗ ψ)(x) :=

+∞∫
−∞

ϕ(t)ψ(x− t)dt.

Nota 3. La operación de convolución es asociativa y conmutativa. También es importante

resaltar que esta operación en pocas ocasiones se expresa mediante funciones elementales.

Supongamos que todas las funciones involucradas en estas propiedades son absolutamente

Riemann integrables y continuas en R.

La transformación integral de Fourier satisface las siguientes propiedades:

1. Linealidad, es decir: ∀ α, β ∈ R: Fx→ξ [αϕ(x) + βψ(x)] (ξ) = αϕ̂(ξ) + βψ̂(ξ).

2. ϕ̂(ξ) es uniformemente continua en R.

3. ϕ̂(ξ) es acotada en toda la recta real (ver Teorema 3).

4. Transformación de la derivada: ̂[ϕ(k)(x)](ξ) = (iξ)kϕ̂(ξ), k ∈ N0.

5. Derivada de la transformación: ikF
(k)
x→ξ[ϕ(x)](ξ) = Fx→ξ[x

kϕ(x)](ξ), k ∈ N0.

6. Transformación de la convolución: ̂(ϕ ∗ ψ)(ξ) = ϕ̂(ξ)ψ̂(ξ).
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Demostración. 5. Procedemos por inducción matemática.

Probemos para k = 0, 1. Con k = 0 se obtiene la igualdad trivial:

Fx→ξ[f(x)](ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξxf(x)dx. Para el caso k = 1, es posible aplicar el Teorema

sobre la diferenciación de la integral respecto al parámetro (Ver [10] Para. 54.3 Teorema

8),

F ′
x→ξ[f(x)](ξ) =

1√
2π

∂

∂ξ

+∞∫
−∞

e−iξxf(x)dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

∂e−iξx

∂ξ
f(x)dx

=
−i√
2π

+∞∫
−∞

e−iξxxf(x)dx.

Luego: iF ′
x→ξ[f(x)](ξ) = Fx→ξ[xf(x)](ξ). Por lo tanto se cumple la propiedad 5 para

k = 1.

Supongamos que se cumple para k = n, esto es :

inF
(n)
x→ξ[f(x)](ξ) = Fx→ξ[x

nf(x)](ξ). (hipótesis inductiva)

Probemos que se cumple para k = n+ 1.

F
(n+1)
x→ξ [f(x)](ξ) =

1√
2π

∂

∂ξ

+∞∫
−∞

e−iξxxnf(x)dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

∂e−iξx

∂ξ
xnf(x)dx

=
i√
2π

+∞∫
−∞

e−iξxxn+1f(x)dx.

Luego (i)n+1Fx→ξ[f(x)](ξ) = Fx→ξ[x
n+1f(x)](ξ).

Es decir, la fórmula se cumple para k = n+ 1.

Por el principio de inducción matemática, hemos probado la propiedad 5.
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2.4. Espacios Lp(E)

Entre las diferentes clases de espacios normados que se emplean en el análisis, una

de las más importantes es la de los espacios de funciones sumables, para las cuales la

potencia p−ésima (p > o) de dichas funciones es integrable, conocidas como espacios Lp

o de Lebesgue, y cuya definición presentamos luego de algunos conceptos previos.

Definición 5. Un espacio lineal X sobre el campo de escalares R, se denomina normado,

si en él está definida una función ‖.‖X : X → [0,+∞), que cumple los siguientes axiomas:

1. ‖x‖X ≥ 0, ∀x ∈ X.

2. ‖λx‖X = |λ| ‖x‖X , ∀λ ∈ R, ∀x ∈ X.

3. ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X ∀x, y ∈ X.

4. Si ‖x‖X = 0, entonces x = θ, donde θ es el elemento neutro de X.

Nota 4. El espacio lineal X se denomina seminormado si cumple los axiomas 1, 2, 3 y

‖.‖X se llama seminorma.

El espacio lineal X se denomina cuasinormado si cumple los axiomas 1, 2, 4 y en vez de

3 cumple: ∀x, y ∈ X, ∃C > 1 : ‖x+ y‖X ≤ C (‖x‖X + ‖y‖X) . En este caso ‖.‖X se

llama cuasinorma.

Definición 6. Todo espacio normado completo (en el sentido de la norma) se llama

espacio de Banach. Todo espacio cuasinormado completo se denomina cuasiBanach.

En adelante los términos: “medida”, “medible” se refieren a la construcción de la teoŕıa

de la medida e integración según Lebesgue. Además si decimos que el conjunto E es de

medida finita, acostumbraremos a notarlo de la siguiente manera: mes(E) < +∞.

Definición 7. Sea f : E → R, E ⊂ Rn. Se define el conjunto de Lebesgue de la función

f mediante:

Ea := {x ∈ E : f(x) > a} , ∀a ∈ R.
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Diremos que una función f : E → R con E ⊂ Rn es medible en E 6= φ, si:

(1). E es medible (2). ∀a ∈ R, Ea es medible.

Definición 8. Sean f : E → R, E ⊂ Rn, E medible, se llama supremo esencial notado

como Supvrai a:

sup
x∈E

vrai |f(x)| := inf
e⊂E: mes(e)=0

sup
x∈E−e

|f(x)| .

Definición 9. Sean E ⊂ Rn E-medible, f : E → C , 0 < p ≤ +∞. Se dice que f ∈ Lp(E),

si:

f es medible en E, y

∫
E

|f(x)|p dx < +∞.

La expresión:

‖f‖Lp(E) :=



(∫
E

|f(x)|p dx
) 1

p

, si 0 < p < +∞

sup
x∈E

vrai |f(x)| , si p = +∞,

es norma para 1 ≤ p ≤ +∞, y cuasinorma para 0 < p < 1.

Observaciones 1.

1. El concepto de supremo esencial (notado también como essup), difiere del supremo

“habitual”. Por ejemplo para la función de Dirichlet:

D(x) :=

 1, si x ∈ Q

0, si x /∈ Q,

sup
R

D(x) = 1 pero sup
x∈R

vrai D(x) = 0 ya que mes(Q) = 0.

2. El supremo esencial de una función no excede el supremo de la misma.

3. Si f es una función continua en un abierto de Rn, entonces el supremo esencial

coincide con el supremo habitual (Ver [10] Teorema 3 Para. 19.6).

4. Los espacios Lp son de Banach para 1 ≤ p ≤ +∞ y cuasiBanach para 0 < p < 1.

Ahora citaremos dos desigualdades integrales importantes, de las cuales demostraremos

la primera.
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2.4.1. Desigualdad de Hölder

Sean E ⊂ Rn, 1 ≤ p ≤ +∞ y q tal que
1

p
+

1

q
= 1 (si p = 1, q := +∞; si q = 1,

p := +∞).

Sean f ∈ Lp(E) , g ∈ Lq(E). Entonces fg ∈ L1(E) y es válida la desigualdad:∫
E

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E) . (2.9)

Para la demostración de esta desigualdad, necesitamos del siguiente lema citado sin

demostración.

Lema 1. Sea ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), una función continua y estrictamente creciente.

Además ϕ(0) = 0, ϕ(+∞) = +∞, entonces ∀ a, b ≥ 0:

ab ≤
a∫

0

ϕ(x)dx +

b∫
0

ϕ−1(y)dy.

Si en la desigualdad anterior hacemos ϕ(x) = xp−1, como ϕ′(x) = (p− 1)xp−2 > 0, luego

ϕ satisface las condiciones del Lema 1.

Como y = xp−1, entonces x = yq−1. Luego de ciertos cálculos sencillos llegamos a:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

En consecuencia, si p > 1, q conjugado de p, o sea
1

p
+

1

q
= 1, entonces ∀ a, b ≥ 0,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demostración. Demostremos ahora (2.9). Con mes(E) = 0, (2.9) se verifica

trivialmente. Por ello consideremos mes(E) > 0.

1. Sea 1 < p < +∞.

a) Si ‖f‖Lp(E) = 0, o ‖g‖Lq(E) = 0 (esto se cumple si y sólo si f ≈ 0 3 o g ≈ 0), en

ambos casos f.g ≈ 0 en E. Por lo tanto

∫
E

|f(x)g(x)| dx = 0 y (2.9) se cumple

trivialmente.
3La equivalencia se mira en el sentido de la teoŕıa de la medida, es decir, decimos que dos funciones f

y g son equivalentes, si la medida del conjunto de puntos donde las funciones difiere es cero y se denota

f ≈ g.
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b) Si 0 < ‖f‖Lp(E) < +∞, 0 < ‖g‖Lq(E) < +∞.

Reemplazando en la Consecuencia: a =
|f |

‖f‖Lp(E)

, b =
|g|

‖g‖Lq(E)

, entonces:

|f | |g|
‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E)

≤ 1

p

|f |p

‖f‖p
Lp(E)

+
1

q

|g|q

‖g‖q
Lq(E)

.

Integrando esta desigualdad en E tenemos:

∫
E

|f(x)g(x)| dx

‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E)

≤

∫
E

|f(x)| dx

p ‖f‖p
Lp(E)

+

∫
E

|g(x)| dx

q ‖g‖q
Lq(E)

=
1

p
+

1

q
= 1.

Por lo tanto:

∫
E

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖Lp(E) ‖g‖Lq(E) .

2. Si p = 1, entonces q = +∞. Luego ∀x ∈ E,

|f(x)g(x)| ≤
(

sup
E
vrai |g(x)|

)
|f(x)|, integrando esta desigualdad en E, tenemos:

∫
E

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖g‖L∞(E)

∫
E

|f(x)dx| = ‖f‖Lp(E) ‖g‖L∞(E) .

3. Si p = +∞, entonces q = 1. El proceso se hace análogamente que a 2.

De 1.− 3., hemos demostrado la desigualdad de Hölder.

De esta desigualdad se tiene una consecuencia importante.

Consecuencia 1. Sean 0 < p ≤ q ≤ +∞, E ⊂ Rn, mes(E) < +∞. Si f ∈ Lq(E),

entonces f ∈ Lp(E), es decir Lq(E) ⊂ Lp(E) y se verifica la desigualdad:

‖f‖Lp(E) ≤ (mes(E))
1
p
− 1

q ‖f‖Lq(E) . (2.10)
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Observaciones 2.

1. Según lo anterior, a “mayor” ı́ndice p, menor es el espacio Lp ( para mes(E) < +∞).

Por eso el espacio L∞ es el más “pequeño”; o sea si mes(E) < +∞, entonces

L∞(E) ⊂ Lp(E), ∀p > 0.

2. Si mes(E) = 0 o p = q, (2.10) se cumple trivialmente.

Por ello consideraremos 0 < mes(E) < +∞ y 0 < p < q ≤ +∞.

Demostración. 1. Sea 0 < p < q < +∞. Si f ∈ Lq(E), verificamos (2.10):

‖f‖p
Lp(E) =

∫
E

|f(x)|p 1dx ≤

∫
E

(|f(x)|p)Qdx

 1
Q
∫

E

1Q′dx

 1
Q′

.

Con Q = q
p
> 1, entonces: Q ′ = Q

Q−1
y,

‖f‖p
Lp(E) ≤

∫
E

|f(x)|q dx


p
q

(mes(E))1− p
q .

Elevando a la 1
p
, tenemos:

‖f‖Lp(E) ≤ ‖f‖Lq(E) (mes(E))
1
p
− 1

q < +∞.

Luego f ∈ Lp(E) y se cumple (2.10).

2. Sean q = +∞ y f ∈ L∞(E). ∀ p > 0,

|f(x)|p = |f(x) 1|p ≤ 1

[
sup
x∈Rn

vrai |f(x)|
]p

.

Integrando en E ⊂ Rn, tenemos:

∫
E

|f(x)|p dx ≤

∫
E

1dx

 ‖f‖p
L∞(E) = (mes(E)) ‖f‖p

L∞(E). Es decir,

‖f‖Lp(E) ≤ (mes(E))
1
p ‖f‖L∞(E) < +∞.

Luego de 1. - 2., (2.10) queda demostrado.
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2.4.2. Desigualdad de Minkowsky

Sean f, g ∈ Lp(E), 1 ≤ p ≤ +∞. Entonces: f + g ∈ Lp(E) y además:

‖f + g‖Lp(E) ≤ ‖f‖Lp(E) + ‖g‖Lp(E) .

2.5. Introducción a los espacios de Schwartz

Definamos ante todo, un espacio lineal de funciones (con la suma y producto por

escalar estándar) denotado por S, que será uno de los conceptos principales en el

desarrollo de este trabajo. Con este fin consideraremos funciones definidas en Rn que

toman valores complejos.

Llamaremos multi-́ındice, a todo elemento α ∈ Nn
0 : α = (α1, α2, . . . , αn) : αk ∈ N0 ;

k = 1, . . . , n. El número |α| := α1 + α2 + . . .+ αn, se llama módulo del multi-́ındice.

Finalmente, el śımbolo Dαf(x) :=
∂|α|f(x)

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαn

n

, representa el conjunto de derivadas

parciales mixtas de orden |α|, en el sentido usual.

Por ejemplo, sea f : E → R, infinitamente diferenciable 4. Si n = 2, |α| = 3, esto es:

α1 + α2 = 3. Las soluciones de esta ecuación diofántica son: {(0, 3), (3, 0), (2, 1), (1, 2)} y:

Dαf(x, y) =

{
∂3f

∂y3
,
∂3f

∂x3
,
∂3f

∂x∂y2
,
∂3f

∂x2∂y

}
.

El espacio lineal S consta de todas las funciones de valores complejos infinitamente

diferenciables en toda la recta real, las cuales junto con sus derivadas de cualquier

orden tienden a cero cuando |x| → +∞, más rápido que cualquier potencia de |x|−1.

O sea: si ϕ ∈ S entonces, ∀α ∈ Nn
0 , ∀` ∈ N0, |x|` |Dαϕ(x)| ≤ C`,α, donde C`,α es una

constante positiva que depende de ` y α.

4Esto es, f posee derivadas continuas de todos los órdenes en E. El espacio lineal de funciones

infinitamente diferenciables en E se simboliza C∞(E).
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Definición 10. Sea ϕ : Rn → C. ϕ ∈ S(Rn)
not
= S, si:

1. ϕ ∈ C∞(Rn)

2. ∀`,m ∈ N0, Pm,`(ϕ) < +∞,

donde: Pm,`(ϕ) := máx
|α|≤m

sup
x∈Rn

[
(1 + |x|)` |Dαϕ(x)|

]
.

Ejemplo 4. Sean n = 1, ϕ(x) = e−x2
. Probemos por inducción, que ϕ(k)(x) = Pk(x)e

−x2
,

donde Pk es un polinomio de deg [Pk(x)] = k.

Para k = 1: ϕ′(x) = −2xe−x2

.

Caso k = 2: ϕ′′(x) = (4x2 − 2)e−x2

.

Supongamos que el resultado es válido para k = m: ϕ(m)(x) = Qm(x)e−x2

, donde Qm(x)

es un polinomio de grado m. Probemos que se cumple para k = m+ 1.

ϕ(m+1)(x) = (ϕ(m)(x))′ = Qm(−2x)e−x2

+ Q′
m(x)e−x2

= e−x2

(Qm+1 +Q′
m) = e−x2

Pm+1,

donde Pm+1 es un polinomio de grado m+ 1.

Por el principio de inducción matemática hemos probado, que ∀k ∈ N, ϕ(k)(x) = Pk(x)e
−x2

.

Ahora probemos que Pm,`(ϕ) < +∞, para ϕ(x) = e−x2
.

Pm,`(ϕ) := máx
|k|≤m

sup
x∈R

[
(1 + |x|)`

∣∣ϕ(k)(x)
∣∣] = máx

k≤m
sup
x∈R

[
(1 + |x|)`

∣∣∣Pk(x)e
−x2
∣∣∣] .

Observemos que, para que se cumpla Pm,`(ϕ) < +∞, es suficiente que:

(1 + |x|)`
∣∣∣Pk(x)e

−x2
∣∣∣ < +∞, y esto es claro puesto que e−x2

decrece más rápido que

cualquier polinomio. En efecto, Qk+`(x) = (1+ |x|)`Pk(x) es un polinomio de grado k+ `,

y consideremos el siguiente ĺımite: ĺım
x→+∞

Qk+`(x) e
−x2

, el cual es igual a cero. Este ĺımite

se calcula aplicando la regla de L’Höspital varias veces. Es posible hacer esto puesto que

tanto Qk+`(x) como e−x2
son diferenciables en toda la recta real, además ∀x ∈ R, e−x2 6= 0

y : ĺım
x→+∞

Qk+`(x) = +∞ y ĺım
x→+∞

ex2

= +∞.

De aqúı que Pm,`(e
−x2

) < +∞. Por lo tanto e−x2 ∈ S(R).
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En el espacio lineal S no puede definirse una norma acorde con las propiedades esenciales

de sus elementos. Sin embargo, puede introducirse la convergencia de la siguiente manera.

Definición 11. Sea {ϕk}∞k=1 una sucesión de S. Decimos que ϕk converge a ϕ en S y se

denota ϕk → ϕ en S , si ∀m, ` ∈ N0 Pm,`(ϕk − ϕ) → 0, k → +∞.

El conjunto S dotado de esta convergencia, se denomina espacio de Schwartz. Este espacio

está relacionado con los espacios Lp. Los siguientes resultados evidencian en cierta medida

esta situación.

Proposición 1. Sea 1 ≤ p ≤ +∞. Entonces S(Rn) ⊂ Lp(Rn).

Demostración. 1. Sean 1 ≤ p < +∞, y además `0 >
n
p
. Según la definición de Pm,`

tenemos:

|Dαϕ(x)| ≤ Pm,`(ϕ) (1 + |x|)−`0 , usando coordenadas esféricas generalizadas en Rn:

xn = ρ sinϕ1 sinϕ2 . . . sinϕn−2 sinϕn−1,

xn−1 = ρ sinϕ1 sinϕ2 . . . sinϕn−2 cosϕn−1,
...

x2 = ρ sinϕ1 cosϕ2,

x1 = ρ sinϕ1,

donde ρ > 0, 0 ≤ ϕ1 < 2π, y ∀k ≥ 2, −π
2
≤ ϕk ≤ π

2
(Ver [6] Cap. 8 Para. 10).

El módulo del jacobiano J es: |J | = ρn−1(sinn−2 ϕ1)(sin
n−3 ϕ2) . . . (sinϕn−1).

Luego:

‖Dαϕ(x)‖Lp(Rn) ≤
[∫

Rn

∣∣∣Pm,`(ϕ) (1 + |x|)−`0
∣∣∣p dx] 1

p

= Pm,`

[∫
Rn

(1 + |x|)−`0p dx

] 1
p

= Pm,`

{
2π∫
0

π
2∫

−π
2

. . .

π
2∫

−π
2

+∞∫
0

[
(1 + ρ)−`0pρn−1(sinn−2 ϕ1) . . . (sinϕn−1)

]
dρdϕn−1dϕn−2 . . . dϕ1

} 1
p

= Pm,`

{
+∞∫
0

(1 + ρ)−`0pρn−1dρ
2π∫
0

π
2∫

−π
2

. . .

π
2∫

−π
2

[
(sinn−2 ϕ1) . . . (sinϕn−1)

]
dϕn−1dϕn−2 . . . dϕ1

} 1
p

.
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Luego la convergencia de estas integrales depende de la convergencia de:

+∞∫
0

(1 + ρ)−`0pρn−1dρ.

Esta integral converge si: −`0p + (n− 1) < −1, es decir si `0 >
n
p
.

Por lo tanto,

‖Dαϕ(x)‖Lp(Rn) < +∞.

2. Sean p = +∞, ϕ ∈ S. Entonces:

|Dαϕ(x)| ≤ Pm,`(ϕ) (1 + |x|)−`0 , de donde:

‖Dαϕ(x)‖L∞
≤ Pm,`(ϕ) sup

x∈Rn

vrai
∣∣(1 + |x|)−`0

∣∣ = Pm,`(ϕ) sup
x∈Rn

∣∣(1 + |x|)−`0
∣∣

= Pm,`(ϕ) < +∞.

De 1. y 2. tenemos que S(Rn) ⊂ Lp(Rn).

Observación 4. Se probó que si una función esta en el espacio S, tanto ella como sus

derivadas de todos los órdenes están en Lp.

Proposición 2. Sea 1 ≤ p < +∞. Entonces S(Rn) es denso en Lp(Rn).

A continuación presentamos ciertas herramientas necesarias para realizar la demostración

de la proposición anterior. Definamos ante todo un espacio de funciones que será de

importancia para la prueba de este resultado y de la propuesta de nuestro trabajo en

general.

Definición 12. (Espacio D(Rn) ≡ C∞
0 (Rn)). Sea f : Rn → R. Se define el soporte de la

función f y se denota Supp f mediante:

Supp f(x) := {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.

Es decir, el soporte de la función f es el “mayor” conjunto cerrado donde la función no

se anula.
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El espacio D(Rn) consta de las funciones infinitamente diferenciables y de soporte com-

pacto. O sea:

f ∈ D(Rn) ⇐⇒ [f ∈ C∞(Rn) ∧ Supp f − compacto] .

Nota 5. Podemos observar, que D(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Lp(Rn), 1 ≤ p < +∞.

Por otra parte, sean A, B conjuntos no vaćıos contenidos en cierto espacio métrico M,

tales que A ⊂ B. Luego, si A es denso en M, entonces B es denso en M.

En efecto, si A es denso en M, entonces A = M. Probemos ahora que B = M.

(i) Si B ⊂M, entonces B ⊂M.

(ii) Como A ⊂ B, por propiedades de la adherencia tenemos A ⊂ B, pero M = A ⊂ B,

luego M⊂ B.

De (i), (ii) B = M, es decir B es denso en M.

Demostración. De la Proposición 2

Un resultado fundamental para esta demostración es el hecho de que D(Rn) es denso en

Lp(Rn), 1 ≤ p < +∞ (Ver [8] Teorema 1.5.6 ).

Ahora si en calidad de M tomamos el espacio métrico Lp(Rn), A = D(Rn), B = S(Rn)

y recordando que D(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Lp(Rn), podemos concluir que S(Rn) es denso en

Lp(Rn), 1 ≤ p < +∞.

2.6. Transformación de Fourier para funciones de S

y algunas de sus propiedades

En el apartado anterior se introdujo el espacio lineal S, con la intención de definir

la transformación integral de Fourier, en particular en L2, donde las fórmulas (2.7) y

(2.8) pueden carecer de sentido. Adelante mostramos que en S el comportamiento de ϕ̂

es bastante favorable para nuestros intereses, gracias a los resultados expresados en las

proposiciones 1 y 2.
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Definición 13. Sea ϕ : Rn → R, ϕ ∈ S(Rn), se definen la transformación directa e

inversa de Fourier mediante las fórmulas:

Fx→ξ[ϕ(x)](ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)ϕ(x)dx
not
= ϕ̂(ξ). (2.11)

F−1
x→ξ[ϕ(x)](ξ) := (2π)−

n
2

∫
Rn

ei(ξ,x)ϕ(x)dx
not
= ϕ̌(ξ). (2.12)

Siempre que las integrales existan en el sentido del valor principal. Aqúı (ξ, x) representa

el producto interno en el espacio eucĺıdeo Rn: (ξ, x) := ξ1x1ξ2x2 . . . ξnxn.

Algunas propiedades de la Transformación de Fourier para funciones de S

Propiedad 1. Supongamos que ϕ ∈ S(Rn), entonces:

|ϕ̂(ξ)| =

∣∣∣∣∣∣(2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2π)−
n
2

∫
Rn

|ϕ(x)| dx,

Es decir:

|ϕ̂(ξ)| ≤ (2π)−
n
2 ‖ϕ‖L1(Rn) .

Observaciones 3.

1. Pasando al Sup en la fórmula anterior,

sup
ξ∈Rn

|ϕ̂(ξ)| ≤ (2π)−
n
2 ‖ϕ‖L1(Rn) . (2.13)

2. Por el criterio de Weierstrass (Ver [10] Teorema 1 Para. 54.1) (2.11) y (2.12) con-

vergen uniformemente en R; en consecuencia ϕ̂(ξ) es continua en Rn y por ser éste

abierto, el supremo coincide con el supremo esencial. Por lo tanto:

‖ϕ̂(ξ)‖L∞(Rn) ≤ (2π)
−n
2 ‖ϕ‖L1(Rn) .

Lo anterior nos indica que la transformación de Fourier es un operador integral lineal

de S(Rn) en L∞(Rn).
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Propiedad 2. (Transformación de la derivada) Sean ϕ ∈ S(Rn) y α multi-́ındice,

entonces:

Fx→ξ[D
αϕ(x)] = i|α|ξαϕ̂(ξ),

donde ξ ∈ Rn, α ∈ Nn
0 , ξα := ξα1

1 .ξα2
2 . . . ξαn

n .

Demostración. Antes de proceder con la demostración, probemos que:

̂(
∂αjϕ(x)

∂x
αj

j

)
(ξ) = (iξj)

αj ϕ̂(ξ) ; j = 1, 2, . . . , n.

Observemos que en la anterior igualdad es suficiente probar el caso j = n; los demás se

hacen de manera análoga. Introduzcamos la siguiente notación:

ξ ′
not
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn−1). Entonces ξ = (ξ ′, ξn),

x ′
not
= (x1, x2, . . . , xn−1). Entonces x = (x ′, xn).

Ahora consideremos las siguientes igualdades:

̂(
∂αnϕ(x)

∂xαn
n

)
(ξ) = (2π)−

n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)∂
αnϕ(x)

∂xαn
n

dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn−1

e−i(ξ ′,x ′)

 +∞∫
−∞

e−iξnxn
∂αnϕ(x ′, xn)

∂xαn
n

dxn

 dx ′.

Vamos a centrar nuestra atención en la integral interna. Esta se puede calcular aplicando

αn veces integración por partes, si tenemos en cuenta que tanto e−iξnxn como ∂αnϕ(x)
∂xαn

n
, para

todo αn, son continuamente diferenciables y que tienden a cero mas rápido que cualquier

polinomio:

+∞∫
−∞

e−iξnxn
∂αnϕ(x ′, xn)

∂xαn
n

dxn = (iξn)αn

+∞∫
−∞

e−iξnxnϕ(x)dxn,

remplazando tenemos que:

̂(
∂αnϕ(x)

∂xαn
n

)
(ξ) = (iξn)αn(2π)−

n
2

∫
Rn−1

e−i(ξ ′,x ′)

 +∞∫
−∞

e−iξnxnϕ(x ′, xn)dxn

 dx ′

= (iξn)αn(2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)ϕ̂(x)dx

= (iξn)αnϕ̂(ξ).
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Ahora apliquemos reiteradamente lo demostrado:

̂(Dαϕ(x))(ξ) = Fx→ξ

[
∂α1

∂xα1
1

(
∂α2

∂xα2
2

(
. . .

∂αnϕ(x)

∂xαn
n

dxn

))]
(ξ)

= (iξ1)
α1Fx→ξ

[
∂α2

∂xα2
2

(
. . .

∂αnϕ(x)

∂xαn
n

dxn

)]
(ξ)

= (iξ1)
α1(iξ2)

α2 . . . (iξn)αnϕ̂(ξ)

= i|α|ξαϕ̂(ξ).

Que era lo que se queŕıa probar.

Observación 5. Aplicando (2.13) a la propiedad 2 tenemos:

sup
ξ∈Rn

|ξαϕ̂(ξ)| ≤ (2π)
−n
2 ‖Dαϕ‖L1(Rn) < +∞.

Notemos que a mayor suavidad de ϕ, mayor es la rapidez con que ϕ̂(ξ) → 0 cuando

|ξ| → ∞.

Propiedad 3. (Derivada de la transformación) Sean ϕ ∈ S(Rn) y α multi-́ındice.

Entonces:

Dαϕ̂(ξ) = (−i)|α| ̂[xαϕ(x)](ξ).

Observación 6. Aplicando (2.13) a la propiedad 3 tenemos:

sup
ξ∈Rn

|Dαϕ̂(ξ)| ≤ (2π)
−n
2 ‖xαϕ(x)‖L1(Rn) < +∞.

Lo anterior indica que a mayor velocidad con que ϕ(x) → 0 cuando |x| → +∞ mayor es

la suavidad de ϕ̂(ξ).

Las propiedades 4 y 5 muestran la composición entre el operador de translación con paso

h ∈ Rn, (Thf)(x) := f(x+ h) y el operador transformación de Fourier (Ver demostración

en [11]).

Propiedad 4. ̂[Thϕ(x)] = ei(h,ξ)ϕ̂(ξ).

Propiedad 5. Thϕ̂(ξ) = ̂[e−i(h,x)ϕ(x)](ξ).

Observación 7. De las observaciones 5 y 6 intuitivamente podemos inferir, que la

transformación integral directa (inversa) de Fourier transforma (isométricamente) a S

en śı mismo (Ver Pág. 49).
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Caṕıtulo 3

Transformación de Fourier para

funciones del espacio S ′(Rn)

3.1. Funciones generalizadas

En esta sección estudiaremos un concepto que extiende la noción clásica de función,

a saber, el concepto de función generalizada. Este surgió de la necesidad de dar soporte

matemático a ciertos pensamientos idealizados en f́ısica tales como: densidad de una carga

puntual, densidad de un punto material, acción de una fuerza instantánea, etc. Además

con la ayuda de las funciones generalizadas podemos extender la transformación de

Fourier a una clase de funciones más amplia.

Ilustraremos esta situación mediante un ejemplo: la noción de densidad puntual en el

espacio eucĺıdeo tridimensional R3. Supongamos por comodidad, que una unidad de

masa está uniformemente distribuida en la bola Bε con centro en el origen y radio ε > 0.

Estudiemos ahora la densidad en esta bola, designada por ρε(x) donde x = (x1, x2, x3):

ρε(x) :=

 3
4πε3

, |x| ≤ ε

0, |x| > ε,
(3.1)

donde |x| :=
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.
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Como es sabido la integral de la densidad es numéricamente igual a la masa, por ello:∫
R3

ρε(x)dx =

∫
Bε

ρε(x)dx = 1. (3.2)

Teniendo en cuenta (3.2) es natural definir la densidad “puntual” ρ(x) como:

ρ(x) := ĺım
ε→+0

ρε(x) ; (3.3)

es decir ρε(x) → ρ(x), ε→ +0. Por lo tanto:

ρ(x) :=

 +∞, x = 0

0, x 6= 0.
(3.4)

Con frecuencia en f́ısica ρ(x) definida de la anterior manera, es llamada función delta de

Dirac y se simboliza δ(x).

Observemos que mediante (3.3) llegamos a (3.4), lo que no nos conduce a respuestas

deseables puesto que
∫

R3 ρ(x)dx = 0 (ya que ρ(x) = 0 en c.t.p 1 de R3) lo que contradice

(3.2). Esto quiere decir que ρ(x) no restituye la masa, por lo cual tenemos que modificar

el carácter de la convergencia de la familia {ρε(x)}ε>0, hacia su “limite” ρ(x). Para ello

procederemos de la siguiente manera:

Sea ϕ(x) ∈ C(R3). Por definición tomemos:∫
R3

ρ(x)ϕ(x)dx := ĺım
ε→+0

∫
R3

ρε(x)ϕ(x)dx.

Se puede demostrar que esta definición es correcta; más aún,

ĺım
ε→+0

∫
R3

ρε(x)ϕ(x)dx = ϕ(0),

por eso tiene sentido la escritura:∫
R3

ρ(x)ϕ(x)dx
not
= (ρ, ϕ) = ϕ(0), (3.5)

1En casi todo punto (c.t.p) de R3 significa que el conjunto donde difieren las funciones es de medida

cero.
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que se lee “ρ actuando sobre ϕ es igual a ϕ(0)”. Aśı, según (3.5) para ϕ(x) = 1 se tiene:∫
R3

ρ(x)dx =

∫
R3

ρ(x) · 1dx = (ρ, 1) = 1,

luego con la integral de ρ(x) definida mediante (3.5), ρ(x) restituye la masa y por ello

puede ser considerada como densidad puntual en el origen. En este caso se dice que la

masa está concentrada en dicho punto. Similarmente, si la masa está concentrada en

x = x0, la densidad en este punto será ρ(x) = ρ(x0).

Observaciones 4.

1. Hasta ahora no se ha discutido la naturaleza de ρ(x). Sólo hemos definido su integral,

esta nos permitirá conocer el carácter de ρ(x).

2. La función ϕ ∈ C(R3), se suele llamar función de prueba o función del espacio

básico. Para nuestros intereses conviene tomar en calidad de espacio básico S(Rn);

las razones serán claras en el trascurso de este caṕıtulo.

Definición 14. Sea X un espacio lineal arbitrario (real o complejo). Las aplicaciones del

espacio lineal X en el conjunto de números reales o en el conjunto de números complejos,

reciben el nombre de funcionales definidos sobre X. El valor del funcional f en x ∈ X

se designa mediante (f, x) 2 y se lee “f actuando sobre x”.

Los funcionales f,g son iguales (se nota f = g) si y sólo si ∀x ∈ X, (f, x) = (g, x).

Además f se llama lineal (o lineal homogéneo) si ∀x, y ∈ X, ∀α, β ∈ C, se cumple la

igualdad:

(f, αx + βy) = α (f, x) + β (f, y) .

Nota 6. Es posible definir funcionales sobre los espacios lineales S(Rn) y D(Rn). En

este caṕıtulo centraremos nuestra atención sobre el espacio de Schwartz y definiremos los

funcionales sobre dicho espacio.

2Aclaremos que la notación (·,·) en el presente trabajo tendrá doble significado y se interpretará según

el contexto; por ejemplo (f, x) con x ∈ X denota la acción del funcional f en x. Además (x, y) con

x, y ∈ Rn simboliza el producto escalar estándar.
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Definición 15. El funcional f definido sobre el espacio de Schwartz se denomina continuo,

si para cada sucesión {ϕk}k∈N en S convergente a ϕ0 ∈ S, se cumple:

ĺım
k→+∞

(f, ϕk) = (f, ϕ0).

Mostremos ahora un criterio de continuidad de funcionales lineales sobre S, a modo de

teorema (Ver [2] Pág. 24 Lemas 1 y 2).

Teorema 4. Sea f un funcional lineal sobre S. f es continuo si y sólo si existen m, ` ∈ N0

y una constante positiva Cf tal que:

∀ϕ ∈ S, |(f, ϕ)| ≤ CfPm,` (ϕ) .

Definición 16. Todo funcional lineal y continuo definido sobre S, recibe el nombre de

función generalizada. El espacio lineal dual (con las operaciones estándar de adición

y multiplicación por escalar) de todos estos funcionales se denota por S ′(Rn)
not
= S ′.

Observemos que según la definición anterior, los funcionales pueden sumarse entre śı y

multiplicarse por un escalar. Por ejemplo si f, g son funcionales, entonces el valor del

funcional αf + βg aplicado a ϕ ∈ S se determina según la fórmula:

(αf + βg, ϕ) := α (f, ϕ) + β (g, ϕ) .

Definición 17. Una función f definida sobre Rn se denomina localmente integrable en Rn,

si es absolutamente integrable en cualquier compacto K de Rn. Se simboliza f ∈ Lloc
1 (Rn).

Es decir f ∈ Lloc
1 (Rn) si ∀K ⊂ Rn, K compacto, f ∈ L1(K).

Es claro que si f ∈ L1(Rn), entonces f ∈ Lloc
1 (Rn); el rećıproco es falso, por ejemplo

la función f(x) = sinx ∈ Lloc
1 (R), pero f(x) /∈ L1(R).

Otro ejemplo sencillo es la función constante distinta de cero.

Lema 2. Sea 1 ≤ p ≤ +∞. Si f ∈ Lp(Rn), entonces f ∈ Lloc
1 (Rn).

Demostración. Para demostrar este lema usaremos la consecuencia de la desigualdad

de Hölder (Ver Consecuencia 1. Pág. 21). Es claro que si K es compacto, entonces
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mes(K) < +∞ y según dicho resultado ∀K compacto, ∀p ≥ 1, Lp(K) ⊂ L1(K) es

decir , si f ∈ Lp(K) entonces f ∈ L1(K) y:

‖f‖L1(K) ≤ (mes(K))1− 1
p ‖f‖Lp(K) < (mes(K))1− 1

p ‖f‖Lp(Rn) < +∞.

Por lo tanto para 1 ≤ p ≤ +∞, si f ∈ Lp(Rn) entonces f ∈ Lloc
1 (Rn).

Definición 18. Decimos que la función f es de crecimiento polinomial, si existe `0 ∈ N0

tal que:

(1 + |x|)−`0 f(x) ∈ L1(Rn).

Ejemplo 5. Sea n = 1. f(x) = e−x2

es de crecimiento polinomial ya que:

+∞∫
−∞

e−x2

dx =
√
π.

Luego f(x) = e−x2 ∈ L1(R) ⊂ Lloc
1 (R).

La siguiente proposición relaciona las definiciones anteriores con el espacio S ′.

Proposición 3. Toda función localmente integrable de crecimiento polinomial es un

elemento de S ′. O sea, tales funciones pueden considerarse como funciones generalizadas

sobre S. Estos funcionales se llaman regulares, es decir pueden expresarse con la ayuda

de una integral:

∀ϕ ∈ S, (f, ϕ) :=

∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx.

Demostración. Sea f ∈ Lloc
1 (Rn) y de crecimiento polinomial; ella genera el siguiente

funcional:

∀ϕ ∈ S, (f, ϕ) :=

∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx.

Es claro que f es funcional (f : S → C) y es lineal. Probemos, que f satisface el criterio

de continuidad. ∀ϕ ∈ S:

|(f, ϕ)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Rn

∣∣f(x)(1 + |x|)−`0
∣∣ ∣∣(1 + |x|)`0ϕ(x)

∣∣ dx
≤ P0,`0(ϕ)

∫
Rn

∣∣f(x)(1 + |x|)−`0
∣∣ dx = P0,`0(ϕ)

∥∥(1 + |x|)−`0f(x)
∥∥

L1(Rn)
< +∞,

35



por ser f de crecimiento polinomial.

Por lo tanto existen m = 0, ` = `0 ∈ N0, Cf =
∥∥(1 + |x|)−`0f(x)

∥∥
L1(Rn)

> 0, tales que:

∀ϕ ∈ S, |(f, ϕ)| ≤ CfPm,`(ϕ).

Luego f es continuo. Esto demuestra además, que (f, ϕ) está bien definida.

En conclusión, f ∈ S ′.

Ejemplos.

1. Como f(x) = e−x2 ∈ Lloc
1 (R) y es de crecimiento polinomial, entonces por la propo-

sición anterior f(x) = e−x2
es un funcional regular:

∀ϕ ∈ S, (f, ϕ) =

+∞∫
−∞

e−x2

ϕ(x)dx.

2. Sea n = 1. Consideremos la función de Heaviside:

θ(x) :=

 1, si x ≥ 0

0, si x < 0,

Demostremos que θ es un elemento de S ′.

Es evidente que θ ∈ Lloc
1 (Rn). Veamos que θ es de crecimiento polinomial.

+∞∫
−∞

(1 + |x|)−`0 |θ(x)| dx =

+∞∫
0

(1 + |x|)−`0 dx < +∞, para `0 > 1.

Luego ∃ `0 ∈ N0, tal que (1 + |x|)−`0 θ(x) ∈ L1(R), esto es, θ es de crecimiento

polinomial. Por la proposición 3, θ ∈ S ′.

3. A manera de ejemplo de un funcional no regular, consideremos la función delta de

Dirac, definida por la fórmula (ver (3.5)):

∀ϕ ∈ S, (δ, ϕ) := ϕ(0).

Es evidente que ∀ϕ, ψ ∈ S, ∀α, β ∈ C,

(δ, αϕ+ βψ) = α(δ, ϕ) + β(δ, ψ) = αϕ(0) + βψ(0). Esto es δ es lineal.
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Además, ∀ϕ ∈ S: |(δ, ϕ)| = |ϕ(0)| ≤ sup
x∈Rn

|ϕ(x)| = P0,0(ϕ).

Esto significa que ∃ m, ` ∈ N0 (m = ` = 0), Cf = 1 tal que ∀ϕ ∈ S:

|(δ, ϕ)| ≤ P0,`0(ϕ), es decir δ es continuo. En consecuencia, δ ∈ S ′.

Puede probarse (Ver [13] Pág. 99), que δ no puede escribirse con la ayuda de

funciones Lloc
1 (Rn) y de crecimiento polinomial. Las funciones generalizadas que

no son regulares se llaman singulares. Aśı, δ es funcional singular.

Proposición 4. Sea 1 ≤ p ≤ +∞. Si f ∈ Lp(Rn) entonces f es localmente integrable y

de crecimiento polinomial.

Demostración. 1. Vamos a probar que f es de crecimiento polinomial.

Sea inicialmente 1 < p < +∞, `0 >
n
q

y f ∈ Lp(Rn).

Demostremos con la ayuda de la desigualdad de Hölder, que

(1 + |x|)−`0f(x) ∈ L1(Rn).∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

(1 + |x|)−`0 f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(Rn)

∥∥(1 + |x|)−`0
∥∥

Lq(Rn)
< +∞,

puesto que f ∈ Lp(Rn), y usando coordenadas esféricas generalizadas tenemos:

∫
Rn

(1 + |x|)−`0qdx

 1
q

= Cn,q

 +∞∫
0

(1 + r)−`0qrn−1dr

 1
q

, (3.6)

donde Cn,q es una constante que depende de n y q.

Como (1+ r)−`0qrn−1 es equivalente con r−`0q+n−1 cuando r → +∞, (3.6) converge

si−`0q+n−1 < −1; es decir converge para `0 >
n
q
. Esto es, (1+|x|)−`0f(x) ∈ L1(Rn).

Luego, f es de crecimiento polinomial.

2. Para p = 1, q = +∞, puede repetirse el razonamiento anterior con `0 > 0.

Similarmente para p = +∞, q = 1, se toma `0 > n.

3. De acuerdo al Lema 2, tenemos que si f ∈ Lp(Rn), entonces f ∈ Lloc
1 (Rn) para

1 ≤ p ≤ +∞.

Con 1.-3., queda demostrada la Proposición 4.
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Consecuencia 2. De las proposiciones 3 y 4 podemos concluir, que si f ∈ Lp(Rn)

entonces f ∈ S ′(Rn), para 1 ≤ p ≤ +∞. Luego se tienen las inclusiones:

S(Rn) ⊂ Lp(Rn) ⊂ S ′(Rn), 1 ≤ p ≤ +∞.

3.2. Operadores lineales y continuos sobre S ′

Introduzcamos ante todo la convergencia en S ′ para luego describir ciertos operadores

lineales y continuos que pueden definirse sobre este espacio.

Definición 19. Sean {fk}k∈N una sucesión en S ′ y f ∈ S ′. Se dice que {fk} converge a

f en S ′ y se nota fk → f en S ′, k → +∞ si:

∀ ϕ ∈ S, ĺım
k→+∞

(fk, ϕ) = (f, ϕ). (3.7)

En esta parte del trabajo, A representa un operador lineal que aplica cierto espacio lineal

en śı mismo. Es decir, A será una aplicación cuyo dominio y codominio es un mismo

espacio lineal. Por ejemplo, si dicho espacio lineal es Rn, entonces A : Rn → Rn, donde A

es una transformación lineal (que por lo general se describe mediante una matriz n x n),

es un operador lineal.

Definición 20. El operador A : S ′ → S ′ es lineal si:

∀ f, g ∈ S ′; ∀ α, β ∈ C : A(αf + βg) = αAf + βAg.

Definición 21. Se dice que el operador A es continuo en S ′, si fk → f en S ′, implica

que Afk → Af , k → +∞ en S ′. Es decir,

[∀ϕ ∈ S, (fk, ϕ) → (f, ϕ)] ⇒ [∀ψ ∈ S, (Afk, ψ) → (Af, ψ)] , k → +∞.

Equivalentemente (Ver (3.7)) esto significa:[
∀ϕ ∈ S, ĺım

k→+∞
(fk, ϕ) = (f, ϕ)

]
⇒
[
∀ψ ∈ S, ĺım

k→+∞
(Afk, ψ) = (Af, ψ)

]
.
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3.2.1. Operador de diferenciación en S ′

Sean f ∈ S ′, β multi-́ındice. Se llama derivada de orden β del funcional f y se denota

Dβf , al funcional definido mediante la fórmula:

∀ϕ ∈ S,
(
Dβf, ϕ

)
:= (−1)|β|

(
f,Dβϕ

)
.

Veamos que en verdad Dβf ∈ S ′. Para esto se requiere probar:

(i) ∀f ∈ S ′, Dβf ∈ S ′. O sea Dβf es un funcional lineal y continuo. Esto significa,

de acuerdo a las definiciones 14 y 15 (Pág. 34-35) que debemos probar para g = Dβf :

(g, αϕ+ γψ) = α(g, ϕ) + γ(g, ψ) y además, si ϕk → ϕ entonces (g, ϕk) → (g, ϕ).

En efecto sean f ∈ S ′; ϕ, ψ ∈ S; α, γ ∈ C. Entonces:(
Dβf, αϕ + γψ

)
= (−1)|β|(f,Dβ(αϕ + γψ)) = (−1)|β|[α(f,Dβϕ) + γ(f,Dβψ)]

= α(Dβf, ϕ) + γ(Dβf, ψ).

Además sean {ϕk}+∞
k=1 , ϕ ∈ S, . Si ϕk → ϕ en S, entonces:

(Dβf, ϕk) = (−1)|β|(f,Dβϕk) → (−1)|β|(f,Dβϕ) = (Dβf, ϕ), k → +∞.

Esto es, (Dβf, ϕk) → (Dβf, ϕ), k → +∞.

Hemos probado hasta aqúı, que Dβf ∈ S ′.

Probemos ahora que Dβ es lineal y continuo.

(ii) Sean f, g ∈ S ′; ϕ ∈ S; α, γ ∈ C y β multi-́ındice. Luego:(
Dβ(αf + γg), ϕ

)
= (−1)|β|(αf + γg,Dβϕ) = (−1)|β|[α(f,Dβϕ) + γ(g,Dβϕ)]

= α(Dβf, ϕ) + γ(Dβg, ϕ).

Es decir Dβ es lineal.

(iii) Sean fk ∈ S ′ ∀k ∈ N; f ∈ S ′. Además supongamos que fk → f en S ′, es decir

∀ϕ ∈ S, (fk, ϕ) → (f, ϕ), k → +∞. Entonces:

(Dβfk, ϕ) = (−1)|β|(fk, D
βϕ) → (−1)|β|(f,Dβϕ) = (Dβf, ϕ), k → +∞.
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Por lo tanto (Dβfk, ϕ) → (Dβf, ϕ), k → +∞.

De (i)− (iii), Dβ es un operador lineal y continuo.

Ejemplos:

1. Sea n = 1. Calcular: δ ′, δ ′′, . . . , δ(k), k ∈ N.

Solución. ∀ϕ ∈ S tenemos:

(δ′, ϕ) = −(δ, ϕ′) = −ϕ′(0).

(δ′′, ϕ) = (−1)2(δ, ϕ′′) = ϕ′′(0).

En general ∀k ∈ N0, (δk, ϕ) = (−1)k(δ, ϕ(k)) = (−1)kϕ(k)(0).

2. Calcular para la función de Heaviside: θ′, θ′′, . . . , θ(k), k ∈ N.

Solución. ∀ϕ ∈ S:

(θ′, ϕ) = −(θ, ϕ′) = −
+∞∫
−∞

θ(x)ϕ′(x)dx = −
+∞∫
0

ϕ′(x)dx = − ϕ(x)|+∞0 = ϕ(0).

Se usó el hecho de que, si ϕ ∈ S entonces ϕ(x) → 0, |x| → +∞.

Aśı pues ∀ϕ ∈ S (θ′, ϕ) = (δ, ϕ), esto es θ′ = δ = ϕ(0)

(θ′′, ϕ) = (−1)2(θ, ϕ′′) =

+∞∫
0

ϕ′′(x)dx = ϕ′(x)|+∞0 = −ϕ′(0).

Luego θ′′ = δ′ = −ϕ′(0).

En general, ∀k ∈ N tenemos θ(k) = δ(k−1) = (−1)(k−1)ϕ(0).

3. Sobre S se define el funcional ρ 1
x

(se lee “ro uno equis”) mediante la fórmula:

∀ϕ ∈ S, (ρ 1
x
, ϕ) := v.p.

+∞∫
−∞

ϕ(x)

x
dx.

En general se define el funcional ρ 1
xm

, mediante:

(ρ 1
xm
, ϕ) := v.p.

+∞∫
−∞

ϕ(x)

xm
dx, m ∈ N.

Calcular ρ′1
x
, ρ′′1

x
, . . . , ρ

(k)
1
x

, k ∈ N.
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Solución. ∀ϕ ∈ S tenemos:

(ρ′1
x
, ϕ) = −(ρ 1

x
, ϕ′) = −v.p.

+∞∫
−∞

ϕ′(x)

x
dx = −v.p.

+∞∫
−∞

1

x
dϕ(x).

Integrando por partes tenemos:

(ρ′1
x
, ϕ) = −v.p.

 ϕ(x)

x

∣∣∣∣+∞
−∞

+

+∞∫
−∞

ϕ(x)

x2
dx

 .

Como
ϕ(x)

x

∣∣∣∣+∞
−∞

es cero puesto que ϕ ∈ S; (ρ′1
x
, ϕ) = −(ρ 1

x2
, ϕ), es decir ρ′1

x
= −ρ 1

x2
.

Similarmente (ρ′′1
x
, ϕ) = 2(ρ 1

x3
, ϕ). Esto es ρ′′1

x
= 2ρ 1

x3
.

Por inducción matemática, obtenemos que ∀k ∈ N, ∀ϕ ∈ S:

(ρ
(k)
1
x

, ϕ) = (−1)kk!(ρ 1

xk+1
, ϕ), es decir ρ

(k)
1
x

= (−1)kk!ρ 1

xk+1
.

3.2.2. Operador de multiplicación de elementos de S ′ por fun-

ciones de crecimiento polinomial infinitamente diferencia-

bles

Sea h ∈ C∞ y de crecimiento polinomial. Sea además f ∈ S ′. Se llama producto de h por

f al funcional “h.f” que actúa según la fórmula:

∀ϕ ∈ S, (h.f, ϕ) := (f, h.ϕ).

En adelante, h.f
not
= hf .

La prueba de que el operador de multiplicación es lineal y continuo, se realiza

similarmente a la prueba del operador de diferenciación.

Ejemplos:

1. Sea n = 1. Calculemos xkδ, k ∈ N0.

Solución.

Para k = 0, x0δ = δ.

Para k ∈ N, xkδ = 0, puesto que ∀ϕ ∈ S (xkδ, ϕ) = (δ, xkϕ) = xkϕ(x)
∣∣
x=0

= 0.
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De aqúı es claro que ∀m ∈ N:

(xkδ)(m) :=

 δm = (−1)mϕ(m)(0), si k = 0

0, si k ∈ N.

2. Probar, que xρ 1
x

= 1 y ∀m ≥ 1, xmρ 1
x

= xm−1.

Solución. Sea ϕ ∈ S. Entonces:

(xρ 1
x
, ϕ) = (ρ 1

x
, xϕ) = v.p.

+∞∫
−∞

xϕ(x)

x
dx =

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx =

+∞∫
−∞

1ϕ(x)dx = (1, ϕ),

luego (xρ 1
x
, ϕ) = (1, ϕ); esto es xρ 1

x
= 1. Similarmente para m > 1,

(xmρ 1
x
, ϕ) = (ρ 1

x
, xmϕ) = v.p.

+∞∫
−∞

xmϕ(x)

x
dx =

+∞∫
−∞

xm−1ϕ(x)dx = (xm−1, ϕ).

Aśı, xmρ 1
x

= xm−1, m ∈ N.

3.2.3. Operador de transformación de Fourier de las funciones

generalizadas

Sea f ∈ S ′. Se llama transformación de Fourier de f al funcional f̂ definido según la

fórmula:

∀ϕ ∈ S, (f̂ , ϕ) := (f, ϕ̂).

Detalladamente: (f̂(ξ), ϕ(ξ)) := (f(x), ϕ̂(x)), donde ϕ̂(x) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)ϕ(ξ)dξ.

Probemos, que en verdad f̂ ∈ S ′.

(i) ∀f ∈ S ′, f̂ ∈ S ′. O sea f̂ es un funcional lineal y continuo.

En efecto, sean f ∈ S ′, ϕ, ψ ∈ S, α, γ ∈ C. Entonces:(
f̂ , αϕ + γψ

)
= α(f̂ , ϕ) + γ(f̂ , ψ).

Además sean {ϕk}+∞
k=1 , ϕ0 ∈ S. Si ϕk → ϕ0 en S, entonces:

(f̂ , ϕk) = (f, ϕ̂k) → (f, ϕ̂0) = (f̂ , ϕ0), k → +∞.
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Esto es, (f̂ , ϕk) → (f̂ , ϕ0), k → +∞. Hemos probado hasta aqúı, que f̂ ∈ S ′.

Probemos ahora que F (operador de transformación) es un operador lineal y continuo.

(ii) Sean f, g ∈ S ′, ϕ ∈ S, α, γ ∈ C y β multi-́ındice. Luego:(
̂αf + γg, ϕ

)
= (αf + γg, ϕ̂) = α(f, ϕ̂) + γ(g, ϕ̂) = α(f̂ , ϕ) + γ(ĝ, ϕ).

Es decir F es lineal.

(iii) Sean fk ∈ S ′, ∀k ∈ N, f ∈ S ′. Además supongamos que fk → f en S ′, es decir

∀ϕ ∈ S, (fk, ϕ) → (f, ϕ), k → +∞. Ahora:

(f̂k, ϕ) = (fk, ϕ̂) → (f, ϕ̂) = (f̂ , ϕ), k → +∞.

Por lo tanto (f̂k, ϕ) → (f̂ , ϕ), k → +∞.

De (i)− (iii), F es un operador lineal y continuo.

Ejemplos:

1. Sea n = 1. Calcular δ̂.

Solución. ∀ϕ ∈ S tenemos:

(δ̂, ϕ) = (δ, ϕ̂) = ϕ̂(0) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−i 0 xϕ(x)dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx =
1√
2π

(1, ϕ);

de aqúı que δ̂ =
1√
2π
.

Similarmente se prueba, que δ̌ =
1√
2π

. Podemos concluir además, que 1̂ =
√

2πδ,

es decir, la transformación de Fourier de la función constante f(x) ≡ 1 existe,

considerada como función generalizada, en tanto que su transformación habitual no

existe. Este comentario también es válido para el siguiente ejemplo.
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2. Calcular la transformación de Fourier de la función de Heaviside.

Solución. ∀ϕ ∈ S:

(θ̂, ϕ) = (θ, ϕ̂) =

+∞∫
0

ϕ̂(ξ)dξ.

3. Calcular ρ̂1/x.

Solución. Sea ϕ ∈ S. Luego:

(ρ̂ 1
x
, ϕ) = (ρ 1

x
, ϕ̂) = v.p.

+∞∫
−∞

ϕ̂(x)

x
dx.
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Caṕıtulo 4

Teorema de Plancherel

4.1. Transformación de Fourier para funciones de L1(Rn)

Sea f ∈ L1(Rn). Como Lp(Rn) ⊂ S ′(Rn) para 1 ≤ p ≤ +∞ (Ver caṕıtulo 3 del presente

trabajo), entonces existe la transformación de Fourier para las funciones de L1(Rn) en

el sentido de S ′ y además existe dicha transformación en el sentido habitual. En este

momento es conveniente introducir una notación que nos permita distinguir una de la

otra. Esto también se aplica a las transformaciones inversas.

1. La transformacion habitual:

f̂(ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)f(x)dx
not
= f̂s(ξ) ∈

•
C (Rn)1 ,

donde la letra s hace referencia a la inicial del vocablo inglés strong que significa

fuerte, por esto la llamaremos transformación fuerte de Fourier.

2. Puesto que f ∈ L1(Rn), entonces f ∈ S ′(Rn). Luego la transformación en el sentido

de S ′(Rn) viene dada por:

∀ϕ ∈ S, (f̂ , ϕ) := (f, ϕ̂)
not
= (f̂w, ϕ),

donde la letra w hace referencia a la inicial del vocablo inglés weak que significa

débil, por esto la llamaremos transformación débil de Fourier.

1
•
C (Rn) es el espacio de funciones continuas que tienden a cero cuando |x| → +∞.
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Veamos ahora qué relación hay entre las transformaciones fuerte y débil de Fourier, para

funciones de la clase L1(Rn).

Teorema 5. Si f ∈ L1(Rn) entonces f̂s = f̂w en el sentido de S ′.

Demostración. Como f̂s ∈
•
C (Rn), entonces f̂s ∈ Lloc

1 (Rn). Luego f̂s genera un funcional

regular mediante la integral:

∀ϕ ∈ S, (f̂s, ϕ) :=

∫
Rn

f̂s(x)ϕ(x)dx.

Basta probar entonces, que ∀ϕ ∈ S, (f̂s, ϕ) = (f̂w, ϕ) = (f, ϕ̂).

En efecto, sea g(ξ, x) = f(ξ)ϕ(x). Entonces g(ξ, x) ∈ L1(R2n) puesto que

f(ξ), ϕ(x) ∈ L1(Rn) , de aqui y recordando que
∣∣e−i(ξ,x)

∣∣ = 1 tenemos:∣∣∣∣∣∣(2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

e−i(ξ,x)g(ξ, x)dξdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

∣∣e−i(ξ,x)g(ξ, x)
∣∣ dξdx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

|g(ξ, x)| dξdx < +∞,

luego es posible aplicar una consecuencia del Teorema de Fubini (Ver [1] Teorema 15.8)

que nos permite cambiar el orden de integración:

(f̂s, ϕ) =

∫
Rn

(2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)f(ξ)dξ

ϕ(x)dx =

∫
Rn

(2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)ϕ(x)dx

 f(ξ)dξ

=

∫
Rn

ϕ̂(ξ)f(ξ)dξ = (f, ϕ̂).

Luego ∀ϕ ∈ S, (f̂s, ϕ) = (f, ϕ̂) = (f̂w, ϕ). Es decir f̂s = f̂w en el sentido de S ′.
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4.2. Transformación de Fourier para funciones de L2(Rn)

Sea f ∈ L2(Rn) ⊂ S ′(Rn). Entonces existe f̂w en el sentido de S ′, definida de la

siguiente manera:

∀ϕ ∈ S, (f̂w, ϕ) = (f, ϕ̂).

Surge entonces la siguiente pregunta: ¿Qué sucede con la transformación fuerte de Fou-

rier?. Para responder esta pregunta, observemos que la definición:

f̂s(ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)f(x)dx, puede carecer de sentido, puesto que en general si

f ∈ L2(Rn), no necesariamente
∣∣e−i(ξ,x)f(x)

∣∣ = |f(x)| ∈ L1(Rn). Por ejemplo la función:

f(x) :=

 1
x
, |x| > 1

0, |x| ≤ 1,

está en L2(R) pero no en L1(R). Esta situación hace necesario otro mecanismo para definir

f̂s, con f ∈ L2(Rn).

Lema 3. ∀ϕ, ψ ∈ S(Rn) es válida la fórmula:∫
Rn

ϕ(x)ψ(x)dx =

∫
Rn

ϕ̂s(ξ)ψ̂s(ξ)dξ. (4.1)

Aqúı ψ(x) simboliza el conjugado del número complejo ψ(x).

Demostración. ∫
Rn

ϕ̂s(ξ)ψ̂s(ξ)dξ =

∫
Rn

ϕ̂s(ξ)

(2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)ψ(x)dx

dξ
=

∫
Rn

ϕ̂s(ξ)

(2π)−
n
2

∫
Rn

ei(ξ,x)ψ(x)dx

 dξ.
Llevando a cabo un razonamiento análogo a la demostración del Teorema 5, podemos

intercambiar de nuevo el orden de integración:∫
Rn

ϕ̂s(ξ)ψ̂s(ξ)dξ =

∫
Rn

ψ(x)

(2π)−
n
2

∫
Rn

ei(ξ,x)ϕ̂s(ξ)dξ

 dx =

∫
Rn

ψ(x)F−1
s [Fsϕ(x)] dx

=

∫
Rn

ϕ(x)ψ(x)dx.
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Por lo tanto se cumple (4.1).

Consecuencia 3. Si en (4.1) hacemos ϕ(x) = ψ(x), tenemos:∫
Rn

ϕ(x)ϕ(x)dx =

∫
Rn

ϕ̂s(ξ)ϕ̂s(ξ)dξ.

Como ∀z ∈ C, zz = |z|2, entonces ∀ϕ ∈ S(Rn):

 ∫
Rn

|ϕ(x)|2 dx

 1
2

=

 ∫
Rn

|ϕ̂s(ξ)|2 dξ

 1
2

:

es decir,

∀ϕ ∈ S, ‖ϕ‖L2(Rn) = ‖ϕ̂s‖L2(Rn) . (4.2)

(4.2) es llamada Igualdad de Parseval. Además esta indica que Fs es una isometŕıa en

S(Rn), en el sentido de la métrica inducida por la norma de L2(Rn). Recordemos también

que Fs, F
−1
s son inversas en S, es decir,

∀ϕ ∈ S, Fs[F
−1
s (ϕ)] = F−1

s [Fs(ϕ)] = ϕ.

Conclusión. La transformación fuerte de Fourier es un operador lineal, continuo e

isométrico en S(Rn) ⊂ L2(Rn), con S(Rn) denso en L2(Rn). Luego teniendo en cuenta

algunos tópicos del análisis funcional (Ver [9] Cap. 3, Teorema de Hahn-Banach) podemos

prolongar a todo L2(Rn) por continuidad la transformación fuerte de Fourier conservando

la isometŕıa.

4.3. Teorema de Plancherel

El siguiente teorema permite definir la transformación fuerte de Fourier en L2(Rn) con

la ayuda de la transformación de Fourier en S, dado que el espacio de Schwartz es denso

en L2(Rn). En particular esto indica, que para cada f ∈ L2(Rn) es posible construir al

menos una sucesión de elementos de S, convergente (en el sentido de L2(Rn)) hacia f .
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Teorema 6. (PLANCHEREL) Supongamos que f ∈ L2(Rn).

1. Sea {ϕm}m∈N una sucesión en S. Si ĺım
m→+∞

ϕm = f en L2, entonces {ϕ̂m}m∈N y

{ϕ̌m}m∈N convergen en L2, m→ +∞.

2. Hagamos f̂s = ĺım
m→+∞

ϕ̂m en L2 y f̌s = ĺım
m→+∞

ϕ̌m en L2. Estos ĺımites no dependen

de la escogencia de la sucesión {ϕm}m∈N.

3. Es válida la igualdad de Parseval:

∀f ∈ L2(Rn),
∥∥∥f̂s

∥∥∥
L2(Rn)

= ‖f‖L2(Rn) =
∥∥f̌s

∥∥
L2(Rn)

.

4. Fs y F−1
s transforma L2(Rn) sobre L2(Rn) de manera biuńıvoca y son inversas entre

śı en L2(Rn); es decir ∀f ∈ L2(Rn), Fs[F
−1
s (f)] = F−1

s [Fs(f)] = f .

5. Las transformaciones débil de Fourier (en el sentido de S ′) y fuerte (en el sentido

de L2) coinciden en S ′.

Demostración. Haremos al demostración de este Teorema para la transformación directa

de Fourier, para la transformación inversa se realiza de manera análoga.

1. Si ϕm → f , m → +∞ en L2, entonces {ϕm}m∈N es de Cauchy en L2; o sea

‖ϕm − ϕk‖L2(Rn) → 0 cuando m, k → +∞. Luego de (4.2) se sigue:

‖ϕ̂m − ϕ̂k‖L2(Rn) =
∥∥∥ ̂(ϕm − ϕk)

∥∥∥
L2(Rn)

= ‖ϕm − ϕk‖L2(Rn) → 0, m, k → +∞.

Esto significa que la sucesión {ϕ̂m}m∈N es de Cauchy en L2, entonces puesto que L2

es completo, {ϕm}m∈N converge en L2.

2. Tenemos las fórmulas:

f̂s := ĺım
m→+∞

ϕ̂m , f̌s := ĺım
m→+∞

ϕ̌m , en L2.

Supongamos que además de la sucesión {ϕm}m∈N se tiene otra sucesión, notémosla

{ψm}m∈N que también converge a f en L2(Rn). Entonces, ϕm−ψm → 0, m→ +∞

en L2. En efecto usando nuevamente (4.2):∥∥∥ϕ̂m − ψ̂m

∥∥∥
L2(Rn)

= ‖ϕm − ψm‖L2(Rn) = ‖ϕm − f + f − ψm‖L2(Rn)

≤ ‖ϕm − f‖L2(Rn) + ‖ψm − f‖L2(Rn) → 0, m→ +∞.
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Es decir, ĺım
m→+∞

ϕ̂m = ĺım
m→+∞

ψ̂m = f̂s, en L2(Rn).

3. Es posible ver que ϕm → f en L2 implica que ‖ϕm‖L2(Rn) → ‖f‖L2(Rn), m→ +∞.

En verdad, si ϕm → f , entonces:∣∣∣‖ϕm‖L2(Rn) − ‖f‖L2(Rn)

∣∣∣ ≤ ‖ϕm − f‖L2(Rn) → 0, m→ +∞.

En consecuencia ‖f‖L2(Rn) = ĺım
m→+∞

‖ϕm‖L2(Rn).

De aqúı, de la igualdad de Parseval y recordando de 2. que, ϕ̂m → f̂s en L2(Rn), se

sigue que: ∥∥∥f̂s

∥∥∥
L2(Rn)

= ĺım
m→+∞

‖ϕ̂m‖L2(Rn) .

Por la consecuencia del Lema 3,∥∥∥f̂s

∥∥∥
L2(Rn)

= ĺım
m→+∞

‖ϕ̂m‖L2(Rn) = ĺım
m→+∞

‖ϕm‖L2(Rn) = ‖f‖L2(Rn) .

Análogamente se demuestra la igualdad: ‖f‖L2(Rn) =
∥∥f̌s

∥∥
L2(Rn)

.

4. Verifiquemos que ∀f ∈ L2(Rn), Fs[F
−1
s (f)] = F−1

s [Fs(f)] = f .

Sean f ∈ L2, ϕm ∈ S; ϕm → f en L2. Entonces ϕ̂m ∈ S.

Por 1. y 2., ϕ̂m → f̂s en L2.

Supongamos que ϕ̂m = ψm → f̂s en L2. Por 2., tenemos ϕm = ψ̌m → F−1
s [Fs(f)]

en L2. Pero por hipótesis ϕm → f .

En consecuencia F−1
s [Fs(f)] = f , ∀f ∈ L2(Rn).

Análogamente se prueba que Fs[F
−1
s (f)] = f .

5. Debemos verificar que para cada función f de L2 y para toda ϕ en S, es válida la

fórmula:

(f̂s, ϕ) = (f, ϕ̂) = (f̂w, ϕ).

Esto dará la igualdad entre las transformaciones fuerte y débil de Fourier en S ′.

Supongamos que ϕm → f en L2. Por 3. ϕ̂m → f̂s en L2. Por lo tanto ϕm → f en

S ′ y ϕ̂m → f̂s en S ′.

Entonces ∀ϕ ∈ S, (f̂s, ϕ) = ĺım
m→+∞

(ϕ̂m, ϕ) = ĺım
m→+∞

(ϕm, ϕ̂) = (f, ϕ̂).

Por lo tanto el Teorema de Plancherel queda demostrado.
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Observación 8. El resultado anterior puede concretizarse si en lugar de funciones de S se

toman funciones de L1(Rn)∩L2(Rn), ya que de la inclusión S(Rn) ⊂ [L1(Rn) ∩ L2(Rn)],

se sigue que L1(Rn) ∩ L2(Rn) es denso en L2(Rn).

Simbolicemos ∆N = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn; |xj| < N, j = 1, 2, . . . , n}, N ∈ N.

Sea f ∈ L2(Rn). Consideremos la sucesión {fN}N∈N donde, fN(x) := f(x)χ∆N
(x) 2; esto

es,

f(x)χ∆N
(x) :=

 f(x), x ∈ ∆N

0, x ∈ Rn −∆N .

Luego si f ∈ L2(Rn), entonces fN(x) ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) y además para x ∈ ∆N ,

fN(x) = f(x).

Se tiene: ‖f(x)− fN(x)‖L2(Rn) =

 ∫
Rn−∆N

|f(x)|2 dx

 1
2

→ 0, N → +∞.

Esto se tiene debido a que f ∈ L2(Rn).

Es decir, fN(x) → f(x) (N → +∞) en L2 y entonces Fs(fN) → Fs(f), en L2 puesto

que:

‖Fs(fN)− Fs(f)‖L2(Rn) = ‖Fs(fN − f)‖L2(Rn) = ‖fN − f‖L2
→ 0, N → +∞.

Aśı, Fs(f) = ĺım
N→+∞

Fs(fN) en L2 y además:

Fs[fN(ξ)] = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(ξ,x)fN(x)dx = (2π)−
n
2

∫
∆N

e−i(ξ,x)f(x)dx.

2Aqúı χ∆N
es la función caracteŕıstica de ∆N y se define mediante:

χ∆N
(x) :=

 1, x ∈ ∆N

0, x /∈ ∆N .
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En conclusión:

Fs(f) = f̂s = ĺım
N→+∞

(2π)−
n
2

∫
∆N

e−i(ξ,x)f(x)dx. (4.3)

La parte derecha de (4.3) se llama transformación truncada de Fourier.

En particular, para n = 1,

Fs(f)(ξ) = f̂(ξ) =
1√
2π

ĺım
N→+∞

N∫
−N

e−iξxf(x)dx =
1√
2π

v.p.

+∞∫
−∞

e−iξxf(x)dx.

4.4. Algunas aplicaciones de la transformación de Fou-

rier para la resolución de problemas de contorno

para las EDDP

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son importantes en distintos cam-

pos de la ciencia y la tecnoloǵıa. Estas modelan fenómenos de tipo económico, biológico

y f́ısico entre otros. En la f́ısica matemática este tipo de ecuaciones describe por ejemplo

el movimiento de ondas, radiación o conducción de enerǵıa y la teoŕıa del potencial. Uno

de los modelos clásicos es la ecuación del calor. Resolveremos a continuación el problema

de Cauchy para la ecuación de Laplace ∆u = 0, donde ∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 es el laplaciano de u.

Aplicación 1. Sean u = u(x, y), x ∈ R, y > 0,
∆u = 0

u(x, 0) = ϕ(x)

u(x, y) → 0, y → +∞,

donde ϕ es una función conocida, la cual se supone lo suficientemente “suave” para que

los cálculos realizados tengan sentido.

Aplicamos respecto a x la transformación de Fourier y obtenemos el siguiente problema
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de Cauchy: 
ûyy − ξ2û = 0

û(ξ, 0) = ϕ̂(ξ)

û(ξ, y) → 0, y → +∞.

(4.4)

La primera ecuación de (4.4), es una ecuación diferencial ordinaria 3 homogénea de se-

gundo grado con coeficientes constantes cuyo polinomio caracteŕıstico y solución son res-

pectivamente:

λ2 − ξ2 = 0,

û(ξ, y) = C1(ξ)e
−|ξ|y + C2(ξ)e

|ξ|y.

Donde C1(ξ) y C2(ξ) son “constantes” que dependen de ξ. Pero atendiendo a la última

condición de (4.4) tenemos que C2(ξ) = 0 y por la otra condición, C1(ξ) = ϕ̂(ξ). Luego,

û(ξ, y) = ϕ̂e−|ξ|y.

Restituimos u(x, y) aplicando la transformación inversa y el teorema de convolución, para

obtener:

u(x, y) = F−1[ϕ̂(ξ)e−|ξ|y] = [ϕ ∗ F−1(e−|ξ|y)](x).

Ahora calculamos:

F−1[e−|ξ|y] =
1√
2π

∫
R

e−|ξ|yeiξxdξ =
1√
2π

∫
R

e−|ξ|y(cos ξx− i sin ξx)dξ

=
2√
2π

+∞∫
0

eξy cos ξxdξ.

Por comodidad, llamemos a la última integral I1 y calculémosla mediante integración por

partes:

I1 =
y

x

+∞∫
0

e−ξy sin ξxdξ.

Sea I2 =

+∞∫
0

e−ξy sin ξxdξ, y apliquemos nuevamente integración por partes:

I2 =
1

x
− y

x
I1, I1 =

y

x
I2,

3Debemos tener en cuenta que en este caso ξ se considera constante.
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de aqúı se concluye que:

F−1[e−|ξ|y] =
y

x2 + y2
.

Por lo tanto:

u(x, y) =

(
ϕ ∗ y

x2 + y2

)
(x) = y

∫
R

ϕ(λ)

y2 + (λ− x)2
dλ.

Aplicación 2. La ecuación del movimiento de un ĺıquido bajo la acción de la fuerza de

gravedad es uxx + uyy = 0 donde u = u(x, y, t). Nos interesa entonces resolver el siguiente

problema de contorno. Sean u = u(x, y, t), x ∈ R, y < 0, t > o,

∆u = 0

uy = −1
g
utt, si y = 0

ut |y=t=0 = 0, u |y=t=0 = ϕ(x)

u→ 0, y → +∞,

donde g es la constante gravitacional. Usemos el mismo mecanismo de la solución anterior

aplicando transformación de Fourier a todo el problema respecto a la variable x, puesto

que esta recorre todo el eje real, para obtener el siguiente problema:

ûyy − ξ2û = 0

ûy + 1
g
ûtt = 0 si y = 0

ût |t=y=0 = 0, û |t=y=0 = ϕ̂(ξ)

û→ 0, y → +∞,

(4.5)

cuya solución es:

û(ξ, y, t) = C1(ξ, t)e
|ξ|y + C2(ξ, t)e

−|ξ|y.

Puesto que y < 0 y la función u debe ser acotada, entonces C2(ξ, t) = 0, de donde:

û(ξ, y, t) = C1(ξ, t)e
|ξ|y.

Ahora encontremos C1(ξ, t) resolviendo el siguiente problema de Cauchy que resulta de

aplicar las condiciones de (4.5): |ξ|C1 + 1
g

∂2C1

∂t2
= 0

C1(ξ, 0) = ϕ̂(ξ), ∂C1(ξ,0)
∂t

= 0.
(4.6)
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Este problema nos genera el polinomio caracteŕıstico λ2 +g |ξ| = 0 donde ξ es un paráme-

tro, y la solución a la ecuación diferencial ordinaria de (4.6) es:

C1(ξ, t) = A(ξ) cos
(
t
√
|ξ| g

)
+B(ξ) sin

(
t
√
|ξ| g

)
,

donde A(ξ) y B(ξ) son “constantes” que dependen de ξ. Ahora observamos que, de la

segunda condición de (4.6) tenemos que B(ξ) = 0 y por la otra condición A(ξ) = ϕ̂(ξ),

por lo tanto:

C1(ξ, t) = ϕ̂(ξ) cos t
√
|ξ| g.

Por último restituimos u aplicando la transformación inversa:

u(x, y, t) =
1√
2π

∫
R

eixξe|ξ|yϕ̂(ξ) cos
(
t
√
|ξ| g

)
dξ

=
1√
2π

∫
R

eiξx+|ξ|yϕ̂(ξ) cos
(
t
√
|ξ| g

)
dξ.
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