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Capitulo 1

Introduccion

El anédlisis de Fourier juega un papel importante en distintas disciplinas
matematicas, en particular en la fisica matematica y la teoria de las distribuciones. Son
igualmente conocidas numerosas aplicaciones de dicha rama a otras ciencias exactas y
naturales, como también a la tecnologia: basta citar, por ejemplo, el teorema
del muestreo y las consecuentes aplicaciones de la transformacion réapida de Fourier al

estudio de las senales.

Para ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (que describen fendémenos
fisicos y econémicos), su solucién con frecuencia se encuentra bajo ciertas condiciones, con
la ayuda de la transformacion de Fourier. De otra parte, mediante esta
transformacién integral pueden describirse de manera satisfactoria (en determinado

sentido) propiedades fundamentales de las funciones.

No obstante lo arriba expuesto, en el Programa de Matematicas no se cuenta con un
curso formal sobre estos topicos. Estas razones han motivado a los autores del trabajo
propuesto, a profundizar en los elementos de la teoria de la transformacion de Fourier
para funciones de varias variables y algunas de sus aplicaciones. Es de notar que una
presentacion satisfactoria del analisis de Fourier es posible con la ayuda de la teoria de

ciertos espacios funcionales, algunos de los cuales se consideran clasicos y cuyo estudio



previo debié ser abordado por los autores.

El trabajo tendra como eje principal el anélisis de Fourier, haciendo especial énfasis en la
transformacién integral de Fourier para funciones de varias variables reales, la represen-
tacion integral de Fourier y algunas aplicaciones, tales como los teoremas de convolucién

y Plancherel.

Para el desarrollo del trabajo, se hacen necesarios ciertos conceptos especificos del anélisis
matematico, tales como las integrales dependientes de parametro, teorema de Fubini, la
convolucién, teoria de la medida e integral de Lebesgue y aspectos fundamentales de la

teoria de los espacios de Lebesgue y de Schwartz.

El objetivo general de este trabajo es estudiar la transformacion integral de Fourier para
funciones de varias variables reales, pertenecientes a los espacios de funciones sumables

Li(R™) y Ly(R™), y algunos de los objetivos especificos son:

» Comparar la transformacion de Fourier para funciones de L;(R") y Lo(R").
» Estudiar las propiedades fundamentales de la transformacion integral de Fourier.

» Estudiar algunas de las aplicaciones de la transformacion integral de Fourier.



Capitulo 2

Preliminares

En 1807 Jean Joseph Fourier (1768-1830), matematico y fisico francés nacido en
Auxerre, sorprendi6 a algunos de sus contemporaneos al afirmar que una funcién
“arbitraria” se podia expresar como combinacion lineal de armonicos. Estas
combinaciones lineales llamadas hoy en dia series de Fourier, se han convertido en un
instrumento indispensable en el andlisis de ciertos fenémenos periddicos (tales como
vibraciones, movimientos ondulatorios y planetarios) que son estudiados en fisica e
ingenieria. Muchos problemas importantes de naturaleza puramente matematica han
surgido en relacién con la teoria del analisis de Fourier, y es un hecho histérico
notable que gran parte del desarrollo del andlisis matematico moderno ha sido

profundamente influenciado por la busqueda de respuestas a tales problemas.

2.1. Series de Fourier

Definicién 1. Sea f : R — R wuna funcion de periodo 2¢, ¢ > 0. Entonces su

representacion en serie de Fourier es:

f(x) =~ % + ian cos (n_;rx) + b, sin (?) , (2.1)

n=1



donde ¥n € Ny', a,, b, son llamados coeficientes de Fourier y se calculan de la siguiente

manera. ’ '
1 nmwx 1 . [/nTx
Ay = Z / f(l’) COS <7> dl’, bn = Z/f(x) S1n <T) dz.
) —L

En (2.1) decimos que a f(x) se le asigna la serie del miembro derecho; el simbolo de
igualdad no lo usaremos, en tanto no se tenga establecida la convergencia de dicha serie.

2

El siguiente teorema que citamos sin demostracion® nos ayuda a identificar el tipo de

funciones que admiten representacion en serie convergente de Fourier.

Teorema 1. Sea f(x) una funcion de periodo 2¢, mondtona a trozos y acotada en el
intervalo (—{,¢). Entonces su serie de Fourier converge en todo punto del eje real. La suma
de la serie obtenida converge al valor de la funcion f(z) en los puntos de continuidad. En
los puntos de discontinuidad de la funcion, la suma de la serie converge al semisalto de

esta (Ver [12] tomo 2 Pdg. 327).

Series de Fourier para las funciones pares e impares
De la definicién de funciones pares e impares se deduce, que si f es una funcion par

integrable, entonces:
¢

/ f(x)dz =2 j F(a)da.

-/

De manera similar tenemos, que si f es una funcién impar integrable, entonces:

4

Supongamos que f(x) es una funcién impar que se desarrolla en serie de Fourier.

IN. —
Ny :={0,1,2,3,...}.
2En adelante, los teoremas que estan sin demostracién son considerados auxiliares. Estos serdn citados

sin demostracion, pero con la respectiva referencia bibliografica.



€T

7) es una funcién

El producto f(z) cos ("’g“”) es también una funcién impar, y f(x)sin (

par. Por consiguiente,

NII\')

apn =

¢
/f sm ) dz, Vn € Nj.
0

Es decir, la serie de Fourier de una funcién impar contiene solamente senos de angulos

multiples. Andlogamente, si una funcién par se desarrolla en serie de Fourier, el producto

f(z)sin (%) es una funcién impar y f(z) cos (“3%) es una funcién par, luego:

¢

_2/

ao =5 a,
0

Es decir, la serie de Fourier de una funcién par contiene solamente cosenos de angulos

?\;Il\.’)

¢
/ ) cos x) dx, b, =0, Vn € N,
0

multiples.

Nota 1. Podemos observar que una condicion necesaria para que una funcion admita
representacion en serie de Fourier, es que tenga periodo finito. Es conveniente estudiar
el andlogo de la serie de Fourier para funciones no periodicas. Para ello, dicha funcion

serd considerada de periodo infinito.

2.2. Representacion Integral de Fourier

Teorema 2. Supongamos que:

1. f es una funcion continua a trozos en cada segmento finito y absolutamente

integrable en todo R,
2. para cada x € R existen las derivadas laterales.

Entonces, para el punto x se verifica la formula:

f(z+0) ; fla—0) _ / [a(y) cos(zy) + by) sin(zy)]dy. (2.2)

0

Aqui f(x +0) es el limite por la derecha de la funcion f en x (Ver [10] Pag. 394).

10



Donde a(y), b(y) se denominan coeficientes de Fourier y se calculan de la siguiente manera:

aly) =~ / (1) cos(yt)di, bly) = / £(t) sin(yt) dt.

Observacion 1. Las propiedades de las funciones pares e impares, se cumplen en la

representacion integral de Fourier de manera andaloga que en las series de Fourier.
+oo
. : , e NZ3
Ejemplo 1. Con la ayuda de la integral de Fuler-Poisson: e " dt = —, representar

2
0

mediante la integral de Fourier la funcion f(x) = e " .

Solucion. FEsta funcion es continua a trozos en cada segmento finito y ademds es
absolutamente integrable en todo la recta real. También existen las derivadas laterales

Va € R; luego podemos aplicar el Teorema 2.

2

Como la funcion f(x) = e es par, se anula b(y) y tenemos:

400 +oo
1 2 2
aly) = — / e cos(yt)dt = = / e~ cos(yt)dt = =1(b). (2.3)
7r 7r T
—00 0

+oo
Donde 1(b) = /etz cos(bt)dt. De acuerdo al teorema de diferenciacion de la integral

0
respecto al parametro (Ver [10] Pdg. 319) tenemos:

—+00

I'(b) = — / te™" sin(bt) dt:

0

b
integrando por partes: I'(b) = —§I(b).
b2

Resolviendo esta ecuacion diferencial, tenemos: I1(b) = ce” 7.

Con la ayuda de la integral de Euler-Poisson:

2
c= 77, es decir: 1(b) = \/TEebét.

11



Reemplazando en (2.3),

Por lo tanto:

f(x) _4cosxy dy.
5/

Ejemplo 2. Con la ayuda de la representacion integral de Fourier, resolvamos la
+oo

—x2

siguiente ecuacidn integral: / o(y) cos(zy)dy = e

0

Solucion. Con la ayuda del ejemplo anterior tenemos:

Observacion 2. Fl cdlculo de los coeficientes de Fourier estd ligado a la convergencia de

las integrales impropias mediante las cuales se definen.

En adelante nos interesara un tipo de convergencia mas general de integrales impropias

que se define de la siguiente manera.

Definicion 2. Sea ¢ una funcion integrable en cualquier segmento finito. Si existe el

limite:
n

lim [ p(x)dx, n >0,

n——+00
-1
+oo

entonces éste se llama valor principal en el sentido de Cauchy de la integral [ ¢(z)dz y
se denota v.p.: B

+oo n

v.p./gp(a:)dx = 11’I_~I_1 o(x)d.
100

o o

Esta convergencia es distinta de la usual, por ejemplo la para la funcién f(zx) = =z,
+00 +oo

v.p / xdr = 0, mientras que / xdr no converge.

—00 —0o0

12



Observacion 3. (Forma compleja de la representacion integral de Fourier)
Bajo las condiciones del Teorema 2, supongamos que una funcion se puede
representar mediante la integral de Fourier. Con la ayuda del wvalor principal y

reemplazando los coeficientes de Fourier en (2.2), tenemos:

flz) = / /f cos(yt)dt | cos(zy) /f sin(yt)dt | sin(xy) | dy

Il
3|
\,

/f (cos(yt) cos(zy) + sin(yt) sin(zy)) dt | dy

0 Ees)

+oo
/f(t) cos(yx — yt)dt | dy.

I
N | =
—

Como la funcién subintegral es par respecto de la variable y, entonces:

+oo | +oo
flz) = 2i / / f(t) cos(yx — yt)dt | dy. (2.4)
Ahora: ol e
v.p. / / f@t)sin(yz — yt)dt | dy = 0, (2.5)

puesto que la funcion subintegral es impar respecto de la variable y. Multiplicamos en

(2.5) por QL y sumamos (2.4) y (2.5):
m

+oco | +oo

4o
flz) = v.p.%/ /f sin(yz — yt)dt | dy + —/ /f cos(yx — yt)dt | dy

+oo
= v.p. %/ /f(t) (cos(yr —yt) + isin(yx —yt))dt| dy

] +oo [ +oo
= U.p.%/ /f(t)ei(yxyt)dt dy.

13



Por lo tanto:

+oo +oo
1 yx L —iyt
f(z) =v.p. E_/ e \/ﬁ_/ f(t)e ¥ dt| dy, (2.6)

esta tltima es la escritura en la forma compleja de la integral de Fourier.

2.3. Transformacién Integral de Fourier y algunas de
sus propiedades

En adelante prestaremos interés a la integral interna de la parte derecha de (2.6),
denominada transformacion integral de Fourier y la cual tiene distintas aplicaciones: en

el andlisis de senales, en la solucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

(EDDP), entre otras.

Definicién 3. Sea ¢ : R — R, se define la transformacion integral directa e inversa de

Fourier mediante las formulas:

Frdle@)€) = v / i€ () de "2 B(E). (2.7)

F @) = v / p(ads ™ p(6) 28)
Siempre que las integrales existan.

Nota 2. A partir de este momento, llevaremos a cabo nuestro estudio solamente para
la transformacion integral directa de Fourier. Para la transformacion inversa los resulta-
dos son similares, por lo cual no los enunciaremos a menos que sea necesario. Ademds
acordaremos, para las integrales (2.7), (2.8) no escribir “v.p.”, pero ellas se entenderdn

en el sentido del valor principal.

El siguiente teorema indica condiciones suficientes para la existencia de las

transformaciones directa e inversa.

14



Teorema 3. Si ¢ es absolutamente Riemann integrable en R, entonces existen sus

transformaciones de Fourier. Mds aun, éstas son acotadas.

Demostracion.

+oo +o0
[2(&)] < \/% / e ()| do = \/% / lo(x)| d.

De esta desigualdad se sigue la acotacién de @. De manera similar se prueba para ¢. [

Citaremos un ejemplo para ilustrar este concepto.

Ejemplo 3. Calcular la transformacion de Fourier de la siguiente funcion:
o(z)=el zeR.

Es facil ver que ¢ es absolutamente Riemann integrable en R, y segin el Teorema 3 existe

su transformacion de Fourier.

+00 +oo
p) = \/%_W_/ e~ lPlem 8 gy = \/%_ﬂ_/ e~ [cos(Ex) — isin(Ex)] da

+o0 +oo
— \/% /e'””| cos(f:c)d:v—z’/exl sin(éx)dx
7r

Por las propiedades de las funciones pares e impares integrables en intervalos simétricos,

concluimos:

_l’_

o 2 [
@(ﬁ)—\/% e * cos(&x)d.

[en]

V2
V(1 +€2)

Luego integrando por partes llegamos a: (&) =

15



Algunas propiedades de la transformacion de Fourier

A continuacién enunciaremos ciertas propiedades de la transformacién de Fourier, que
utilizamos en este trabajo; algunas de ellas con su respectiva demostracién y en las demas
mostraremos su respectiva referencia.

Daremos una definicion previa que va a ser utilizada en una de las propiedades maés

adelante.

Definicién 4. Sean ¢ acotada en R y ¢ absolutamente Riemann integrable en R. Se
llama convolucion de ¢ con Y a la funcion:

“+oo

(o ¥)(x) == / () (a — t)dt.

— o0
Nota 3. La operacion de convolucion es asociativa y conmutativa. También es importante

resaltar que esta operacion en pocas ocasiones se exrpresa mediante funciones elementales.

Supongamos que todas las funciones involucradas en estas propiedades son absolutamente

Riemann integrables y continuas en R.

La transformacion integral de Fourier satisface las siguientes propiedades:

~

1. Linealidad, es decir: V a, 8 € R F,_¢ [ap(z) + B(2)] (§) = ap(§) + By (§).
2. (&) es uniformemente continua en R.

3. (&) es acotada en toda la recta real (ver Teorema 3).

4. Transformacién de la derivada: [gpﬁ)(\x)](f) = (i6)*P(¢), k € Ny.

5. Derivada de la transformacién: i* F®) [o(2)](€) = F,_e[2p(2)](€), k € Ny.

r—E

6. Transformacion de la convolucion: (m) &) =& )12(5 ).

16



Demostracion. 5. Procedemos por induccion matematica.

Probemos para k = 0,1. Con k = 0 se obtiene la igualdad trivial:
F, e[f(2)](¢) = —= [ e ™" f(x)dx. Para el caso k = 1, es posible aplicar el Teorema

sobre la diferenciacion de la integral respecto al parametro (Ver [10] Para. 54.3 Teorema

8)7

“+o00

+00
0 ~ e~
FLdf@le) = <= g¢ [ et = o= [ S
| +oo—oo —00
= \/_QZ_W/ ey f(x)da.

Luego: il [f(2)](§) = Feeelzf(x)](§). Por lo tanto se cumple la propiedad 5 para
k=1

Supongamos que se cumple para k = n, esto es :
"FM [ f(2)](€) = Foela™f(2)](€).  (hiptesis inductiva)
Probemos que se cumple para k =n + 1.

+00 .
1 e

T Var ) %

+oo
n 1 0 i
FD[f@))(6) = iz / e~8m " f (1) da
+o0

Nor 2" f(x)dx

_ \/’;_W / e () da

—00

Luego (i)' Foe[f(2)](€) = Faelz" f(2)](6).
Es decir, la formula se cumple para kK =n + 1.

Por el principio de inducciéon matematica, hemos probado la propiedad 5. O

17



2.4. Espacios Lp(F)

Entre las diferentes clases de espacios normados que se emplean en el andlisis, una
de las mas importantes es la de los espacios de funciones sumables, para las cuales la
potencia p—ésima (p > o) de dichas funciones es integrable, conocidas como espacios L,

o de Lebesgue, y cuya definicién presentamos luego de algunos conceptos previos.

Definicién 5. Un espacio lineal X sobre el campo de escalares R, se denomina normado,

si en €l estd definida una funcion ||.||y : X — [0, +00), que cumple los siguientes axiomas:
1. |z|]ly >0, Ve X.
2. Mzl =M lzllx, YAER, Vo e X.

3 Nz +yllx < llolly +llyllx vo,y € X.
4. Sil|lz|ly =0, entonces x =6, donde 0 es el elemento neutro de X.

Nota 4. El espacio lineal X se denomina seminormado si cumple los axiomas 1, 2, 3y

.|l x se llama seminorma.

El espacio lineal X se denomina cuasinormado si cumple los axiomas 1, 2, 4 y en vez de
g cumple:Vr,y € X, 3C > 1: |z +ylxy < C(zlx + llyllx)- En este caso ||| se

llama cuasinorma.

Definicién 6. Todo espacio normado completo (en el sentido de la norma) se llama

espacio de Banach. Todo espacio cuasinormado completo se denomina cuasiBanach.

En adelante los términos: “medida”, “medible” se refieren a la construccion de la teoria
de la medida e integracion segin Lebesgue. Ademas si decimos que el conjunto F es de

medida finita, acostumbraremos a notarlo de la siguiente manera: mes(E) < +o0.

Definicién 7. Sea f: E — R, E C R". Se define el conjunto de Lebesgue de la funcion

f mediante:

E,={z€FE: f(xr)>a}, YaeR.

18



Diremos que una funcion f: E — R con E C R" es medible en E # ¢, si:

(1). E es medible  (2). Ya € R, E, es medible.

Definicién 8. Sean f: F — R, E C R", E medible, se llama supremo esencial notado
como Supvrai a:

supvrai|[f(z)[ == inf — sup |f(z)].
z€E eCE: mes(e)=0 zcE—e

Definicién 9. Sean E C R™ E-medible, f : E — C ,0 < p < 400. Se dice que f € Lp(F),
St:

f es medible en E, Yy /\f(x)|p dr < +o0.
B

La expresion:

=

P

(f|f(x)|pdx) , st 0<p<H4oo
B
HfHLp(E) =

supvrai | f(x)|, st p = +00,
\ z€k

es norma para 1 < p < +00, y cuasinorma para 0 < p < 1.

Observaciones 1.

1. El concepto de supremo esencial (notado también como essup), difiere del supremo

“habitual”. Por ejemplo para la funcién de Dirichlet:

1,st x €
D(z) = Q
0,si x¢Q,
sup D(x) =1 pero supwrai D(x) =0 ya que mes(Q) = 0.
R zeR

2. El supremo esencial de una funcién no excede el supremo de la misma.

3. Si f es una funcién continua en un abierto de R", entonces el supremo esencial

coincide con el supremo habitual (Ver [10] Teorema 3 Para. 19.6).
4. Los espacios L, son de Banach para 1 <p < 400 y cuasiBanach para 0 < p < 1.

Ahora citaremos dos desigualdades integrales importantes, de las cuales demostraremos

la primera.

19



2.4.1. Desigualdad de Holder

1 1

Sean FE C R", 1 <p< +oo yqtalque —+-=1(sip=1,¢q:=4o0;si ¢ =1,
p q

p = +00).

Sean f € Lp(E) , g € Lq(E). Entonces fg € L1(FE) y es vélida la desigualdad:

/ F@) dz <17l ol - 29)

Para la demostracion de esta desigualdad, necesitamos del siguiente lema citado sin

demostracion.

Lema 1. Sea ¢ : [0,400) — [0,400), una funcidn continua y estrictamente creciente.

Ademds p(0) =0, p(400) = 400, entonces ¥V a,b > 0:
a b
ab < /w(ﬂf)dﬂf + /w‘l(y)dy.
0 0

Si en la desigualdad anterior hacemos p(x) = xP~', como ¢'(x) = (p — 1)a?"% > 0, luego
@ satisface las condiciones del Lema 1.

Como y = 2P, entonces x = y?~ . Luego de ciertos cdlculos sencillos llegamos a:
a? b9
ab < — + —.
p q

1 1
En consecuencia, si p > 1, ¢ conjugado de p, o sea — + — = 1, entonces V a,b > 0,
P q

p q
ab < @ b—
p q
Demostracion. Demostremos ahora (2.9). Con mes(E) = 0, (2.9) se verifica

trivialmente. Por ello consideremos mes(E) > 0.

1. Seal<p< +oc.

a) Si ”f“Lp(E) =0,0 HgHLq(E) = 0 (esto se cumple si y s6losi f ~ 030 g=a0), en
ambos casos f.g ~ 0 en E. Por lo tanto / |f(z)g(x)|dx =0y (2.9) se cumple

trivialmente.

3La equivalencia se mira en el sentido de la teorfa de la medida, es decir, decimos que dos funciones f

y g son equivalentes, si la medida del conjunto de puntos donde las funciones difiere es cero y se denota

[ =g

20



b) SO <[ fll, ez < +00, 0 <9l @) < +oo.

Reemplazando en la Consecuencia: a = $, b= ﬁ, entonces:
HfHLp(E) Hg“Lq(E)
1 P 1 1
Sl 1 WP 1 gl
”fHLp(E) Hg“Lq(E) p Hf“Lp(E) q HgHLq(E)
Integrando esta desigualdad en E tenemos:
[If@e@ldr  JIf@ldr Jlo@ldr
< E L E _ 41—
||fHLP(E) ”gHLq(E) p ”inp(E) q HQH%Q(E) p q
Por lo tanto / P de < 1L loll,m)

2. Sip=1, entonces ¢ = +00. Luego Vx € F,

|f(x)g(x)| < (sup vrai |g(x)|) |f(x)|, integrando esta desigualdad en E, tenemos:
E

/ F@e@) o < lgll,_m) / @] = 110 Nl

3. Sip =400, entonces ¢ = 1. El proceso se hace analogamente que a 2.
De 1. — 3., hemos demostrado la desigualdad de Holder.

De esta desigualdad se tiene una consecuencia importante.

Consecuencia 1. Sean 0 < p < g < 400, E C R", mes(E) < +o0. Si f € L,(E),
entonces f € Ly(E), es decir Ly(E) C L,(E) y se verifica la desigualdad:

'@\H
m»a

112,y < (mes(E))? ™ (| £l ) (2.10)
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Observaciones 2.

. : « LA I :
1. Segun lo anterior, a “mayor” indice p, menor es el espacio L, ( para mes(E) < +00).
Por eso el espacio L., es el mas “pequeno”; o sea si mes(E) < 400, entonces

L (FE) C L,(E), Vp > 0.
2. Simes(FE)=0o0p=gq, (2.10) se cumple trivialmente.
Por ello consideraremos 0 < mes(E) < +ooy 0 < p < ¢ < +oc.

Demostracion. 1. Sea 0 <p < q < 400. Si f € Ly(FE), verificamos (2.10):

LI oy = / @) 1dr < / (17 (2)|) %z / 19 s

E E E

Con Q = > 1, entonces: Q' =

Q3

i
Q-
1AL, ) < [ )|"de | (mes(E))'
Elevando a la ﬁ, tenemos:
||f||Lp(E) < ||f||Lq(E) (mes(E))» ¢ < +oo0.
Luego f € L,(E) y se cumple (2.10).
2. Sean g =400y f € Loo(E). Vp > 0,

@) = () 1P < 1 [sup |f<a:>|] .

reR™

Integrando en ¥ C R", tenemos:

J1s@ras < | [ 1de ) 1517 ip) = (mes(E) 171 ey Bs decir
E

B
1
||f||Lp(E) < (mes(E)) ||f||LOO(E) < +00.

Luego de 1. - 2., (2.10) queda demostrado.
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2.4.2. Desigualdad de Minkowsky

Sean f,g € Lp(F), 1<p < +4oco. Entonces: f + g € Lp(E) y ademés:

If+ gHLp(E) < ||f||Lp(E) + ||9||Lp(E) :

2.5. Introduccion a los espacios de Schwartz

Definamos ante todo, un espacio lineal de funciones (con la suma y producto por
escalar estandar) denotado por S, que serd uno de los conceptos principales en el
desarrollo de este trabajo. Con este fin consideraremos funciones definidas en R™ que

toman valores complejos.

Llamaremos multi-indice, a todo elemento a € Nj: o = (a1, q9,...,q,) : ax € Ny ;
k=1,...,n. El nimero |a| := a3 + as + ... + ay, se llama médulo del multi-indice.
ol f(x)

Finalmente, el simbolo D f(x) := , representa el conjunto de derivadas

aq g
0x' 0y - - - Oxl

parciales mixtas de orden |a/|, en el sentido usual.

Por ejemplo, sea f : £ — R, infinitamente diferenciable 4. Sin = 2, |a| = 3, esto es:

a1 + ag = 3. Las soluciones de esta ecuacién diofantica son: {(0,3), (3,0),(2,1),(1,2)} y:

Pf oaf Bf  03f
Oy’ 0x3’ Oxdy?’ 0220y | -

El espacio lineal S consta de todas las funciones de valores complejos infinitamente

D f(z,y) = {

diferenciables en toda la recta real, las cuales junto con sus derivadas de cualquier
orden tienden a cero cuando || — +00, més rapido que cualquier potencia de ]:v\_l.
O sea: si ¢ € S entonces, Va € NI, ¥l € Ny, |z| |D*¢(x)| < Ciq, donde Cyq es una

constante positiva que depende de / y a.

4Esto es, f posee derivadas continuas de todos los 6rdenes en E. El espacio lineal de funciones

infinitamente diferenciables en F se simboliza C*°(FE).
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Definicién 10. Sea ¢ : R* — C. ¢ € S(R") "2 S, si:
1. peC®R")
2. Yl ,m € Ny, Pm’g((p) < 400,

donde: P, ¢(p) := méx sup [(1+ |z])" [D%p(z)]].

la[<m zern
Ejemplo 4. Seann =1, p(x) = e *". Probemos por induccion, que o () = Py(x)e ™,
donde Py es un polinomio de deg [Py(x)] = k.
Parak =1: ¢'(z) = —2ze™™ .
Caso k =2: ¢"(x) = (42 — 2)e”
Supongamos que el resultado es vdlido para k =m: o™ (z) = Qu(x)e” 2, donde Qn(x)

es un polinomio de grado m. Probemos que se cumple para k = m + 1.

2

S0(771-‘1-1)(5(;> — (go(m)(l‘)), = Qm(—QI)e_JCQ + Q/Tn(l‘)e_m2 = €_$2(Qm+1 + Q;n) = e " Ppy,

donde Py, 1 es un polinomio de grado m + 1.

Por el principio de induccién matemdtica hemos probado, que ¥k € N, o®) () = Py(z)e ™.

Ahora probemos que P, ,(¢) < 400, para ¢(z) = e,

P,.o(¢) == max sup [(1 + |x| ‘cp(’“ H = maxsup [(1 + |x|)z ‘Pk(x)e_
k|<m zeR ksm zeRr

Observemos que, para que se cumpla P, o(¢) < +00, es suficiente que:
(1+ Jo)’ | Pelw)e™
cualquier polinomio. En efecto, Qpa¢(2) = (14 |2])*Pr(x) es un polinomio de grado k + ¢,

2

< 400, y esto es claro puesto que e decrece mas rapido que

y consideremos el siguiente limite: lir}rl Qrre() 6712, el cual es igual a cero. Este limite
— 100

se calcula aplicando la regla de L’Hospital varias veces. Es posible hacer esto puesto que

—x2

tanto Qy4¢(x) como e~ son diferenciables en toda la recta real, ademas Vx € R, e’ #0

y: lim Qpie(x) =400y lim e” * = to0.
r—+00

r——400

De aqui que P, ,(e*") < 400. Por lo tanto e™** € S(R).
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En el espacio lineal S no puede definirse una norma acorde con las propiedades esenciales

de sus elementos. Sin embargo, puede introducirse la convergencia de la siguiente manera.

Definicién 11. Sea {¢y},o, una sucesion de S. Decimos que gy, converge a ¢ en S y se

denota ¢ — ¢ en S, siVm,l € Ny Py o(pr — @) — 0, k — +00.

El conjunto S dotado de esta convergencia, se denomina espacio de Schwartz. Este espacio
estd relacionado con los espacios L,. Los siguientes resultados evidencian en cierta medida

esta situacion.
Proposicién 1. Sea 1 < p < +oo. Entonces S(R") C Lp(R"™).

Demostracion. 1. Sean 1 < p < +00, y ademas ¢y > %. Segun la definicién de P,

tenemos:
|D*¢(z)] < Pro(e) (1+]z|)~", usando coordenadas esféricas generalizadas en R":
Ty = psiny sin sy .. .sin @, _os8in g, 1,

Tp—1 = PSP SIN Qs .. .SIN P, 9 COS Pp_1,

Ty = pSinq COS o,

T = psiney,

donde p >0, 0 < ¢y <27,y Vk>2, =% < ¢, < T (Ver [6] Cap. 8 Para. 10).
n— 1( n—2

El médulo del jacobiano J es: |J| = p ©1)(sin 3 ©y) ... (sin g, _1).

Luego:

D@l gy < Lf

n

1

Pro(0) (1+ |z]) ™ pdx]; = Py L;[n (14 |z])~» dx] ’

“+o00

%w\:\
%w\:

+o0o 21
= Pm,e{ [ (1+p)~forpn=tdp [
0 0

INIE]
|
NE}
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[ p)erpr T (sin" P ) - (sinpn )] dpdpn 1dpn s - . - diey
_7T 0

2

}

[(sin”_2 ©1) ... (sin cpn,l)} de,_1dp, o ... dgpl}

3=

S =



Luego la convergencia de estas integrales depende de la convergencia de:

“+o00

/ (14 p)~"Pp"dp.

0
Esta integral converge si: —fop + (n — 1) < —1,es decir si ¢, > >
Por lo tanto,

1D%p(@)|| 1, ey < +00-

2. Sean p = +00, ¢ € S. Entonces:
|D¢(x)] < Pre(p) (1+ |$|)_é°, de donde:

1D (@)l < Pusle) sup vrai |(1+ fal) ™| = Pe) sup [(1-+ [o]) ]
TER™ TER™

= Pm’g((p) < +00.

De 1. y 2. tenemos que S(R™) C Lp(R™).
O]

Observacion 4. Se probo que si una funcion esta en el espacio S, tanto ella como sus

derivadas de todos los drdenes estdan en L,,.
Proposicién 2. Sea 1 < p < +o0. Entonces S(R") es denso en Lp(R"™).

A continuacién presentamos ciertas herramientas necesarias para realizar la demostracion
de la proposicién anterior. Definamos ante todo un espacio de funciones que sera de
importancia para la prueba de este resultado y de la propuesta de nuestro trabajo en

general.

Definicién 12. (Espacio D(R™) = C°(R™)). Sea f : R™ — R. Se define el soporte de la
funcion f y se denota Supp f mediante:

Supp f(z) :={z € R": f(z) #0}.

Es decir, el soporte de la funcion f es el “mayor” conjunto cerrado donde la funcion no

se anula.
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El espacio D(R™) consta de las funciones infinitamente diferenciables y de soporte com-

pacto. O sea:
f€DR") < [f € C*°(R") A Supp f— compacto].
Nota 5. Podemos observar, que D(R™) C S(R") C L,(R"), 1 <p < +o0.

Por otra parte, sean A, B conjuntos no vacios contenidos en cierto espacio métrico M,
tales que A C B. Luego, si A es denso en M, entonces B es denso en M.

En efecto, si A es denso en M, entonces A = M. Probemos ahora que B = M.

(i) Si B C M, entonces B C M.

(ii) Como A C B, por propiedades de la adherencia tenemos A C B, pero M = A C B,
luego M C B.

De (i), (ii) B = M, es decir B es denso en M.

Demostracion. De la Proposicién 2

Un resultado fundamental para esta demostracion es el hecho de que D(R") es denso en
L,(R™), 1 <p< oo (Ver [8] Teorema 1.5.6 ).

Ahora si en calidad de M tomamos el espacio métrico L,(R"), A = D(R"), B = S(R")
y recordando que D(R") C S(R") C L,(R"), podemos concluir que S(R") es denso en
L,(R™), 1<p< +o0. O

2.6. Transformacion de Fourier para funciones de S
y algunas de sus propiedades

En el apartado anterior se introdujo el espacio lineal S, con la intencion de definir
la transformacién integral de Fourier, en particular en Lo, donde las férmulas (2.7) y
(2.8) pueden carecer de sentido. Adelante mostramos que en S el comportamiento de @
es bastante favorable para nuestros intereses, gracias a los resultados expresados en las

proposiciones 1 y 2.
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Definicién 13. Sea ¢ : R* — R, ¢ € S(R"), se definen la transformacion directa e

inversa de Fourier mediante las formulas:

Foeclo(@))(€) = (2m)3 / e o) "2 (¢).

Fl fo(@)(€) = 2m) % / eE) g (x)dz "2 B(€).

(2.11)

(2.12)

Siempre que las integrales existan en el sentido del valor principal. Aqui (€, x) representa

el producto interno en el espacio euclideo R™: (&, ) := §x16920 .. §y.

Algunas propiedades de la Transformacién de Fourier para funciones de S

Propiedad 1. Supongamos que ¢ € S(R"), entonces:

36| = |(2m) / i€ o) da| < (27)°F / o(z)] d,

Rn
Es decir:

B < @m)72 el e

Observaciones 3.

1. Pasando al Sup en la férmula anterior,

sup |B(€)] < (2m) 72 ol 2, (g -
EER™

(2.13)

2. Por el criterio de Weierstrass (Ver [10] Teorema 1 Para. 54.1) (2.11) y (2.12) con-

vergen uniformemente en R; en consecuencia p(§) es continua en R™ y por ser éste

abierto, el supremo coincide con el supremo esencial. Por lo tanto:

1By < 21 2l (2 -

Lo anterior nos indica que la transformacion de Fourier es un operador integral lineal

de S(R™) en Lo (R™).
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Propiedad 2. (Transformaciéon de la derivada) Sean ¢ € S(R") y « multi-indice,

entonces:
Fp_e[D%(z)] = illea3(€),

donde £ € R", a € Ny, &% :=¢&1".657% ... 6.

Demostracion. Antes de proceder con la demostracion, probemos que:

(%W) (©) = (&) 3(); j=1.2....n

J
Observemos que en la anterior igualdad es suficiente probar el caso 7 = n; los demés se

hacen de manera analoga. Introduzcamos la siguiente notacion:

&’ ot (&1,&2,...,&,—1). Entonces &= (£',¢€,),

x/gt ($17x2;...7$n—1)' Entonces T = (l'/7$n)-

Ahora consideremos las siguientes igualdades:

(@)@ = o3 [T,

Oxon Oxfn
]Rn
400 P ,
n Y : np(x Tp
= (2m)72 / e~HE) /e_zfnx"%din dx'.
ron
Rn—1 o0 m

Vamos a centrar nuestra atencién en la integral interna. Esta se puede calcular aplicando

. ., . i oan
o, veces integraciéon por partes, si tenemos en cuenta que tanto e~%»*» como 8r§£m), para

todo «,, son continuamente diferenciables y que tienden a cero mas rapido que cualquier

polinomio:
+o0o o , e
/ e—ifnxnwdmn = (i&)™ / et p(x)day,
xyr

remplazando tenemos que:

(30‘"@(1'))(5) = (i&,)™ (2m) "% / emtehey /e_ig"””"@(:v’,:cn)dmn dz'

Oxon
RTL
= (i) (2n)"2 [ e
A
= (i&)*"p(8).
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Ahora apliquemos reiteradamente lo demostrado:

DN = Fooe | g (g (- gtn) )| ©

Dan
[ 2 ()
= (16)" (€)% . .. (i&n) " P()
= IEB(E).

Que era lo que se querfa probar. 0

Observacion 5. Aplicando (2.13) a la propiedad 2 tenemos:

S [€°BE)] < (2m) T 1Dl ey < +oo.
E n

Notemos que a mayor suavidad de @, mayor es la rapidez con que p(§) — 0 cuando

€] — oo.

Propiedad 3. (Derivada de la transformacién) Sean ¢ € S(R") y « multi-indice.

Entonces:
DG(€) = (i) I[zp(2)](©).

Observacion 6. Aplicando (2.13) a la propiedad 3 tenemos:

sp IDBO)] < (20) % a0y < +00-
e n

Lo anterior indica que a mayor velocidad con que ¢(x) — 0 cuando |x| — +00 mayor es

la suavidad de p(€).

Las propiedades 4 y 5 muestran la composicion entre el operador de translaciéon con paso
h € R" (Thf)(x) := f(x+ h) y el operador transformacion de Fourier (Ver demostracién
en [11]).

Propiedad 4. [m)] = "O3(¢).

Propiedad 5. T, 3(€) = [e=™)p(x)](€).

Observacion 7. De las observaciones 5 y 6 intuitivamente podemos inferir, que la
transformacion integral directa (inversa) de Fourier transforma (isométricamente) a S

en st mismo (Ver Pdg. 49).
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Capitulo 3

Transformacién de Fourier para

funciones del espacio S’/(R")

3.1. Funciones generalizadas

En esta seccion estudiaremos un concepto que extiende la nocion clésica de funcion,
a saber, el concepto de funcién generalizada. Este surgié de la necesidad de dar soporte
matematico a ciertos pensamientos idealizados en fisica tales como: densidad de una carga
puntual, densidad de un punto material, accién de una fuerza instantanea, etc. Ademas
con la ayuda de las funciones generalizadas podemos extender la transformacion de
Fourier a una clase de funciones més amplia.
[lustraremos esta situacion mediante un ejemplo: la nocién de densidad puntual en el
espacio euclideo tridimensional R3. Supongamos por comodidad, que una unidad de
masa esta uniformemente distribuida en la bola B, con centro en el origen y radio € > 0.

Estudiemos ahora la densidad en esta bola, designada por p.(x) donde = = (x1, 2, z3):

L’ x| < e
p(e) = = 1S (3.1)
0, x| > e,

donde |z| := /2% 4+ a3 + 23.
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Como es sabido la integral de la densidad es numéricamente igual a la masa, por ello:

/mmmz/m@wzy

R3 Be

Teniendo en cuenta (3.2) es natural definir la densidad “puntual” p(z) como:

pz) := lm pe(z);

es decir p(z) — p(z), € — +0. Por lo tanto:

+o00, =10

0, xz#0.

p(x) =

(3.2)

(3.4)

Con frecuencia en fisica p(z) definida de la anterior manera, es llamada funcién delta de

Dirac y se simboliza 6(z).

Observemos que mediante (3.3) llegamos a (3.4), lo que no nos conduce a respuestas

deseables puesto que [ p(z)dz =0 (ya que p(z) = 0 en c.t.p ' de R?) lo que contradice

(3.2). Esto quiere decir que p(z) no restituye la masa, por lo cual tenemos que modificar

el cardcter de la convergencia de la familia {pc(z)},,,
procederemos de la siguiente manera:
Sea p(x) € C(R?). Por definicién tomemos:

[ )o@z = tim [ pta)ela)ds,

R3 R3

Se puede demostrar que esta definicion es correcta; mas ain,

Jim [ pe(z)p(z)dz = ¢(0),

R3

por eso tiene sentido la escritura:

/ p(e)p(x)dz " (p. ) = (0),

RS

hacia su “limite” p(x). Para ello

(3.5)

'En casi todo punto (c.t.p) de R3 significa que el conjunto donde difieren las funciones es de medida

cero.
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que se lee “p actuando sobre @ es igual a ¢(0)”. Asi, segin (3.5) para ¢(x) = 1 se tiene:

[ plarda = [ ota) 10 = (p.1) = 1.

R3 R3
luego con la integral de p(x) definida mediante (3.5), p(x) restituye la masa y por ello
puede ser considerada como densidad puntual en el origen. En este caso se dice que la
masa esta concentrada en dicho punto. Similarmente, si la masa estd concentrada en

xr = xg, la densidad en este punto serd p(x) = p(xo).

Observaciones 4.

1. Hasta ahora no se ha discutido la naturaleza de p(x). S6lo hemos definido su integral,

esta nos permitird conocer el caracter de p(z).

2. La funcién ¢ € C(R?), se suele llamar funcién de prueba o funcién del espacio
bésico. Para nuestros intereses conviene tomar en calidad de espacio basico S(R");

las razones seran claras en el trascurso de este capitulo.

Definicién 14. Sea X un espacio lineal arbitrario (real o complejo). Las aplicaciones del
espacio lineal X en el conjunto de nimeros reales o en el conjunto de nimeros complejos,
reciben el nombre de funcionales definidos sobre X. El valor del funcional f en x € X

se designa mediante (f,z) % y se lee “f actuando sobre x”.

Los funcionales f,g son iguales (se nota f = g) siy sdlo siVx € X, (f,x) = (g,x).
Ademds f se llama lineal (o lineal homogéneo) siVx,y € X, Va,B € C, se cumple la

rgualdad:
(fraz + By) = a(f,z) + 6(f,9).

Nota 6. Es posible definir funcionales sobre los espacios lineales S(R™) y D(R™). En
este capitulo centraremos nuestra atencion sobre el espacio de Schwartz y definiremos los

funcionales sobre dicho espacio.

2 Aclaremos que la notacién (-,-) en el presente trabajo tendra doble significado y se interpretard segtin
el contexto; por ejemplo (f,z) con x € X denota la accién del funcional f en z. Ademds (z,y) con

z,y € R™ simboliza el producto escalar estandar.
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Definicién 15. El funcional f definido sobre el espacio de Schwartz se denomina continuo,

si para cada sucesion {pr}cy en S convergente a py € S, se cumple:

Mostremos ahora un criterio de continuidad de funcionales lineales sobre S, a modo de

teorema (Ver [2] Pag. 24 Lemas 1y 2).

Teorema 4. Sea f un funcional lineal sobre S. f es continuo si y sélo si existen m,{ € Ny

y una constante positiva Cy tal que:

VQDES, ‘(f,@)‘ S Cmel(gp)

Definicién 16. Todo funcional lineal y continuo definido sobre S, recibe el nombre de
funcion generalizada. El espacio lineal dual (con las operaciones estandar de adicion

y multiplicacion por escalar) de todos estos funcionales se denota por S'(R™) g

Observemos que segun la definicion anterior, los funcionales pueden sumarse entre si y
multiplicarse por un escalar. Por ejemplo si f, g son funcionales, entonces el valor del

funcional a.f + [Fg aplicado a ¢ € S se determina segin la férmula:

(af +Bg,p) = alf,») + B(g,¥).

Definicién 17. Una funcion f definida sobre R™ se denomina localmente integrable en R™,

si es absolutamente integrable en cualquier compacto K de R™. Se simboliza f € Li°¢(R™).

Es decir f € L'(R™) si VK C R", K compacto, f € L1(K).

Es claro que si f € L;(R"), entonces f € Li°(R"); el reciproco es falso, por ejemplo
la funcién f(r) = sinz € LP¢(R), pero f(x) ¢ Li(R).

Otro ejemplo sencillo es la funcién constante distinta de cero.
Lema 2. Sea 1 <p < +o0. Si f € L,(R"), entonces f € L**(R").

Demostracion. Para demostrar este lema usaremos la consecuencia de la desigualdad

de Hélder (Ver Consecuencia 1. Pdg. 21). Es claro que si K es compacto, entonces
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mes(K) < +oo y segun dicho resultado VK compacto, Vp > 1, L,(K) C Li(K) es
decir , si f € L,(K) entonces f € L1(K) y:

1 1
1Fllpymy < (mes(E)™ 1 fllp, ) < (mes(E)) ™7 1 fll g, @) < +oo.
Por lo tanto para 1 < p < +o0, si f € L,(R") entonces f € L(R"). O

Definicién 18. Decimos que la funcion f es de crecimiento polinomial, si existe £y € Ny
tal que:

(1+[2)7 f(z) € Li(R).

g

Ejemplo 5. Sean=1. f(z) =e¢ es de crecimiento polinomial ya que:

“+o00

/6_12 dx = /7.

—0o0

Luego f(z) = e € Li(R) C L'(R).
La siguiente proposicion relaciona las definiciones anteriores con el espacio S'.

Proposicion 3. Toda funcion localmente integrable de crecimiento polinomial es un
elemento de S’. O sea, tales funciones pueden considerarse como funciones generalizadas
sobre S. Estos funcionales se llaman requlares, es decir pueden expresarse con la ayuda

de una integral:

Ve s, Uw%z/f@#@ﬂm

Demostracion. Sea f € LY(R") y de crecimiento polinomial; ella genera el siguiente

funcional:

Ve s, Uw%=/?@M@Mm

Es claro que f es funcional (f : S — C) y es lineal. Probemos, que f satisface el criterio

de continuidad. V¢ € S:
(Fo) = | [ He)etwidn] < [|5@)a+ fa) ][+ [al) 0w do
< Poale) [ 1)+l e = Poa() [0+ o)) gy < +o0:
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por ser f de crecimiento polinomial.

Por lo tanto existen m =0, { = {;, € Ny, Cf = H<1 +lz) " f(a

)”Ll(Rn) > 0, tales que:

Vo €S, |(f,0)] < CrPule).

Luego f es continuo. Esto demuestra ademads, que (f, ¢) estd bien definida.

En conclusién, f € S’. O
Ejemplos.
1. Como f(z) = e € LY(R) y es de crecimiento polinomial, entonces por la propo-

22

sicién anterior f(z) = e~ es un funcional regular:

“+o00

Vo €S, %¢%=/e“%®ﬂw

—0oQ
Sea n = 1. Consideremos la funcion de Heaviside:

1, st >0
O(z) :=
0, st x <0,

Demostremos que 6 es un elemento de S'.

Es evidente que § € LP(R"). Veamos que 6 es de crecimiento polinomial.

+o00 +oo
/ (14 |z) ™ |0(z)| dz = / (1+|z)) " dz < 400, para £y > 1.
—00 0

Luego 34, € Ny, tal que (1+|z)"®60(z) € Li(R), esto es, 8 es de crecimiento

polinomial. Por la proposicién 3, 6 € S”.

A manera de ejemplo de un funcional no regular, consideremos la funcién delta de

Dirac, definida por la férmula (ver (3.5)):

Vo €5, (0,0) = ¢(0).

Es evidente que Vp, 9 € S, Va, 8 € C,
(6,00 + B1) = a(6,¢) + B(6,9) = a(0) + F(0). Esto es & es lineal
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Ademds, Vip € 5: (0, 9) = [¢(0)] < sup [p(z)| = Poole).

Esto significa que 3m,f € No (m = £ = 0), C; = 1 tal que Vo € S:
1(d, )| < Pos,(p), es decir 0 es continuo. En consecuencia, 6 € S”.

Puede probarse (Ver [13] Pag. 99), que § no puede escribirse con la ayuda de
funciones L{°(R") y de crecimiento polinomial. Las funciones generalizadas que

no son regulares se llaman singulares. Asi, ¢ es funcional singular.

Proposicién 4. Sea 1 < p < 4o00. Si f € L,(R"™) entonces f es localmente integrable y

de crecimiento polinomial.

Demostracion. 1. Vamos a probar que f es de crecimiento polinomial.
Sea inicialmente 1 < p < +o00, {5 > Ty f e L,(R").
Demostremos con la ayuda de la desigualdad de Holder, que

(L +]z))~f(z) € Ly(R).

[ @ Ja) ™ f@de| < 151 10+ o) gy < o0,

n

puesto que f € L,(R"), y usando coordenadas esféricas generalizadas tenemos:

1
1 e 1
/(1 + |x|)_€0qu =Chy /(1 + r)_eoqrn_ldr , (3.6)
n 0

donde C, , es una constante que depende de n y q.

—foatn=1 cyando r — 400, (3.6) converge

Como (147)7%%" =1 es equivalente con r
si —log+n—1 < —1; es decir converge para { > . Esto es, (1+]z]) =% f(z) € Ly (R™).

Luego, f es de crecimiento polinomial.

2. Parap=1, ¢ =+00, puede repetirse el razonamiento anterior con £y, > 0.

Similarmente para p = +00, ¢ = 1, se toma ¢y > n.

3. De acuerdo al Lema 2, tenemos que si f € L,(R"), entonces f € L(R") para
1 <p< 4o

Con 1.-3., queda demostrada la Proposicién 4. O
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Consecuencia 2. De las proposiciones 3 y 4 podemos concluir, que si f € L,(R")

entonces f € S'(R™), para 1 < p < +00. Luego se tienen las inclusiones:

SR™) C L,(R") c S'(R"), 1<p<+o0.

3.2. Operadores lineales y continuos sobre S’

Introduzcamos ante todo la convergencia en S’ para luego describir ciertos operadores

lineales y continuos que pueden definirse sobre este espacio.

Definicién 19. Sean { fi},cy una sucesion en S" y f € S'. Se dice que { f} converge a

fenS"ysenota fr, > fenS’, k— 400 si:

VpesS, kgrfw(fk,cp) = (f,9) (3.7)

En esta parte del trabajo, A representa un operador lineal que aplica cierto espacio lineal
en si mismo. Es decir, A serda una aplicacién cuyo dominio y codominio es un mismo
espacio lineal. Por ejemplo, si dicho espacio lineal es R", entonces A : R” — R", donde A
es una transformacion lineal (que por lo general se describe mediante una matriz n x n),

es un operador lineal.

Definicién 20. FEl operador A : S’ — S’ es lineal si:
Vfge S, Vap e C: Alaf+8g) = aAf + BAg.

Definicién 21. Se dice que el operador A es continuo en S’, si fr, — f en S, implica

que Af, — Af, k — +oo en S'. Es decir,
Vo €5, (fis0) = (f0)] = Vo €5, (Afi,¥) = (Af,¥)], k— +oc.
Equivalentemente (Ver (3.7)) esto significa:

Vo €5, I (fup) = (f.9)] = [vu €5, lin (45 0) = (Af0)]

lim
k—-4o00
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3.2.1. Operador de diferenciacién en S’

Sean f € S’ § multi-indice. Se llama derivada de orden [ del funcional f y se denota

DPf, al funcional definido mediante la férmula:

Yo € 5, (Dﬁf, <p) = (—1)‘ﬁ| (f, Dﬁgo) )

Veamos que en verdad DPf € S’. Para esto se requiere probar:
(i) Vf € S’, D°f € S’. O sea DPf es un funcional lineal y continuo. Esto significa,

de acuerdo a las definiciones 14 y 15 (P4g. 34-35) que debemos probar para g = D?f:

(9, a9 +79) = (g, ) +7(g,¥) v ademds, si ¢ — ¢ entonces (g, pr) — (9, ¢)-
En efecto sean f € S’; ¢, € S; «,v € C. Entonces:

(D fap + ) = (=DV(f, D (ap + y¥)) = (=1)Na(f, D’p) +~(f, D*¥)]
= a(D’f,0) + (D7 f, ).
Ademds sean {gpk};:’l, p € S,.5i ¢, — pen S, entonces:

Esto €s, (‘Dﬁf? Spk) - (Dﬁfa ¢)7 k — +oo.

Hemos probado hasta aqui, que D°f € S".

Probemos ahora que D? es lineal y continuo.

(i) Sean f,g € S'; p € S; «a,v€ C y [ multi-indice. Luego:

(DP(af +79),0) = (=1 af + g, D) = (—1)a(f, D) +v(g, D p)]

= a(D’f,0) + (D, ).

Es decir D? es lineal.
(7ii) Sean f, € S'Vk € N;  f € S’. Ademads supongamos que f, — f en S’ es decir
VoeS, (fu,e) — (f,p), k— +oo. Entonces:

(D fr, 0) = (=1)I(fr, DPp) — (=1)I(f, D) = (D°f,¢), k — +o0.
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Por lo tanto (DP fi., ) — (DPf,¢), k — 4o0.

De (i) — (i#4i), D” es un operador lineal y continuo.

Ejemplos:

1. Sean=1. Calcular: 6, 6”,...,6® ke N.
Solucién. Vy € S tenemos:
(") = =(6,¢') = =¢/(0).
(6”,0) = (=1)*(8,¢") = ¢"(0).
En general Vk € Ny, (6%, ¢) = (=1)%(8, o) = (—=1)k ¥ (0).

2. Calcular para la funcién de Heaviside: ¢,60",...,60% ke N.
Solucién. Yy € S:
+oo +oo
#.0)=~0.¢) =~ [ B@)@)to = [ e = - @)™ = o(0)
—00 0

Se us6 el hecho de que, si ¢ € S entonces p(z) — 0, |z| — +o0.

Asi pues Vo € S (0',¢p) = (0, ¢), esto es 8 = § = ¢(0)
+oo

#.9) = (16, = [ ¢ahdo = Sa)l}™ =~/ (0),
0

Luego 0" = 0" = —¢'(0).

En general, Vk € N tenemos ) = §(-=1 = (—1)*=Dy(0).

3. Sobre S se define el funcional p1 (se lee “ro uno equis”) mediante la férmula:

—+00

x
Vo e S, (,0%,90) = v.p. / ?dw.

—0o
En general se define el funcional p 1 , mediante:

—+00

(P2 ,p) :=vp. / %dw, m € N.

—00

Calcular p, p7, ... ,p(f), k € N.
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Solucién. Vy € S tenemos:
400 400

(01, 0) = =(p1,¢) = —vp. / @dw = —v.p. / édsO(x)-

—0o0 —00

Integrando por partes tenemos:

+o0
+o0
(P1, ) = —v.p. elr) + / w(f)daf
E T | x
pla) |7 , o
Como es cero puesto que ¢ € S; (p1, ) = —(p1, ), es decir p) = —p1 .
T oo T x T T

Similarmente (p'1,¢) = 2(p , ). Esto es p1 =2p.1 .
Por induccién matematica, obtenemos que Vk € N, Vp € S:

k . k
(P 0) = (=1)*klp_o ), s decir p = (=1)"klp_,

1
z 2k+1

1
x

3.2.2. Operador de multiplicacién de elementos de S’ por fun-

ciones de crecimiento polinomial infinitamente diferencia-

bles

Sea h € C*° y de crecimiento polinomial. Sea ademas f € S’. Se llama producto de h por

f al funcional “h.f” que actia segun la férmula:

Vo e S, (h.f,p):=(f hyp).

En adelante, h.f ot hf.
La prueba de que el operador de multiplicacién es lineal y continuo, se realiza

similarmente a la prueba del operador de diferenciacién.

Ejemplos:

1. Sean = 1. Calculemos z*J, k € Ny.
Solucién.
Para k =0, 2% = ¢.
Para k € N, 2"6 = 0, puesto que Vo € S (250, p) = (6, 2%¢) = xkgo(x)‘mzo =0.

41



De aqui es claro que Vm € N:

(zF8) ™) =

2. Probar,que zpr =1y Vm>1, 2™p1 =2 .

Solucién. Sea ¢ € S. Entonces:

+00 +oo +oo

rp(2)
@ps9) = (prsa0) =vp. [ 00— [ plade = [ 1p(@)de = (1),
luego (zp1,¢) = (1,¢); esto es xp1 = 1. Similarmente para m > 1,

+oo +oo

m m a"p(x - -

@) = (orame) = vp [ T8 [ pnyan = @),
Asi, 2™p1 = 2™, m eN.

3.2.3. Operador de transformacion de Fourier de las funciones
generalizadas

Sea f € S’. Se llama transformacién de Fourier de f al funcional J? definido segun la

formulas
Vo €S, (f.o):= (/9.

Detalladamente: (), #(€)) i= (/(2). 3(w). donde (o) i= (2m) % [ 6o
R’ﬂ
Probemos, que en verdad J/C\E S’

(1) Vf e s, fe S’. O sea fes un funcional lineal y continuo.

En efecto, sean f €S’ ¢, €S, «a,v € C. Entonces:

~ ~

(Frae + ) = alf0) + 2(Fv).

Ademas sean {4}, ¢o € S. Si pr — o en S, entonces:

~

(f,(Pk) = (fa(/ﬁkE)_) (f?@O) - (ﬁ@o), k — “+00.
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~

Esto es, (f,pr) — (ﬁ ©0), k — +oo. Hemos probado hasta aqui, que fes.

Probemos ahora que F' (operador de transformacién) es un operador lineal y continuo.

(17) Sean f,g € S, ¢ €S, a,v € C y [ multi-indice. Luego:

~

(aF +79.¢) = (f +79,2) = a(£,8) +7(9,?) = a(F.¢) + (7, #).
Es decir F' es lineal.

(7ii) Sean f, € S',Vk € N, f € S’. Ademds supongamos que f, — f en S’ es decir
VoeS, (fu,e)— (fip), k— +oo. Ahora:

(frr ) = (i, @) = (£, ) = (), k — +oo.

Por lo tanto (ﬁ,gp) — (f, ©), k— +o0.

De (i) — (iii), F' es un operador lineal y continuo.

Ejemplos:

1. Sean = 1. Calcular o.

Solucién. Vo € S tenemos:

~

400 +o0
B.0) = 6:2) = 210) = 7= [ e pla)te = o= [ pla)iz = —=(1.¢)

de aqui que b= ——

Nirs

. 1 ~
Similarmente se prueba, que § = \/? Podemos concluir ademas, que 1 = v 274,
™
es decir, la transformacion de Fourier de la funcién constante f(x) = 1 existe,

considerada como funcién generalizada, en tanto que su transformacion habitual no

existe. Este comentario también es vélido para el siguiente ejemplo.

43



2. Calcular la transformacion de Fourier de la funcién de Heaviside.

Solucién. Yy € S:

—+00

@.0) = (0.7) = / B(€)de.

0
3. Calcular py/,.

Solucién. Sea ¢ € S. Luego:

“+oo

) = (28 = v [ 2

—00
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Capitulo 4

Teorema de Plancherel

4.1. Transformacion de Fourier para funciones de L;(R")

Sea f € L;(R™). Como L,(R") C S’(R") paral < p < +oo (Ver capitulo 3 del presente
trabajo), entonces existe la transformacion de Fourier para las funciones de L;(R™) en
el sentido de S’ y ademds existe dicha transformacién en el sentido habitual. En este
momento es conveniente introducir una notacién que nos permita distinguir una de la

otra. Esto también se aplica a las transformaciones inversas.

1. La transformacion habitual:

7€) = @m) 3 / i) f(2)de " Fo(6) €& (R,

donde la letra s hace referencia a la inicial del vocablo inglés strong que significa

fuerte, por esto la llamaremos transformacién fuerte de Fourier.

2. Puesto que f € L1(R"), entonces f € S'(R™). Luego la transformacién en el sentido

de S’(R™) viene dada por:

~

VoeS, (f.o):=(£,0) = (fu ),

donde la letra w hace referencia a la inicial del vocablo inglés weak que significa

débil, por esto la llamaremos transformacién débil de Fourier.

L]
LC (R™) es el espacio de funciones continuas que tienden a cero cuando |z| — +oo.
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Veamos ahora qué relacion hay entre las transformaciones fuerte y débil de Fourier, para

funciones de la clase L;(R™).
Teorema 5. Si f € L1(R") entonces ]?S = ﬁu en el sentido de S'.

Demostracion. Como fAs € C (R™), entonces f; € LY*(R™). Luego fs genera un funcional

regular mediante la integral:

VoS, (fug) = / 7 (@)p(@)da.

Basta probar entonces, que Vo € S, (]?s, p) = (fw, ) = (f, o).
En efecto, sea g(&,z) = [f(&)p(x). Entonces ¢(¢,x) € Li(R*) puesto que
f(&), o(x) € Li(R™) ,de aqui y recordando que |e~¢*)| =1 tenemos:

en 2 [ [ enye ] < @02 [ [le e n) deas

R®» R™ R® R™

= a7t [ [ lotea)ldedo < 4o

R® Rn
luego es posible aplicar una consecuencia del Teorema de Fubini (Ver [1] Teorema 15.8)

que nos permite cambiar el orden de integracion:

(Fo) = / (2m) % / i) f(e)de | p(a)de = / (2m) % / e € o) d | f(€)de

R” R R R
- [s@s©d =19
]Rn
Luego Yy € S, (ﬁ,gp) =(f,p) = (fw, ¢). Es decir f: = fw en el sentido de S”’. ]
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4.2. Transformacién de Fourier para funciones de Ly(R")

Sea f € Ly(R™) C S’(R™). Entonces existe fu en el sentido de S’ definida de la
siguiente manera:
Vo €5, (furp) = (f:0):
Surge entonces la siguiente pregunta: ;Qué sucede con la transformacion fuerte de Fou-
rier?. Para responder esta pregunta, observemos que la definicion:

~

fo(6) = (2m) 2 /e_i(g’x)f(x)da:, puede carecer de sentido, puesto que en general si

R
f € Ly(R™), no necesariamente |e_i(f’$)f(x)‘ = |f(z)| € L1(R"). Por ejemplo la funcién:

%, lz| > 1

0, |z|] <1,
estd en Ly(R) pero no en L;(R). Esta situacion hace necesario otro mecanismo para definir
s, con f € Ly(R™).
Lema 3. Yy, € S(R") es vdlida la formula:
[ e@iv@iis = [ g6 (1.1

Rn R™

Aqui (x) simboliza el conjugado del niimero complejo ().

Demostracion.

[e@n@d = [ai0|en s [ et d

R Rn Rn

= [ate|en? [eeima| i
Rn Rn

Llevando a cabo un razonamiento andlogo a la demostracion del Teorema 5, podemos

intercambiar de nuevo el orden de integracion:

]Rn

/ ) Du(E)de = / 00 |(2n) 8 / NG, (€)de | dr = / VDF [Fupl()) da

Rn

- [ et

R”
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Por lo tanto se cumple (4.1). O

Consecuencia 3. Si en (4.1) hacemos p(x) = ¥ (x), tenemos:

[ oot = [ eE@as

Rn Rn

[NIES

3
Como Yz € C, 2z = |z|*, entonces Vi € S(R"): /|g0(x)|2dx = /|g’0\5(§)|2 d¢
R” Rn
es decir,
Vo e S, ||90||L2(Rn) = ||S/55||L2(Rn)' (4.2)

(4.2) es llamada Igualdad de Parseval. Adema&s esta indica que F es una isometria en
S(R™), en el sentido de la métrica inducida por la norma de Lo(R™). Recordemos también

que F,, F, ! son inversas en S, es decir,

Vo € S, F[F; ' (p)] = F'Fi(p)] = ¢

Conclusién. La transformacion fuerte de Fourier es un operador lineal, continuo e
isométrico en S(R") C Ly(R™), con S(R™) denso en Ly(R™). Luego teniendo en cuenta
algunos tépicos del analisis funcional (Ver [9] Cap. 3, Teorema de Hahn-Banach) podemos
prolongar a todo Ls(R™) por continuidad la transformacion fuerte de Fourier conservando

la isometria.

4.3. Teorema de Plancherel

El siguiente teorema permite definir la transformacién fuerte de Fourier en Ly(R™) con
la ayuda de la transformacion de Fourier en S, dado que el espacio de Schwartz es denso
en Ly(R™). En particular esto indica, que para cada f € Lo(R™) es posible construir al

menos una sucesion de elementos de S, convergente (en el sentido de Ly(R™)) hacia f.
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Teorema 6. (PLANCHEREL) Supongamos que f € Lo(R™).

1.

Sea {Pm}pen una sucesion en S. Si lim ¢, = f en Lo, entonces {@m},,en ¥
m—+00

{&m}imen convergen en Ly, m — 400.

Hagamos ]/”; = lﬁf Bm en Loy fo = HI—E Om en Lo. Estos limites no dependen
de la escogencia de la sucesion {pm},,cn-
Es vadlida la 1gualdad de Parseval:

Vf € Ly(RY), ’f

iy = W aimey = 1l -

F, y F7! transforma Ly(R™) sobre Ly(R™) de manera biunivoca y son inversas entre

si en Ly(R™); es decir Vf € Ly(R™), FS[F7H(f)] = FUFE(f)] = f.

S S

Las transformaciones débil de Fourier (en el sentido de S') y fuerte (en el sentido

de Ls) coinciden en S'.

Demostracion. Haremos al demostracion de este Teorema para la transformacion directa

de Fourier, para la transformacion inversa se realiza de manera analoga.

1.

Si om — f, m — 400 en Ly, entonces {¢m},, oy s de Cauchy en Ly; o sea

lpm — 90k||L2(Rn) — 0 cuando m, k — +oo. Luego de (4.2) se sigue:

18n = el aqeny = [[em = 20)||, = lom = @l = 0, ok — 0.

Lo (R")
Esto significa que la sucesion {@y, },,cy €s de Cauchy en L, entonces puesto que Ly

es completo, {¢m},,cy converge en Lo.

Tenemos las férmulas:

~ “

fs:= lim @, , fs:= lim ¢, , en L.

m—-+00 m—+00
Supongamos que ademas de la sucesion {¢n, }, .y se tiene otra sucesién, notémosla
{¥m }men que también converge a f en Lo(R™). Entonces, ¢, —¢n, — 0, m — 400

en Ly. En efecto usando nuevamente (4.2):

|6 =B, = Iem = Ylliage = lom = F + F = Yunll g

Lo (R”)

A

< llem — fHLQ(Rn) + l|thm — fHLQ(Rn) — 0, m — +o0.
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Es decir, lim @,, = lim zZm = fs, en Lo(R™).

m—-+00 m—-+00

3. Es posible ver que ¢,, — f en Ly implica que [[pm ||, @ny = I1fll1,@n): m — +oc.

En verdad, si ¢,, — f, entonces:

||90mHL2(Rn) - ||f||L2(Rn) < llom — f||L2(Rn) — 0, m — +oo.
En consecuencia | f|, gn) = ml~1>r+noo [0l .y ey

De aqui, de la igualdad de Parseval y recordando de 2. que, ©,, — f: en Lo(R™), se

Por la consecuencia del Lema 3,

sigue que:

s La(R™) a mliIJrrloo |’<'Dm||L2(R”) :

~

‘ [s La(®™) = mliffoo H@mHLQ(Rn) = ml_lgloo HSOmHLQ(Rn) = HfHLQ(Rn) .
Andlogamente se demuestra la igualdad: || f||,,gn) = | fSHL2 &)’

4. Verifiquemos que Yf € Ly(R™), F,[F ' (f)] = F, ' F.(f)] = f.
Sean f € Ly, pm €S; @, — fen L. Entonces o, € S.
Porl.y 2., ¢, — fs en Lo.
Supongamos que @, = 1, — . en Ly. Por 2., tenemos Om = U — FF(f)]
en Ls. Pero por hipétesis p,, — f.

En consecuencia F'F(f)] = f, Vf € Ly(R™).
Andlogamente se prueba que F,[F;'(f)] = f.

5. Debemos verificar que para cada funcién f de Ly y para toda ¢ en S, es valida la

formula:

(For0) = (£,8) = (Jur 9).
Esto dara la igualdad entre las transformaciones fuerte y débil de Fourier en S’.
Supongamos que ¢, — f en Ly. Por 3. ©,, — fs en Ly. Por lo tanto ¢,,, — f en
S'y @mﬁﬁenS’.
Entonces Vg € S, (fog) = 1im () = 1 (90, 8) = (£.0)

Por lo tanto el Teorema de Plancherel queda demostrado. O
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Observacion 8. El resultado anterior puede concretizarse si en lugar de funciones de S se
toman funciones de Li(R™) N La(R™), ya que de la inclusion S(R™) C [Ly(R™) N Lo(R™)],
se sigue que Li(R™) N Ly(R™) es denso en Ly(R™).

Simbolicemos Ay = {z = (z1,22,...,2,) € R";|z;| <N, j=1,2,...,n}, NeN
Sea f € Ly(R™). Consideremos la sucesion {fy} oy donde, fy(z) == f(x)xa,(x) ;5 esto

es,

f(l’), x € AN
0, l’ERn—AN.

f(@)xay(@) =

Luego si f € Ly(R™), entonces fy(x) € Li(R™) N Ly(R") y ademds para x € Ay,
fn(x) = f(z).

2

Se tiene: || £(z) = fv (@)l ) = / F@)Pde| —0, N— 4.

R~ Ay

Esto se tiene debido a que f € Ly(R™).

Es decir, fy(z) — f(x) (N — 400) en Ly y entonces Fi(fn) — Fs(f), en Ly puesto
que:

IE () = Es( pymy = 1Es(PN = Dl pyny = v = fll, = 0, N = +o0.

Asi, Fs(f) = Nl—i>I—Ii-100 Fi(fy) en Ly y ademaés:

FJfn(&)] = (QW)_% /e_i(g’“”)fN(:r)d:x = (27r)_% /e_i(g’x)f(x)d:v.

R™ AN

2Aqui xa, es la funcién caracteristica de Ay y se define mediante:

1, r € AN

Xay (7)== {
0, T % AN.
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En conclusién:

F(f)=f. = lim (2m)°3 / =€) £(2)dz. (4.3)

N—-+o00
AN

La parte derecha de (4.3) se llama transformacion truncada de Fourier.

En particular, para n =1,

N 400
RN© = i) = o= Jin [ fa@n = —=vp. [ faar

-N —00

4.4. Algunas aplicaciones de la transformaciéon de Fou-

rier para la resolucion de problemas de contorno

para las EDDP

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son importantes en distintos cam-
pos de la ciencia y la tecnologia. Estas modelan fenémenos de tipo econémico, bioldgico
y fisico entre otros. En la fisica matematica este tipo de ecuaciones describe por ejemplo
el movimiento de ondas, radiaciéon o conduccién de energia y la teoria del potencial. Uno
de los modelos clasicos es la ecuacion del calor. Resolveremos a continuacion el problema

de Cauchy para la ecuacién de Laplace Au = 0, donde Au = %Jrg% es el laplaciano de w.

Aplicacién 1. Sean u = u(z,y), z€R, y >0,

Au =20
u(z,0) = o(z)
u(z,y) — 0,y — +o0,

donde ¢ es una funcién conocida, la cual se supone lo suficientemente “suave” para que
los céalculos realizados tengan sentido.

Aplicamos respecto a z la transformacion de Fourier y obtenemos el siguiente problema
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de Cauchy:
Uyy — Eu =0
u(¢,0) = @(¢) (4.4)
(&, y) — 0,y — +oo.
La primera ecuacién de (4.4), es una ecuacién diferencial ordinaria * homogénea de se-
gundo grado con coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico y solucién son res-
pectivamente:

N — 2=,
U, y) = CL€)e™ W 4 Cy(g)ell,

Donde C4(€) y C5(€) son “constantes” que dependen de €. Pero atendiendo a la tltima
condicién de (4.4) tenemos que Cy(§) = 0 y por la otra condicién, C;(§) = p(§). Luego,

U, y) = pe kv,

Restituimos u(z, y) aplicando la transformacién inversa y el teorema de convolucién, para

obtener:
u(z,y) = FR()e W] = [p+ F~ (e )] (x).

Ahora calculamos:

™
R

Fle i) = \/%/e_lﬂyeifmd{ = \/%/e_fly(cosfx—isingx)df
I
R

“+o0
2

= — e cos Exde.
5;! e

Por comodidad, llamemos a la tiltima integral I; y calculémosla mediante integracién por

partes:
+o0o

I = Yy / e % sin Exdé.
x

0
“+o0o

Sea I, = / e~ % sin £xd¢, v apliquemos nuevamente integracion por partes:
0

1
L=--Yn, n="2n
T €T X

3Debemos tener en cuenta que en este caso ¢ se considera constante.
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de aqui se concluye que:

Por lo tanto:

u(z,y) = (SO * %_i_yg) () = QR/ %CM-

Aplicacion 2. La ecuacion del movimiento de un liquido bajo la accién de la fuerza de
gravedad es uy, + uy,,, = 0 donde u = u(x,y,t). Nos interesa entonces resolver el siguiente

problema de contorno. Sean u = u(x,y,t), z€R, y<0, t>o,

(

Au =10
Uy = —éutt, sty=20
Ut g = 00w |ymymg = (@)

u_>07 Yy — +o0,

\

donde g es la constante gravitacional. Usemos el mismo mecanismo de la soluciéon anterior
aplicando transformacion de Fourier a todo el problema respecto a la variable x, puesto

que esta recorre todo el eje real, para obtener el siguiente problema:

(
Ty — 20 =0

ﬂy—i-éﬂtt:(] SZyZO (45)

~

Uy |t:y:0 =0, u |t:y:0 = ¢(¢)

u— 0,y — +00,

cuya solucién es:
U(E,y, 1) = C1(E, 1)l 4 Cy(€, t)e 16,

Puesto que y < 0 y la funcién u debe ser acotada, entonces Cy(§,t) = 0, de donde:

a(fa Y, t) =0 (f, t)@'g‘y

Ahora encontremos (€, t) resolviendo el siguiente problema de Cauchy que resulta de

aplicar las condiciones de (4.5):

19%C, _

Ci(€,0) = 3(¢), 2A&0 —,
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Este problema nos genera el polinomio caracteristico A\> + g |¢] = 0 donde £ es un pardme-

tro, y la solucién a la ecuacién diferencial ordinaria de (4.6) es:

C1(&:1) = A(€) cos (t+/[€]g) + B(©) sin (t+/]€]g) -

donde A(&) y B(§) son “constantes” que dependen de £. Ahora observamos que, de la

segunda condicién de (4.6) tenemos que B(£) = 0 y por la otra condiciéon A(&) = p(&),

por lo tanto:
C1(&,1) = (&) cost/[¢] g-

Por 1ultimo restituimos u aplicando la transformacion inversa:

u(z,y,t) = ei*ellvp COS< €| >

ﬁ\

eiso el COS( |£|>

ﬁ\

="
=]
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