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INTRODUCCION

Son bien conocidas las numerosas aplicaciones que posee el concepto de derivada, no
solamente dentro de distintas disciplinas matematicas, sino también en las ciencias
naturales y la tecnologia. Por ejemplo, es sabido que ciertos problemas de la mecanica
clasica pueden resolverse de manera sencilla mediante el uso de determinados “agregados”
integrales, conocidos como operadores de derivacién e integracién fraccionaria segun

Riemann-Liouville. Tal es el caso del problema de la braquistocronal.

No obstante, para el analisis moderno la definicién clasica de derivada resulta
insuficiente. De esta manera, la necesidad de determinadas ramas de las matemaéticas,
tales como el calculo variacional, las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones
integrales conllevan a la introduccién de ciertas “generalizaciones” del concepto
habitual de diferenciaciéon. Entre estas iltimas, se destacan por su simplicidad y similitud
con las derivadas de orden entero, las llamadas derivadas fraccionarias de Riemann-

Liouville.

Por otro lado, desde el punto de vista practico, es claro que la férmula local de Taylor juega
un papel importante en la aproximacién de funciones suaves. Mds atin, existen resultados
clésicos que proveen estimaciones adecuadas para el error de aproximacion en dependencia
de la suavidad de la funcién que se pretende aproximar mediante el polinomio de Taylor.

A dicho término residual se le puede dar distintas formas y segiin el problema tratado

'Bragistocrona (del griego brachistos, “el mas breve” y cronos, “tiempo”); problema formulado por
Johann Bernoulli en 1696, el cual consiste en encontrar la trayectoria que debe describir un cuerpo para

pasar de un punto dado hacia otro en el tiempo mas corto.
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unas resultan ser mas convenientes que otras.

En el presente trabajo se estudia una variante de la férmula de Taylor que utiliza como
aparato tedrico principal la diferenciacién fraccionaria. Esto ilustra en particular, una
aplicacién elemental de dicha teoria y por otra parte muestra la correlacion entre el

“calculo fraccionario” y el respectivo resultado clasico.

Cabe senalar que la “escritura” de dicha férmula de Taylor es la variante no entera de la
férmula clasica: este resultado es consecuencia del hecho de que las operaciones de
diferenciacién e integracion fraccionarias son inversas sélo en cierto sentido: la férmula
de inversion de tales operadores integrales es atin mas compleja y se describe

de manera satisfactoria en términos de los espacios de Lebesgue Lp.

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos y se incluye una breve resena historica
sobre el surgimiento y evolucién de la idea de integrodiferenciacién no entera y la
férmula de Taylor. En el primer capitulo se presentan algunas herramientas previas
para el desarrollo del trabajo. El segundo estd dedicado al estudio de las derivadas
fraccionarias de Riemman-Louville y algunas propiedades. Finalmente en el tercero se
estudia la caracterizcién de la clase de funciones AC™([a,b]) y su relacién con la
férmula de Taylor expresada a través de derivadas fraccionarias. Es en este capitulo donde

se alcanza el objetivo fundamental del trabajo.
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Notaciones

R

RN

R+

No

p.c.t.
C'(A)
AC([a,b])
AC™([a, b])
Lip(la, b])
BV ([a,b])
R([a, b])

J

campo de los ntimeros reales

{(z1,22, cc,xp) 1 x; ER, i=1,...,n}

conjunto de los niimeros reales positivos

conjunto de enteros no negativos

para casi todo

espacio de funciones continuamente diferenciables en A C R
espacio de funciones absolutamente continuas en el segmento [a,b]
generalizacién del espacio AC([a, b])

espacio de funciones Lipschitz en el segmento [a,b]

espacio de funciones de variacién acotada en el segmento [a,b]
espacio de funciones Riemann integrables en [a,b]

integral de Lebesgue

integral de orden a segiin Louville de la funcién ¢

derivada de orden « segin Louville de la funcién ¢

parte entera

parte fraccionaria

culminacién de una demostracion
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RESENA HISTORICA

Se podria decir que la historia de la férmula de Taylor,inicia con el fildsofo pitagorico Zendén
de Elea, quién considero el problema de sumar una serie infinita de términos para lograr
un resultado finito, pero lo descarté por considerarlo imposible; como resultado surgieron
las paradojas de Zenon. Posteriormente Aristételes propuso una resolucion filoséfica de las
paradojas pero el contenido matematico de ésta no quedo resuelto hasta que lo retomaron

Demdcrito y méas adelante Arquimedes.

En el siglo XIV los primeros ejemplos y usos de la serie de Taylor y métodos similares
fueron dados por Madhava Sangamagrama. A pesar de que hoy en dia ningin registro de
su trabajo ha sobrevivido a los anos, escritos posteriores de matematicos hindues sugieren
que él encontré un ntmero de casos especiales de la serie de Taylor, incluidos aquellos para

las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente, arcotangente.

Mas adelante en el siglo XVII James Gregory publicé varias series de Maclaurin y en 1715
en el libro “Methodus Incrementorum” publicado por Brook Taylor, se presenté la formula
que lleva su nombre. Las series de Maclaurin fueron nombradas asi por Colin Maclaurin
un profesor de Edimburgo quién dio a conocer el caso especial de las series de Taylor en

el siglo XVIII.

La féormula de Taylor que abre el camino para la mayoria de los calculos en el analisis
aplicado, es muy importante desde el punto de vista practico. La idea de aproximar una
funcién mediante polinomios o representarla como una suma de un numero finito de

funciones mas sencillas alcanzé un gran desarrollo en el analisis, donde constituye ahora



parte de una rama independiente: la teoria de aproximacién de funciones.

“f(x)

dx®
de « se remonta a la época del surgimiento del calculo. El primer intento de tal discusién

a valores no enteros

De otra parte la idea de generalizar la nocién de diferenciacién

fue encontrado en la correspondencia de Leibniz, donde se observé que en una de sus cartas
(relacionada con el teorema sobre la diferenciacién de producto de funciones) J. Bernoulli
pregunté sobre el significado de este teorema en el caso de diferenciacion de orden no

entero. En 1695 Leibniz escribe a G. L’Hopital y a Wallis (1697) haciendo observaciones

sobre la posibilidad de considerar diferenciales y derivadas de orden %

dr f (x)
dxP

no entero. Anios después, en el tratado de S.F Lacroix (1820) se retoma la idea de Euler y
1/2xa

dzl/2

El siguiente paso fue dado por Jean Baptiste Joseph Fourier (1822) quien sugiri6 la idea

Leonard Euler en 1738 observé que al calculo de se le podria dar sentido para p

se cita la férmula explicita para el calculo de
de usar la igualdad:

d'f(x) 1 [, o0 nm
= _%/_OOA d)\/_oof(t)cos(tz: A+ )dt

para definir las derivadas de orden no entero.

Estos episodios se pueden considerar parte de la prehistoria de la integrodiferenciacion
fraccionaria. La historia propiamente dicha se deberia considerar a partir de los trabajos de
Niels Henrik Abel (1823-1826) y J. Louville relacionados con el problema de la tautocrona,
la cual se describe mediante la ecuacién integral:

x
/a (x(p_(tt))udt—f(x), r>a, 0<pu<l.

Poco tiempo después (1832-1837) aparece una serie de documentos de Liouville que
hicieron de él el fundador de la teoria de la integro-diferenciacién fraccionaria. La definicién
inicial sugerida por Liouville (1832) se basa en la férmula de diferenciacién de la funcién

exponencial y es aplicable para funciones f(z) que tienen expansién mediante la serie:
oo
f(z) = Z Cre™?®.
k=0
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Para tales funciones la definiciéon de Liouville es:
D*f(x }:cﬁ@a<mw, Vo e C. (1)
En este mismo trabajo Louville deduce no muy rigurosamente la férmula:

D f(z) = 1 @) / o(x + t)t* Ldt; —o0 <z < 400, Rea >0,

(=1)°T(a) Jo
llamada actualmente (sin el factor (—1)%) derivada fraccionaria segin Riemann-Louville.

Junto a los trabajos de Louville estan los de Riemann realizados en 1847 y que conllevan

a la siguiente construccién de integral fraccionaria:

I“p(z) = 1)/;( olt) —dt, x>0,

que se convirtié desde entonces en la principal férmula de integracién fraccionaria junto

con la construccién de Liouville.

En 1867 A. K. Grinwald y en 1868 A. V. Létnikov desarrollan un método de
integrodiferenciacion basado en la generalizaciéon de la férmula de Riemann

) i BEDE)

h—0 h™

)

donde (A} f)(z) = f(x) — f(z — h), al caso de « no entero:

D*f(z) = lim m

h—0 he

A comienzos del siglo XX aparece un trabajo importante de J. Hadamard (1892) quién

usa la idea de diferenciar término a término la serie de Taylor de una funcién analitica f:

o0

(k)
(Df)(z Z AR Cr(z —2)*%  Cp= Bz0),
=0

T(k+1-a) k!

Se debe comentar el trabajo de A. Marshaud (1927) en el que se introduce una nueva

forma de derivacion fraccionaria:

[eS) l T
(D*f)(x) = c/o (Aﬁjr)og)dt, a > 0;

XII



donde (ALf)(x) es la diferencia finita de orden [ > a; 1=1,2,3,..., c es constante.

Esta forma coincide con la definicién de Louville

) = g [ I s,

T(a—n)dam | o (z—t)e—n-1
para funciones “suficientemente buenas”.
A partir de 1941 hasta la fecha, las contribuciones cientificas referentes al desarrollo del
calculo fraccional se propagan hasta el punto que en 1974 (New Haven) se realiza el primer
congreso internacional de este tema. En los anos de 1984 (Glasgow, Gran Bretana) y 1989

se realizan el segundo y tercer congreso internacional de calculo fraccional.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

En esta seccion presentamos funciones de valor y variable real, algunas definiciones y
teoremas fundamentales, en los cuales se basan los resultados expuestos en los siguientes

capitulos.

1.1. Formula local de Taylor para funciones de variable real

A continuacién mostraremos que en un entorno del punto zg € (a,b) C R cualquier
funcién real que satisfaga ciertas condiciones, puede representarse por un polinomio salvo

infinitésimos' de orden mas alto que los términos del polinomio.

Teorema 1. Sea f : (a,b) = R y xg € (a,b). Si f es continuamente diferenciable hasta

el orden n en cierto intervalo que contiene al punto xg, entonces:

n k) (g
f(z) = ka(!o)(a:—xg)k +o((z — zo)"). (1.1)
k=0

Esta férmula se llama férmula local de Taylor de n-ésimo orden de la funcién f en el punto
T = g, con término residual o((z — x9)") en la forma de Peano.?

n
El polinomio P,(z) = >, %(m — x0)" se llama polinomio de Taylor de grado n y

rn = f — P, se conoce como el término residual de orden n de la férmula de Taylor.

En el caso zg = 0 esta formula se denomina formula de Maclaurin.

"Wer Kudridvtsev [8], tomo I, numeral 5.11
La teorfa de o-mintscula y O-maytscula se puede encontrar en Kudridvtsev [8], tomo I, numeral 8.2



Demostracion. Veamos si existe un polinomio P, de grado no mayor que n, tal que:
f(x) = Po(z) +o((x —x0)") ¥y (1.2)

f(z0) = Pu(zo0), f'(z0) = Ph(x0), ..., f™(z0) = P{™ (o). (1.3)

Busquemos este polinomio en forma de potencias de (z — xg) con coeficientes

indeterminados:

Po(z) = Cy + Ci(x — x0) + Co(x — 20)® + ... + Cp(z — x0)™. (1.4)

Calculemos los coeficientes Cy, C1, ..., C;, de modo que se cumplan las condiciones (1.2) y
(1.3). Como las derivadas de P, tienen la siguiente forma:

;

P'(z) = Cy 4 20y (x — x0) + 3C3(x — 20)? 4 ... + nCp(z — 20)" ),

P"(z) = 2Cy + 2-3C3(x — 20) + ... + n(n —1)Cp(x — 20)"2), (1.5)

PM™(z) = n(n—1)---2-1C, = nlC,,
entonces sustituyendo x por xg en (1.4) y (1.5), y considerando (1.3) tenemos:
flzo) =Co = Co = f(x0),

fl(xo) =C1 = C1 = f'(x0),

[ (x9) =210y = Cy = f2(70(i)’

(n)

Ahora reemplazamos en la férmula (1.4) los valores hallados Cy, C1, ..., C,, y obtenemos el
polinomio buscado:

Tr — X

Pala) = fao) + 5,

F(ao) + T3 gy 1 @20

De esta forma se cumplen todas las relaciones de (1.3). Falta entonces probar que se

satisface (1.2). Sea r, := f — P,, n € N. De la condicién (1.3) se deduce que:

) (z0) = 0, k=0,..n.



Veamos que 7y, (z9) = o((x — x0)"™) en un entorno de xg, es decir que:

im0
z—zo (x — 20)"

En efecto, aplicando n-veces la regla del L’Hospital se obtiene:

/ (n-1) (n)
o @) malmo) g () (o) _
z—zo (¥ — 29)" x>z n(x — 20)" ! z—zo nl(x — x0) n!

Consecuencia 1. Si f es continuamente diferenciable hasta el orden n+1 en un intervalo

del punto xg, entonces:

f(z) = Z / k(' 0) (x — 20)* + O((z — x0)" ™). (1.6)
k=0

Demostracion. Del teorema 1 se tiene que:

nt+l (k) 2
f(z) = Z / k(' 0)(x—x0)k+o((a:—x0)"+1), T — T0;

y por las propiedades de o-mintiscula y O-maytscula3

(n+1)
L 80— )™ + ol = a0)") = Oz — )"
De donde se deduce (1.6).

O]

Observacion 1. Bajo las hipdtesis de la consecuencia anterior, el residuo de la formula

de Taylor se puede representar como:
rn(z) = — / (z — )" F T (1) dt. (1.7)

o

Consecuencia 2. Si f es continuamente diferenciable hasta el orden n en un entorno
de xg, entonces para todo x de este entorno y toda funcion 1 continua en [zg,z|, con
Y (t) # 0 sobre (xo,x); existe & € (zg, x) tal que:
(@) = (xo) fM(E)
g (n—1)
3f(x) = O(f(x)) y cO(f(2)) + o(f(x)) = O(f(z)), donde c es constante

Tp—1(x) = !(:c oY n € N. (1.8)




Demostracidn. Sea 1 continua en [xg,z], con ¢'(t) # 0 sobre (zg,x) y consideremos la

funcién continua ¢ en [zg, z] definida como:

n=l / (k) (*)
gOl(t) _ f/(t)+z (w(l’—t)k— / (t)'(:l:—t)k_l) ’

2\ H k= 1)
(n)
= 1O -ro+ e,
f(n) t .
- (n _(1;!(30—15) g

Por lo cual se cumplen las hip6tesis del teorema de Cauchy (ver Kudriavtsev [8], tomo I,

pagina 220) para las funciones ¥ y ; entonces existe £ € (xg,x), tal que:

o(x) — e(x0) _ ¢'(§)
U(z) —(zo)  Y(E)

Lorky(y (n) _
Pero p(z) = f(x), pzo) = ¥ Lp™ (@ —20)* y ¢'(€) = L5 (2 —€)"~L. Reemplazando

(1.9)

en (1.9) tenemos:

n—1
S ), ) ) £
R G I A

Recordemos que f — P,_1 = r,,_1; de este modo tenemos que:

(@) = p(w0) [T(E)
') (n—-1)

rn—1(x) =

(-

O]

A continuacién presentamos algunas formas bésicas del residuo en la férmula de Taylor
las cuales se escogen segun el problema tratado.
Para ¢(t) = (z — t)" en la ecuacién (1.8) tenemos:

A3

n!

Tn—1(z) (x —x0)",

que es conocido como residuo en forma de Lagrange.
En particular para £ € (zg, ), es decir & = zg+6(z—x0) con 6 € (0, 1), tenemos el residuo

en la forma de Cauchy:

F™ o + 0(x — 20)]

= 1)1 (1—0)""(z —x)™

Tn—1 (:E) =



Ejemplos. Calculemos la férmula de Maclaurin en el intervalo (—¢,¢),e > 0 para algunas

funciones elementales.

1. f(x) = sinx tiene derivadas de todos los érdenes. Sabemos que para k € Ny
(m) ) - 0 si m = 2k
£ (0) = sin (m3) =
(-1DF si m=2k+1.
Segun el teorema 1.1,

n
l‘2k+1

sinx = kz;)(_l)k(Qk—l—l)! + o(z*"2).

Aqui, el término residual no estd en la forma o(x?"*!) ya que el término del
polinomio, siguiente al ultimo sumando, es igual a cero. De forma analoga

obtenemos:
n 2k

cosx = kZ:O(—l)k (;k:)‘ + o(x*" ).

2. Para la funcién f(z) = e®, f(x) =%, f™(0) =1, n € Ny. Luego:

e’ = Z o + o(x").
k=0

Sustituyendo x por —z obtenemos:

e\~ (DRt n
e’ = T o(z")
k=0
Ademas como
sinhx = % y coshx = %,
tenemos:
n 2kt ot n 2k omid
smhxzzm—i-o(x ) y coshx:Z(Qk)! +o(z"" ).
k=0 k=0
3. fle)=0+2)% acRy|z|<e< 1. Como
f™(z) = afa —1)...(a = n 4+ 1)(1 4+ 2)* ", entonces:
f™(0) = a(a—1)...(a —n + 1) y por tanto:

(1+$)a:1+Za(a—1)..];!(a—k+1)xk+0(xn>.
k=1



En particular para a = —1

1
——=1—z+z? -2+ (D)™ +o(z").

1+=x
Sta=-1/2
L, 1 13, 1.3.5, (—)"@n—1
7o 2 Tawt T g T a4 el

4. Para |z] <e <1, f(x) =In(1+ ), tenemos:
- z*
n(l+x) Z DELZ 4 o(z).
k=1
Observacion 2. Por la consecuencia 1, las formulas obtenidas anteriormente, se pueden

escribir utilizando el simbolo O (O-mayiscula) de la forma siguiente:

n
.’I}2k+1

sinx = Z(-l)km + O(ZUQTH_S),
k=0

cosx = Z(—l)k - T+ O(2*"?),

1.2. Funciones absolutamente continuas

En esta seccién presentamos la clase de funciones absolutamente continuas en el segmento
[a,b] y algunas de sus propiedades mas importantes. El conocimiento de dichas funciones
reviste especial importancia, ya que nos serd de gran utilidad en resultados que expon-

dremos en los capitulos posteriores.



Definicién 1. La funcion f es absolutamente continua en [a,b], si para todo € > 0, existe
6 > 0 tal que para cualquier sistema finito de intervalos disjuntos dos a dos

(a1,b1),...,(an, byn); (ag, bx) C [a,b] se verifica:

n

> bk —ar) <6 =

k=1

n

> [F(be) = flar)]

k=1

< €.

Denotaremos al espacio lineal de funciones absolutamente continuas como AC([a, b]).

Observacién 3. Toda funcion absolutamente continua en [a,b] es de variacion acotada

en dicho segmento (se demostrard mas adelante).

Observacién 4. FEl sentido de la definicion 1 no cambia si:

n

2. [f(br) = flar)]

k=1

1. En lugar de la condicion < €, se pide la condicion mds fuerte:

n
Z |f(bk) — flax)| <e.
k=1
2. La condicion sobre el sistema de intervalos se extiende a una cantidad numerable de
ellos.

Observaciéon 5. Toda funcion f € AC([a,b]) es uniformemente continua en [a,b]. El

reciproco es falso.

Demostracion. Sean x,y € [a,b], z <y. Como f € AC([a,b]), entonces:
Ve > 0,36 > 0, (a,b) C [a,b] :

b—a<0=|f(b)— fla) <e (1.10)

Pero y —x <b—a < J, asi por (1.10) tenemos |f(y) — f(x)| < e.
O

Veamos mediante el siguiente ejemplo que en verdad si una funcién es uniformemente

continua en [a, b], no necesariamente es AC(]a, b]).

Ejemplo. La funcion

zeos(Z) si O<ax <1
fay = { =
0 si =0



es uniformemente continua en [0,1], pero f no es absolutamente continua en dicho

segmento ya que no es de variacién acotada.

Una manera de describir las funciones absolutamente continuas es a través de la clase de

funciones Lipschitz, es por eso que presentamos la siguiente:

Definicién 2. Una funcion f wverifica la condicion de Lipschitz en [a,b], si existe una

constante L > 0 tal que
Va,y € [a, 0],  [f(z) = f(y)| < Llz—yl.

Al espacio lineal de funciones Lipschitz en [a, b] lo notaremos Lip([a, b]).

Es claro que f € AC([a,b]) satisface la condicién de Lipschitz. Es decir, si f € Lip([a,b]),
entonces f € AC([a,b]). En efecto, puesto que para cualquier sistema finito de intervalos
disjuntos dos a dos (a1,b1),...,(an, by ); (ak, bx) C [a,b] se tiene:
n n n
Z bk — ak <= Z |f bk (ak)| < ZL’bk - ak| = LZ(bk — ak) < Ld=ce.
k=1 k=1 k=1 k=1

Entonces Ve > 0, 30 = — > 0:

t~ \

3

(be —ag) < 6= > _|f(be) — flar)| <e

bl

=1

Es decir f € AC(]a,b]).

Teorema 2. Si f,g € AC([a,b]), entonces f + g € AC([a,b]), f—g € AC([a,b]) y
f-g€ AC([a,b]). Ademds si Yz € [a,b], g(x) # 0, entonces f/g € AC([a,]).

Demostracion. Similares a los respectivos casos de funciones continuas. O

A diferencia de las funciones continuas, la composicién de funciones absolutamente
continuas, no necesariamente lo es. Los siguientes teoremas nos muestran condiciones

adicionales para que la composicién de funciones AC([a, b]) sea absolutamente continua.

Teorema 3. Sea g € AC([a,b]) cuyos valores se encuentran en el segmento [A, B].
Si la  funcion [ definida sobre [A,B] satisface la condicion de Lipschitz,
entonces foge AC([a,b]).



Demostracion. Como f € Lip([A, B]), 3L > 0,Vz,y € [A, B]:

[f(@) = f(y) < Llz —y.

Tomemos cualquier € > 0. Entonces, para €¢/L > 0, existe § > 0 tal que para cualquier
sistema finito de intervalos disjuntos dos a dos (a1,b1),...,(an,by) : (ag,br) C [a,b] se

verifica que:

n

> 1Flg(bn)] = flg(an)]l < L lg(bi) — gla)| < L+ =e.
k=1

k=1
Asi para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo sistema finito de intervalos disjuntos

dos a dos (a1, b1),...,(an, by) : (ak, bg) C [a,b] se tiene:

Sk —ar) <5 =S [l - flglar)]] < e.

k=1 k=1
Por lo tanto fog e AC([a,b]).
O

Teorema 4. Sea g € AC([a,b]) estrictamente creciente. Si f € AC([g(a),g(b)]),
entonces f o g e AC(la,b]).

Demostracion. Sea g € AC([a,b]). Luego para todo € > 0, existe § > 0 tal que para
cualquier sistema finito de intervalos disjuntos dos a dos (a1,b1),...,(an, by ); (ak, bg) C [a,b]

se cumple:
n

D bk —ar) <6=> lg(br) —glar)| < €.

k=1 k=1
Ademds f € AC([g(a),g(b)]) es decir, para cualquier ¢ > 0, existe 6* > 0 tal que

para todo sistema finito de intervalos disjuntos dos a dos
(Ala Bl)a'-'7(Ama Bm)7 (Aka Bk) - [g(a)v g(b)} tenemos que:

m

(Br — Ar) <" = [f(Br) — f(A)] <e. (1.11)
k=1 k=1

Los intervalos (g(ax), g(bx)) son disjuntos dos a dos por ser g continua y estrictamente

creciente. De este modo si en calidad de €' consideramos 6* en (1.11), entonces

> Iflg(n)] = fla(ar)]l < e.
k=1



Por lo tanto para todo € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier sistema finito de intervalos
disjuntos dos a dos (a1,b1),...,(an, by ); (ag, bx) C [a,b] se cumple:

n

Z(bk —ap) <d= Z |flg(br)] — flg(ak)]| < e.

k=1 k=1
Con lo cual el teorema queda demostrado. ]
1.2.1. Propiedades diferenciales de las funciones AC

El hecho de que una funcién f € AC([a,d]) significa que para cualquier ¢ > 0, existe
un 6 > 0 de tal forma que dicha funcién en un segmento de longitud menor que § varia
en un valor que no excede €. A continuacién introducimos un concepto que nos ayuda a
determinar si la variacién de f en [a,b] es finita, ademds mostraremos como se relaciona

este concepto con el de continuidad absoluta.

Definicién 3. La funcion f es de variacion acotada en |a,b], si para toda particion

P={xy=a<x <29 <..<xpy =0} del segmento [a,b],
D 1 f () = flax-1)| < 0.
k=1

Al espacio lineal de funciones de variacién acotada en [a, b] lo denotaremos por BV ([a, b]).

Como ejemplo de esta clase de funciones se encuentran aquellas mondtonas en un segmento.

Teorema 5. Toda funcion absolutamente continua en [a,b] es de variacion acotada en

dicho segmento.

Demostracion. Como f € AC([a,b]), para € = 1, existe § > 0, tal que para todo sistema

finito de intervalos disjuntos dos a dos (a1, b1),...,(an, by) : (ag, bx) C [a,b] se cumple:
> (br —ar) <6 :>Z|f (bp) — flaz)| < 1. (1.12)
k=1 k=1

Sea b—a > >0, entonces b —a > g; por propiedad arquimediana existe N € N tal que

N % > b — a. Consideremos la particién:

o
PZ{Q?QZG,$1ZG+

)
2,-~-,.ZCN_1 :a+(N—1)2,xN:b}.

10



Donde |z; — zj_1| = |a+jg —(a+ (5 — 1)g)| = % < 4. Por (1.12),
[f(zj) = fzj1)| < L.

Luego para cualquier particién del segmento [z;_1, z;|, tenemos:

N N =
Dolwj—wia| < N6 =Y |f(x5) — flaj-)] <Y 1=N.
j=1 7=t =

Asi ,
z;
\V(H<i=\) <N,
Tj—1 a
b
donde \/(f):= sup > |f(xj)— f(xj—1)| es la variacién total de f en el segmento [a, b].
a pEP([ad]) p

El teorema queda demostrado.

Ejemplo. Consideremos nuevamente la funcién

zeos(Z) si O<z<1
f@) = ) N
0 si x=0.

Esta funcién no es de variacion acotada. Efectivamente, tomando la particion:

pofol L 111
2n' 2n — 1 32

tenemos:
2n
1 1 1 1 1 1
_ ) = = 4 = T T O B
;If(wk) fan-)l =gt T —5t g5t tytg=ltgt+

o

esta suma no es acotada para todo n, ya que la serie % diverge. Por lo tanto la funcién
n=1

no es absolutamente continua en [0, 1].

Consecuencia 3. Si f € AC([a,b]), entonces p.c.t x € [a,b], ésta funcidn tiene derivada

finita la cual es Lebesque integrable.

Demostracion. Como f € AC([a,b]) entonces por el teorema anterior f es de variacién
acotada y si f € BV ([a,b]), entonces p.c.t x € [a,b] existe y es finita la derivada, la cual

es Lebesgue integrable.

11



En adelante, los términos “medida”, “medible”, etc se referirin a la teoria de la
medida segiin Lebesgue. En particular, si cierta propiedad P se verifica p.c.t x € E, se
entenderd que el conjunto {x : P no se verifica} tiene medida cero. Ademds diremos que
dos funciones son equivalentes (f ~ ¢g) en F, si como funciones son iguales excepto en un

conjunto de medida cero, esto es, el conjunto {x € E': f(z) # g(x)} es de medida cero.
Teorema 6. Sea f € AC([a,b]). Si f'(x) =0 p.c.t. z € [a,b], entonces f es constante.
Demostracion. Ver Natanson [9], capitulo IX, pagina 266. O
Consecuencia 4. Sean f,g € AC([a,b]). Si f' ~ ¢, entonces f — g es constante.

Demostracion. En efecto, si del segmento [a, b] se eliminan los puntos en donde al menos
una de las funciones f y g no tienen derivada finita o sus derivadas no son iguales, entonces
en los puntos restantes se tiene (f—g)’ = 0 es decir, como f, g € AC[a,b]y f' ~ ¢', entonces

f'"—g ~0= (f —g) ~0y por tanto f — g es constante. O]

A continuacién presentamos un criterio para la composicién de funciones absolutamente

continuas a través del concepto de variacién acotada.

Teorema 7. (G.M. Fichtengoltz)
Sean f,g € AC([a,b]) y los valores de g se encuentran en el segmento donde estd

definida f. Entonces fog € AC([a,b]) si, y sdlo si f og es de variacion acotada.
Demostracion. La demostracién puede verse por ejemplo en Natanson [9], capitulo IX,
péagina 271. 0
1.2.2. Integral indefinida de Lebesgue

En las dos subsecciones siguientes presentamos ciertas propiedades de la integral de Lebesgue
tomada en el segmento [a, z|, como funcién de z. Ademds se establece como se relaciona

este concepto con los mencionados anteriormente en esta seccién.
Definicién 4. Sea f € L1([a,b]). La funcion
x
o(z)=c —I—/ f(t)dt, c-constante, x € [a,b];
a
se denomina integral indefinida de Lebesgue de la funcion f en el segmento [a,b].

12



De esta forma, la funcién f tiene una cantidad infinita de integrales indefinidas que se

diferencian en una constante. En adelante la primitiva de f es

o(x) = f(a) + / C f(ty.

Una de las propiedades mas relevantes de la integral de Lebesgue, se refleja en el siguiente

teorema, cuya demostracién se encuentra en Natanson [9)].
Teorema 8. Toda integral indefinida en [a,b] es absolutamente continua en |a,b].

En algunos resultados del capitulo 2 se usa la siguiente representacion de las funciones

absolutamente continuas.

Teorema 9. Toda funcion absolutamente continua es la integral indefinida de su

derivada.

Demostracidn. Supongamos que F' € AC([a, b)), segtin la consecuencia 3 F’ existe en p.c.t
y F' € Li([a,b]). Sea
xX
o(z) = F(a) + / F'(t)dt. (1.13)
a
En virtud del teorema 8, ¢ € AC([a,b]) y su derivada ¢'(z) = F'(x) p.c.t « € [a,b] puesto
que

o'(x) = % /m F'(t)dt + F'(a) = F'(x) — F'(a) + F'(a).

Ahora, demostremos que ¢ = F.

de acuerdo con el teorema 6,

o(z) — F(x) =c.
Sea z = a, entonces p(a) — F(a) = c. Por (1.13) tenemos: ¢(a) = F(a), asi ¢ = 0. Es decir
que ¢(x) = F(x), para todo z € [a,b]. Reemplazando en (1.13),

F(x) = F(a) + /w F'(t)dt.
O

Como pudimos observar, los dos teoremas anteriores muestran la estrecha relacion que

existe entre los conceptos de continuidad absoluta y el de integral indefinida de Lebesgue.

13



1.2.3. Funciones continuas de variacién acotada

Nos ocuparemos ahora de las funciones f continuas de variacién acotada en [a,b].
Recordemos que para dichas funciones existe la derivada en casi todas partes y esta es

integrable segin Lebesgue.

Definicion 5. Llamaremos funcion singular a la funcion contintia de variacion acotada,

distinta de la funcion constante y cuya derivada es cero en casi todas partes.

Un ejemplo de funcién singular, es la funciéon de Cantor. Para definirla consideremos en
[0, 1] el conjunto de Cantor y definamos primero f en los k-ésimos intervalos contiguos de
n-ésimo rango (incluyendo sus extremos). Es decir el orden en que se van excluyendo los

intervalos del conjunto de cantor; contando de izquierda a derecha de la siguiente manera:
ft)=— k=1,3,5,....2n — 1.

)

Es decir, f(t) = 3 para %Stﬁ %, f(t) = 1 para %gtg

f(t) =7 para § <

~
IA
©lco

Nel] v}

, etc. Como se muestra en la siguiente figura.

¥

M

11

31 B

7 .

N _

7]

1]

3

: —3

o121 2781
98 3 5 9 9

Figura 1.1: Funcién de Cantor.

Ahora, para definir la funcién f en los puntos que no pertenecen a los intervalos contiguos,

ni al conjunto de sus extremos, consideramos t* uno de dichos puntos y {¢,} una sucesién
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creciente de puntos extremos de los intervalos contiguos, convergente hacia t*. Entonces
existe lim f{t,}; andlogamente lim f{t/} también existe, donde {¢,} es una sucesién
n—oo n—oo
decreciente de puntos extremos de los intervalos contiguos, que converge hacia t*; ademads
los limites anteriores coinciden. Consideremos el valor comin igual a f(¢*). Definiendo f de
esta forma, obtenemos una funcién monétona y continua en todo el segmento [0, 1]. Esta
funcién es también conocida como escalera de Cantor y su derivada es igual evidentemente
a cero en cada punto de cualquier intervalo contiguo, es decir, en casi todos los puntos de

[0,1].

Observaciéon 6. FEs claro que una funcion singular no puede ser absolutamente continua,

ya que de lo contrario ella seria constante.

Del teorema 9 y de la definicién 5 se obtiene el siguiente resultado, que reviste especial
interés, ya que describe qué tan “similares”son las funciones continuas en un segmento a

las funciones AC.

Teorema 10. Toda funcion f continua de variacion acotada en [a,b] se representa de
manera unica en la forma: f(x) = ¢(x) + r(x), donde ¢ € AC(la,b]), p(a) = f(a) yr es

una funcion singular.

Demostracidn. Como f es de variacién acotada en [a,b], su derivada f’(x) existe p.c.t.

x € [a,b] y es integrable. Sea
o) = @)+ [ £ty

Entonces usando el teorema 8, ¢ € AC([a, b]). Sea ademas r = f — . Mostremos que r es

singular. Como f y ¢ son continuas y de variacién acotada entonces r también lo es. Asi

r'(z) = f(z) = ¢'(2) = f'(z) = f'(x) =0,  p.ct.x€lab];

por tanto r es singular (pues si r fuera constante, f seria absolutamente continua por ser

la suma de dos funciones absolutamente continuas).

Demostremos la unicidad de dicha representacién. Supongamos que f admite dos

representaciones como la indicada en el enunciado del teorema: f = ¢ +1r = ¢ + 11,

15



y sean @, p1 € AC([a,b]), p(a) = f(a) = ¢1(a), r y r1 funciones singulares. Entonces,
Y—Yr=r—-rr,

con ¢'(x) — ¢ (x) =0 p.c.t. z € [a,b]. Segun el teorema 6, ¢(z) — ¢1(x) = ¢ YV € [a,b].

Reemplazando x = a, ¢(a) — ¢1(a) = ¢, tenemos que p(a) = ¢1(a) = f(a), entonces ¢ = 0

y por lo tanto ¢ = 1. Luego » = 1 y en consecuencia f se representa de manera unica.

O

Teorema 11. Sean f continua de variacion acotada en [a,b], ¢ € AC([a,b]), p(a) = f(a)
y r es una funcion singular tal que f = ¢ +r. Si f es creciente en [a,b], entonces sus

componentes ¢ y r también lo son en dicho segmento.

Demostracidon. Del crecimiento de f se desprende que f'(z) > 0, p.c.t € [a,b]; de aqui se

sigue que la funcién ¢(x) = f(a) + [ f'(t)dt crece en [a,b]. Es conocido el siguiente

resultado para funciones monétonas,

/ F()dt < f(z) - f(a).

Ahora veamos que r es creciente. Sean x,y € [a, b] tales que y > z. Tenemos que:

o=@+ [ “pwd vy ela) = fla) + / " (.

Asi,
o) — @) = [ 1t < 1) - f(a).
Luego,

0 <[f(y) —eW)] - [f(@) — ()] =r(y) —r(x).

Es decir, para todo x,y € [a,b], r(z) < r(y).
O]

Consecuencia 5. Sea f continua y creciente en [a,b]. Para que f € AC([a,b]) es

necesario y suficiente que

b
/ f'(2)dz = f(b) — f(a). (1.14)

4Ver Natanson [9], capitulo VIII, pigina 231
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Demostracion. Necesidad. Es evidente, pues si f € AC([a,b]) y es creciente, entonces por

el teorema 9 se tiene (1.14).

Suficiencia. Supongamos que f ¢ AC([a,b]). Como ¢ es AC([a,b]) y r singular, entonces
f(b) = fla) = - ¢(a) +r(b) —r(a),
0< f(b /f )dz +1(b) —r(a).

Pero r crece (por el teorema 11) luego, no se da la igualdad de (1.14). Asi la consecuencia

queda demostrada. O

1.3. Algunos conceptos relacionados con los espacios Lp

En esta seccién consideramos a E' C R™ medible segtin Lebesgue.
Definicién 6. Sean f: E — R, se dice que f € Lp(E), 1 <p < 400 si
i. f es medible en E.

1. Es finita la integral:

[1s@r s

E

FEs decir

Lp(E) =< f: E— R:f medible y /|f(:x)|pdx<oo
E
Sip=o0

Loo(E)={f:E — R: f medible y existe C >0 tal que |f(x)|<C p.ct. z € E}.
Es claro que toda funcién acotada es un elemento de Lo (F). El reciproco es falso.

Observacién 7. L,(E) es un espacio seminormado con la seminorma definida mediante

1l = /uuwm: 1< p< toc.

Sip=o0
[ fllzoe(my == Inf{C>0:[f(z)|<C pct. x€L}.
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1 1
Teorema 12. (Desigualdad de Hélder) Sean 1 < p < 400 y q tal que — + — =1. Si

p q
fe€Lp(E)yge Lq(E), entonces fg € L1(FE) y es vdlida la desigualdad

o

Observacién 8. Para p =1, se considera q := o0; y para ¢ =1, p := o00.

< HfHLp(E) ||g||Lq(E) .

Ejemplo. Sea f € Li([a,b]) y g(z) = (b —x)'7% 0 < a < 1, entonces

b b
/ f(t)(b—t)ladt‘ S/ [FOI0 =) 7%t < [ fll, (b= )|z < +oo.  (1.15)

Puesto que [|(b — )|, = sup [b—t|!17% = (b—a)l™* < +o0.
te(a,b]

Los siguientes teoremas que presentamos sin demostraciéon (ver Apoéstol [1], numeral 15.8,
pagina 504) son de gran importancia ya que, bajo ciertas condiciones nos permite realizar
intercambio en el orden de integracién; situacién en la que nos encontraremos mas adelante

en la demostraciéon de ciertos resultados.

Teorema 13. (Teorema de Fubini) Sea f € Li(E x F) donde E C R™, F C R", con
E y F conjuntos medibles. Entonces
1. f(x,-) es integrable en F' como funcion de y p.c.t. x € E.
2. [ f(z,y)dy es integrable en E como funcién de x.
F

3. f(-,y) es integrable en E como funcion de x, p.c.t. y € F.

4. [ f(z,y)dz es integrable en F como funcion de y vy ademds son vdlidas las

?gualdades
[ [ t@wds|ae= [ | [s@wiz)dy= [[ radots. 10)
E F F E ExF

Teorema 14. (Teorema de Tonelli) Si al menos una de las integrales

[ [irewlay)as. [( [ir@ylds )| d
F E

E F

es finita, entonces existen las tres integrales de (1.16) y ademds (1.16) es vdlida.
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1.4. Integrales dependientes de parametro

Como herramienta auxiliar utilizaremos ciertas integrales donde una o varias variables
intervienen en calidad de pardmetros. Tales integrales y sus propiedades se detallan en
Kudridvsev [8] (tomo II, numerales 53 y 54). Aqui nos limitaremos a presentar solamente

la formulacién de los resultados.

Definicién 7. Supongamos que Y C R, ¢ : Y - R, ¢ :Y — R con ¢(y) < ¢¥(y) y la

funcion f(x,y) esta definida en el conjunto

{(z,y) eR*:y e Y,z € [p(y), v}

Las integrales de la forma (si existe la integral finita)

»(y)
B(y) = / £ (. y)dz,

v(y)

se denominan integrales dependientes de pardmetro, donde y es el pardmetro.

0
Teorema 15. (Regla de Leibniz) Si la funcion f(x,y) y su derivada parcial fgv,y)
Y
son continuas en P = {(z,y) : a < xz < b; A < y < B}, entonces la funcion

b
®(y) = [ f(z,y)dz es derivable en el segmento [A, B] y

b
do(y) [ 0f(x,y)
dy _/ dy e

a

Teorema 16. (Regla generalizada de Leibniz)

¥(y)
Sea ®(y) := [ f(z,y)dz. Supongamos que
e(y)
1. Las funciones f(z,y) y af((;;y) son continuas en:

P={(z,y):a<z<bA<y< B}

2. las funciones o(y) y ¥(y) son diferenciables respecto al pardmetro vy, donde

a<o(y) <byA<yY(y <B.

Entonces tiene lugar la siguiente igualdad

P (y)

dq:z;y)_ / wdw—f(w(y),y)+f(w(y),y); A<y<B.

w(y)



1.5. Funciones Gamma y Beta

Sean p,q € RT. Se llama funcién Beta a la integral:
B(p,q) = /01 P71 — )7 N, (1.17)

Sea s € RT. Se llama funcién Gamma a la integral:
I'(s) = /OOO 5 le % dr. (1.18)

Las integrales (1.17)-(1.18) convergen tnicamente para los valores senialados de p, q y s.

Propiedades de las funciones Gamma y Beta.

1. Sip>0yq>0,
B(p,q) = B(q,p).

2. Sip,q € RT, entonces:
L'(p)I'(q)

Blp.g) = Lp+q)

3. La funcién Beta es infinitamente diferenciable y para todo k € N,

k 1
gpkBm q)= /0 711 = 2)1 o d.
Ademds
) 0 [T(a)I(B)
ot h) = 55 [w}
I'(B) LB (a + B)
T(e) <F(a+ﬁ) - T2(a+p) )

4. Sip e RT, entonces es vélida la llamada férmula de reduccién:
L(p+1) =pI'(p).

5. Sean e N.
Lp)=@E-HrE-2)---(p-nl{p-n), p>n

6. Sin € Ny, entonces:

I'n+1)=mn!.
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Capitulo 2

INTEGRALES Y DERIVADAS
FRACCIONARIAS

A continuacién desarrollaremos las respectivas definiciones de integral y derivada de orden

no entero (o también llamadas fraccionarias) y presentaremos sus propiedades elementales.

2.1. Ecuacién integral de Abel

La nocién de integral no entera estd estrechamente ligada con la ecuacién integral de Abel,

que abordaremos a continuacién.

Definicion 8. La ecuacion integral

L [" ot s . i
F(a)/a @i = /@) >a, O0<a<l, (2.1)

considerada en el segmento finito [a,b] se llama ecuacion de Abel.

En esta ecuacion f es dada y ¢ incégnita. Mas adelante en el teorema 17 mostraremos

que esta ecuacién en la clase L;([a, b]) tiene solucién unica y se representa de la siguiente

o(x) = F(l d /m (JC(t)dt. (2.2)

1—a)dx x — 1)

forma:

De forma analoga se considera la ecuacion de Abel como:

A () _
)/x(t —dt = f(z), x < b, O<a<l,



y su respectiva solucién es de la forma

B 1 d [° f@)
‘p(””)__ru—a)de =z

Para f, consideremos la siguiente funcién auxiliar

fi—a(z) := F(ll— ) /{:C (xf_(tg)adt, x>a 0<a<l

En adelante

f{—a = %flfa($) y (f/)l—a = F(ll_ a) /(;r (xf,_(tt))adt'

Proposicién 1. Sea 0 < a < 1. Si f € L1([a,b]), entonces fi—o € L1([a,d]).

Demostracion. Mostremos que

b b
/ fia(@)lde < Crwi-o"ca

/ab’fl—a(w)!dx _ /bml - (/ (f“z) ‘dt)da:
/ (/ ()] (z — 1) adt)d
- -/ (/ i
- /'f
- 2—a / () )\ et

Ahora por la desigualdad de Holder (Ver (1.15))y por el teorema de Tonelli tenemos que
fi-a € Li([a, b]).

En efecto,

IN

t)] (x — t)%lx) dt

z=b
dt

O]

Teorema 17. Para que la ecuacion de Abel (2.1) sea soluble en Li([a,b]), con 0 < a < 1,

es mecesario y suficiente que:

fica € AC([a,b]) 'y fiala) =0.

Observacién 9. Bajo el cumplimiento de estas condiciones la ecuacion de Abel tiene

solucidon unica.
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Demostracion. Necesidad. Supongamos que ¢ € Li([a,b]) y en la ecuacién de Abel (2.1)

cambiando z por t, t por s y multiplicando ambas partes por (z —t)~* obtenemos

O
e ) Gt =T

Integrando respecto a t en virtud de la proposicién 1, tenemos:

[ (ot [ ) a=ri [ L

Intercambiando el orden de integracion en la parte izquierda, lo cual es valido por el

teorema de Tonelli llegamos a la igualdad

/: (tp(s) /j (z — t)a(lt —5)l-a dt) ds =T'(a) /: (xf_(tz)adt.

La integral interna se calcula facilmente después de la sustitucién t = s+ 7(z — s), usando

las férmulas para Gamma y Beta tenemos:

T 1
/ (z— 1)t — s)* Ldt = /0 7211 = 7)=%r = B(a,1 - a) = D(a)I(1 — ).

/j ©(s)ds = ml_ ) /z (xf_(tz)adt. (2.3)

Luego después de diferenciar,

1 d
P = Fi o a)da:/a TR

De esta manera si la ecuacién de Abel tiene solucién, entonces ésta tiene la forma (2.2) y

Por esto

por lo tanto es tunica.

Consideremos la ecuacién (2.3)

/ “os)ds = fiala).

Por el teorema 8 como la parte izquierda de la igualdad es la primitiva de una funcién

integrable, entonces f1_, € AC([a,b]). Ademds evaluando en = = a tenemos fi_,(a) = 0.

Suficiencia. Supongamos que fi_o € AC([a,b]) ¥y fi—a(a) = 0. Como fi_o € AC([a,b]),
por la consecuencia 3 p.c.t. x € [a, b] existe la derivada de esta funcién la cual es integrable;

ademas

fiial®) = ol@).
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Probemos que en verdad ella es la solucién de la ecuacién de Abel; para esto la

reemplazamos en la ecuacién (2.1) de la siguiente manera:

L7 filt)
(o) /a @)= dt = g(x). (2.4)

Mostremos que g ~ f.
La igualdad (2.4) es la ecuacién de Abel respecto a f]__ y de esta forma ella es soluble y

esta dada por:

fiia(z) = F(ll_a);; /j (xg_(tz)adt. (2.5)

Ast f{_, = ¢|_,, sin embargo fi_, es absolutamente continua en [a,b] por hipétesis
y seguidamente vemos que ¢g;_, también es absolutamente continua en [a,b] pues es la

integral indefinida de la funcién integrable fi__;

T 1 g _
/a Aals)ds = ms / it = o)

De este modo tenemos que f1_q—g1—a € AC([a,b]) y por (2.5) [fi—a—g1—a]’ = 0, entonces

fi—a(z)—g1-a(x) = c en virtud de el teorema 6. De otra parte al evaluar en = a tenemos

que fi—q(a) — gi—a(a) = 0. De esta manera
flfoz(x) - glfa($) =0 luego /x wdt = 0.

Pero esta ultima igualdad es la ecuacién homogénea de Abel y debido a la unicidad de la

solucion tenemos f ~ g.

O]

Las condiciones necesarias y suficientes para la solucién de la ecuacién integral de Abel
han sido formuladas en términos de la funcién auxiliar f;_., la cual puede no calcularse
facilmente en algunos casos, por esto el siguiente lema y su consecuencia nos presentan

una condicién necesaria en términos de la funcion f.

Lema 1. Sea 0 < a < 1. Si f € AC([a,b]), entonces fi_o € AC([a,b]). Ademds,

1

fioel®) =1 —a)

[ Fa)(z —a) + /a TP - t)l—adt]. (2.6)

Demostracion. Como f € AC([a,b]) por el teorema 9 tenemos

F(t) = fa) + / £'(s)ds,
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donde f" € Li([a,b]). Reemplazando f(t) en la funcién auxiliar tenemos:

fioalz) = F(J;(i)a) (z —a)l = + - (11_ 3 / ' ( @ _1t)a / t f’(s)ds) dt. (2.7)

11—«

Aqui el primer término es AC([a, b]) puesto que (x —a)'~* es la primitiva de una funcién

integrable. En efecto,

(z—a)l™=(1-a) /x(t —a)” %dt.

Mostremos que

r(11— a) /ax ((x - e /: f'(S)dS) dt € AC([a, b]). (2.8)

/:(x—t)‘“ </t f’(s)ds> dt‘ < /x (|x—t|—a /at|f’(s)ds> dt
< [T ([ irras) a

roodt
= Hf/HLl([a,bD/a W < H-00.

Como

Intercambiando el orden de integracién en (2.8) (valido por el teorema de Fubini)

tenemos:

ra |, (e / pos)it = g [ E/ o)

_ ml_a) /j f’(s)/j(x—t) “dt) ds
— r(gl—a) /:f’(s)(:r s)17%ds (2.9)
_ r(11—a) /: (f’(s)/:(t s)_adt> ds
= wica | ([ o) e

Cambiando nuevamente el orden de integracion,

F(ll_a) /ax </: (tfl(z))adt> ds = N 1_@) /:‘ </at (th(Z)adS> it (2.10)




Como f € AC([a,b]) entonces f’ € Ly([a,b]) luego, (f")1—a € L1([a,b]). Asi

/x(f’)l_a(t)dt € AC([a,1)).

Por tanto fi_o € AC([a,b]). Ahora cambiando s por ¢ en (2.9) y reemplazando en la

funcién (2.7) se tiene:

fl_a(:w:l)[f(a (o - a)l / F(#6) (@ — ) odt
O

Consecuencia 6. Si f € AC([a,b]), entonces la ecuacion de Abel es soluble en L1([a,b])

para 0 < a < 1 y ademds dicha solucion puede representarse en la siguiente forma:

o) = [+, e

Demostracion. Supongamos que f € AC([a,b]), entonces por el lema 1 la funcién

fi—a € AC(Ja,b]) y por las igualdades (2.6) y (2.10) fi—_q(a) = 0; asi la ecuacién de
Abel es soluble en Li([a,b]) para 0 < o < 1. Ademéas

flazw[f(a x—a)t™® /f o‘dt]

Pero

p@) = - fiala)

_ F(21—a) [f((z)(_lg)f) + ddx/: FO) —t)ladt} .

Por (2.9) y (2.10) tenemos:

/ B e~ w /ax (/tx (Sf/—(?)“ds> dt

T S /
_ (l—a)/ (/ / t)adt>ds.
a a (5 - t)
Ahora, derivando respecto a x,

/ f(t ylredt = (1—a)dd$/: (/a (Sf/_(’;))adt> ds

RO
a (x_t)a




Luego,

O]

Observemos que simultaneamente hemos obtenido una nueva representacién para la
solucién de la ecuaciéon de Abel, que es aplicable para funciones absolutamente

continuas.

2.2. Integrales fraccionarias

Supongamos que ¢ € R([a,b]) y consideremos la integral indefinida:

(Ig)(x) " / " o(s)ds.

Integrando nuevamente y luego de ciertos cédlculos elementales tenemos:

ool = [ ( t lo)ds)
- /:(/:cp(s)dt)ds

= [ o ss

Por induccién matematica es ficil verificar, que para todo n € N,

(o)) = o=y | @0 et = s [w—orewan @y

Vemos que la parte derecha de la igualdad tiene sentido para n no entero. De esta manera

la anterior férmula conduce de manera natural a la siguiente:

Definicién 9. Sean ¢ € Li([a,b]) y « € RT. Las integrales

(I 0)(x) = (1a) / ’ (x‘P_(tt))dfa, v > a: (2.12)
b
(I g)a) = o (1a) / (t‘f(i)ﬁta, r<b, (2.13)

se llaman integrales de orden « segin Riemann-Liouville de la funcién ¢ en [a,b], por

izquierda y derecha respectivamente.
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Teniendo en cuenta que las propiedades para los operadores I, e I;* son similares, en
adelante nos ocuparemos de uno de ellos, por ejemplo de I, , el cual notaremos

simplemente como .

Observaciéon 10. El miembro izquierdo de la ecuacion integral de Abel (2.1) es lo que

definimos como la integral fraccionaria de orden 1 — « de la funcion p.

Ejemplos. Calculemos la integral fraccionaria para algunas funciones elementales.

1. Seaa=1/2y f(x) =xen [0,1].

1 z t
M2 = / .
=) Jy o™

t
Haciendo la sustituciéon s = — y usando las propiedades de las funciones Gamma y
x

Beta obtenemos:

1 1
12 _ 1 2, -1/201 _ N—1/27. _ % / o —1/2
Iy T(1/2) /0 setx” 91— s)"4ds T/ J, s(1—s) /4ds

23/2 43/2
= B(2, 1/2)I‘(1/2) = N

2. Sea f(z) = (z —a)’'In(z — a), con 3 > 0 en [a,b]. Entonces

N 1 T (t—a) 'n(t —a)
<Jnuo—rmyl Y, a0
Haciendo la sustitucién s = —— tenemos:
T —a
1 1
"N = Fo / 11— 5)2 Lz — @) UIn s + In(z — a)]ds
0

(z — a)*tF-1

T(a) [/01 s (1 = 5)* M Insds + In(z — a) /01 $H 1 - s)o‘lds]

(:L‘ _ a)a-i—ﬁ—l o

= [aﬁB(a, B) +In(z — a)B(a, 5)] .

Ademss, por la propiedad 3 de las funciones Gamma y Beta

(& — a1 U DA+ B) I(a)T(3)
I(a) [““(r - >+m@_®FW+ﬂJ
)

If)(x) = (a+ B) 2(a+ B)

L T®) et (DO Tatd)
= Ta+g@ 9" (Nm Mat o) ™ 0'
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I'(p)
L(p)

La funcién “Psi” de Euler se define como: ¥(p) := para p > 0. De este modo

obtenemos

(1 1)(0) = ey (0 = O™ 08) = (5 + 0) + o — a].

3. Un caso particular del ejemplo anterior es cuando 8 =1, asi f(x) =In(x —a) y

1

(I f)(x) = m

(z —a)*[$(1) = ¢(a+1) +In(z — a)].

Propiedades de los operadores I, e Ij* en [a,b].
Antes de determinar la relacion que existe entre los operadores de integracién en un

segmento, presentamos la siguiente definicién.

Definiciéon 10. Sean a,b € R, ¢ : R — R. Se llama operador de reflexion en el segmento

[a,b] y se denota “Q”a la operacion que cumple:

(Qp)(z) == pla+b—=),  Voeclab.

Donde x = es el eje de reflexion.

Bajo ciertas condiciones (Ver Bucheli; Sotelo [3], capitulo II, seccién 2.2) son validas las

siguientes férmulas:
QIg e = I Qo.

b b
| ez v = [ v o).

(Férmula de integracién por partes).

Ejemplos sobre estos operadores se pueden encontrar en Bucheli; Sotelo [3], capitulo II,

pagina 15.

El siguiente teorema sera de gran ayuda en los capitulos posteriores ya que nos permite

componer los operadores de integracion.
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Teorema 18. (Propiedad de Semigrupo) Sean o > 0, 3 > 0 y la funcion ¢ € Ly([a,b)]).

Entonces

(i) Ig+ff+90 = I::ﬂSO
(i) I 1) o =1

Demostracion. (i) Por definicién tenemos

P = i [ e (v | @)
T t T
- r<a>1r<ﬁ>/a <x—t>1a </ t f(ﬂ)lﬂ‘”) -

Intercambiando el orden de integracién, lo cual es valido por el teorema de Tonelli.

Tenemos,

0@ = v |0 ([ e o

T Entonces t =s(z—7)+7 y (z—1t)=(x—7)(1—s). Luego
rT—T

arB ) = # v - ! xr—T 5 .
0@ = e 0 (] e )
B T T A
- e, 0 (] )
) B I S " R
- DT (6)/ (x —7)l-a- gdT = (a+ﬂ)/a (a;—T)l—(a+ﬂ>d
= I*"p(x).

Sea s =

Andlogamente se demuestra (ii). O

2.3. Derivadas Fraccionarias

En esta seccién introducimos la diferenciacion fraccionaria como operacién inversa de la

integracion fraccionaria haciendo uso de la inversién obtenida en la ecuacién de Abel.

Definicion 11. Sea 0 < a < 1. Si existen y son finitas las integrales

PeN@) = rrmaras |

(D)) = ~ 5 di [

1—a

x> a; (2.14)

\_/\_/

z <b, (2.15)



entonces ellas se llaman derivadas de orden « sequn Riemann-Liouville por izquierda y

derecha respectivamente, de la funcion f definida en |a,b].
Similarmente como se procedi6 para I* en adelante notaremos D en lugar de Dy, .

Observacién 11. Notemos que la solucion de la ecuacion de Abel es la derivada de orden

a de la funcion f.

Ejemplos. Calculemos la derivada fraccionaria de las siguientes funciones

1. Sea f(x) = (z — a)* !. Entonces

o B 1 d [*(t—a)* !
DN = Frma s |, et

g t—a
Con la sustitucién s = , tenemos
T—a

x (t _ a)a—l B 1 50‘_1(:8 _ a)o‘ .
/a @ne "= /0 (@ a)e(l— 55"

1
= / 59711 — 8)%s = B(a, 1 — ) = 0.
0

Luego,
(D*f)(x) = =———B(a,1 — ) = 0.

2. Observemos el caso mas general. Sea f(z) = (x —a) ™ con 0 < p <1, a+p < 1.

o B 1 d [*({t—a)*
(DN = s | et

Entonces,

. . . ., a . .
Bajo la misma sustitucién s = —— y aplicando el mismo proceso tenemos:
r—a

(1 - p) 1
I'l—p—a)(z—a)prte’

(Df)(x) =

Observacién 12. En particular D*f(x) = 0 si f(x) = (x —a)* 1, lo cual significa que la
funcion f para la derivada fraccionaria D f juega el mismo papel que una constante para

la diferenciacion habitual.

A continuacién damos una condicién suficiente para la existencia de las derivadas de orden

no entero, cuya demostracion se encuentra en Bucheli; Sotelo [3], capitulo II, seccién 2.3 .
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Teorema 19. Si f(z) € AC([a,b]), 0 < a < 1, entonces se tiene:

1. D¢, f y Dy f existen en casi todas partes.

2. Dichas derivadas también pueden representarse de la siguiente manera:

D2.0)0) = s | * [ e

DL TR P
(D“”“”‘ml—m{w—MQ‘Z;u—mJ‘

3. Sil<r<l/a, D fyDy fe L(ab]).

(2.16)

(2.17)

Notemos que en la definicion 11, a diferencia de las integrales fraccionarias que se

determinan para cualquier o > 0, las derivadas de orden no entero estdn definidas

solamente para 0 < « < 1. En seguida presentamos el caso a« > 1. Para este fin

utilizaremos la siguiente notacién « := [a] + {a}, donde [a] es la parte entera de a y

{a} la parte fraccionaria de a, 0 < {a} < 1.

Recordemos que si « es un nimero entero, entonces por derivada de orden « entenderemos

la diferenciacion habitual:

d\" d\*
(i) vome=(n)

Para a no entero procedemos de la siguiente manera:

Definicion 12. Sea o > 1, representamos las derivadas de orden o mediante las formulas:

N d (o] N d [o]+1 s
Dy, f = <d1:> Di-q-}f: (d:p) Ia+{ }f7

N d \ @ N d \ [+l e
DY f = <—dx> DI f = <_m> Ity

E’s decir,

=t (i) [ Gt molele

pp f= U (d>n/:f(t) dt,  n=[a]+1.
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En lo sucesivo utilizaremos la notaciéon Dg, = I, . Ademas la existencia de (2.18) y (2.19)

se garantizard en el capitulo posterior.

Ejemplos.

1. Sean 0 < < 1, p+ « ¢ N. La funcién f(x) = (x —a)™* posee derivada fraccionaria

de orden «a:
I'(1—p) 1
I'l—p—a)(z—a)prte’

(D f)(x) =
2. Sea f(x) = (z —a)* " donde n = 1,2, ..., [a] + 1. Entonces
(Df)(x) =0.
En efecto,

[a]+1
> Il_{a}(:c o a)a—n

led+1 T(a—n+1)
) 'l —{a}+a—-—n+1)

[a]+1 I'a—[a]) a—{a}—[a] _
) w o -

ne) = (
X
X

(.CL‘ - a)l—{a}—i—a—n

SIEEE RS

[—{a} +a—[a]
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Capitulo 3

LA CLASE AC"([a,b]) Y LA
FORMULA DE TAYLOR

A continuacién introducimos una clase de funciones que es generalizacién de AC([a,b]) y la
cual es herramienta fundamental para el cumplimiento del objetivo principal del presente

trabajo.

3.1. La clase AC"([a,b])

Definicion 13. La clase de funciones f continuamente diferenciables hasta el orden n—1
en [a,b] y con f1) absolutamente continua en dicho segmento, se denota AC™([a,b]).

FEs decir,

AC™([a,b]) == {f e ¢ Y([a,b]) : fV € AC([a, b])} .
Observacién 13. Es claro que AC *([a,b]) = AC([a,b]) y ademds
C™([a,b]) € AC™([a,b]) € C"([a, b]).

El siguiente resultado generaliza el teorema 9 y relaciona la clase AC " ([a, b]) con la integral

n-multiple de Lebesgue:

Teorema 20. A la clase AC ™ ([a,b]) pertenecen inicamente las funciones f que se pueden

representar en la forma:

B S AN () S
f(x)_(n—l)!/a(:z:—t)l—"deZ:OC’“( )", (3.1)
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(k
donde p = ) € Ly([a,b]) y Cp = / (a)} k=0,1,---,n—1.

Asi,

k!

feAC (b)) <= f(2) = (I"f™) (@) + Paca(a),

Donde P,,_1(z) = nz:l f(a) (x — a)*.

k=0 K

Demostracion. Procedemos inductivamente:

(1) El caso n = 1 se verifica en virtud del teorema 9.

(i) Supongamos que para n = k se tiene (3.2), es decir f € AC*([a,b]) si, y sélo si,

f@) = (15®) (@) + Pica (@),

Probemos que esta afirmacién también es valida para k + 1.

(3.2)

(3.3)

Como f € AC**1([a,b]), entonces f, f', f", ..., f*) € C([a,b]) y f® € AC ([a,b]).

Para la funcién f’ e g se tiene que g € AC ¥ ([a,b]) y por (3.3),

k—

o) = (#99) @+ 3 Do ap

=0

,_A

.

Integrando respecto a x en la igualdad anterior obtenemos:

L 0)(a .
f@) = [1(15®)] (a;)+f(a)+]z; 5 +(1))'(gg—a)J+1
F=1 e+
_ (R DY (g " frra) o
(11 y>+ﬂ>+FOU+D¢ )
_ (Ik:—i-lf(k-l—l)) zk: () (z — a)’.

Es decir,
f) = (141 £ () + Po(a).

Por el principio de induccién matemadtica la igualdad (3.1) se cumple para todo n € N.

35

O]



Ejemplo. Sea f(z) = (z —a)*™", n = 1,2,...,[a] + 1. Veamos que f € AC"([a,b]), es

decir:
n—1 (k)
fa) = (0 N + Y D e -
k=0
En efecto, para k =0,1,--- ,n—1,
DFf(z) = (a—n)a—n—1)(a—n—k+1)(x—a)* """

Dff(a) = o.

n—1 (k) a
Luego >’ f(k!() )(a: —a)f =0y
k=0

D'f(z)=(a—n)(a—n—1)---(a—2n+1)(z —a)®* "

Asi,
Inan(.Z') _ (O[ — n)(a — n(;i)l)' (a —2n+ 1) /x(x o t)n71<t - a)anndt.
Haciendo la sustitucién u = x:i obtenemos:
npn () = (O‘_n)(a_n_l)”'(a_zn—i_l)x_aa—n lua—Qn — W) Ydu
D) = . @=ar [Cun
= (a—n)la—n _I’(lr)o) cla=2n+1) (x —a)* "Bla—2n+1,n)
_ D (e —omapEl@=2n+ ) 6
= (a=—n)(a=n—1)---( 2 +1)F(a—n—|—1)( )
= (x—a)* ™

Por lo tanto f € AC"(]a,b)).
Lema 2. Sea a > 0. Si f € AC"™([a,b]), entonces
fr—a(z) =1""%f € AC"([a,b]), donde n = [a]+ 1.

Este lema se presenta si demostracién ya que se sale de los objetivos del trabajo, sin
embargo se garantiza usando la siguiente resultado (Ver Samko; Kilvas; Marichev [10],

féormula (14.27), teoremas 14.8 y 14.9, pagina 267).
Proposicion 2. Sea 0 < o < 1. Las funciones de la forma

flx) = f*(ac))’ 0<pu<l—a, donde f*(x) € AC(]a,b])
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se representan mediante la integral fraccionaria f = I1%p, ¢ € Li([a,b]) y ademds,

1 Cl-a)ft)+(t—a)f'?t)
'l —a)(z—a) /a (x —t)> d

El teorema que presentamos a continuacion garantiza la existencia de la derivada de orden

(D f)(x) = t.

a (a>0).
Teorema 21. Sea a >0y f € AC"([a,b]), n = [a] + 1. Entonces
(i) D*f existe p.c.t. x € [a,b].

(ii) Fs vdlida la formula:

. b (k) (g . 1 O
Df(m):kZOIM(x—a)k + )/a ( / Q dt.

Demostracion. Supongamos f € AC"([a,b]), n = [o] + 1.

n

d
(z7) Como I"f € AC"([a,b]) entonces (dw) I f existe p.c.t. x € [a,b] y ademés es

integrable.

(73) Segun (3.1),

1 t n) S (n
f(t)z(n_l)!/a (tf —ds +Zf a)k.

Por la férmula (2.18) tenemos:

DEN@ = 5z a;(n —1)! (J‘i)n / <(a: - t;a—nﬂ /t (tf_(nigf)_n ds) dt +

1 d\" [* f(”)
T(n—a) (d) / Z i

sean A y B el primer y segundo término respectivamente, de la tultima igualdad.

Entonces,

A= o (i) [ ( A (t@S_);;fﬁfs)ds> "

Mostremos que

x tt— )L (g C(n)D(n—a) [*(z—s)"f(s
/a (/a ( (:I;_)t)anJrl( )ds) dt = (F()Qn(—oz))/a ((x_i)a+1(n)d5‘ (3.4)
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Como f™=1) € AC([a,b]) entonces f™ € Ly([a, b]), luego (z—s)"f™(s) € L1([a, b])
(en virtud de la desigualdad de Hélder). Ademés 0 < a —n+ 1 = {a} < 1, asi por
la proposicién 1 tenemos que la integral de la derecha en (3.4) es finita, lo cual

garantiza el intercambiando el orden de integracién.
x t (t _ S)"_lf(")(s) x x (t _ S)n—lf(n)(s)
/ ( J= e P P N =)
T . T t—s n—1

tenemos:

Haciendo la sustitucién v =

xr— S
n—l(

| ( A “@?Zﬁﬁf”ds) i = (100 [ ) o

(
- /j (f(”)(s) /01 u" (1 - u)("_o‘)_ldu> ds

= /x —f(”)(s) B(n,n — a)ds

(.%' _ S)oz—i—l—?n
)

Luego,

ey (Ji)nf <—f(>)()d

Segun la regla generalizada de Leibniz,
(271—06—1) d n_1/$ 2In—2—
A = “ o n a g(n) ds:
'2n—«a) \dz a (=) f(s)ds;
continuando con este proceso n — 1 veces finalmente obtenemos:

A - (2n—a—1)(2n—a—2) 2n—a—n/f _ gyn=a=lgg

n—a

I'2n — a) a1
N F(n—aF(Qn—a / SO @)= ) ds

1 xr
- I'(n—a) /a (x — s)o‘ ”“ ds. (3.5)

Ahora calculemos B,

5 = it () B [




t—a

de igual manera como se procedié para A, hacemos la sustitucién u = —, para
obtener
n—1
1 f(n) (CL) d " k— 1 —a)—
B = el _ a+n ki1 _ (n—a)—1
I'(n—«) — k! dx (z—a) /0 w1 =) du
B 1 "Zl f™(a) Tk —a+n+1)T(k+1)(n—a) v
- I'(n-oa) ~ID(k+1) I(k—a+l) T(k-—a+n+l)
n—1 r(p) a—k
— (k—a+1)
Asi, de (3.5) y (3.6) tenemos:
n—1
f®)(a) - 1 /”” F(t)
Do = — 7 (x— o dt.
/(@) kzzo otk Y "t im—a ) gt
O
Ejemplo. Consideremos nuevamente la funcién f(z) = (x —a)* "™, n = 1,2,....[a] + 1.

En este caso f € AC"([a,b]) y segun el teorema anterior, existe la derivada fraccionaria

p.c.t. z € [a,b] donde,
(D*f)(x) = 0.

3.2. Integraciéon y diferenciacion fraccionaria

como operaciones inversas

d T
Es bien conocido que la diferenciacion R la integracién [ dt son operaciones inversas
x

a
xT

siempre que consideremos la siguiente composicién: . [ p(t)dt es decir,
x a

a
dz

xr
Pero la expresién [ ¢/(t)dt, se distingue de la funcién ¢ en una constante; en general
a

n
VAL <d> @ se diferencia de la funcién ¢ en un polinomio de grado » — 1. Un resultado
"
similar debe esperarse para las derivadas e integrales de orden no entero. Para estudiar la
composicién de los operadores D<, I¢ es conveniente iniciar con la caracterizacién de las

funciones de la clase I*(L;).
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Definicién 14. Sea o > 0, a la clase I“(L) pertenecen las funciones que se representan
mediante la integral de orden a de cierta funcion sumable: f = I%p, ¢ € L1([a,b]).

Es decir,
I9(Ly) = {f: f=1%,p € Li([a,b])}.
A continuacién presentamos una generalizacién del teorema 17.
Teorema 22. Para que f € I*(L1), a > 0 es necesario y suficiente que
fr—a € AC"([a,b]), (3.7)
donde n = [a] + 1, y que

W @)=0; k=012 n—1. (3.8)

n—o

Demostracion. Necesidad. Sean n = [a]+1y f = I1%p, con ¢ € Li([a,b]). En virtud de la

propiedad de semigrupo tenemos:
") (@) = I"*(I%))(x),
fo-a(@) = (I"¢)(x).

Asi por el teorema 20 la funcién f,_, pertenece a la clase AC' "([a, b]), donde P,_1(z) = 0;

pero esta representacion es tnica, asi

Cr = f® (@) =0, k=0,1,2--n—1.

Suficiencia. Sean fn,_o € AC"([a,b]) y f,sk_)a(a) =0, para k=0,1,2,---,n— 1. En virtud
del teorema 20

" f)@) = I"e)(x), ¢ € Li(la,b]).

")) = [ TI%)]().
En consecuencia,

" (f = I%¢))(z) = 0.
Esta ultima igualdad es la ecuacion homogénea de Abel, la cual tiene solucion trivial:
(f =I%)(z) =0,

puesto que 0 < n —a =1— {a} < 1. Por lo tanto f € I*(Ly).
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Observacion 14. Existen funciones que poseen derivada fraccionaria y sin embargo no
pertenecen a la clase I%(Ly), como es el caso de la funcion f(x) = (x—a)®* L con0 < a < 1,

donde (D f)(xz) = 0; pero esta funcion infringe la condicion (3.8) del teorema 22 pues

fi-a(a) =T(a) # 0.

Teniendo en cuenta que la existencia de la derivada en casi todas partes y su integrabilidad
. ., ., , . . . €T

garantizan la “recuperacién” de la funcién a través de su primitiva es decir, [ f'(t)dt #
a

f(z)+c, c es constante (Ver por ejemplo la funcién de Cantor, seccién 1.2.3). Esta clase de

“fendmenos” desaparecen para funciones absolutamente continuas. Igualmente en la teoria

fraccionaria la afirmacién: “D® f existe en casi todas partes y es sumable” no es suficiente

para la representacién de f como la integral fraccionaria de orden «. Para ello se debe

imponer una condicién mas fuerte, por lo cual introducimos la siguiente

Definicién 15. Sean o« > 0 y f € Li([a,b]). Diremos que la funcion f tiene derivada
fraccionaria sumable D*f si, y sélo si I"~*f € AC"([a,b]), n = [a] + 1.

Teorema 23. Sea o > 0. Si p € Li([a,b]), entonces

(D) (2) = ¢(x). (3.9)

Demostracion. Sea ¢ € Li([a,b]). Por la ecuaciones (2.18) y (2.12) tenemos:

t

o = ot () (g [ a

- r<>r<1—>(dd)/ /@(()—(ii)d "

Intercambiando el orden de integracién en virtud del teorema de Tonelli (ver teorema 14)

s
, tenemos:
r—Ss

y de la sustituciéon 7 =
T t

s)(t —s)* 1 f [ —s)*
/ st dt = / sO(S)/(f_t)o)Hmdt ds

a a a S
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T

_ / o(s)( — 5)"1 /1 ro=1(1 — r)n=a-Lr | ds
0

a
T

= B(a,n— a)/go(s)(a: — )" ds

= D(@l(n—a)(I"¢)(2).

La ultima igualdad se tiene por la ecuacién (2.11). De esta forma,

) =

+) o = vla)

Teorema 24. Sea a > 0. Si f € I*(L1), entonces es vdlida la igualdad:

(I*D*f)(z) = f(x).

Demostracion. Es inmediata en virtud de la ecuacién (3.9).

O]

Ejemplos. En la siguiente tabla se presentan algunas funciones (en la columna derecha)

pertenecientes a la clase I*(L;) para las cuales se verifica la igualdad del teorema

anterior. Se entiende que los pardmetros que intervienen toman valores dentro del

dominio de definicién de las respectivas funciones:

Tabla de integrales

o(z), a<z<b (I*¢)(z), >0, a€eR, meN
(0= a)! -y
(x —a)’! L) (z—a)*!
g M e
(@ o) P o+ P (0 (e =)
n(z — a) Sy (e — )+ (1) — ¥+ 1)
(z — &) In(z — a) Fffﬂgx—@MﬂJ%w»—Ma+ﬂyme—@y
@@ e —a) | @0 Cp T < (F@ B)) 0™ *(z — a)
(2 — a)f-leX %@ — @)™ By (asa + B Ae — Aa)
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3.3. Foérmula de Taylor

En esta parte presentamos el objetivo fundamental del trabajo: la variante fraccionaria de

la formula de Taylor y algunas aplicaciones elementales de dicha teoria.

Teorema 25. (Foérmula de Taylor) Si f € Li([a,b]) con derivada D*f sumable (en el

sentido de la definicion 15), entonces

nfll)a—k—l a
U Z N —],;() :

k=0
donde n = [a]+ 1 y Ry(z) = (I*D*f)(z).

(z — a)* %1 4 Ry (), (3.10)

Demostracion. Como I"~*f € AC"([a,b]), entonces por teorema 20 y la representacién

(3.2) tenemos:

n—1 k(mn—a a
(=) = o)) + Y DI gy
=0

k

n—1 Skta—n a
= e + 3 P Dy

= [I”(D“IQ)D“f)]]gx;]+ Py (x)
= [["(I*DYf))(x) + Po1(z). (3.11)
Sea P,_1(z) = (I"*)(x) donde ¢ € Ly([a,b]). Reemplazando en (3.11) obtenemos la
ecuacién homogénea de Abel,
(" (f = I°DYf = )] () = 0,
(f —I1°Df —p)(z) = O. (3.12)

Pero,
A ()
Na+k—n+1)

)k+a—n‘

Y(x) = (D" *Pyy)(z) = (x —a
k=0

Asi en (3.12) tenemos:

n-1 k+a—n
j{: D + f( ) (Z

(a+k-—n+1)" a)"TT 4 (17D f) (x).

k= 0
Ahora considerando la sustitucion m =n — 1 — k,

— DO! me 1f( ) a—m-—
o — (zx—a) Y4 Ry(z)

m=0
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Observaciones.

» En particular para 0 < a < 1, la férmula (3.10) se reduce a:

_ flfa (a)
I'(a)

f(z) (x —a)* ™" + (1D f)(=).

s Otra forma de escritura para la férmula de Taylor es:

S~ DM ()
f=) :j:Z_nF(oH—j—i—l)

(:L' _ a)a+j + (Ia+nDa+nf)($).
En efecto, de la férmula (3.10) donde n — 1 < v < n tenemos 2n—1 < a+n < 2ny

2n—1 Da+n—m—1f(a)
I'(a+n—m)

fz) = (z = a)* ™ (14D f) ().

m=0
Haciendo la sustituciéon k =n —m — 1,

n—1

f@)= Y e O o gy g esnpeen )

Z T(a+j+1)

» Sea aw=m con m € N, asi en la ecuacién (3.10) tenemos:

m (k_l) a
f@) = St amom )
k=1

Es decir, la férmula clasica de Taylor con el residuo en forma integral.

3.4. Aplicaciones

Presentamos finalmente algunas funciones facilmente representables en la féormula de

Taylor.

1. Sea f(z)=(r—a)* '+ (xr—a)*2 1< a<?2 asi n =2y se obtiene la férmula:

(D1 f)(a) D2 f)(a)

f(z) = o) (x — a)o‘_l + ( Mo —1) (x — a)o‘_2 + Ro(z). (3.13)
Como (D1 f)(z) = T'(a) y (D*72f)(z) == ?(g))(:n —a)+ F(?(I)l, entonces en
la ecuacién (3.13) tenemos:

f@) = pede- a4 e e - 0 Rale)

= (z—a)* '+ (z—a)*%+ Ry(x).
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Por lo tanto Rg(x) = 0.

En este caso observamos que (I*D“f)(z) # f(x), ya que

(I*Df)(x) = Ro(x) =

. Sea la funcién f(z) = (z — a)* ' In(z — a).

Supongamos 2 < a < 3,asin=3y
(I'"“f)x) = T(a)[p(a) = (1) + (e - a)],
(D' f)(@) = T(a)[p(a)—v(1)].

(IPf)(2) = wor(e—a)[¥(a) —$(2) +In(z — a)],
(D*?f)(a) = o

(7)) = (@ —a)? W(a) = $(3) + In(z — a)],
(Df)(a) = o

Reemplazando en la férmula de Taylor tenemos,

(2 =a)*'In(z—a) = (z-a)*" [Y(a) = P(1)] + Ra(a).

. Sea f(z) = (v —a)* 1M, A >0y a > 0. De acuerdo a la tabla de integrales,

I'(a)er
I'(a+5)

Aqui 1Fi(a;a + B; Az — Aa) es la funcién hipergeométrica de Gauss que se define

(Iﬁf)(ac) = (x—a)o‘+ﬁ_11F1(a;a+ﬁ;)\x—/\a).

como:
1F1 (a5 a4 05 Az—ha) = Z ' (o) == a(a+1)-(a+j—-1) y (a)o = 1.
jZO

Sil < a< 2entonces n =2y por lo tanto,

(D" f)(a) (D*2f)(a)

—a a—1
A v oy

fz) = (2 = a)*™? + Ra(z).

Observemos que:
(I'=f)@) = T(a)e™ Fi(a: 1Az — Aa),
(D1 f)(a) = T(a)e;
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(o) = SO ) B2 - M),
(D°2f)(a) = 0.

De esta manera obtenemos:

(x —a)* e = (z — a)* e + Ry(x).

En el caso de funciones elementales se hace necesario el uso de derivadas fraccionarias que
se expresan a través de funciones especiales las cuales no presentamos por su complejidad

(Ver Samko; Kilvas; Marichev [10]).
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