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Introducción

Imaginemos que tenemos una información (secreto) la cual podemos fraccionar en n par-

tes; cada una de estas se entrega a una única persona de tal forma que si se quiere recuperar

la información se pueda hacer sólo con un número mı́nimo de fracciones reunidas, es decir

se reúne un número k (con k < n) de personas que poseen partes del secreto y con estas

se puede acceder a la información inicial.

Un Esquema para Compartir un Secreto es un arreglo en el cual se fracciona una

información y se entrega a un número determinado de personas con la posibilidad de re-

cuperarla al reunir de nuevo las partes. Un Esquema de Umbral para Compartir un

Secreto es aquel que permite recuperar la información inicial con un mı́nimo de partes

(umbral). Este último depende de dos números, n que es la cantidad de partes en las que se

fraccionó la información y k el umbral que se necesita para recuperar la información inicial.

Para ilustrar lo anterior: la bóveda de un banco se puede proteger de manera que entre

un grupo de 5 personas, cualquier grupo de 3 o más puedan abrirla pero ningún grupo de

menos de 3 tenga tal posibilidad. Para esto se puede adecuar a la bóveda con 10 cerradu-

ras cada una de las cuales requiere de 3 llaves para abrirse, además a cada persona se le

entregan 6 llaves para que pueda intervenir en los diferentes grupos de 3 en que podŕıa
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estar. En el caso general, si se quisiera autorizar a todos los grupos de k personas en un

grupo de n, se debeŕıan disponer
(
n
k

)
cerraduras y a cada persona asignarle

(
n−1
k−1

)
llaves.

Esto resultaŕıa poco práctico teniendo en cuenta que para n = 10 y k = 3 el número de

cerraduras seŕıa de 120 y a cada persona se le debeŕıan asignar 36 llaves.

No conocemos un dato exacto de cómo o cuándo se planteó la necesidad de construir un

esquema de umbral por primera vez, pero los primeros esquemas aplicables a números

grandes fueron dados a conocer por Adi Shamir (Massachusetts Institute of Tegnology)

[16] y George Robert (Bob) Blakley Jr. (Texas A& M University) [3] en 1979; el esquema

de Shamir se basa en la interpolación de polinomios, mientras que el esquema de Blakley

usa hiperplanos geométricos. También son conocidos otros esquemas como los presentados

por Asmuth y Bloom [2] (1982) y Maurice Mignotte [11] (1983) los cuales se basan en el

Teorema Chino de los Residuos.

Nuestro interés se centrará en un Esquema de umbral basado en el Teorema chino de los

residuos usando como módulos los términos de una Sucesión de Mignotte.

Sorin Iftene profesor de la Universidad Alexandru Ioan Cuza en desarrollo de su tesis de

doctorado [8] en Ciencias de la Computación presentada en el año 2007 ante la misma

universidad, retoma los esquemas de umbral y en particular retoma el esquema propuesto

por Mignotte, proponiendo un nuevo esquema que utiliza una Generalización del Teore-

ma Chino de los Residuos, considerando como módulos los términos de una sucesión que

surge de generalizar las sucesiones de Mignotte.

En este trabajo presentamos los elementos necesarios para comprender la propuesta de
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Sorin Iftene y hacemos la correspondiente presentación de la misma.



Preliminares

El matemático, poeta y militar chino Sun Tsu vivió alrededor del siglo III a.C. Fue autor

del libro El arte de la guerra y además planteó el siguiente problema:

Tengo un conjunto de objetos.

Cuando los cuento de tres en tres, me sobran dos;

cuando los cuento de cinco en cinco, me sobran tres;

cuando los cuento de siete en siete, me sobran dos.

¿Cuántos objetos poseo?

La solución al anterior acertijo la da el Teorema Chino de los Residuos.

Teorema 0.0.1 (Teorema Chino de los Residuos). Sean m1,m2, ...,mn enteros po-

sitivos primos relativos por parejas, a1, a2, ..., an enteros arbitrarios, entonces el sistema

x ≡ a1 (mód m1)

...

x ≡ an (mód mn)

tiene solución única módulo m1 ·m2 · · ·mn.

11
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Definición 0.0.1 (Hiperplano geométrico). Un hiperplano geométrico es un subespa-

cio de dimensión n−1 en un espacio de dimensión n. Si H es un hiperplano de V se dice

que H tiene codimensión 1.

Definición 0.0.2 (Polinomio Interpolante de Lagrange o Interpolación de La-

grange). Dados n + 1 puntos (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) en R2, con x0, x1, . . . , xn dis-

tintos por parejas, existe un único polinomio

p(x) =
n∑
k=0

yk · lk(x)

de grado a lo más n llamado polinomio interpolante de Lagrange, el cual satisface p(xk) =

yk para todo k = 0, 1, . . . , n. Cada lk(x) es un polinomio de grado n para todo k =

0, 1, . . . , n y es de la forma:

lk(x) =
n∏
j=0
j 6=k

(x− xj)
(xk − xj)

para todo k = 0, 1, . . . , n.

Además los polinomios lk(x) son polinomios fundamentales de Lagrange que satisfacen

lk(x− j) =

1 si k = j

0 si k 6= j

esto para todo j, k = 0, 1, . . . , n

Teorema 0.0.2 (Teorema de los Números Primos). Para todo x ∈ R+, π(x) repre-

senta el número de primos menores o iguales a x, entonces π(x) ≈ x

lnx
o más precisa-

mente

ĺım
x→∞

π(x)
x

lnx

= 1.



Caṕıtulo 1

Esquemas de Umbral

En algunas ocasiones no queremos que una información se conozca en su totalidad por una

única persona, entonces fraccionamos la información y entregamos sus partes de manera

que la información repartida se pueda recuperar con la totalidad de las partes o con un

número determinado de ellas. Esto se formaliza como sigue:

Definición 1.0.3 (Esquema para compartir un secreto). Un esquema para compar-

tir un secreto es un arreglo en el cual se fracciona una información en n partes que se

entregan a n personas de manera que la información se puede recuperar.

Cuando podemos recuperar la información en su totalidad con un número menor que el

total de las partes estamos usando un esquema de umbral para compartir un secreto. Esto

es:

Definición 1.0.4 (Esquema de umbral). Un esquema de umbral es un esquema pa-

ra compartir un secreto que permite recuperar la información inicial con un mı́nimo de

partes, que depende de n y k, donde n es la cantidad de partes en las cuales se fracciona

13



CAPÍTULO 1. ESQUEMAS DE UMBRAL 14

la información y k es el conjunto mı́nimo de partes que se debe reunir para recuperar la

información (umbral).

No se conoce un dato exacto sobre como surgió este problema, sin embargo en 1979 se da

una primera solución con los esquemas de umbral de Adi Shamir y George Blakley.

Existen diferentes esquemas de umbral de los cuales nombramos algunos a continuación.

1.1. Esquema de Shamir

Adi Shamir (1952), Criptógrafo israeĺı, Licenciado en Matemáticas de la Universidad de

Tel Aviv (Israel) en 1973, maestro y doctor en Ciencias de la Computación. Actualmente

es profesor del Instituto de Weizmann (Israel).

El esquema de Adi Shamir se basa en la interpolación de polinomios y opera de acuerdo

a lo siguiente: Para entregar las partes de la información

Escogemos S en R.

Escogemos al azar a a1, a2, . . . , ak−1 y a0 = S (k < n) luego construimos el polino-

mio:

q(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ ak−1x

k−1.

Entregamos las parejas (i, yi) donde yi = q(i), para todo i = 1, ..., n.

La recuperación de la información funciona como sigue:

Si tenemos k de estas parejas (i1, yi1), ..., (ik, yik), usamos interpolación de polinomios
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para encontrar los coeficientes del polinomio de grado k − 1, puesto que a0 = S entonces

q(0) = S, aśı encontramos el secreto.

Si sólo tenemos k− 1 parejas podŕıamos construir un polinomio de grado k− 2 pero este

no arroja información sobre S.

Usualmente se usa aritmética modular en lugar de aritmética real, para esto consideramos

el conjunto de los enteros módulo un primo p, los cuales forman un cuerpo en el cual se

puede utilizar la interpolación de polinomios. Escogemos S y un primo p mayor que S y

n. Los coeficientes a1, a2, ..., ak−1 de q(x) se escogen de manera arbitraria en [0, p) y los yi

se modulan módulo p.

Si sólo tenemos k − 1 partes de S podemos construir un polinomio de grado k − 1 para

cada valor S ′ en [0, p). La seguridad se garantiza con un intervalo [0, p) grande.

Ejemplo

Aritmética real

Sea S = 1234 el secreto y queremos dividirla en 6 partes de forma que 3 personas

puedan recuperar. Escogemos al azar los números a1 = 166, a2 = 94 y dado a0 =

1234, construimos un polinomio de grado 3:

p(x) = 1234 + 166x+ 94x2.

Calculamos 6 puntos para obtener las parejas (1, 1494), (2, 1942), (3, 2578), (4, 3402),

(5, 4414), (6, 5614), que son las parejas a entregar.

Supongamos que tenemos 3 de las anteriores parejas, digamos (i1, yi1) = (2, 1942),

(i2, yi2) = (4, 3402), (i3, yi3) = (5, 4414), usamos el método de interpolación de La-
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grange para construir un polinomio. Entonces

l0 =
x− x1
x0 − x1

· x− x2
x0 − x2

=
x− 4

2− 4
· x− 5

2− 5
=

1

6
x2 − 2

3
x+

10

3

l1 =
x− x0
x1 − x0

· x− x2
x1 − x2

=
x− 2

4− 2
· x− 5

4− 5
= −1

2
x2 +

7

2
x− 5

l2 =
x− x2
x2 − x0

· x− x1
x2 − x1

=
x− 2

5− 2
· x− 4

5− 4
=

1

3
x2 − 2x+

8

3
.

Luego p(x) =
∑2

i=0 yili(x), aśı

p(x) = 1942(
1

6
x2 − 2

3
x+

10

3
) + 3402(−1

2
x2 +

7

2
x− 5) + 4414(

1

3
x2 − 2x+

8

3
)

= 1234 + 166x+ 94x2,

luego p(0) = 1234, es decir S = 1234.

Si tenemos sólo 2 parejas, se construye un polinomio lineal, pero este no arroja ma-

yor información del secreto que hemos escondido.

Aritmética modular

Escogemos S = 15, n = 5, k = 3 y p = 137. Seleccionamos arbitrariamente a a1, a2

en Zp, esto es: a1 = 58 y a2 = 121, construimos el polinomio de grado 2

p(x) = 15 + 58x+ 121x2,

evaluamos los puntos 1, 2, 3, 4, 5 y obtenemos las parejas:

(1, 57), (2, 67), (3, 45), (4, 128), (5, 42)

y estas son las que entregamos a los participantes.

Supongamos ahora que se reúnen 3 participantes con las siguientes parejas:

(3, 45), (4, 128), (5, 42),
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usamos entonces el método de interpolación de Lagrange para construir un polinomio

de grado 2, modulando los resultados:

l0 =
x− x1
x0 − x1

· x− x2
x0 − x2

=
x− 4

3− 4
· x− 5

3− 5
= 69x2 + 64x+ 10

l1 =
x− x0
x1 − x0

· x− x2
x1 − x2

=
x− 3

4− 3
· x− 5

4− 5
= 139x2 + 8x+ 122

l2 =
x− x2
x2 − x0

· x− x1
x2 − x1

=
x− 3

5− 3
· x− 4

5− 4
= 69x2 + 65x+ 6

aśı encontramos p(x),

p(x) = 45(69x2 + 64x+ 10) + 128(139x2 + 8x+ 122) + 42(69x2 + 65x+ 6)

= 121x2 + 58x+ 15.

Entonces evaluando p(x) en 0 obtenemos S = 15 recuperando el secreto.

Si se tiene menos de k, por ejemplo k − 1, podŕıamos escoger cualquier número

r ∈ Z137 para construir el polinomio y suponer que p(0) = r pero es claro que en

cuanto el intervalo [0, 137) existen muchas posibilidades.

1.2. Esquema de Blakley

George Robert (Bob) Blakley Jr, Criptógrafo americano, Licenciado en F́ısica de la Uni-

versidad de Georgetown. Profesor de la Universidad de Illinois y la Universidad Estatal

de New York, fue cofundador de la revista internacional de la Seguridad de la Información

publicada por Spring-Verlag en 2000 y es miembro de su consejo asesor actualmente.

El esquema de Blakley se basa en hiperplanos geométricos de la siguiente manera:

Dado n el numero de participantes, escogemos un primo p mayor que n.
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Nuestro secreto S es un valor que depende de un punto v en un espacio Zk+1
p .

Establecemos n ecuaciones de hiperplanos geométricos de manera que cada uno de

ellos pase por el punto v. Estas ecuaciones serán entregadas a los participantes.

El proceso de recuperación funciona como sigue:

Si tenemos k hiperplanos se intersectan obteniendo un subespacio de dimensión 1 que es

la recta que une al punto v y al origen.

Si tenemos menos de k hiperplanos, supongamos k − 1 su intersección arroja un subes-

pacio de dimensión 2 que contiene al punto v pero en el cual no tenemos elementos para

recuperarlo.

Ejemplo

1. Consideremos n = 3, k = 2, p = 23, y v = (9, 1, 2) con S = 9, es decir S es la primera

componente del punto escogido, para determinar las ecuaciones de los hiperplanos

que debemos entregar construiremos una matriz aśı:
9 1 2

1 4 6

8 5 1

11 10 1


Dicha matriz debe cumplir con las siguientes condiciones:

Cada una de sus filas de contener un único 1 y las demás componentes son

elementos de Zp distintos.

Cada submatriz 2x2 debe ser invertible.
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Los determinantes de las submatrices de orden 2 deben ser distintos por parejas.

Con esta matriz obtenemos que las ecuaciones de los hiperplanos son:

59x+ 9y + 35z = 0 (1.1)

52x+ 7y + 37z = 0 (1.2)

42x+ 13y + 18z = 0. (1.3)

Para recuperar el secreto supongamos que tenemos dos de estas, sean 1.1 y 1.2,

establecemos su intersección obteniendo el punto:
35

31

1


este punto indica la recta sobre la cual se encuentra el punto v del cual sabemos

que tiene un 1 en una de sus componentes. Tenemos entonces 3 candidatos a ser el

punto v, estos dependen de las tres posibilidades de obtener un múltiplo del punto

hallado con una componente 1, a saber:
35

31

1

 ,


1

18

13

 ,


9

1

2

,

y el último de los anteriores es el punto que escogimos y el cual contiene el secreto.
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1.3. Esquema de Asmuth-Bloom

Charles Asmuth y Jonathan Bloom, Ingenieros. El esquema de Asmuth-Bloom se basa en

el Teorema Chino de los Residuos, haciendo uso de unas sucesiones especiales de enteros.

Esto es, sean r,m1 < · · · < mn enteros positivos primos relativos por parejas tales que:

r ·mn−k+2 · · ·mn < m1 · · ·mk.

Usando la anterior sucesión establecemos las parejas a entregar de la siguiente manera:

La sucesión es pública para todos los participantes.

Escogemos S en Zr.

Tomamos γ arbitrario tal que d = S+γ ·r ∈ Zm1···mk
y además d > r ·mn−k+2 · · ·mn.

Las parejas (Ii,mi) a entregar se forman de manera que d ≡ Ii (mód mi), para todo

i = 1, ..., n.

Entregamos a cada participante una pareja (Ii,mi)

El esquema funciona de la siguiente manera:

Si tenemos k parejas podemos obtener a S, estableciendo el sistema de congruencias,

x ≡ Ii1 (mód mi1),

...

x ≡ Iik (mód mik).

Aplicamos el Teorema Chino de los Residuos y encontramos un x0 = d solución del sis-

tema anterior, dado que x0 es la solución única módulo mi1 · mi2 · · ·mik y escogimos a

d < m1 · · ·mk < mi1 ·mi2 · · ·mik , ahora para encontrar a S hacemos S ≡ x0 (mód r), y
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obtenemos el secreto S original.

Si tenemos menos de k pareja, supongamos k− 1 entonces al establecer las congruencias:

x ≡ Ii1 (mód mi1),

...

x ≡ Iik−1
(mód mik−1

),

aplicamos nuevamente el teorema chino de los residuos y obtenemos un x′0 módulomi1 · · ·mik−1

pero mi1 · · ·mik−1
< mn ·mn−1 · · ·mn−k+2, aśı debemos buscar un número congruente con

x′0 en el intervalo (r ·mn−k+2 · · ·mn,m1 · · ·mk) para luego encontrar su congruencia módu-

lo r, lo cual resulta dif́ıcil si el intervalo lo hacemos muy grande.

Ejemplo

1. Sean 17, 19, 23, 29, 31, 37, r = 6, donde M = 17·19·23 = 7429 y N = 6·31·37 = 6882,

tenemos M > N tomamos S = 5, y γ = 1150, tendremos pues que d = 5+1150 ·6 ∈

Z17·19·23, establecemos con d de la siguiente manera:

d ≡ 3 (mód 17),

d ≡ 8 (mód 19),

d ≡ 5 (mód 23),

d ≡ 3 (mód 29),

d ≡ 23 (mód 31),

d ≡ 23 (mód 37),

luego las parejas a entregar serán (3, 17), (8, 19), (5, 23), (3, 29), (23, 31), (23, 37).

Para recuperar el secreto, supongamos que tenemos 3 de estas parejas, sean (3, 17),
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(5, 23), (3, 29), establecemos el sistema de congruencias

x ≡ 3 (mód 17),

x ≡ 5 (mód 23),

x ≡ 3 (mód 29).

Aplicando el teorema chino de los residuos obtenemos x0 = 6905 módulo 11339,

entonces para encontrar S a x0 lo modulamos con 6, es decir hacemos 6905 ≡ 5

(mód 6), aśı encontramos el secreto.

supongamos que solo tenemos (3, 17), (8, 19), establecemos el sistema:

x ≡ 3 (mód 17),

x ≡ 8 (mód 19),

aplicamos el teorema chino de los residuos y obtenemos x′0 = 1338 entonces busca-

remos un los números congruente con 1338 en el intervalo (6882, 7429).

Nota: El esquema de Mignotte será tratado con detalle en el siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Esquema de Mignotte

Maurice Mignotte matemático francés, profesor de la universidad Strasburg (Francia) en

1986 presentó un esquema de umbral basado en el teorema chino de los residuos y plan-

teó las sucesiones de umbral o sucesiones de Mignotte las cuales usa para el desarrollo de

este esquema.

Las sucesiones (k, n) de Mignotte nacen con el esquema de umbral que lleva el mismo

nombre.

2.1. Sucesiones (k, n) de Mignotte

Definición 2.1.1 (Sucesión (k, n) de Mignotte). Dados n, k enteros positivos con

2 ≤ k ≤ n, una sucesión (k, n) de Mignotte es una sucesión creciente de enteros positivos

primos relativos por parejas m1, ...,mn tales que:

M = m1 ·m2 · · ·mk > mn ·mn−1 · · ·mn−k+2 = N,

23
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es decir, el producto de los k menores es mayor que el producto de los k − 1 mayores.

Ejemplos

Los números 5, 7, 9, 11, 13 conforman una (3, 5) sucesión de Mignotte, veamos M =

5 · 7 · 9 = 315 y N = 11 · 13 = 143, aśı M > N

Los números 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167 conforman una sucesión (3, 9)

de Mignotte, veamos M = 127 · 131 · 137 = 2279269 y N = 163 · 167 = 27221 con

M > N .

La construcción de sucesiones (k, n) de Mignotte no es un problema trivial, en [9] encon-

tramos pautas para construir estas sucesiones dados cualesquiera n y k con 2 ≤ k ≤ n.

Enseguida presentaremos algunos resultados para la construcción de dichas sucesiones.

Lema 2.1.1. La sucesión

{(
k2

k2 − 1

)k2}∞
k=2

, k ≥ 2 es una sucesión decreciente y además

tiene como ĺımite e.

Demostración. Veamos que la sucesión es decreciente, para esto analizaremos el com-

portamiento de la siguiente función con x real.

f(x) =

(
x2

x2 − 1

)x2
,

luego

f ′(x) = 2x

[
ln

x2

x2 − 1
− 1

x2 − 1

](
x2

x2 − 1

)x2
,
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pero

(
x2

x2 − 1

)x2
> 0 y

1

x2 − 1
> ln

x2

x2 − 1
. Entonces la sucesión es decreciente.

Mostramos ahora que su limite es e, para esto hacemos un cambio de variable a variable

real, definimos f(x) =

(
x2

x2 − 1

)x2
.

ĺım
x→∞

(
x2

x2 − 1

)
= ĺım

x→∞
e
x2 ln

(
x2

x2−1

)
,

para esto

ĺım
x→∞

x2 ln

(
x2

x2 − 1

)
= ĺım

x→∞

ln
(

x2

x2−1

)
1
x2

= ĺım
x→∞

1
x2

x2−1

· −2x
(x2−1)2

−2x
x4

= ĺım
x→∞

−2x
x2(x2−1)
−2x
x4

= ĺım
x→∞

x4

x2(x2 − 1)

= ĺım
x→∞

x2

x2 − 1
= 1.

Aśı

ĺım
x→∞

(
x2

x2 − 1

)x2
= e

?

Del teorema de los números primos obtenemos los siguientes resultados que demostramos:

Proposición 2.1.1. Sea pn el n-ésimo primo y sea α un número real con 0 < α < 1.

Denotamos con π(n, α) el número de primos en el intervalo (pαn, pn]. Entonces tenemos
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que para todos n, t suficientemente grandes se cumple

π(n+ t, α) ≈ (n+ t)

(
1− 1

αp1−αn+t

)
.

Demostración. Tenemos que π(n+t, α) es el número de primos en el intervalo (pαn+t, pn+t]

de aqúı que:

π(n+ t, α) = π(pn+t)− π(pαn+t)

≈ pn+t
ln pn+t

−
pαn+t

ln pαn+t

=
pn+t

ln pn+1

−
pαn+t

α ln pn+t

=
pn+t

ln pn+t

(
1−

pα−1n+t

α

)
=

pn+t
ln pn+t

(
1− 1

αp1−αn+t

)
≈ π(pn+t)

(
1− 1

αp1−αn+1

)
= (n+ t)

(
1− 1

αp1−αn+t

)
.

Con esto hemos confirmado la aproximación. ?

Proposición 2.1.2. En particular, para cualesquiera k, n con 2 ≤ k ≤ n existen enteros

t arbitrariamente grandes tales que

π

(
t,
k2 − 1

k2

)
> n.

Demostración. La sucesión decreciente

{(
k2

k2 − 1

)k2}∞
k=2

toma su valor máximo en k =

2 y es
256

81
< 5. Como 5 >

(
k2

k2 − 1

)k2
, entonces

k2 − 1

k2
5

1
k2 > 1, luego

k2 − 1

k2
5

1
k2 −1 > 0.
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Buscamos un entero h tal que

h >
n

k2−1
k2

5
1
k2 − 1

=
n

k2−1
k2

p
1
k2

3 − 1
,

como n ≥ 2 y h ≥ 1 entonces n+ h ≥ 3, luego

h > n

k2−1

k2
p

1
k2
3 −1

≥ n

k2−1

k2
p

1
k2
n+h−1

h

(
k2−1
k2

p
1
k2

n+h − 1

)
> n

h

(
k2−1
k2

p
1
k2

n+h

)
> n+ h

h >
n+ h

k2−1
k2

p
1
k2

n+h

n+ h >
n+ h

k2−1
k2

p
1
k2

n+h

+ n

(n+ h)

(
1− 1

k2−1

k2
p

1
k2
n+h

)
> n.

Haciendo t = n+ h, tenemos la desigualdad requerida:

π

(
t,
k2 − 1

k2

)
= π

(
n+ h,

k2 − 1

k2

)
≈ (n+ h)

1− 1

k2−1
k2

p
1
k2

n+h

 > n

?
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2.2. Construcción de Sucesiones (k, n) de Mignotte

Mostramos que para n y k dados con 2 ≤ k ≤ n se puede garantizar la existencia de al

menos una sucesión (k, n) de Mignotte. Para esto utilizamos la proposición 2.1.2.

Tomamos un t arbitrariamente grande que garantiza que existen al menos n primos en el

intervalo (
p

k2−1

k2

t , pt

]
Puesto que tenemos n o más primos en el intervalo, tomamos los n últimos reorganizándo-

los de la siguiente manera:

mi = pt−n+1, i = 1, . . . , n,

formamos ahora los productos

M = m1 ·m2 · · ·mk y N = mn ·mn−1 · · ·mn−k+2.

Ahora

m1 ·m2 · · ·mk ≥ p
k2−1

k2

t ,

puesto que para cada j = 1 . . . k tenemos mj > p
k2−1

k2

t . Además

pk−1t ≥ mn ·mn−1 · · ·mn−k+2 pues para cada i = n− k + 2, . . . , n tenemos mi < pt.

También tenemos que

k2 − 1

k2
− (k − 1) =

k2 − 1− k2 + k

k
=
k − 1

k
> 0

de aqúı que p
k2−1

k
t > pk−1t y entonces obtenemos

M = m1 ·m2 · · ·mk ≥ p
k2−1

k
t > pk−1t ≥ mn ·mn−1 · · ·mn−k+2 = N.
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Esto muestra que en efecto la sucesión constituida por los mi es una sucesión (k, n) de

Mignotte.

Ejemplo

Con ayuda de Matlab construimos una sucesión (k, n) de Mignotte.

Con n = 15 y k = 3 el menor h que nos sirve es h = 44. Entonces t = n+ h = 59 y

Matlab nos da pt = 281 y la siguiente lista de primos consecutivos:

197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 263, 269, 271, 277, 281.

Veamos que es una sucesión de Mignotte,

M = (197 · 199 · 211) = 8271833 > 77837 = (277 · 281) = N.

2.3. Esquema de Mignotte

Teorema 2.3.1 (Construcción de un Esquema de Umbral). Para todos n y k con

2 ≤ k ≤ n existe un esquema (k, n) de umbral.

Demostración. Consideremos m1, . . . ,mn enteros positivos primos relativos por parejas,

tales que estos determinen una sucesión de Mignotte. Sean

M = m1 ·m2 · · ·mk y N = mn · · ·mn−k+2

sea S el secreto, un entero tal que N ≤ S ≤M y las parejas (a1,m1), . . . (an,mn) definidas
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por

S ≡ a1 (mód m1),

S ≡ a2 (mód m2),

...

S ≡ an (mód mn).

Mostramos que el secreto S y las parejas {(a1,m1), (a2,m2), . . . (an,mn)} definen un es-

quema (k, n) de umbral.

Conocidas k de estas parejas, supongamos {(ai1 ,mi1), . . . (aik ,mik)}, consideramos el sis-

tema de congruencias

x ≡ ai1 (mód mi1),

x ≡ ai2 (mód mi2),

...

x ≡ aik (mód mik).

Aplicando el teorema chino de los residuos, este sistema tiene solución única módulo

mi1 · mi2 · · ·mik , la que denotamos S ′. Dado que mi1 · mi2 · · ·mik ≥ M > S > N y S

también es solución de este sistema, tenemos que S ′ = S, entonces S ′ es el secreto buscado.

Supongamos ahora que conocemos menos de k parejas, es decir {(ai1 ,mi1) . . . (aik−1
,mik−1

)},
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consideremos

x ≡ ai1 (mód mi1),

x ≡ ai2 (mód mi2),

...

x ≡ aik−1
(mód mik−1

).

Aplicando nuevamente el teorema chino de los residuos obtenemos una solución S ′ única

módulo mi1 ·mi2 · · ·mik−1
. Como S ′ ≤ mi1 · · ·mik−1

< N < S < M tendremos que buscar

entre
M −N
N

posibilidades para encontrar exactamente a S ≡ S ′ (mód mi1 ·mi2 · · ·mik−1
).

Aqúı vemos que la seguridad del esquema depende de que el factor
M −N
N

sea grande.?

Utilizando una sucesión (k, n) de Mignotte como la construida al principio tenemos que

M −N
N

≥ p
k2−1

k
t − pk−1t

pk−1t

= p
k−1
k

t − 1.

Aśı para que el esquema tenga éxito a la hora de brindar seguridad debemos escoger t,

en el momento de construir la sucesión (k, n) de Mignotte, de manera que p
k−1
k

t − 1 sea lo

suficientemente grande para hacer dif́ıcil computacionalmente la búsqueda de secreto S.

Por ejemplo si quisiéramos más de 1000 posibilidades de evaluación para S, el primo pt

debe ser tal que pt > 1001
k

k−1 .

Ejemplos

Los números 5, 7, 9, 11, 13 conforman una sucesión (3, 5) Mignotte, M = 315 y N =
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143. Con N < S < M de manera que:

S ≡ 0 (mód 5),

S ≡ 4 (mód 7),

S ≡ 1 (mód 9),

S ≡ 4 (mód 11),

S ≡ 1 (mód 13),

entregamos las parejas (0, 5), (4, 7), (1, 9), (4, 11), (1, 13). Si tenemos (0, 5), (1, 9) y

(1, 13) resolvemos el sistema

x ≡ 0 (mód 5),

x ≡ 1 (mód 9),

x ≡ 1 (mód 13),

aplicando el teorema chino de los residuos y obtenemos que la respuesta es S ′ =

235 = S. Si tenemos sólo dos parejas, supongamos (4, 7) y (4, 11), con el sistema

x ≡ 4 (mód 7),

x ≡ 4 (mód 11),

y nuevamente aplicando el teorema chino de los residuos tenemos S ′ = 4 módulo

77, luego S ≡ 4 (mód 77). Ahora, entre N y M tenemos

235 ≡ 312 ≡ 4 (mód 77).

Los números 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 conforman una sucesión (4, 8) de Mignotte

con M = 392863 y N = 8286, tomando S = 87320 establecemos las respectivas



CAPÍTULO 2. ESQUEMA DE MIGNOTTE 33

congruencias para fraccionar y repartir nuestro secreto.

Si se dispone sólo de tres congruencias,

x ≡ 12 (mód 23),

x ≡ 1 (mód 29),

x ≡ 0 (mód 37).

Usando el teorema chino de los residuos obtenemos S ′ = 3630, quien es congruente

con S módulo 24679, pero N < S < M . Debemos buscar entre más de
M −N
N

posibilidades en este caso 15.

Usando la sucesión (3, 15) de Mignotte encontrada

197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 263, 269, 271, 277, 281,

y S = 8193996 y obtenemos las parejas

(175, 197), (171, 199), (22, 211), (84, 223), (204, 227), (147, 229), (85, 233), (120, 239),

(237, 241), (101, 251), (65, 257), (231, 263), (256, 269), (40, 271), (59, 277), (36, 281).

Supongamos que tenemos 3 de las anteriores parejas (175, 197), (84, 223), (36, 281).

Establecemos el sistema de congruencias:

x ≡ 175 (mód 197),

x ≡ 84 (mód 223),

x ≡ 36 (mód 281),
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aplicando el teorema chino de los residuos obtenemos que la solución es x′ = 8193996

(mód 12344611) y x′ = S.

Si sólo tenemos 2 supongamos (204, 227), (237, 241), establecemos el sistema:

x ≡ 204 (mód 227),

x ≡ 237 (mód 241),

aśı aplicando el teorema chino de los residuos obtenemos una solución x′ = 42653

(mód 54707), luego para encontrar a S debemos buscarlo en (77837, 8271833) y en

este caso tenemos aproximadamente 105 posibilidades.

Si deseamos una sucesión (3, 15) de Mignotte en donde hayan más de 200 posibili-

dades buscamos un primo pt > 2003/2 con t ≥ 59. Con t = 410 obtenemos pt = 2833

y la sucesión

2713, 2719, 2729, 2731, 2741, 2749, 2753, 2767, 2777,

2789, 2797, 2801, 2803, 2819, 2833

con M = 2713 · 2719 · 2729 = 20130869663 > 7986227 = 2819 · 2833 = N y
M −N
N

> 2519.

2.4. Comentarios

Una mejora que proponemos para el esquema de Mignotte es que la sucesión no sea públi-

ca. En el esquema normal los participantes conocen el intervalo (N,M), aśı estos pueden

conocer donde se encuentra el secreto S y además el número de posibilidades para encon-

trarlo cuando se conocen menos parejas que el umbral k. Teniendo los participantes k− 1
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parejas o menos podŕıan establecer una cota mı́nima y empezar a buscar el secreto pero

no tienen una constante superior con la cual acotar las posibilidades para encontrar a S,

volviendo las posibilidades infinitas.

Invito a estudiar esta mejora en el esquema de Mignotte.

Ejercicio propuesto

Trate de establecer un intervalo (N,M) donde se encuentre el secreto S con las

siguientes parejas (28, 211), (121, 227) sabiendo que k = 3.



Caṕıtulo 3

Esquema de Mignotte Generalizado

Sorin Iftene, Matemático, Rumano propone un nuevo esquema basándose en una generali-

zación del teorema chino de los residuos y generalizando las sucesiones (k, n) de Mignotte.

En esta sección presentamos en detalle la construcción de dicho esquema y las sucesiones

(k, n) de Mignotte generalizadas cumpliendo aśı el objetivo principal de este trabajo.

3.1. Una generalización del Teorema Chino de los

Residuos

En el teorema chino de los residuos, el que los módulos sean primos relativos por parejas

es condición suficiente para que exista solución al sistema de congruencias. A continuación

presentamos una generalización en la cual los módulos del sistema no son primos relativos

por parejas.

En primer lugar mostramos un resultado en el cual se establece una ley de distribución

entre el máximo común divisor y el mı́nimo común múltiplo cuando se involucran tres

números.

36
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Lema 3.1.1. Si a, b, c son enteros positivos, entonces (a, [b, c]) = [(a, b), (a, c)].

Demostración. veamos que los dos términos de la igualdad propuesta se dividen mutua-

mente.

Por definición de máximo común divisor tenemos

(a, b) | a y (a, b) | b.

Combinando con la noción de mı́nimo común múltiplo,

b | [b, c] de donde (a, b) | [b, c].

Tenemos entonces

(a, b) | a y (a, b) | [b, c],

de donde

(a, b) | (a, [b, c]).

Análogamente se concluye

(a, c) | (a, [b, c])

y como (a, [b, c]) es múltiplo de (a, c) y de (a, b), entonces

[(a, b), (a, c)] | (a, [b, c]).
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Ahora involucramos enteros x, y, z, w tales que (a, b) = ax + by y (a, c) = az +

cw. También usamos el hecho de que para enteros positivos k,m, n tenemos las

igualdades [k,m](k,m) = km y ((k,m), n) = (k,m, n) = ((k,m), (k, n)). En su

momento introduciremos además los enteros

r =
c

(a, b, c)
s =

ax+ by

((a, b), (a, c))
t =

[a, (b, c)]

a
.

Reescribimos entonces

[(a, b), (a, c)] =
(a, b)(a, c)

((a, b), (a, c))

=
(ax+ by)(az + cw)

((a, b), (a, c))

= axw
c

(a, b, c)
+ az

(ax+ by)

((a, b), (a, c))
+

bcyw

(a, (b, c))

= a(xwr + zs) +
bcyw[a, (b, c)]

a(b, c)

= a(xwr + zs) +
bc

(b, c)
yw

[a, (b, c)]

a

= a(xwr + zs) + [b, c](ywt)

Esto muestra que [(a, b), (a, c)] es combinación de a y [b, c] de donde

(a, [b, c]) | [(a, b), (a, c)].

En conclusión hemos garantizado la igualdad propuesta. ?

La proposición siguiente garantiza que lo demostrado para el mı́nimo común múltiplo de

dos números se puede extender al caso en que tenemos el mı́nimo común múltiplo de

cualquier cantidad finita de números.
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Proposición 3.1.1. Sean a, b1, . . . , bn enteros positivos tales que [b1, . . . , bn] = m, enton-

ces (a,m) = [(a, b1), (a, b2), . . . , (a, bn)].

Demostración. Utilizando principio de inducción matemática: Para n = 2, tenemos el

Lema 3.1.1. Supongamos el resultado válido para cualquier entero menor que n y sean

b1, b2, . . . , bn enteros arbitrarios, entonces

(a, [b1, . . . , bn−1, bn]) = [(a, [b1, . . . , bn−1]), (a, bn)]

= [[(a, b1), . . . (a, bn−1)], (a, bn)]

= [(a, b1), . . . (a, bn−1), (a, bn)]

?

Nota: Se usó la asociatividad del mı́nimo común múltiplo, esto es que para r ≥ 2, los

enteros positivos si satisfacen [[s1, . . . , sr], sr+1] = [s1, . . . , sr, sr+1].

Establecido lo anterior procedemos a presentar la generalización del Teorema Chino de

los Residuos.

Teorema 3.1.1 (Generalización del Teorema Chino de los Residuos). Sean m1,m2, . . . ,mn

son enteros positivos y a1, a2, . . . , an enteros arbitrarios, el sistema

x ≡ a1 (mód m1),

x ≡ a2 (mód m2),

...

x ≡ an (mód mn),

tiene solución si y sólo si para todos i 6= j, se cumple que (mi,mj) | ai − aj. Además, si

hay solución esta es única módulo [m1,m2, . . .mn]
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Demostración.

Si existe una solución, llamémosla c. Para i 6= j tenemos mj | c− aj y mi | ai − c y

consecuentemente (mi,mj) | ai − aj.

Veamos la unicidad de la solución. Si c y d son soluciones, mi | c − d para todo i

y por definición de mı́nimo común múltiplo, [m1, . . . ,mn] | c − d. Esto es, c ≡ d

(mód [m1, ...,mn]).

Para el rećıproco utilicemos principio de inducción matemática. Inicialmente consi-

deramos n = 2:

x ≡ a1 (mód m1),

x ≡ a2 (mód m2),

donde (m1,m2) | a1− a2. La congruencia m2 · x ≡ a1− a2 (mód m1) tiene (m1,m2)

soluciones, sea c una de estas, entonces

m2 · c+ a2 ≡ a1 (mód m1),

m2 · c+ a2 ≡ a2 (mód m2).

Aśı, m2 · c+ a2 es solución del sistema (con la unicidad garantizada anteriormente).

Ahora supongamos que el resultado es válido siempre que se tengan n congruen-

cias y consideramos m1, . . . ,mn,mn+1, enteros positivos, a1, . . . , an, an+1, enteros

arbitrarios tales que:

(mi,mj) | ai − aj para i 6= j.
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Al considerar el sistema

x ≡ a1 (mód m1),

x ≡ a2 (mód m2),

...

x ≡ an+1 (mód mn+1),

tenemos por hipótesis inductiva que el sistema correspondiente a las primeras n con-

gruencias tiene solución única módulo [m1, . . . ,mn] = m. Llamemos c a tal solución

y planteemos el sistema:

x ≡ c (mód m) (3.1)

x ≡ an+1 (mód mn+1). (3.2)

Para cada i = 1, . . . , n tenemos, mi | c − ai y (mi,mn+1) | ai − an+1, luego

(mi,mn+1) | c− an+1, de donde

[(m1,mn+1), (m2,mn+1), . . . , (mn,mn+1)] | c− an+1.

Reescribiendo el divisor según la proposición demostrada, obtenemos

(m,mn+1) | c− an+1

y por el caso n = 2, el sistema que establece 3.1 y 3.2 tiene solución única módulo

[m,mn+1] = [m1, . . . ,mn+1].

Finalmente, si d es la solución del anterior sistema tenemos:

d ≡ c ≡ ai (mód m),

d ≡ an+1 (mód mn+1).
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Como d ≡ c (mód m) y c es solución del sistema correspondiente a las primeras n

congruencias, entonces d ≡ ai (mód mi) para cada i = 1, . . . , n. Aśı d es solución del

sistema con las n+ 1 congruencias. El principio de inducción nos garantiza entonces

la validez del Teorema. ?

Ejemplos

Consideremos el sistema de congruencias:

x ≡ 12 (mód 15),

x ≡ 2 (mód 10),

x ≡ 6 (mód 12),

x ≡ 9 (mód 21),

para que este sistema tenga solución debe cumplirse que cada máximo común divisor

entre cada par debe dividir la resta, respectivamente esto es:

(15, 10) = 5 ; 5 | 12− 2,

(10, 12) = 2 ; 2 | 2− 6,

(12, 21) = 3 ; 3 | 6− 9,

(15, 12) = 3 ; 3 | 12− 6,

(15, 21) = 3 ; 3 | 12− 9,

(10, 21) = 1 ; 1 | 2− 9.

Luego por las hipótesis del teorema tenemos que el sistema de congruencia tiene
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solución, para esto resolvemos el sistema

x ≡ 12 (mód 15)

x ≡ 2 (mód 10)
; 5 | 12− 2,

encontramos la solución a la siguiente congruencia 10x ≡ 10 (mód 15), aśı tenemos

las siguientes soluciones: x = 1, 4, 7, 10, 13. Si tomamos x = 1, entonces la solución

esta dada por:

10 · 1 + 2 ≡ 12 (mód 15),

10 · 1 + 2 ≡ 2 (mód 10),

luego la solución será 12 (mód 30).

Ahora si x = 4, entonces

10 · 4 + 2 ≡ 12 (mód 15),

10 · 4 + 2 ≡ 2 (mód 10).

La solución en este caso será 42 (mód 30) pero 42 ≡ 12 (mód 30), análogamente se

prueba para x = 7, 10, 13.

Planteamos ahora el sistema

x ≡ 12 (mód 30)

x ≡ 6 (mód 12)
; 6 | 12− 6,

resolvemos la congruencia 12x ≡ 6 (mód 30), en este caso tomamos x = 3 y la

solución está dada por 42 (mód 60).
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Ahora resolvemos el sistema

x ≡ 42 (mód 60)

x ≡ 9 (mód 21)
; 3 | 42− 9,

aśı al resolver la congruencia 21x ≡ 33 (mód 60), que tiene como solución x = 13

obtenemos la solución al sistema de congruencias que es 282 (mód 420). Compro-

bemos:

282 ≡ 12 (mód 15), ; 15 | 282− 12 = 270,

282 ≡ 2 (mód 10), ; 10 | 282− 2 = 280,

282 ≡ 6 (mód 12), ; 12 | 282− 6 = 276,

282 ≡ 9 (mód 21), ; 21 | 282− 9 = 272.

Consideremos el sistema de congruencias:

x ≡ 9 (mód 15),

x ≡ 6 (mód 21),

x ≡ 15 (mód 26),

x ≡ 12 (mód 33),

x ≡ 11 (mód 34),
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veamos que se cumplen las condiciones del teorema, esto es

(15, 21) = 3 ; 3 | 9− 6,

(15, 26) = 1 ; 1 | 9− 15,

(15, 33) = 3 ; 3 | 9− 12,

(15, 34) = 1 ; 1 | 9− 11,

(21, 26) = 1 ; 1 | 6− 15,

(21, 33) = 3 ; 3 | 6− 12,

(21, 34) = 1 ; 1 | 6− 11,

(26, 33) = 1 ; 1 | 15− 12,

(26, 34) = 2 ; 2 | 15− 11,

(33, 34) = 1 ; 1 | 12− 11.

Aśı podemos aplicar el teorema y encontramos que la solución al sistema es 13509

(mód 510510).
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Consideremos el siguiente sistema de congruencias:

x ≡ 3 (mód 8),

x ≡ 5 (mód 10),

x ≡ 10 (mód 13),

x ≡ 11 (mód 24),

x ≡ 23 (mód 29),

x ≡ 27 (mód 43),

x ≡ 17 (mód 53),

x ≡ 45 (mód 85),

x ≡ 49 (mód 91).

Tiene solución x = 1313330795 (mód 12269133240), esta solución la indica mupad.

3.2. Sucesiones (k, n) de Mignotte Generalizadas

Sorin Iftene en 2006 presenta una nueva propuesta para un esquema de umbral gene-

ralizando el esquema de Mignotte al apoyarse en una sucesión con términos no primos

relativos por parejas. Esta propuesta surge mientras desarrollaba su tesis de doctorado en

Ciencias de la Computación.

Presentaremos a continuación los resultados obtenidos por Sorin Iftene.

Definición 3.2.1 (Sucesión (k, n) de Mignotte Generalizada). Sea n un entero

positivo, n ≥ 2 y 2 ≤ k ≤ n. Una sucesión (k, n) de Mignotte generalizada es una
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sucesión m1,m2, . . . ,mn de enteros positivos tales que

β = máx
1≤i1<...<ik−1≤n

([mi1 , ...,mik−1
]) < mı́n

1≤i1<...<ik≤n
([mi1 , ...,mik ]) = α.

Nota: Claramente la anterior definición es una generalización de las sucesiones (k, n) de

Mignotte, dado que en éstas el mı́nimo de los mı́nimos comunes múltiplos de conjuntos

de k elementos y el máximo de los mı́nimos comunes múltiplos de conjuntos de k − 1

elementos, coinciden respectivamente con el producto de los k menores y el producto de

los k − 1 mayores. Esto porque los mi, 1 ≤ i ≤ n son primos relativos por parejas.

Iftene sugiere en [5] una manera de construir una sucesión (k, n) de Mignotte generalizada.

Lema 3.2.1. Sean m1,m2, . . . ,mn enteros que conforman una sucesión (k, n) de Mignot-

te con M = m1 · · · · ·mk, N = mn · · · · ·mn−k+2 y δ tal que (δ,mi) = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Entonces los números δ ·m1, δ ·m2, . . . , δ ·mn conforman una sucesión (k, n) de Mignotte

generalizada.

Demostración. Consideremos la sucesión δ ·m1, δ ·m2, . . . , δ ·mn y veamos que es una

sucesión (k, n) de Mignotte generalizada. En general para encontrar el mı́nimo común

múltiplo de t elementos de la anterior sucesión δ ·mi1 , . . . , δ ·mit hacemos

[δ ·mi1 , . . . , δ ·mit ] = δ[mi1 , . . . ,mit ] = δ ·mi1 · · ·mit

de aqúı,

β = máx
1≤i1<...<ik−1≤n

([δ ·mi1 , ..., δ ·mik−1
]) = δ ·m1 · · ·mk = δ ·N,

α = mı́n
1≤i1<...<ik≤n

([δ ·mi1 , ..., δ ·mik ]) = δ ·mn · · ·mk+2 = δ ·M

como M > N , entonces α > β.
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Esto muestra que la anterior es una sucesión (k, n) de Mignotte generalizada. ?

Ejemplos

1. La Sucesión 5, 7, 9, 11, 13 es una sucesión (3, 5) de Mignotte, si tomamos δ = 2

quien es primo relativo con cada uno de los términos de la sucesión, obtenemos

10, 14, 18, 22, 26 la cual es una sucesión (3, 5) de Mignotte generalizada con

α = 630 y β = 286.

2. Los números 15, 21, 33, 26, 34 conforman una sucesión (3, 5) de Mignotte generaliza-

da, con:

3-Conjuntos MCM 2-Conjuntos MCM

[15,21,26] 1170 [15,21] 105

[15,21,33] 1155 [15,26] 309

[15,21,34] 3570 [15,33] 165

[15,26,33] 4290 [15,34] 510

[15,26,34] 6630 [21,26] 546

[15,33,34] 5610 [21,33] 231

[21,26,33] 6006 [21,34] 714

[21,26,34] 9282 [26,33] 858

[21,33,34] 7854 [26,34] 442

[26,33,34] 14586 [33,34] 1122

α = 1155 y β = 1122.
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3.3. Esquema de Mignotte Generalizado

Sea m1,m2, . . . ,mn una sucesión (k, n) de Mignotte generalizada con

β = máx
1≤i1<...<ik−1≤n

([mi1 , ...,mik−1
]),

α = mı́n
1≤i1<...<ik≤n

([mi1 , ...,mik ]).

La sucesión es pública para todos los participantes.

Escogemos a S un número arbitrario, tal que β < S < α.

Las parejas (I1,m1), (I2,m2), . . . , (In,mn) se escogen de manera que S ≡ Ii (mód mi).

La recuperación de la información funciona como sigue:

Supongamos que conocemos k de las anteriores parejas, (Ii1 ,mi1), . . . , (Iik ,mik) donde

1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, aśı establecemos el sistema de congruencias

x ≡ Ii1 (mód mi1)

x ≡ Ii2 (mód mi2)

...

x ≡ Iik (mód mik).

Aplicando la generalización del teorema chino de los residuos presentada anteriormente

obtenemos la solución única S ′ (mód [mi1 , . . . ,mik ]). Afirmamos que S ′ = S puesto que

S < α y

α < [mi1 , ...,mik ].
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Si tenemos menos de k parejas supongamos (Ii1 ,mi−1), . . . , (Iik−1
,mik−1

) donde 1 ≤ i1 <

· · · < ik−1 ≤ n, establecemos nuevamente el sistema de congruencias

x ≡ Ii1 (mód mi1),

...

x ≡ Iik1 (mód mik−1
).

Aplicando nuevamente la generalización del teorema chino de los residuos obtenemos

una solución única S ′ (mód [mi1 , . . . ,mik−1
]), además S ′ ≡ S (mód [mi1 , . . . ,mik−1

]) pero

S ′ 6= S puesto que S > β y

β > [mi1 , ...,mik−1
],

aśı para encontrar a S debemos buscar entre
α− β
β

posibilidades lo que indica que debe-

mos construir sucesiones (k, n) de Mignotte generalizadas con un intervalo (β, α) grande.

Ejemplo

1. Los números 454, 458, 466, 478, 591, 597, 633, 669 conforman una sucesión (3, 8) de

Mignotte generalizada con α = 24224078 y β = 319782, escogiendo S = 10101011,

obtenemos las parejas (419, 454), (279, 458), (461, 466), (393, 478), (230, 591),

(368, 597), (230, 633), (449, 669).

Supongamos que conocemos 3 de dichas parejas (419, 454), (393, 478), (230, 633),

entonces conformamos el sistema de congruencias correspondiente:

x ≡ 419 (mód 454),

x ≡ 393 (mód 478),

x ≡ 230 (mód 633),
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aplicamos la generalización del teorema chino de los residuos obteniendo x = 10101011

(mód 68684298) y dado que la generalización nos arroja una solución única, enton-

ces x = S.

Si sólo conocemos dos de las anteriores parejas, supongamos (279, 458), (368, 597)

nuevamente establecemos el sistema de congruencias:

x ≡ 279 (mód 458),

x ≡ 368 (mód 597),

aśı aplicando la generalización del teorema chino de los residuos obtenemos x =

257675 quien es congruente con S módulo 273426, en este caso para encontrar a S

tenemos 74 posibilidades.

En el esquema de Mignotte vimos cómo pod́ıamos generar sucesiones de Mignotte y hallar

un intervalo donde la búsqueda del secreto sea lo suficientemente dif́ıcil. Con el lema 3.2.1

podemos obtener sucesiones generalizadas que dependen de las sucesiones de Mignotte lo

cual implica generar muchos números primos. Iftene deja abiertos dos problemas: cons-

truir sucesiones de Mignotte generalizadas con miras a que las operaciones modulares a

realizar al momento de la implementación sean rápidas y construir sucesiones de Mignotte

generalizadas con un factor
α− β
β

grande sin involucrar muchos primos.

3.4. Implementación

Dado un esquema de Mignotte generalizado basado en una sucesión (k, n) de Mignotte

generalizada y conocidos los correspondientes α, β, el proceso para recuperar la informa-
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ción conociendo k parejas involucra los siguientes cálculos.

Dados (Ii1 ,mik), . . . , (Iik ,mik), usamos el algoritmo de Euclides para hallar (mi1 ,mi2) =

d2 obteniendo d2 = mi1s1 + mi2r1, hallamos M2 = [mi1 ,mi2 ] =
mi1 ·mi2

d2
.Entonces

c2 = s1
Ii1 − Ii2
d2

es solución de la congruencia

mi2x ≡ Ii1 − Ii2 (mód mi1).

y b2 = mi2 · c2 + Ii2 módulo M2 es la solución a las primeras dos congruencias.

Calculamos d3 = (mi3 ,M2) = (mi3 , [mi1 ,mi2 ]) obteniendo d3 = mi3s2 + M2r2, y

M3 = [mi1 ,mi2 ,mi3 ] = [[mi1 ,mi2 ],mi3 ] = [M2,mi3 ] =
M2 ·mi3

d3
. Entonces c3 =

s2
b2 − Ii3
d3

es solución de la congruencia

mi3x ≡ b2 − Ii3 (mód M2),

y b3 = mi3 · c3 + Ii3 solución de las primeras tres congruencias módulo M3.

En general en el paso t-ésimo hacemos dt+1 = (mit+1 ,Mt) con dt+1 = mit+1st +Mtrt

y

Mt+1 = [mi1 , . . . ,mit+1 ] = [[mi1 , . . . ,mit ],mit+1 ]

= [Mt,mit+1 ] =
mit+1 ·Mt

dt+1

.

Entonces ct+1 = st
bt − Iit+1

dt+1

es solución de la congruencia

mit+1x ≡ bt − Iit+1 (mód Mt),
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y bt+1 = mit+1 · ct+1 + Iit+1 es la solución de las primeras t+ 1 congruencias módulo

Mt+1.

En k − 1 pasos encontramos la solución del sistema de k congruencias, módulo

Mk = [Mk−1,mik ] = [mi1 , . . . ,mik ].

Veamos como funciona la implementación del esquema con un ejemplo.

Ejemplo.

Los números 17, 18, 19, 20, 21 conforman una sucesión (3, 5) de Mignotte generali-

zada, con α = 1260 y β = 420. Sea S = 737 el secreto que ocultaremos, obtenemos

las parejas

(6, 17), (17, 18), (15, 19), (17, 20), (2, 21).

Supongamos que conocemos 3 parejas (17, 18), (17, 20), (2, 21), establecemos el sis-

tema de congruencias:

x ≡ 6 (mód 17),

x ≡ 17 (mód 20),

x ≡ 2 (mód 21).

Siguiendo el proceso descrito en la implementación:

Encontramos (18, 20) = 2 = 20− 18 y [18, 20] = 180, entonces s1 = 1

y c2 =
17− 17

2
1 = 0 y la solución a las dos primeras congruencias es b2 =

20(0) + 17 = 17 (mód 340) quien es solución de las primeras dos congruencias.
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Ahora encontramos (180, 21) = 3 = 180(2) + 21(−17) y [18, 20, 21] = 1260, aśı

s2 = −17 y c3 =
47− 2

3
(−17) = −255 ≡ 1005 (mód 1260) y entonces b3 =

21(1005) + 2 = 21107 ≡ 947 (mód 1260) quien es solución del sistema de 3 con-

gruencias.



Comentarios Finales

El Teorema Chino de los Residuos es una herramienta antigua y relativamente sen-

cilla en la cual se tiene acceso en el curso de teoŕıa de números. Sin embargo, fue

esta herramienta la principal motivación de este trabajo por su conexión con un

problema de criptograf́ıa. Esto es un indicador de que problemas muy interesantes

y de actualidad pueden estar apoyados en conceptos relativamente elementales.

Al presentar los esquemas de umbral para compartir un secreto, se espera motivar el

estudio de los mismos en la Universidad, invitando a profundizar en la descripción

de alguno de ellos en particular el esquema de Blakley.

Una mejora a la seguridad en los esquemas de Mignotte y su generalización se puede

obtener si las correspondientes sucesiones no son públicas, pues no existe forma de

acotar el intervalo de búsqueda.

La construcción de sucesiones (k, n) de Mignotte generalizadas es por si mismo un

problema que puede motivar a futuros trabajos de grado de la Universidad o iniciar

algún proyecto de investigación.
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