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INTRODUCCION

Es conocido que el cilindro y el plano son superficies regulares distintas, pero en lo que
concierne a cuestiones métricas intrinsecas como son longitud, dngulo, area ellas se com-
portan localmente de la misma manera. Este hecho es importante en geometria diferencial
y su estudio se hace utilizando el concepto de isometria. También se conoce, gracias a la
proyeccion estereografica, que la esfera y el plano se comportan de la misma manera en lo
concerniente a la preservacién de la medida de los angulos. Este hecho permite introducir

el concepto de equivalencia conforme entre superficies regulares.

Ahora bién dado que la geometria diferencial es una herramienta importante en el estudio
de las matematicas; se pretende realizar una monografia de las isometrias y transforma-
ciones conformes en la esfera n-dimensional (n > 2). Dicho estudio se hard tomando como
punto de partida algunas definiciones y proposiciones en la teoria de superficies regulares,
posteriormente se llevara a cabo un analisis detallado de la teoria de isometrias y trans-
formaciones conformes para cualquier superficie regular, y se finalizara con el estudio de

estas aplicaciones en S™.

Este trabajo monogréfico inicia en el primer capitulo con la presentaciéon de los conceptos
preliminares tales como el de superficie regular, diferenciabilidad entre superficies regula-
res y uno de los mas importantes; la primera y la segunda forma fundamental, elementos

geométricos claves en desarrollo de los resultados que aqui se presentaran.
En el segundo capitulo se harda un analisis detallado de las aplicaciones conformes e
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isométricas, mostrando algunos ejemplos de superficies localmente isométricas y local-
mente conformes de forma que ilustren mejor las proposiciones que alli se presentan,
entre otras cosas se probard también que la esfera es localmente conforme al plano. Pos-
teriormente gracias a las ecuaciones de compatibilidad y los simbolos de Christoffel se
demostrara el teorema egregium de Gauss. Es mas gracias a derivada covariante y el teo-
rema de existencia y unicidad de las geodésicas se logra probar cuando una aplicacion

@ S" — S™ es una isometria.

En el tercer capitulo, consideraremos un campo vectorial sobre S? y a partir del teorema de
existencia y unicidad de las curvas integrales sobre superficies regulares se hallara su grupo
de transformaciones {t4},.r denominado el grupo uniparamétrico de difeomorfismos y
gracias a la teoria desarrollada en el capitulo dos se probara que dichas aplicaciones son
conformes. Todo este analisis nos permite definir unas aplicaciones conformes de S™ en
S™ denotadas como F, donde g € B"'(0) estas aplicaciones son de interes dado que ellas
generan el grupo conforme de S™ en el siguiente sentido: Cada transformacién conforme
de G = {¢ : S — S"| ¢ es una aplicacién conforme} puede ser expresada por ¢ o F

donde ¢ es una transformacién ortogonal de S™ y g algiin elemento de B**(0).

IX



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién se dardn algunas definiciones basicas tales como el superficie regular,
diferenciabilidad entre superficies regulares, primera y segunda forma fundamental; entre
otras. Es mas las definiciones y algunas proposiciones se presentaran de forma que estén
autocontenidas de tal manera que el lector pueda apreciar mejor el desarrollo del segundo

y tercer capitulo en donde se probaran los resultados centrales de este trabajo.

1.1. Definicién de superficie regular

Definicién 1.1 (Superficie regular). Un subconjunto S C R3, S # ¢ es una superficie
reqular si, para cada p € S, existe una vecindad V de R? y una funcion X : U — VNS

de un conjunto abierto U C R? sobre VNS C R3 tal que

1. X es diferenciable, (es decir cada funcién componente tiene derivadas parciales con-

tinuas de todos los ordenes).

2. X es un homeomorfismo, es decir una funcion biyectiva continua con inversa

X 1.vVnNnS—U continua.



Figura 1.1: Interpretacién geométrica de la definicién (1.1)

3. Para cada q € U, la diferencial dX, : R* — R® es inyectiva.

A la funcién X se le llama parametrizaciéon de S en p o un sistema de coordenadas (locales)
de S en p. De ahora en adelante los abiertos se tomaran con la topologia usual y S, S, S;
S, denotaran superficies regulares en R3.

A continuacién mostraremos un ejemplo que ilustre la definicién (1.1).

Ejemplo 1. S? = {(z,y,2) € R¥/2? + y* 4+ 22 = 1} es una superficie reqular.

Una forma de obtener una parametrizaciéon de la esfera es considerar la denominada
proyeccion estereografica
7:58%—{N} —R* N =(0,0,1)
(@,y,2) = 7(z,y,2) = (u,v) € zy;
donde zy = {(u,v)| u,v € R}.

Consideremos una recta a(t) : R — R3 que pasa por P = (z,y,2) # N, donde P € S? y

tiene por vector director a P — N, luego la ecuacién de la recta es:



Figura 1.2: La proyeccién estereografica.

alt)y=N+t(P—N) ,teR
=(0,0,1) +t(x,y,z — 1)
= (tz,ty, 1 +t(z — 1)) = (a1 (1), aa(t), az(t)).
Ahora hallemos t, de tal forma que
a(to) = (ai(to), az(to), 0).
Luego,

l+t(z—1)=0 asi to =

por lo tanto

a(to):( ’ Lo), A1 (1.1)

Sea

Luego,
r=u(l-2), y=v(l-2). (1.2)

Como P = (x,y,2) € S?. Entonces al reemplazar en 2% + y* + 2% = 1 y al hacer algunas

transformaciones se llega a la siguiente ecuacién cuadratica:

(u* +v* +1)22 —2(u® + vz + (v +0v* — 1) = 0;



cuyas soluciones son:

2,2y _
z1 =1, 29 = %
El caso z; = 1 no es posible dado que en (1.1), z # 1.
Sustituyendo el valor de z; en (1.2) se obtiene que:
2u 2v
LS P TeAT VS ETeT

Estas ecuaciones nos establecen una relacién entre un punto P = (z,y, 2) € S? y un punto
(u,v) del plano zy.

Asi una parametrizacién de la esfera sin el punto N = (0,0, 1) viene dada por

2 2 2 21
X(u,v) =7 u,v) = ( a Y vy )

W42+ 17wz 02+ 1 w2 40241
= (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

En primer lugar note que z(u,v)? + y(u,v)* + 2(u,v)? = 1.

Ahora probemos que X satisface las condiciones para ser una parametizaciéon de S2.
Claramente para cada P € S? existe V =R* —{N} y X : R? — S? NV = 5% — {N}
donde P # N.

1. Note que X (u,v) esta bien definida dado que el denominador no se anula, es mas

X (u,v) admite derivadas de todos los ordenes. Por lo tanto X (u, v) es diferenciable.

2. Probemos que X es un homeomorfismo. Como

o) = (1)

1—2'1—2
es una funcién continua , pues por hipétesis z # 1. Ademas
X o X Yz,y,2) = (x,y,2) para todo (z,y,2) € S* —{N} y X' o X(u,v) = (u,v)

para todo (u,v) € R? por lo tanto X es biyectiva. As{ X es un homeomorfismo.



3. Ahora probemos que la diferencial dX, : R? — R? es inyectiva. Dado que

Ox,y) 41 -2
I(u,v) (U +0v241)3
Ow,z) 8v
O(u,v)  (u+v2+1)3
oNy,z) —8u
O(u,v)  (u2+0v241)3

Entonces para que se anulen simultaneamente las expresiones anteriores debe suce-

der que la suma de sus cuadrados también se anule, asi:

(8(m,y))2+ (8(x,z))2+ ((9(3/,2))2 _16(1+4u? + 0% + oY) 40

d(u,v) 0(u,v) O0(u,v) (u? 4+ 02 +1)8

En consecuencia dX, : R* — R? es inyectiva.

En el caso en que P = N de forma analoga podemos encontrar otra parametrizacion

X :R?— 52— {S}, S=(0,0,—1) definida por

Y(U’U):( 2u 2v 1—(u2+v2)>

w2+ 17w+ 02 4+1" w2+ +1

y de manera similar se prueba que X satisface las tres condiciones de la definicién (1.1).
A continuacién se dara la definicion de curva regular con el fin de mostrar que una

superficie de revolucion es regular.

Definicién 1.2 (Curva regular). Un subconjunto C C R3, se dice que es una curva
reqular, si para cada p € C existe un entorno V de p en R® y una aplicacion

v: I —=VNC; I intervalo abierto tal que:

1. ~ es diferenciable.
2.~ es un homeomofismo.

3. La diferencial dvy, : R — R? es inyectiva.



La definicion anterior permite obtener superficies regulares a partir de rotar curvas regu-

lares alrededor de un eje tal como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 (Superficie de revolucién). Sea S C R? el conjunto que se obtiene al rotar
una curva reqular plana C, al rededor de un eje en el plano de la curva no incidente con

esta. Tomaremos el plano xz como el plano de la curva y el eje z como el eje de rotacion.

Eje de rotacién

(f(v),0,9(v))

s — — — —

Figura 1.3: Una superficie de revolucién

Sea 7 : I — R3 una parametrizacién de C' entonces 7 la podemos escribir como
v(v) = (f(v),0,g9(v)), donde f, g son funciones diferenciables y f(v) > 0.
Probemos que S es una superficie regular.

Para ello definamos X : U C R? — R3; dada por:

X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)), donde

U={(u,v)|0<u<2r, a<v<b}, f(v)>0

Veamos que X satisface las condiciones de parametrizacion de una superficie regular.

1. X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)) asi las aplicaciones

x(u,v) = f(v) cosu y(u,v) = f(v)senu Yy z(u,v) = g(v)



admiten derivadas continuas de todos los érdenes. Por lo tanto X es diferenciable.

X es un homeomorfismo.

X es inyectiva, dado que si X (uy,v;) = X (ug,v2) entonces

(f(v1) cosuy, f(vr)senuq, g(vy)) = (f(va) cosug, f(ve)senus, g(va));
luego,

f(v1) cosuy = f(vg) cosug,
f(v1)senuy = f(v9) sen ug,

g(v1) = g(vs).

Como f(v) > 0 entonces cosu; = CoSuy y senu; = senus; pero up,us € (0,27)
entonces u; = ug; andlogamente se prueba que v; = v,. Por lo tanto X es inyetiva.
Como X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)) = (x,y, z) siy sdlo si,

X a,y,2) = (u(z, 9, 2), v(2,9, 2)) = (1,0).

Probemos que tanto u como v son continuas en (z,y, 2)

Casol u#m
dado que
u sen2  2cosisen sen u :
tan — — 2 _ 22u2: _ f(v)x
2 Cos 5 2 cos 5 1+ cosu 1+m
f) +a 2yt
luego,
u=2tan"’ (—y );
2+t

es decir, u es continua en las variables z,y, 2z

Caso Il we (m—e,m+e); e>0

CotE:COS%ZQCOS%SGH%: senu_ f(yv)
2  seny sen? ¢ 1—cosu 1-— %
_ Y _ Y
fl)—z /2242 -z



Luego,

u=2cot™? (—y )

NZZERT

en consecuencia u es continua en las variables z,y, z.

Note que v también es continua en las variables z,y, z pues z = g(v) y

f(v) = /2% + y2. Por lo tanto X! es continua.

3. Ahora probemos que dX, : R? — R? es inyectiva.

8(:6‘,2/)__ V) () senu — F(v) F(v) cos?u — — f(u) (v
A v) f()f(v) f()f(v) f()f(v),
ow,z) .

2w, v) = —f(v)g'(v) senu,

Ay, 2)

Para que se anulen simultaneamente las expresiones anteriores debe suceder que la

suma de sus cuadrados también se anule, asi se tiene que:

en consecuencia la aplicaciéon dX, es inyectiva.

Por lo tanto toda superficie de revolucién que se obtenga de rotar una curva regular plana
al rededor de un eje en el plano de la curva no incidente con esta es regular.

Esta definicién de superficie de revolucién presenta un ligero problema. Si C' C R? es una
curva regula cerrada y plana que es simétrica respecto a un eje r de R3, entonces, al rotar
C' alrededor de r, obtenemos una superficie que, segin puede demostrarse, es regular y
que también deberia denominarse superficie de revolucién. Para adaptarla a nuestra defi-
nicion, tendriamos que excluir dos de sus puntos, a saber, los puntos donde r corta a C'.
Por razones técnicas, queremos mantener la terminologia previa y llamaremos superficies
de revolucion ampliadas a las ultimas superficies.

Cabe notar la importancia del ejemplo anterior dado que muchas superficies regulares que



se estudian en geometria diferencial se obtienen al rotar una curva regular alrededor de
un eje: entre ellas estan la esfera, el toro entre otras.
A continuacién mostraremos otros subconjuntos de R? que también son superficies regu-

lares; su prueba es analoga a las hechas anteriormente.
Ejemplo 3. 1. El paraboloide eliptico S = {(x,y,2) € R?| ﬁ—;—i—%—j =z}, donde a,b > 0

2. El cilindro S = {(z,y,2) € R}| 22 +¢y*> =12}, r >0

2

3. El paraboloide hiperbélico definido por S; = {(x,y,2) € R3| Z; — U z}, donde

a? b2

a,b> 0.

4. Elplano Sy = {(z,y,z) € R?| 2 =0}.

Una interpretacién geométrica de estas superficies la veremos en los péaginas siguientes
cuando definamos las nociones de puntos parabdlicos, elipticos, hiperbdlicos y planares
sobre una superficie regular.

Existe otro tipo de superficie, las superficies parametrizadas que definiremos a continua-
cion.

Definicién 1.3 (Superficie parametrizada). Una superficie parametrizada es una
funcion diferenciable X : U C R? — R3 de un subconjunto abierto U C R? en R3.
El conjunto X (U) C R? se llama la traza de X. La superficie parametrizada X es reqular
si la diferencial dX, : R* — R? es inyectiva para todo ¢ € U. Un punto q¢ € U donde dX,

no es inyectiva se llama punto singular de X.

Es posible probar (Ver Do Carmo [2], pp. 91) que dada una superficie parametrizada
regular X, la traza X (U) es localmente una superficie regular, pues para cada p € X(U)
existe un entorno V' tal que V' N X (U) es una superficie regular.

Miremos un ejemplo de superficie parametrizada.

Ejemplo 4. Sea o : I — R? una curva parametrizada reqular. Definase

X(t,v) = at) +vd(t), (t,v)elxR



es una superficie parametrizada, denominada la superficie tangente de «.

Cabe notar que el ejemplo anterior nos sera 1til en el capitulo dos, pues se probard que
dadas dos superficies tangentes ellas son localmente isométricas.

Otras de las definiciones que jugaran un papel importante en esta seccién preliminar
es cuando una funcién definida sobre una superficie es diferenciable; dicha nocién se
podra generalizar para cualquier par de superficies y mas adelante con la ayuda de esta

generalizacion definiremos la diferencial de una aplicacion entre superficies regulares.

Definicién 1.4 (Funcién diferenciable sobre una superficie). Sea f: V C S — R
una funcion definida sobre un subconjunto abierto V' de una superficie reqular S. Se dice
que f es diferenciable en p € V si para alguna parametrizacion X : U C R?> — S con
p € X(U) CV, la composicion foX : U C R* — R es diferenciable en X '(p). f es
diferenciable en V' si es diferenciable en todos los puntos de V. Ver figura (1.4).

Figura 1.4: Interpretacién geométrica de la definicién (1.4)

1.2. Diferenciabilidad entre superficies regulares

La definicién de diferenciabilidad se puede extender facilmente al caso de aplicaciones

entre superficies de la siguiente forma.

10



Definicion 1.5. Sean Sy y Sy superficies requlares, una aplicacion continua

p: V3 C S — S es diferenciable en p € Vi si dadas las parametrizaciones

X U CR = 8, Xy:Uy CR?— S, la aplicacion Xy o po Xy : Uy — Uy es
diferenciable en ¢ = X, ' (p) con p € X1(U1) y o(X1(Uh)) C Xo(Us). Ver figura (1.5)

’ —¢)S2
X1

X

X;lopoX;
@ .

Figura 1.5: Interpretacién geométrica de la definicién (1.5)

Definicién 1.6. Sea S una superficie reqular y p € S. Entonces se define por wvector
tangente a S en p como el vector o/(0), donde o : (—€,¢) C R — S es una curva

parametrizada diferenciable y a(0) = p, para algin € > 0.

Si w € R?, es un vector tangente a S en p, donde p € X(U) para alguna parametrizacién
X : U — S entonces existe una curva diferenciable a : (—¢,¢) — S tal que a(0) =py
o/(0) = w. Con éstas condiciones «(t) puede ser expresada como a(t) = X (y(t)), siendo
7 una funcién de un intervalo abierto I C R en R? tal que v(0) = gq.

Teniendo en cuenta que

11



derivada se obtiene:

o' =( G ult) o) ) + 57 (), 0(0) 00,

ov
dy / Jy /
5., (W), v®) ' (t) + = (u(t), v(t) v'(2),

0z , 0z ,
e (w0 o) (1) + 57 (a0 0(0) V1))

or oy 0z P
_ (% (u(t), 0(t)) . 50 (u(t), 0(1)) , - (u(t), (b)) )u (t)

(G 000 5 ). (0. 5 (0,00 )0

luego para t = 0, tenemos

@)= (G + 50+ 50 )0 + (G + 20+ 5@ )0

Por consiguiente el vector tangente a .S en p es:

w=a'(0)= L (g) +

- Ou

(q), donde ' ='(0), v' ='(0).
ov
En adelante usaremos la siguiente notacién para identificar las derivadas parciales de X

0X 0X

%(Q) = Xy, %(Q) = Xy;

asi

w=dad(0)=uX, +vX,. (1.3)

Lema 1.1. Dada una superficie reqular S y X : U C R? — S una parametrizacion de S
en p. El subespacio vectorial de dimension 2, dX,(R?) C R® coincide con el conjunto de

vectores tangentes a S en X(q) = p.

Demostracion. Ver (Do Carmo [3], pp.93). O

Definicién 1.7. Al subespacio vectorial definido en el lema (1.1), se le llamard plano

tangente a S en p y se denotard por T,S.

12



De la definicién (1.6) tenemos que
T,S ={a'(0) : @ : I — S, es una curva parametrizada diferenciable tal que a(0) = p}.
Por otra parte la ecuacién (1.1), garantiza que 7,5 se puede ver como
7,8 = {u'X, +v'X, :u,v € R},

de ahf que la parametrizacion X determina una base {X,, X, } para T,,S, pues los vectores

X, X, son linealmente independientes dado que S es una superficie regular.

Definicién 1.8. Sea ¢ : V. C S; — S5 una aplicacion diferenciable entre superficies
requlares. Se define la diferencial dy, : T,S1 — Ty Sa como dy,(w) = ('(0) para todo

w € T,51, donde B = poa y a es una curva parametrizada diferenciable, o : (—€,€) — V

con a(0) = p y B3(0) = (p).

La definicién anterior sera de gran ayuda dado que gran parte de los resultados que aqui se
presentan toman como punto de partida esta definicion.

Hay varias estructuras geométricas asociadas a una superficie regular, una de ellas es
la primera forma fundamental, que relaciona el producto interno en la superficie con el

producto interno de R? y que definiremos en los parrafos siguientes.

1.3. Primera forma fundamental

Consideremos una superficie regular S C R3, el producto interno usual en R? induce en
cada plano tangente 7,5 un producto interno, que denotaremos por ( , ),, es decir,

si wy,wy € 1,8 C R3, entonces (wy,wq), es igual al producto interno de w; y ws como
vectores en R3. A este producto interno, el cual es una forma bilineal, le corresponde una

forma cuadrética I, : T, — R dada por
Iy(w) = (w,w), = [Jw|* = 0.

13



Definicién 1.9 (Primera forma fundamental). La forma cuadrdtica I, : T,5 — R,
que hemos definido en el parrafo anterior, es la primera forma fundamental de la superficie

S en p.

La primera forma fundamental es la expresién de cémo la superficie S hereda el produc-
to interno usual de R3?, geométricamente nos permite hacer mediciones en la superficie
(longitudes de curvas, angulos entre vectores tangentes, dreas de regiones) sin necesidad
de referirnos al espacio R?® que contiene a la superficie.

Podemos expresar la primera forma fundamental en términos de la base {X,, X,} de
T,S asociada a la parametrizacién X (u,v) en p. Como el vector tangente w € 7,5 es
el vector tangente a una curva parametrizada a(t) = X (u(t),v(t)), t € (—€,€), tal que

p = a(0) = X (ug,vo), donde ¢ = (ug, vp), entonces
[p(O/(O)) = (a’(0), &/(0)),
= (X, u' + X0, Xu' + X',
= (Xu, Xu)p(W)” + 20X, Xo)pu'v' + (Xo, Xo)p(v),
donde los valores de las funciones que aparecen estan evaluados en t = 0. Las expresiones
E= (X Xy — F=(X,X),  G=(X, X)), (14)

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {X,,, X, } de T,,S. Al hacer
variar p en la vecindad correspondiente a X (u,v) se obtiene funciones F(u,v), F(u,v),

G(u,v) que son diferenciables en esa vecindad. Luego
L,(/(0)) = (/(0),0/(0)),,
= E()* + 2Fuv + G(v')*.

Anteriormente se probé que una superficie de revolucion es regular a continuacion halla-

remos los coeficientes de la primera forma fundamental asociada a la superficie.

14



Ejemplo 5. Hallemos los coeficientes de la primera forma fundamental de una superficie

de revolucion parametrizada por:

X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)) donde

U={(u,v)|] 0 <u<2r,a<v<b}, f(v)>0.

Como
Xy = (=f(v)senu, f(v)cosu,0), X, = (f'(v)cosu, f'(v)senu, g'(v)),
entonces
E= (X X)) =[f0), F=(Xu,X,)=0, G=(X,,X)=[f(0)]+[¢()]"

La primera forma fundamental desempenara en muchos aspectos de este trabajo un ele-
mento geométrico importante pues muchos de los resultados que se mostraran en el capitu-
lo dos haran uso de esta forma cuadratica.

La siguiente definicién dara el concepto central para poder definir mas adelante la aplica-

cién de Gauss y por ende la segunda forma fundamental asociada a una superficie regular.

Definicién 1.10. Una superficie reqular S es orientable si es posible cubrirla con una
familia de entornos coordenados de forma que si un punto p pertenece a dos entornos
de esta familia, entonces el cambio de coordenadas tiene Jacobiano positivo en p. A la
eleccion de tal familia se denomina una orientacion de S y en este caso S se denomina

orientada. Si no es posible tal eleccion la superficie se denomina no orientable.

Antes de continuar con esta parte preliminar precisemos un poco mas la definiciéon ante-
rior. Si fijamos una parametrizacién X (u,v) en el entorno de un punto p de una superficie
regular S, determinemos una orientacién del plano tangente 7,5, a saber, la orientacion de
base ordenada asociada {X,, X,}. Si p pertenece al entorno coordenado de otra parame-

trizacién X (u,v), la nueva base { Xz, X5} se expresa en términos de la primera mediante
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las siguientes ecuaciones

ou ov
Xe=X,—+ X,—
“ “ou Yo
ou ov
R TR T

donde u = u(u,v) y v = (u,v) son las expresiones del cambio de coordenadas. Las bases
{X., X,} v {Xu, X3} determinan, en consecuencia, la misma orientacién de 7,5 si y

solamente si el jacobiano
(u,
J(u,

)
)

4

2|

del cambio de coordenadas es positivo.
En el presente trabajo las superficies que se tomaran para dar algunos ejemplos serdan

orientables.

1.4. Aplicacion de (Gauss

Definicién 1.11 (Aplicacién de Gauss). Dada una parametrizacion X : U C R? — S
de una superficie reqular orientable S en un punto p € S, podemos elegir un vector normal

unitario en cada punto de X (U) mediante la regla

Xu N X,

N(q) = m@~

Asi, tenemos una aplicacién N : X(U) — R3 que asocia a cada ¢ € X (U) un vector
normal unitario N(g). Generalmente si V' C S es un conjunto abiertoen Sy N : V — R?
es una aplicacion diferenciable que asocia a cada ¢ € V' un vector normal unitario en ¢,
decimos que N es un campo diferenciable de vectores normales unitarios en V.
Observacion

Una vez escogida una orientacién de S, la funcién N : S — R? toma sus valores en la
esfera unitaria S* C R®. Esto es N : S — S? mads atin se prueba que la diferencial dN,,

toma sus valores en 7,5 y es una aplicacién lineal autoadjunta.
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1.5. Curvatura gaussiana

Definicién 1.12. Sea p € S y sea dN, : T,S — T,S la diferencial de la aplicacion de
Gauss. El determinante de la matriz asociada a la transformacion dN, es la curvatura

Gaussiana K de S en p.

Mas adelante con el Teorema Egregium de Gauss se probara que la curvatura Gaussiana

K es invariante bajo aplicaciones isométricas.

Definicién 1.13. Un punto de una superficie S se denomina

1. Eliptico si det(dN,) > 0.
2. Hiperbdlico si det(dN,) < 0.
3. Parabolico si det(dN,) = 0.

4. Plano si dN, = 0.

Ahora bien si se observa el primer y segundo numeral de la definicién anterior los puntos
elipticos y hiperbdlicos estan definidos a partir de la curvatura Gaussiana y por ende el
el capitulo dos se probara que dichas nociones también son invariantes bajo isometrias.

Las siguientes superficies regulares definidas en el ejemplo (3) constituyen en su totalidad

ejemplos de cada uno de los cuatro tipos de puntos.
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En el paraboloide son elipticos En el cilindro son parabdlicos

x
s
En el paraboloide hiperbdlico son hiperbdlicos v En el plano son planares

Figura 1.6: Interpretacién geométrica de la definicién (1.13)
1.6. Segunda forma fundamental

Con base a la aplicacién de Gauss se puede definir a continuacién una nueva estructura

geométrica de una superficie regular.

Definicién 1.14 (Segunda forma fundamental). La forma cuadrdtica 11, : T,S — R,
definida por
1Ip(v) = ={dNy(v), v},

es la sequnda forma fundamental de S en p.

Procediendo de manera semejante a como lo hicimos en la primera forma fundamental,
podemos calcular los coeficientes asociados a la expresion de la segunda forma fundamental
en la base {X,,X,} de T,S. Estos coeficientes, que denotaremos por e, f, g pueden

calcularse en términos de las derivadas parciales X, X,, Xuu, Xov, Xwws N, Ny, N, y sus
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expresiones son:

e=—(Ny, X,) = (N, Xu), (1.5)
f=—(Ny, Xu) = (N, X)), (1.6)

= (N, Xpu) = — (N, Xo), (1.7)
g=—(No, Xy) = (N, Xy (1.8)

Ahora como N,, N, € T,S y {X,, X, } es una base para T,,S entonces
Ny = anXy + anX,, Ny = 12Xy + 22Xy (1.9)

luego aplicando los productos interiores adecuados obtenemos expresiones para @iy, 12, do1

V Qoo asi:
g = =G b -G
11 EG—FZ’ 12 EG_F27
g = G g, = JE—9E
17 BG - FY 27 BG — F?

Proposicién 1.1. Sea S una superficie reqular. Entonces la curvatura gaussiana K de S

esta dada por
eg —

(1.10)
Demostracion. Ver (Do Carmo [3], pp.160). O
Cabe resaltar que las expresiones anteriores seran de gran ayuda para hallar una estructura

explicita de los simbolos de Christoffel herramienta crucial en la demostracion del teorema

egregium de Gauss.
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Capitulo 2

Isometrias y transformaciones

conformes

En esta secciéon llevara acabo un andlisis riguroso de la teoria de isomterias y de aplica-
ciones conformes entre superficies regulares. Mostrando ejemplos que permitan visualizar
mejor las proposiciones que aqui se presentan. Uno de los interrogantes que se resolveran

en este capitulo, es cuando una aplicacion ¢ : S™ — S™ es una isometria.

Definicién 2.1. Un difeomorfismo ¢ : S — S es una isometria si para todo p € S y para

todo wy,wy € T,(S) se tiene que,

(w1, wa)p = <d90p(w1)v d@/P(wz»w(p)'

Si existe al menos un difeomorfismo ¢ de S en S que satisface lo anterior se dice entonces

que las superficies S y S son isométricas.

Proposicién 2.1. Un difeomorfismo ¢ : S — S es una isometria si y solo si para todo

p €S y para todo w € T,S se tiene,
Ly(w) = L) (dpy(w)). (2.1)
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Demostracion. Supongamos que @ es un difeomorfismo y que ademas es una aplicacion

isométrica. Luego, para todo p € S y cualesquiera que sean vy, vy € T,(5), se tiene que

<d90p(vl>ad90p(v2)><p(p) = (v, v2)p

Ahora tomando en particular v; = vo = w se tiene que

{dipp(w), dpp(w)) ;) = (W, w)p.

Luego
I(w) = Ly (dpp(w)).

Reciprocamente, supongamos que la ecuacién (2.1) se cumple para todo p € S y todo

w € 1,5 y probemos que ¢ es una isometria. Como
2(wy, wy) = (wy + w2, w1 + wy) — (w1, wy) — (W, wa),

entonces
2(wy, wa) = Ip(wy +wy) — Ip(wr) — I(wy).

Luego,

2(wi, wa) = L) (dip, (w1 + wa)) — L) (dop(wi)) — L) (dpy(wr))
= L) (dpp(wn)) + 2<dg0p(w1), dcpp(wg)%(p) + L) (dpp(w2))

= Lo (dpp(w1)) = o) (dipp(w2))
= 2(dipp(w1), dpy(ws))

I(ON

En conclusién,

(w1, ws), = (dgpy(wr), dpy(ws)), .

Por lo tanto, si ¢ preserva la primera forma fundamental entonces ¢ es una isometria. [J

Definicién 2.2. Una aplicacién ¢ : V — S de un entorno V de p € S es una isometria
local en p si existe un entorno V de o(p) € S tal que ¢ : V — V es una isometria. Si
en cada p € S existe una isometria local en S se dice que la superficie S es localmente

1sométrica a S.

21



Sin embargo puede suceder que dos superficies sean localmente isométricas sin ser glo-
balmente isométricas; un ejemplo que ilustra este hecho es el plano y el cilindro estas
superficies son localmente isométricas sin ser globalmente isométricas, una propiedad que
ilustra este hecho es que si considera una curva de Jordan en el plano, dicha curva se
puede degenerar hasta llegar a un punto sin abandonar el plano, propiedad que no se
cumple en el cilindro.

A continuacion veremos una proposicion que nos permite afirmar cuando dos superficies

regulares son localmente isométricas.

Proposicién 2.2. Admitamos la existencia de parametrizaciones X :U — S y X : U —

S tales que E=FE, F=F, G =G en U, entonces la aplicacion
p=XoX1:X({U)—S,

es una isometria local. Donde E, F, G y E, F, G son los coeficientes de la primera forma

fundamental de X y X respectivamente. Ver figura (2.1)

5]

<,0:XOX_1

N

Figura 2.1: Interpretacién geométrica de la proposiciéon
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Demostracion. Sea p € X(U) y w € T,(S). Entonces w es tangente a una curva
B(t) = X(a(t)) ent =0donde o : I CR — R?* y a(t) = (u(t),v(t)) es una curva en U
tal que
a(0) =¢q, d'(0) =v, B(0) =py w=pF'(0) =dX,(v). Por tanto w se puede escribir en
t = 0 de la siguiente forma:
w= X,u + X,
Ahora dado que dy,(w) es tangente en t = 0 a ,(X (a(t))) = X(a(t)) entonces
dey(w) = X,u' + X'
Como

L(w) = E(u)? + 2Fu'v' + G(v')?, dp,(w) = E(u')? + 2Fu'v' + G(v')? ;
dado que por hipétesis E = E, F = F, G = G entonces

1

p(W) = Lp(p) (dipp(w))

Por lo tanto en virtud de la ecuacién (2.1), ¢ es una isometria local. OJ

El reciproco de la anterior proposicion es verdadero, se puede consultar su enunciado en
(Do Carmo [2], pp.232 ). Una prueba de este resultado es inmediata teniendo en cuenta
la ecuacién (2.1).

A continuacion se probara que el helicoide y el catenoide son superficies regulares local-
mente isométricas utilizando un cambio de parametro en alguna de las parametrizaciones
de tal forma que dicho cambio haga que los coeficientes de la primera forma fundamental

del catenoide y el helicoide coincidan y asi poder obtener el resultado.

Ejemplo 6. El catenoide y el helicoide son superficies localmente isométricas.

En efecto sean X y X las parametrizaciones del catenoide y el helicoide respectivamente,
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Figura 2.2: La Helicoide

luego
X (u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av), 0<u<2m, —00 < v < +00.
X (u,v) = (Vcosu,Vsen, aur), 0<mw < 2m, —00 < T < +00.

Por la forma en que estan las parametrizaciones no se puede concluir que los coeficientes
de la primera forma fundamental de X y X sean iguales; por lo tanto se hard un cambio
de parametro que nos ayude a obtener dicho resultado.

Sean

gl
I

U, 0<u<2m.

v

asenh v, —00 < v < +00.

Este cambio tiene sentido dado que X es biyectiva y el jacobiano

d(u,
d(u,v)

) 1 0
= det = acoshv
0 acoshwv

|

nunca se anula, asi la nueva parametrizacién del helicoide es

X (u,v) = (asenh v cosu, asenh vsenu, au), 0 <u<2m, —00 < v < +00.

En consecuencia,

E =F = a*cosh?v,

b

I
=l
I
o

G = G = a®cosh? v;
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Figura 2.3: El Catenoide

Luego en virtud de la proposicién (2.2), el catenoide y el helicoide son localmente isométri-
COS.

En el primer capitulo se dio como ejemplo de superficies parametrizadas a la superficie
tangente de una curva a, a continuacion se probara que dadas dos superficies tangentes

ellas son localmente isométricas.

Ejemplo 7. Sean o : I CR — R3, B: 1 C R — R? dos curvas parametrizadas requlares

siendo el pardmetro la longitud de arco. Se admite que las curvaturas ki de o y ko de 3

satisfacen ki(s) = ka(s) #0, s € 1. Sean

X(s,v) = a(s) +va(s),
X(s,v) = B(s) +v3(s),
sus correspondientes superficies requlares tangentes y sea V. un entorno de (so,vo) tal que

X(V) Cc R3, X(V) C R3 son superficies requlares. Probemos que XoX X(V) — X(V)

es una 1sometria local.

Debemos probar que E=FE, F=F, G =G.
Dado que «(s), ((s) estan parametrizadas por longitud de arco entonces [|o/(s)|| = 1,

|10"(s)|| = 1 asi se tiene que (/(s),a”(s)) =0,y (F'(s),3"(s)) =0.
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Por otra parte

X =d/(s) +va”(s), X, =d/(s),

Xo=0'(s) +v8"(s), X, =f(s),
asi se tiene que los coeficientes de la primera forma fundamental de X y X son

E= <X8?XS> =1+ HUH2kl2a F= <Xva> = 17 G = <X’UXU> = 1)

E = <75775> =1+ HUH2k227 F <Y377v> = 17 a = <YU7YU> = 1;

como ky = kg entonces £ = FE, F = F, G = G, por tan ¢ : X(V) — X(V) es una
isometria. A continuacién se estudiaran las aplicaciones conformes dando proposiciones
que permitan afirmar cuando dos superficies regulares son localmente conformes, objetivo

clave en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.3. Un difeomorfismo ¢ : S — S se denomina una aplicacion conforme si

para todo p € S y cualesquiera que sean vy,vy € T),(S), se tiene que

(dipp(v1), dgp(v2)), ) = A (P){ V1, v2)p,

donde \? es una funcion diferenciable no nula sobre S. En este caso diremos que las

superficies S y S son conformes.

Es de notar que la definicién anterior desempenara un papel muy importante dado que
en el capitulo tres se hard uso de ella para probar que la aplicacién F, : S? — 52 es una
aplicacién conforme.

De la definicién anterior se deduce que si ¢ es una isometria entonces ¢ es una aplicacion

conforme dado que en este caso A = 1.

Definicién 2.4. Una aplicacion o : V — S de un entorno V de p € S es una aplicacion
conforme local en p si existe un entorno V de o(p) € S tal que ¢ : V — V es una
aplicacion conforme. Si en cada p € S existe una aplicacion conforme local en S se dice

que la superficie S es localmente conforme a S.
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Proposicion 2.3. Sea ¢ un difeomorfismo, ¢ es una aplicacion conforme si y sélo si para

todop € S y todo w € T,,S se tiene,

)\Q(p)[p(w) = Lp(p)(dgpp(w))- (2.2)

Demostracion. Supongamos que ¢ es un difeomorfismo y que ademas es una aplicacion

conforme. Luego para todo p € S y cualesquiera que sean vy, ve € T,,(.S), se tiene que

{dgp(v1), dSOp(U2)>¢(p) = N(p){ v1, v2),p-

Ahora tomando en particular v; = vo = w se tiene que

)‘2(p)]p(w) = L) (dpp(w)).
Veamos que si (2.2) se cumple, ¢ es localmente conforme. Dado que
2(wy, wa) = (wy + wa, wy + wa) — (wy, w1) — (W, W),

entonces

2 (dy,(v1), d@p(v2)>¢,(p) = (dp,(v1 + v2), dipp(v1 4 v2)) — (dy(v1), dpy(v1))
— (dpp(v2), dpy(v2))

= \%(p) < (v1 + Vg, v1 + Vo) — (v1,v1) — <v2,vz))

= 2X%(p) (dpp(v1), dpp(v2))
Por lo tanto
<d90p(vl)a d@p(v2)>¢(p) = >‘2(p)< U17U2>p~
O
Proposicién 2.4. Sean X : U — S y X : U — S dos parametrizaciones tales que
E=M)E,F=MF,G =G enU, donde \* es una funcion diferenciable que nunca se

anula en U. Entonces la aplicacion ¢ = X o X~ : X(U) — S es una aplicacién conforme

local.
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Demostracion. La demostracion es inmediata utilizando la proposicién anterior. O

Ejemplo 8. Probemos que S* = {(z,y,2) € R3/2? + y? + 22 = 1} y el plano xy son

localmente conformes.

Por el ejemplo (1) podemos considerar la parametrizacién de la esfera dada por

2u 2v w402 =1
W+t + 1w+ 02+ 1w+ 02 4+1)

X(u,v) =7 Hu,v) = (
Ahora dado que la parametrizacion del plano es
X (u,v) = (u,v,O), u,v € R

probemos que E = A2E, F = M*F, G = \>G donde E, F, Gy E, F, G son los coefi-
cientes de la primera forma fundamental de X y X respectivamente y A? es una funcién
diferenciable no nula en R2.

entonces es claro que

E= <Xua7u> =1, = <Y“77U> =0, <XU’YU> =L

Por otra parte

2(1 + v? — u?) —4up 4u
X (w2 4+0v2+1)2" (W +0v2+1)2" (u24+0v2+1)2)’

Xy

—4up 2(1 — v? 4+ u?) 4o
(W +02+1)% (W2 +02+1)2 (2 +02+1)2)

Luego

E={(X,X,) = (#)2 = M (p).

u? +v2+1
En efecto se tiene que

E = ) (p)E.

Similarmente se prueba que B

<Xv7Xv> =G = )\2<p)G
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Note que
F=(X,X,)=0

Luego en virtud de la proposicién (2.4), S? es localmente conforme al plano zy.
Mas adelante con la ayuda del Teorema Egregium de Gauss se podra establecer que no

existe isometria alguna entre la esfera y el plano.

Definicién 2.5. Diremos que una aplicacion diferenciable ¢ : S — S preserva dngulos si

para todo p € S y para todo vy, vy € T,S se tiene que:

cos(v1,v2) = cos(dp,(v1), dp,(v2)).

Donde

cos(on,v) = 2L o (01), degy () = —p(0): Ao (v2))

Al el  lldep (o) lldgp(v2)lI

Proposicién 2.5. ¢ : § — S es una aplicacion conforme local si y sélo si ¢ preserva

angulos.

Demostraciéon. Supongamos que ¢ : S — S es una aplicaciéon conforme local y probe-
mos que ¢ preserva angulos.

En efecto, sean o : I — S'y f:J — S curvas en S que se cortan en p € S; esto es existen
to € I,t; € J tal que a(ty) = B3(t1) = p, y sea V un entorno de p. Como ¢ : S — S es una
aplicacién conforme local. Entonces existe un entorno V de o(p) € S tal que, ¢ : V — V

es una aplicacién conforme local. El angulo que se forma en p esta dado por

! /
COSHZM 0< <.

le/ 151"

Ahora llevando acabo la composicion de ¢ con a y § tenemos que:

poa:I—S |, pofB:J— S, soncurvas que estdn sobre S y se cortan en ¢(p) € S.

Como el dngulo en ¢(p) viene dado por,

<d@t0 (O/)7 dspto (ﬁ/)>

cosw = O<w<m.

s, () I dir, (B I
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Mostremos que el dngulo formado en p coincide con el dngulo formado en ¢(p) en efecto;

CoOSW = (dpr (), dipry () _ Mo, )
ldew () ldpse (B \/(dp(a’))2/(dp(57))?
)\2<O/,ﬁ’>

V{dol@), dp(an)(de(3), de(3)

_ )\2<O/,ﬁ/> _ <0/76,>
A [FAHESE Hle 1]

= cosf.

Por lo tanto,
cos = cosw.

Ahora supongamos que la aplicacién ¢ : S — S preserva angulos y probemos que ¢ es
una aplicacién conforme local.
Sean X una parametrizacion de S, p € S y v, w dos direcciones ortogonales, la primera

de ellas es cualquier vector v no nulo y la segunda direccién w se obtiene de:
Eviw; + Fuywy + Fosw; + Guaws = 0. (2.3)

Cabe notar que la escogencia de esta direccion ortogonal se puede hacer gracias al proceso
de ortogonalizacién de Gram-Smith Probemos la ecuacién (2.3).

Seana: I — Sy f:J— S dos curvas en S tales que:
a(0) = 5(0) =p a'(0) =v F'(0) = w.

Luego el angulo formado por o y 3 en p esta dado por:

(’(0), 5(0))
[l (O)[HIB"(O) 1"

Como o/(0) y 5(0) son ortogonales entonces:

cosf = 0< <.

0= <UlXu + ?JQXU, leu + UJQXU>
= Fviwi + Foiws + Fosw, + Guaws

= (Ew1 —+ F’IUQ)Ul + (le + G'U)Q)’UQ;
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y como ¢ preserva angulos,
(Bwy + Fwy)vy + (Fw; 4+ Gwy)vy = 0. (2.4)

Luego:

1. Si F # 0. Elijamos v; = 0, vo = 1, luego de las ecuaciones (2.3) y (2.4) se tiene:

Fw1+Gw2 =0

le + awg = 0,

F G w1
F G Wa
luego el sistema tiene soluciones no triviales si y solo si

F G
det 0,

F G

luego FG = GF. Ahora si llamamos a

En consecuencia,
F = \F, G = \G

Cabe notar que A\? asf definida es diferenciable pues X es diferenciable.
Si ahora tomamos v; = 1, v9 = 0 se concluye que el sistema obtenido mediante esta

elecciéon tiene soluciones no triviales si y solo si

E F
det | | =0;
E F
en conclusiéon o
F FE
===
F FE

por lo tanto,

= \2F.

&=
I
B

NE,
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2. Si F' =0 entonces F' = 0. En este caso las direcciones v = v1 X, + 12X, y

w = w1 X, + wX,, donde;
U1:U2:1, wlzG, ’wQZ—E,
son ortogonales, pues (v, w) = 0; Asi,

Ew1 + G’LUQ =0
Ewl + awg = 0,
E G w1 0

E@ Wa 0

el sistema tiene soluciones no tribiales si y sélo si

E G
det | | =0,
E G
por lo tanto
-G L
G F
En efecto se tiene que ¢ es localmente conforme. O

Proposicién 2.6. Sea ¢ : S — S un difeomorfismo entre superficies.
 es una tsometria si y solo si la longitud de cualquier curva parametrizada en S es igual

a la longitud de arco de la curva de la imagen mediante .

Demostracion. Sea o : [ — S una curva parametrizada en S, con «a(ty) = p € S'y
o (tg) = w. Luego B = p o a es una curva parametrizada por ¢ en S, donde 3(to) = ¢(p)
y B'(to) = dipp(a/(t,)).

Supongamos que ¢ : S — S es una isometria. Probemos que

t t
) = / o/ (7)]| dr = / 18/l dr = ls,
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donde o), lg() son las longitudes de las curvas a y 3 respectivamente. Como

0 :/0 IW(T)IIdT:/O (g o) (Tl dr = [[(¢ea) @

luego teniendo en cuenta que ¢ es una isometria se obtiene

B = lee )OI = {(poa) (1), (poa) (1)) = (deaw (1)), deaw (@ (1))

— (o). a'(t) = lo'l” = ([ ot dr)2 — 2

En consecuencia la longitud de arco de cualquier curva parametrizada en S es igual a la
longitud de arco de la curva imagen mediante ¢.
Reciprocamente sea ¢ un difeomorfismo y supongamos que la longitud de arco de cualquier

curva « parametrizada en S es igual a la longitud de arco mediante ¢ esto es:

t t
/ o (7 dr = / (0 a) ()] dr para todo ¢ € I.
o 0

Luego, como ¢ es un difeomorfismo y « es regular entonces, por el teorema fundamental

del célculo se tiene:
[/ ()| = ||dpaq (¢ (t))]| . para todo ¢ € 1.

En particular la igualdad anterior se satisface para t = ty, luego o/(to) € 7,5 vy

dpp(a'(t)) € Tp(p)S, en consecuencia

L((t0)) = 1/ (to)[I” = lldipp (e (t0))II” = Loir) (dsop(a’(to)))-

Lo anterior se puede hacer para todo p € S'y todo w € T),S

Por lo tanto,
L@ (@ (1)) = Lpaq) (d%u)(a'(t))) :
y segln la proposicién (2.1) se concluye que ¢ es una isometria. O

En el primer capitulo se probé que las superficies de revolucién son regulares. A conti-

nuacion se probara que las rotaciones alrededor de su eje son isometrias.
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Ejemplo 9. Sea S una superficie de revolucion. Probemos que las rotaciones alrededor

de su eje son isometrias de S.

Sea S una superficie de revolucién alrededor del eje z parametrizada por

X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)) ,donde

U={(u,v)|0<u<2r,a<v<b}ly f(v)>D0.

Sea T : R® — R3 una transformacién ortogonal de tal forma que la matriz asociada a la

transformacién esta dada por,

cosf) —senf 0

Ag=|senf cosf® 0], 0<0<2m.
0 0 1
Asi,
x xcost —ysenb
Ag |y | = | zsenf — ycosd
z z

Cabe notar que Ay es ortogonal pues, AgA} = 1.
Definamos ¢ : S — R? de tal forma que ¢ = Ay|s.
Mostremos que ¢ esta definida de S en S, es decir Ay|s C S. Para ello consideremos

(f (v1) cosuy, f(v1) senug, g(v1)) € S, luego;
(f(v1) cosuy f(v1) cos(u)

Ag | fluv)senuy | = | f(v))sen(m) |, donde T=wu;+6 y 0<u<2m

g(v1) g(v1)

Es decir ¢ : § — S.

Probemos que para todo vy, v, € T),S se cumple que,

(w1, wa)p = (dgp(wr), dp(ws)) .
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Para ello calculemos dy,(w;) , dy,(ws); en efecto dado que,

d
dpp(wr) = 7P e Y(t)] =0,

donde v:I — S con v(0) =py v(0) =w; entonces wy = X, u' + X,
Asi,
d
dipp(wi) = - Agls © X (u(t), v(t))l=o
= Ag( X u' + X,0)

= Agwl.

Andlogamente se prueba que dp,(ws) = Agws.

En consecuencia
<d¢p<w1)ad@p(w2)>¢(p) = (Agwy, Agws), = <A9A9Tw1,w2>p = (wy,wy) .

Es de notar que los célculos anteriores se logran gracias a que AAT = I.

Asi se puede concluir que las rotaciones alrededor de su eje de una superficie de revolucion
son isometrias.

A continuacion se estudiaran las ecuaciones de compatibilidad con el fin de hallar una for-
ma explicita de los simbolos de Christoffel; elementos que utilizaremos con gran frecuencia

de ahora en adelante.

2.1. Ecuaciones de compatibilidad

Sea S una superficie regular orientable y sea X : U C R?> — S una parametrizacién en
la orientacién de S. En cada punto de X (U) asignamos un triedro {X,, X,, N} andlogo
al triedro de Frenet. Al expresar las derivadas de los vectores X,, X, y IN con respecto a

la base {X,, X,, N} obtenemos las siguientes ecuaciones:
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Ny

\

=T}, X, + %X, +eN
=TLX,+T%,X,+ fN
=T5 Xy +T5, X, + fN
=T5X, +13,X, +gN
= an Xy, +anX,

= a12X,, + aX,,

(2.5)

donde los a;; ya fueron calculados anteriormente y estan definidos en términos de los

coeficientes e, f y g (ver capitulo 1, pp. 19). Cabe notar que a Ffj, 1,7,k = 1,2 se les conoce

como los simbolos de Christoffel de S en la parametrizaciéon X. Como X es diferenciable

entonces X, = X,,. Luego I'l, =T}, ', =T3,.

Es de anotar que la afirmacién anterior se obtiene por simetria en lo indices inferiores.

Ahora tomando el producto interior en las dos primeras ecuaciones por X, y X, del sis-

tema anterior se obtiene:

<qu> Xu> = F%1<Xua Xu> + F%1<XU7 Xu> + 6<N7 Xu>

<quva> = F11<Xu> Xv> + F%1<X’U7XU> + 6<N7 Xv>

=L F+T4LG;
por otro lado
10 9 1
XmuXu = 3a_ Xu = _Ew

1
<qu>Xv> = Fu - iEv
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Asi un primer sistema viene dado por:

THWE+T%HF =1E, = (Xuw, Xu)

ILWF+T3G = F, - B, = (X, X,).

Con célculos andlogos obtenemos:

TLE+T5LF =1B,=(X,,X,)

ILF+T%5G =16, = (X, X,),

— 2
rE+T%4LF =F,—-1G,= <XM,,XU>

F%2F+ F%2G = le = <va7Xv>-

En cada uno de los sistemas anteriores el determinante es EG — F? # 0. Esto quiere
decir que cada uno de los sistemas se puede resolver en términos de los coeficientes de la
primera forma fundamental y sus derivadas.

Tendremos a continuacién que Toda propiedad geométrica que sea expresada en térmi-
nos de los simbolos de Christoffel es invariante bajo isometrias. Resolviendo los sistemas

anteriores obtenemos

r _ BuG—2FF, + FE, , 2EF,—EE,-FE,
e (BG —F?) e 2EG-F?2)
Fl _GEU_FGu Fz _EGu—FEU
2 (EG — F2Y’ 2 2(EG — F2Y’
r _ 2GF, -GG, — FG, 2 _ BGy—2FF, + FG,
2 2(EG-F?) 2 (EG - F?)
Observacién

Los simbolos de Christoffel I‘fj solo dependen de E, F' y GG y de sus derivadas parciales
por lo tanto son invariantes bajo isometrias. (Ver proposicién (2.2)).
Ahora miremos la relacién que existe entre los simbolos de Christoffel al considerar las

siguientes expresiones, las cuales se obtienen a partir de la diferenciabilidad de X

(qu)v = (Xuv)’m (va)u = (Xvu)vu Nuv = Nvu .



Dado que
X =T1 X +T2, X, +eN

luego derivando con respecto a v se tiene:

Xuw = (T1)0 Xy + T Xuw + (T11%)o Xy + TH Xy + e, N + €N,
= (If))vXy + () Xy + €N + T (Fbxu + %, X, + fN)
+TI} (r;QXu + 5, X, + gN) +e <a12Xu + agng)
= ((Fh)v + 17Ty, + T + 6a12) Xy + ((F%)v + 17,07, + T35 + 6a22) Xy
+ (Gv +Tf+ Fig) N.
Anélogamente se obtiene

Xuow = (N12)uXu + T Xuw + Th)uXy + T3 Xow + fuN + fN,

= (T X+ (T), X+ £+ T (TH X+ TR, 4 oY)
+T7, (F§1Xu + 15, X, + fN) +f (allXu + CLQIXU)
= Pk T+ T+ o )Xot ((Th)u 4 TS + THIE 4 fon )X,
+ (fu + e + F%Qf) N.
Como Xyuo = Xuvw, Xu, X» ¥ N son linealmente independientes entonces:

(Ffl)v + Fhr% + F%1F§2 + eaxp = (Ffz)u + F%QF%I + F%2F§1 + fao,

(T31)s — (P7)u + T35 + 3,05, — T35, — TL,I5, = fag — eans

_feF—fE fF —gE
“JEG-F “EG-F

o eg—f
_E(EG—F2)

= FK.
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Por consiguiente,
(F%I)v - (F%)u + 1—%11—‘%2 + F%1F%2 - Fbr% - F%1Fg1 = EK. (26)
Similarmente se encuentran expresiones para F'K y GK dadas de la siguiente forma:

(Fiz)u - (Fh)v + F%sz - F?QF%Q = FK, (2-7)

(F52)u - (Fél)v + F%zﬂl + F%QF%1 - F%lrb - 1%11%2 = GK. (2-8)

2.2. Teorema egregium de (GGauss

Las ecuaciones para la curvatura Gaussiana en términos de los simbolos de Christoffel
y de sus derivadas parciales halladas anteriormente permiten probar de manera eficaz el

siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Egregium de Gauss). La curvatura de Gauss K de una superficie

reqular S es invariante bajo isometrias locales.

Demostraciéon. Sea X : U C R? — S una parametrizacién en p € S y

¢ :V C S — S una isometria local en p donde V' C X (U) es un entorno de p. Entonces
¢ = ¢ o X es una prametrizaciéon de S en ¢(p); como ¢ es una isometria entonces los
coeficientes de la primera forma fundamental de X y ¢, coinciden en q y ¢(q), de esta
forma también coinciden los simbolos de Christoffel correspondientes. En virtud de la
ecuaciones (2.6), (2.7) y (2.8), K se puede calcular en un punto en funcién de los simbolos
de Christoffel de la parametrizacién en dicho punto. Como E, F' y G no pueden anularse
simultdneamente y los simbolos de Christoffel dependen de E, F' y G y de sus derivadas
parciales entonces dichos simbolos tampoco pueden anularse simultaneamente en dicho
punto; por lo tanto

K(q) = K(¢(q)) para todo g € V.
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La proposiciéon anterior se puede generalizar para cualquier par de superficies regulares

de la siguiente forma:

Teorema 2.2. Sean S, S dos superficies requlares y ¢ : S — S una isometria local.

Denotemos por K y K las curvaturas de Gauss de S y S. Entonces

K = ¢(F).

Demostracion. La demostracion es andloga a la anterior y se puede consultar en

(Cordero [2]). O

Unas de las consecuencias mas importantes de este teorema son:

Corolario 2.1. Una isometria ¢ : S — S transforma puntos elipticos en puntos elipticos

y puntos hiperbolicos en puntos hiperbolicos.

Demostracion. La prueba es inmediata dado que las definiciones de punto eliptico y

punto hiperbdlico sélo dependen de la curvatura de Gauss K. Ver definicién (1.13) 0

Corolario 2.2. Las nociones de punto planar y punto parabdlico no son invariantes bajo
isometrias debido a que las definiciones dependen de la primera y sequnda forma funda-

mental de la superficie.

Un ejemplo que ilustra este hecho es el siguiente:

Ejemplo 10. Sean:

s={wy2) e R/l <5, y=ol,

S = {(I,y,z) ER¥ 2>+ =1, y > O},

y @ : S — S definida por:

©(x,0,z) = (senx,cosz, z).
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Probemos que o es una isometria global y que ademdas transforma puntos planares en

puntos parabolicos.

Tomando el abierto U = {(z, z) € R?/|z| < 5}, una parametrizacién de S es:
X (u,v) = (u,0,v),

y una parametrizacién global de S es

X(u,v) = (poX)(u,v) = (senu, cosu,v).

Entonces,
Figura 2.4: interpretacién geométrica del ejemplo (10).
X, = (1,0,0) X, =1(0,0,1)
X, = (cosu, —senu,0) X, =(0,0,1)
luego,
E=1, F =0, G=1,
E = 17 F - 0, 6 =1

Por lo tanto ¢ es una isometria global. Resta probar que ¢ transforma puntos planares

en puntos parabdlicos. Sea p € S, donde p = X(q) para algin ¢ = (¢1,¢2) € U. Como S
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es un plano entonces p es planar.

Probemos que ¢(p) es un punto parabélico; se debe probar det(dN () = 0.
Dado que

XuAX,

N— Zuldv
1 A X

(—senwu, —cosu,0)

entonces e = — <Nu,yu> =1, f= <Nu,yv> =0yg= <Nv,71,> = 0; por lo tanto

. 11 Qa2 10
det(dN ,(p) = det = det

91 A29 0 0

Il
=

entonces det(dN,(,)) = 0. Luego ¢(p) es parabdlico, y en consecuencia ¢ transforma
puntos planares en puntos parabdlicos.
Observaciéon

De lo anterior podemos concluir que no existe una isometria entre la esfera y el plano.

2.3. Derivada covariante

Para finalizar lo relacionado a isometrias se dard una caracterizacion de cuando una
aplicacion ¢ : S™ — S™ es una isometria. Para ello es necesario introducir el concepto de

deriwada covariante y algunas proposiciones que se desarrollaran a continuacion.

Definicién 2.6. Un campo vectorial en un conjunto abierto abierto U C R? es una apli-
cacién w : U — R? que asigna a cada q € U un vector w(q). Se dice que el campo vectorial
w es diferenciable si escribiendo ¢ = (x,y) y w(q) = (a(z,y),b(x,y)) las funciones a y b

son funciones diferenciables en U.

Definicién 2.7. Sea w un campo diferenciable en un conjunto abierto U C S yp € U.
Sea y € T,S. Consideremos una curva parametrizada o : (—€,€) — U, € >0 con a(0) =p
ya(0) =y, yseaw(t),t € (—¢e€) la restriccion del campo vectorial w a la curva o. El

campo vectorial que se obtiene proyectando ortogonalmente (dw/dt)(0) sobre el plano T,S
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se denomina la derivada covariante en p del campo vectorial w con respecto al vector y.

La derivada covariante se denota por (Dw/dt)(0). Ver figura (2.5).

Figura 2.5: Interpretacion geométrica de la definicion 2.7.

Ahora si a(t) = X (u(t),v(t)) es una curva en Sy
w(t) = a(u(t),v(t)) Xy, + b(u(t),v(t)) X, = a(t) X, + b(t) X,

es la expresion de w(t) en la parametrizaciéon X (u, v) entonces, haciendo uso de las ecua-

ciones (2.5) dadas al inicio de esta seccién se tiene que:

Duw(t
Du(t) = (a'+T} au/ + T av' +T1,bu/ +T5,00") Xy 4+(0'+T 3 au' +T 3 a0+ T3, bu’ + T5,00") X,

dt |,_,
(2.9)
La derivada covariante estd bien definida dado que la expresién (2.9) pone en manifiesto
que (Dw/dt)(0) sélo depende del vector (v/,v") =y y de los simbolos de Christoffel de la
parametrizacion X de S y no de la curva a.
Otra consecuencia de la ecuacién (2.9) es que la derivada covariante se puede extender a
campos vectoriales que estén definidos tinicamente sobre los puntos de una curva para-

metrizada. Para aclarar mas este punto, precisaremos algunas definiciones.

Definicién 2.8. Una curva parametrizada diferenciable o : [0,1] — S es la restriccion a
[0,1] de una aplicacion diferenciable de (0 — €,1 4 €) para algin € > 0, en S.

Es decir, si : (0 —e,l +€) — S es una curva parametrizada diferenciable, entonces
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a = B
Sia(0) =p ya(l) = q, decimos que o une a p con q. Se dice que «v es reqular si o/ (t) # 0

para todo t € [0,1].

Es de notar que la anterior definicion garantiza la diferenciabilidad en los extremos de a.

Definicién 2.9. Sea a : [ — S una curva parametrizada diferenciable en S. Un campo

vectorial w a lo largo de v es una correspondencia que asigna a cada t € I un vector

Las definiciones anteriores permiten generalizar (2.7) para todo ¢ € 1.

Definiciéon 2.10. Sea w un campo vectorial diferenciable a lo largo de o : [ — S.
La expresion (2.9) de (Dw/dt)(t), t € I estd bien definida y se denomina la derivada

covariante de w en t.

La siguiente proposicion muestra algunas propiedades de la derivada covariante.

Proposicion 2.7. Si w y v son dos campos vectoriales diferenciables a lo largo de una

curva parametrizada diferenciable oo : I — S. Entonces

D(w + v)(t) _ Duw(t) n Dv(t)'

1.
dt dt dt
Dw(t) Duw(t)
2. =A .
dt dt
Demostraciéon. Su prueba se logra directamente de la definicién. O

Estas expresiones seran de gran ayuda para mostrar que la aplicacion transporte paralelo

a lo largo de una curva « es una aplicacion isométrica.

Definicién 2.11. Se dice que un campo vectorial w, a lo largo de una curva o : I — S

es paralelo st Dw/dt = 0 para todo t € 1.
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Ejemplo 11. El campo vectorial tangente a un meridiano (parametrizado por la longitud

de arco) de S? es un campo paralelo a S*. Ver figura (2.6)

Figura 2.6: Campo paralelo sobre la esfera.

En efecto, sea
X(u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv), 0 <u<m, 0<wv<2m.

una parametrizacion de S%. Luego la parametrizacién del meridiano esta dada por
a(s) = X(ug, s) = (cosugsen s, senugsen s, coss), 0 < s < 2 por lo tanto

2 es el vector nulo,

(d'(s),a(s)) = 0. Asi la proyeccion (do/(s)/ds) sobre el plano Tps)S
para todo s € (0,27). En conclusion la derivada covariante es cero.

Las definiciones anteriores seran de gran ayuda para la demostraciéon de algunas pro-
posiciones que a continuacién se presentan. Con base en ellas se define en los parrafos

siguientes el concepto de geodésica.

Proposicion 2.8. Sean v y w dos campos vectoriales paralelos a lo largo de
a: I — S. Entonces (v(t),w(t)) es constante. En particular para todo t € I, ||v(t)| ¥y

||lw(t)|| son constantes y el dngulo entre ellos es constante.
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Demostracion. Dado que el campo v es paralelo a lo largo de « entonces Dw/dt = 0

luego dw/dt es normal al plano tangente a la superficie en «/(t); o sea
(v(t),w'(t)) =0, paratodote I.

Anélogamente se tiene que
(V'(t),w(t)) =0, paratodot € I.

Por lo tanto (w(t),wt)) = @), w(t)) + (v(t),w'(t)) =0

Y en efecto (v(t), w(t)) = constante.
Es més, cuando v(t) = w(t) se obtiene que para todo t € I, ||v(¢)|| v ||w(t)|| son constantes.

O

Proposicién 2.9. Sea o : I — S una curva parametrizada sobre S y sea wy € TS,
to € I. Entonces existe un unico campo vectorial paralelo w(t) a lo largo de «(t), con
w(ty) = wo.

Demostracion. Debemos probar que existe

w:l — T8

t— w(t) = a(t) X, + ()X,

tal que Dw/dt =0y w(ty) = wy.
Para que Dw/dt = 0 debe suceder,

(a' 4+ Tjyau’ + Tyav’ + Tipbu’ + Do) X, = 0,
(b + T3 au’ + Thyav' + Tabu’ + Tab') X, = 0;
de lo anterior se tiene:

a = —a(Thu + ') — bl 4+ The'),

V= _CL(F%U, + P%ﬂ/) - b(riul + F§2v');
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asi
!

a Tho' +Tlh' T/ + T80\ [a a(to) ao

b 2w + 12,0 T2u +T50 ) \b b(to) bo

Tiene solucién tnica. Dado que cada funcién componente de la matriz es diferenciable y
wo = agXyu(a(to)) + Xy(a(ty)). Ver (Apostol [9], pp.269 )
Por lo tanto existe w(t) = a(t) X, + b(t) X, tal que Dw/dt =0y w(ty) = wo O

A continuacion se definira el transporte paralelo a lo largo de una curva a contenida en
una superficie S, y posteriormente a un ejemplo se demostrara que dicha aplicacién es

una isometria lineal.

Definicion 2.12. Sea o : I — S una curva parametrizada y wo € Tyo)S, to € 1. Sea
w el campo vectorial paralelo a lo largo de o, con w(ty) = wy. El vector w(ty), t1 € I se

denomina transporte paralelo de wqy a lo largo de o en el punto ty.

Figura 2.7: Interpretacién geométrica de la definicién (2.12)

Miremos un ejemplo que ilustre la definicién anterior.

Ejemplo 12. Sean 5% = {(z,y,2) € R¥/2* +y* + 22 =1} y B C S? un paralelo sobre

S2. Hallemos el transporte paralelo a lo largo de 3.
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Debemos encontrar un campo vectorial paralelo w(t) = a(t)X, + b(t)X, a lo largo de [

con w(ty) = wy € Tp,)S?; esto es,

a' +Tiau' + Thav' + Thhbu' + Tl =0,
(2.10)
V + Iau + Tav' + T’ + T30 = 0.

Consideremos una parametrizacion de la esfera dada por:
X (u,v) = (cosusenv,senusenv,cosv), 0<u<2m, 0<v<m.
Entonces teniendo en cuenta el ejemplo 1 de ([2], pp. 236) se tiene que

I3, = —senvcosv, 2, =0, rs, =0.
Por otra parte, a(t) = X (¢,vg) es una curva cuya traza es el paralelo § donde u(t) = t,
v(t) = vo. Esto implica que u/(t) = 1 y v/(t) = 0. Asi, reemplazando en las ecuaciones del
sistema 2.10, se concluye que:
a'(t) + cotveb(t) = 0,

b'(t) — sen vy cosvpa(t) = 0.
Después de hacer algunas transformaciones se llega a la siguiente solucion:

a(t) = Acos(cos vpt) + B sen(cosvgt),

b(t) = — B sen v, cos(cos vgt) + A sen vy sen(cos vot).

Ahora si t = 0 entonces a(0) = A = ag y b(0) = —Bsenwvy = by por tanto

1
sen vo

a(t) cos(cos vpt) — sen(cos vot) ap
b(t) sen v sen(cos vot) cos(cos vgt) bo
Por lo tanto, el transporte paralelo a lo largo de 3 notado por Ps viene dado por

w(t) = a(t) X, + b(t) X,
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Observacién

2
Cos v

la matriz

Cuando recorremos a lo largo de (3 todo el paralelo, es decir cuando t =

que se obtiene en la igualdad anterior, es la matriz identidad.

Definicién 2.13. Sean V y W dos espacios vectoriales (de dimensidn finita) con la misma
dimension, cuyos productos interiores se denotan por (,) y sea F' : V. — W una aplicacion

lineal, F' es una isometria lineal s
(F(v1), F(v9)) = (v1,v9) para todo vi,ve €V

Proposicién 2.10. Sean p,q € S y una curva parametrizada o : I — S con a(0) = p,
a(l) = q. Denotemos por P, : T,S — T,S la aplicacion que asigna a cada v € T,S su

transporte paralelo a lo largo de o en q entonces P, es una isometria lineal.

Demostracién. Probemos que P, es lineal.

Sean wy, vp € 1,5, demostremos que
Po(wo + vo) = Pa(wo) + Pa(vo)

Note que para wg, vy € T),S existen tinicos campos vectoriales paralelos w(t), v(t) a lo
largo de «a tales que w(ty) = wo, v(ty) = vy, como por definiciéon de P, : 17,5 — 1,5
tenemos que P, (wgy) = w(l) y Py(vo) = v(l).

Ahora si consideramos wg + vy tenemos que existe un tnico campo vectorial paralelo z(t),
a lo largo de «, tal que z(ty) = wo + vy y por definicién de P, : 1,S — TS tenemos que
P, (wo + vo) = z(1).

Mostremos que z(I) = (w+wv)(l). En efecto, como (w+v)(t) es también un campo vectorial

paralelo a lo largo de ao dado que,

D(w + v)(t) _ Dw(t) N Du(t)

dt dt T

y (w + v)(to) = w(ty) + v(ty) = wo + vy, como z(t) es un campo vectorial paralelo a lo
largo de av y z(ty) = wp + vy entonces por la unicidad tenemos que z(t) = (w + v)(¢) por

lo tanto z(I) = (w + v)(l) esto es,
Pyo(wo + vo) = Po(wo) + Pa(vo).

49



Sean a: I — Sy AMwg € Ty4,)S, to € I y A un escalar, probemos que
Pa(/\w0> = )\Pa(wo).

Como Awy € Th4,)S- Entonces existe un tinico campo vectorial paralelo w(t) a lo largo de
a, tal que wW(ty) = Awy y por definicién de P, : T,S — TS se tiene que P, (Awy) = w(l).
Por otro lado wy € Tu,)S, entonces existe un tnico campo vectorial paralelo w*(t) a lo
largo de « tal que w*(ty) = wo y Pa(wg) = w*(l), por otra parte Aw*(t) es un campo
vectorial paralelo a lo largo de «, pues

DX w*(t) )\Dw*(t) _0

dt dt

luego AP, (wy) = Aw*(I). Resta probar que Aw*(l) = w(l). Dado que,
)\U}*(to) = )\U)o, w(t0> = )\wo,

entonces \w*(ty) = wW(ty), luego en virtud de la proposicién (2.9) que afirma la existencia
y unicidad de un campo paralelo a lo largo de a se concluye que w(t) = w*(t). Por lo
tanto P, (Awg) = AP, (wp). En consecuencia P, es lineal.

Ahora en virtud de la proposicién 2.8 se tiene que para cada vy, vy € T},5,

(Pa(v1), Pual(v2)) = (v1,v2) .

Por lo tanto P, es una isometria lineal. O

2.4. Existencia y unicidad de las geodésicas

Definicién 2.14. Se dice que una curva parametrizada no constante v : I — S es una
geodésica en t € I si el campo de sus vectores tangentes 7' (t) es paralelo a lo largo de ~y

en t es decir,
Dy'(t)
dt

=0, para todo t € 1.
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Se dice que v es una geodésica parametrizada si es geodésica para todo t €

Por la proposicién. 2.8 se tiene que |y/(t)| = ¢ # 0. Por lo tanto podemos introducir la
longitud de arco s = ¢t como parametro y concluir que el parametro ¢ de una geodésica
es proporcional a la longitud de arco de . La definiciéon anterior se puede extender a
subconjuntos de S que sean curvas regulares. Mas adelante con la ayuda de las ecuaciones

de las geodésicas se dard un ejemplo de esta definicion.

Definicién 2.15. Se dice que una curva reqular conexa C en S es una geodésica si, para
cada p € C, la parametrizacion a(s) de un entorno coordenado de p por la longitud de
arco s es una geodésica parametizada, es decir o'(s) es un campo paralelo a lo largo de
a(s).

En otras palabras, una curva reqular C C S, (k # 0) es una geodésica si y solo si su

normal principal en cada punto p € C' es paralela a la normal a S en p. Ver figura (2.8)

La curva C no es una geodésica La curva C es una geodésica

Figura 2.8: Interpretacion geométrica de la definicién (2.15)

A continuacién se daran las ecuaciones suficientes y necesarias para que una curva sea
una geodésica.

Sean v : I — S una curva parametrizada de S y X (u(t),v(t)), t € I la expresion de
~v:J C I — S con respecto a la parametizacion X . Entonces, el campo vectorial tangente

~'(t), t € J viene dado por
Y(t) = w(t) = u'(t) Xy + V' (t) X,
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Por lo tanto, para que w sea paralelo a lo largo de v debe satisfacerse el sistema de

ecuaciones diferenciales

u” + T (u)? + 2Ty + T4, (v)? =0
(2.11)
v + T2 (u)? + 2200 + T4, (v)?2 =0.

El anterior sistema se obtiene a partir de la ecuacién (2.9) haciendo a = v’ y b =" e

igualando a cero los coeficientes de X, vy X,.

Lema 2.1. Si ¢ : S — S es una isometria y v : I — S es una geodésica entonces p(7y)

es una geodésica.

Demostracion. La prueba es inmediata, teniendo en cuenta que los simbolos de Chris-

toffel son invariantes bajo isometrias. O

Ejemplo 13. Hallemos las geodésicas de un plano

I = {p+ vy + puvs| v1,v2 € R3 linealmente independientes y A\, u € R} C R?

Sea X (u,v) = p+uv, +vvy una parametrizacion de Il'y y(¢) = X (u(t), v(t)) una geodésica
del plano; hallemos una estructura explicita de ~(¢)

Como en el plano Ffj = 0 entonces remplazando en (2.11) se concluye que,
u(t) = et + cs, v(t) = cot + 4.

Por lo tanto
Y(t) = (crv1 + o)t + (p + c3v1 + c402).

En consecuencia las geodésicas del plano II son rectas.
La siguiente proposicion es una consecuencia importante del hecho de que las geodésicas

estén caracterizadas por el sistema (2.11).

Proposicién 2.11. Dado un punto p € S y un vector w € TS, w # 0, eziste ¢ > 0 y

una unica geodésica parametrizada vy : (—e, €) — S tal que v(0) = p, 7' (0) = w.

Demostracion. Ver (Do Carmo [3], pp.299-302). O
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2.5. Isometrias en S2

El resultado anterior es de gran ayuda dado que garantiza la existencia y unicidad de las

geodésicas y este resultado permite formular la siguiente proposicion.

Proposicién 2.12. Sean ¢, ¢ : S* — S?, dos isometrias de S*, p € S* y v,w € T,S?* tal

que {v,w} sea una base ortonormal de T,S* y ademds

©(p) = ¢(p), dipp(v) = dpp(v), dpp(w) = dpp(w);

entonces p = @.

Demostracién. En primer lugar note que dy,(z) = d¢,(z), para todo z € T,52.

En efecto como {v,w} una base de T,,S? tenemos que z = av + bw; luego
dpp(2) = dpy(av + bw) = adp,(v) + bdp,(w)

= adp,(v) + bdp,(w) = do,(av + bw)

= do,(2).
En segundo lugar note que el intervalo de definicién de la geodesica de la proposicién (2.11)
se puede extender a un intervalo mayor. Es decir podemos afirmar que dados p,q € S? y
z € T,S% z # 0 existe un intervalo I y una tnica geodésica parametrizada v : [ — S? tal
que v(0) = p, ¥(s1) = ¢, 51 € (=0,0) = [ y ¥'(0) = 2.

Ahora como las isometrias transforman geodésicas en geodésicas, entonces

a(s) =¢(y(s) : T — S y B(s) = ¢(y(s)) : T — 8%,

son geodésicas. Probemos que a(s) = f(s).

Como ¢(p) = ¢(p) entonces a(0) = 3(0) resta mostrar que o/(0) = (0) en efecto,

d

a’(0) = 7= 0 7(s)li=0 = dpp(7'(0)) = dipy(2) = dy(2) = 5'(0)

Luego en virtud de la proposicién (2.11) tenemos que «a(s) = 3(s).

En particular a(s;) = B(s1) = ¢ esto es
p(1(s1)) = ¢(q) = do7(s1) = &(q)-

93



Dado que ¢ se tomo de forma arbitraria en S? entonces ¢(q) = ¢(q) para todo g € S%. [

Antes de probar uno de los objetivos de este trabajo mostremos un resultado que nos
permitird escoger una base ortogonal de R? a partir de una base del plano tangente de

S?; este resultado nos permitira simplificar la prueba del teorema (2.3).

Lema 2.2. Si v, € S?, entonces existen v, v3 € T, S? tales que {vy,ve,v3} es una base

ortonormal de R3.

Demostracion. Utilizando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Smith se puede en-
contrar una base ortogonal {vy,v3} de T,,5? y dado que v; € S? entonces
(v1,v9) =0y (v1,v3) = 0, ademés ||v1|| = 1, por lo tanto {vq, ve,v3} es una base ortormal

de R3. O

Teorema 2.3. ¢ es una isometria de S* = {(x,y,2) € R®/2? + y* + 22 = 1} si y sdlo si

existe una aplicacion lineal ortogonal T : R — R3 tal que p = Tg2.

Demostracion. Sea ¢ : S? — S? una isometria. Se debe probar que existe una trans-
formacién ortogonal T : R?® — R? tal que ¢ = T|g2.
Sean v; € S? ; vy, v3 € T,,S? de tal forma que {v;,v2,v3} sea una base ortonormal de R?

y definamos T' : R® — R3 una aplicacién lineal que satisface
T'(v1) = ¢(v1), T'(v2) = dipu, (v2), T(vs) = dpy, (vs)-
Probemos que T asi definida es ortogonal:
(T'(v2), T(vs)) = (dipw, (v2), dipw, (v3)) = (v2,v3) = 0,
(T'(v1), T'(v1)) = (p(v1), o(v1)) = (v, v1) =1,
(T'(v2), T'(v2)) = (dpw, (v2), dpv, (v2)) = (v2,v2) = 1.
Resta probar que

(T'(v1), T(v2)) =0, (T'(v1), T(v3)) = 0.
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Dado que ¢ : §? — 5% y dpy, : T,,5? — Tip(,)S? entonces dy,, (v2) € Tyy)S?. Luego
dp., (v2) ¥ @(v1) son ortogonales. Ver figura (2.9); por lo tanto,

(T'(v1), T(v2)) = (p(v1), dipu, (v2)) = 0.

Figura 2.9: Interpretacién geométrica del porque dg,, (v2) y ¢(v1) son ortogonales.

Analogamente se prueba que
(T(v1),T(vs3)) = 0.
En consecuencia T es ortogonal.
Por otra parte se tiene que T'|g2 : S* — R3. Probemos que T|g2 : S* — S?, es decir que
T|s2(S?) C S?; esto es, || T|s2]| = 1 para todo p € S2.

Dado que {v1,v9,v3} es base, entonces p = pyv; + pave + ps3vs; luego
IT|s2(p)||I* = (T s2(prv1 + pova + p3vs), T|s2(prv1 + pava + psvs))
= (T(p1v1 + p2va + p3vs), T(p1v1 + pava + p3vs))

= (p,p) = |Ip|I* = 1;

entonces T'|g2 : S? — S2.
Cabe notar T'|s2 es una isometria.

De lo anterior se tiene que tanto ¢ como T'|g> van de S? en S? y ademaés satisfacen

T(U1> = @(Ul), T(UZ) = d(pvl (UQ)7 T(U3) = dgpvl (U3>'
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En virtud de la proposicién (2.12), se tiene que T'|g2 = .
Reciprocamente, sea T : R® — R3, T(X) = AX una aplicacién ortogonal luego la matriz

A asociada a esta transformacion es ortogonal. Como d7}, = A entonces,

{dipp(v), dipp(w)) = (dT,(v), dTy(w)) = (A(v), A(w)) = (v, w) .

Luego ¢ = T'|g2 es una isometria de S2. O

La proposicién anterior permite concluir uno de los objetivos de esta monografia el cual
era dar una caracterizacién de las isometrias de S?, es decir cudndo una aplicacién

¢ : §% — 5% es una isometria. A continuacién se ilustrard con un ejemplo este hecho para,
posteriormente dar una generalizacién de este resultado en R tomando como punto de

partida la definicion de variedad diferenciable.

Ejemplo 14. Sea T : R?* — R3 una aplicacion lineal cuya matriz asociada a la transfor-

macion esta definida por:

cos@ 0 —senb

senff 0 cos@

Es claro que A es ortogonal dado que AAT = 1.
Como A|g2 es una aplicacién de S? en S? entonces en virtud de la proposicién anterior se

tiene que A|g2 es una isometria.

2.6. Isometrias en S”

La definicion de superficie regular es importante en todo el estudio que se ha hecho hasta
el momento, pero no es suficiente para el andlisis de subconjuntos de R™ dotados de

propiedades andlogas al de superficies regulares en R?, ver ejemplo 15; debido a esto es
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necesario definir el concepto de variedad diferenciable con el fin de generalizar el resultado

anterior.

Definicién 2.16. Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M con una
familia de aplicaciones biunivocas X, : U, C R — M de abiertos U, de R™ en M tales

que:

1. U, Xa(Ua) = M, a € Q — familia indizada

2. Para todo par de indices o y B, con Xo(Uy) N Xp(Ug) = W # ¢ los conjuntos
X, Y W) y X5~ (W) son abiertos en R™ y las aplicaciones Xz 0 X, " son difeo-

morfismos.

3. La familia {(U,, X,)} es mdzimal con respecto a las condiciones (1) y (2)

La condicion de maximalidad que aparece en la definiciéon anterior es puramente técnica
y podria eliminarse, ya que se podria demostrar que cualquier familia de aplicaciones se
puede completar de tal forma que sea maximal de manera tnica, es decir, dada una familia
de aplicaciones diferenciable sobre un conjunto esta contenido en exactamente una familia
maximal diferenciable.

A continuacién mostraremos un ejemplo de variedad diferenciable.
Ejemplo 15. El conjunto de matrices

aix aig

M2><2(]R) = { ’ aj € R, 2,]: 1,2}

21 Qa22

es una vaiedad de dimension cuatro.

En efecto, consideremos X la aplicacién

X :R* = My, »(R), definida asf:

U1 U2
X(Uh V2, U3, U4) -
V3 U4
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Probaremos que M es una variedad diferenciable.
Se debe probar que X es inyectiva, para ello supongamos que:

X(ub Uz, U3z, U4) = X(”la Vg, U3, U4) hlego?

Uy Uz U1 U2
= ;
Uz Uy Vg U4
asi que u; = v; para todo 7 =1,...,4. Asi X es inyectiva.
Por otro lado, dada
U1 V2
E M2><2(R),
V3 U4

existe (v, v, v3,v4) € R* tal que:

V1 U2
X(Uh?}z,vs,w) =
Vs U4

Por lo tanto X (R*) = My, (R).

Como X (RY) N X(R*) = Myyo(R) y X 1(Msyz(R)) = R* entonces X 1o X : R* — R es
un difeomorfismo. Dado que X! o X es la aplicacién identidad.

Es de notar que en la definiciéon inmediatamente anterior el conjunto M no esta dotado
de una estructura topoldgica, es decir X,(U,) no son abiertos de R", por lo tanto se
dara una definicion formal de espacio topoldgico para después dotar a una variedad M de

una estructura topoldgica.

Definicién 2.17. Una topologia sobre un conjunto B es una coleccion T de subconjuntos

de X que satisface las siquientes propiedades:

1. geTtyBer.
2. La union de elementos de una subcoleccion de T esta en .

3. La interseccion de los elementos de una subcoleccion finita de elementos de T esta

en T.
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Esto es, 7 es una familia de subconjuntos de B cerrada tanto para la unién arbitraria
como para la interseccion finita de sus elementos. Los elementos de 7 se llaman abiertos

y el par (B, T) espacio topoldgico.

Proposicién 2.13 (Topologia sobre una variedad). Sea M una variedad diferenciable

de dimension n. Entonces T definida por:
= {A C M| X1 (Xo(Uy) N A) es un abierto en R"}

es una topologia para M.

Demostraciéon. Como ¢ C My ¢ N X,(U,) = ¢ entonces X' (¢) = ¢, luego ¢ € 7.
Por otra parte M N (X,(U,)) = Xo(Uy,). En efecto X;1(Xo(Uy)) = Uy, como U, es un
abierto de R™ entonces M € .

Sea {Aj}jej una familia arbitraria de 7; luego para cada j € J y para cada « se tiene

X! (Xa(Ua) N Aj>;

es un abierto en R™. Por lo tanto
2 (rwanUa) = a2 (Ueana)) - Ux: (X0 ay).
jeJ jeJ
Como la union arbitraria de abiertos de R™ es un abierto de R™ entonces
U xa ( )N A; ))
jeJ
es un abierto de R"™. Luego Ujej Ajer.

Finalmente consideremos {A;},.;, I- finito una familia finita de elementos de 7; luego

1€l

para cada ¢ € [ y para cada « se tiene

es un abierto en R". Asi

X! (XQ(UQ) n( A,-)) = X! ( ((Xa(Ua) N Ai)) =X, <Xa(Ua) N A,-)) .

el el el



Como la interseccién finita de abiertos de R™ es un abierto de R™ entonces

X! (XQ(UQ) n Ai))

iel
es un abierto de R™. De todo lo anterior se tiene que (M, 7) es un espacio topolédgico. [J
Ejemplo 16. S" = {(z1,...,2511) € R 2} + -+ + 22, = 1}, es una variedad

diferenciable.

La prueba de este ejemplo se puede consultar en (Do Carmo [3], pp. 20). A continuacién
se presenta la generalizacién del teorema (2.3) y con este resultado se da por terminado

lo relacionado a isometrias en S™.

Teorema 2.4. ¢ : S™ — S™ es una isometria si y solo si existe una aplicacion lineal

ortogonal A : R™1 — R™* tal que o = Algn.

Demostracion. La prueba del teorema se puede consultar en (Do Carmo , [3]) y no se
desarrolla dado que se sale de los propdsitos del presente trabajo. Pero se logra gracias
a la generalizacién de los resultados utilizados para la demostracién del teorema (2.3).

Entre ellos la ecuacion de las geodésicas para R™. O

De ahora en adelante se hara un anélisis detallado de las aplicaciones conformes, andlogo
a lo que se hizo con las isometrias locales. Se inicia esta parte con la definicién de para-
metrizacion isoterma posteriormente se demostrara que dadas cualquier par de superficies
estas son localmente conformes. ademas se probara el conjunto de todas la aplicaciones

conformes sobre S? tienen una estructura de grupo bajo la composicién.

Definicién 2.18. Sea S una superficie reqular. Si X : U C R? — S es una parametriza-
cion tal que los coeficientes de la primera forma fundamental E, F,G satisfacen E = G y

F =0, entonces se dice que X es isoterma.

Un ejemplo de parametrizacion isoterma se vera en los parrafos siguientes al considerar

Z(u,v) como parametrizacion del plano.
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El teorema que a continuacién se probara es uno de los mas importantes en lo concernien-
te a trasformaciones conformes no solo por lo que afirma sino que para su demostracién
se admite la existencia de parametros isotermos; herramienta que ha sido de gran impor-
tancia en el desarrollo de muchas teorias en geometria diferencial. Una de las teorias que

aplican dicho sistema coordenado isotermo es la teoria de superficies minimales.

Teorema 2.5. Dadas dos superficies requlares S y S cualesquiera entonces S y S son

localmente conformes.

Demostracion. Admitamos la existencia de parametros isotermos (ver Chern. [1]), de
tal forma que los coeficientes de la primera forma fundamental de X : U — S en un

entorno de la superficie S sean
E = X(u,v) >0, F =0, G = N (u,v).

Admitiendo dicho entorno coordenado isotermo, S es localmente conforme a un plano. En

consecuencia, si P es el plano parametrizado por

Z(u,v) = (u,v,O) (u,v) € U C R?, entonces
B.=(ZnZ) =1,  F.={ZuZ)=0,  G.=(Zn2Z)=1
Asi,
E =\ (u,v)E., F=F, =0, G = M\ (u,v)G,.

Por lo tanto en virtud de la proposicién (2.4), ¢ = Zo X' : X(U) — Z(U) C P es una
aplicacién conforme local. Ver figura (2.10)

Anslogamente se prueba que ¢ = X o W—! : W(U) — S es conforme local. Ahora si
se logra probar que o ¢ : X(U) — S es una aplicacién conforme local entonces hemos
acabado la prueba.

En efecto como ¢ : X(U) — Z(U) es una aplicacién conforme local, dado p € X(U) y un
entorno V de p, existe un entorno V de ¢(p) en P tal que ¢ : V — V es una aplicacién

conforme. Ademds ¢ : W(U) — S es conforme local. Entonces dado ¢ = o(p) € W (U)
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Figura 2.10: Interpretacion geométrica de la demostracién.

y un entorno F de ¢, existe un entorno F de ¢(q) tal que ¢ : F' — F es una aplicacién

conforme; luego para todos los vy, vy € T,V y para todos wy, wy € T, F se tiene que

<d90p('U1)a d@p(v2>>¢(p) = )‘2(p)< U1, U2>P>

<d¢Q(w1)7d¢(I(w2)>¢( = 12 (p(p)){ w1, wa)g,

q)

(2.12)

donde A\? y 12 son funciones diferenciables no nulas sobre V' y F respectivamente. Ahora

si se define
p:V—VNF, ¢$:VNF —F
entonces
pop:V —F
p:— ¢(e(p))

es una aplicacién de S en S bien definida, pues el rango de ¢ es el dominio de ¢.

Debemos probar que para todo vy, ve € T,V

(d( 0 @)p(v1),d( 0 @)p(v2)) = 7*(P)( v1, v2),
donde v%(p) es una funcién diferenciable no nula sobre S.
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Como

d(¢ 0 p)p(v1) = dydipy(v1),
d(¢ 0 ¢)p(v2) = ddypydpy(v2);

entonces desarrollando este producto interior y aplicando las igualdades de (2.12) se tiene

que
<d(¢ o ‘P)p(vl)a d(¢o @)p(vQ» - <d¢@(p)d90p(vl)7 dgbso(p)d@p(w»
= 112(p(p))(dipp(v1), dipy(v2))
= 12 (0(p)) A\ (p) V1, v2)
= 72(p)<v1, U2>§
En consecuencia S y S son localmente conformes. O
Observacion

Note que Z(u,v) es una parametrizacién isoterma de plano P.

Proposicién 2.14. Sea G(S?) = {¢ : S — S?| v es conforme } el conjunto de todas las

aplicaciones conformes sobre S?. Entonces (G(S?);0) es un grupo.

Demostracién. 1. Sean -, 1) elementos de G(S?). Entonces yo01 € G(S?) en efecto,
como vy € G(S5?%) entonces para todo p € 5% y cualesquiera que sean vy, vy € T,5% se
tiene que

(drp(0n), dp(2))., () = A (0){ 01, 02)y, (2.13)

donde A% es una funcién diferenciable no nula sobe S2.
Es més ¢ también es un elemento de G(S?) luego para todo p € S? y cualesquiera

que sean wi, wy € T,5? se satisface que

<d¢p(w1)v d¢p(w2)>¢(p) - MQ(p>< Wi, wQ)p’ (2'14)
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donde p? es una funcién diferenciable no nula sobe S2.

Por otra parte

d(y o 9)p(v1) = dyyydiby(v1),
d(¢ o ¢)p(v2) = dyy()diby(va);

Asi aplicando las ecuaciones (2.13) y (2.14) en la siguiente igualdad se obtiene el

resultado

(d(y o ¥)p(v1),d(y 0 9)p(v2)) = (A dWp(v1), dYy(p)dtp(v2))
= /\2(p)<d¢p(vl)’ d¢p(02)>
= 12(p)N*(p){v1, v2)

/)2(]7)@1, U2>;

donde p? es una funcién diferenciable no nula sobre S2.
Claramente la aplicacién identidad id € G(S?) En efecto dado que:
d
didy(v) = %@'do a(t)|=o donde a: I — S*y «(0) =p, o/(0) = v;

entonces did,(v) = v. Andlogamente did,(w) = w. Entonces,
(didy(v), didy(w)) = (v, w);

en este caso A = 1.

Por otra parte si ¢ € G(S?), entonces p~! € G(S?). En efecto, como
d(p o ™1)g(v) = dpp1( (deg " (v)),
y o ' =id entonces
(v,w) = (d(p 0 9™y (v), d(p 0 p~")y(w))
= (dpp1(q)(dipg ' (1)), dp1(q) (dpy ' (w)))

= N7 (@) (g ' (v),dpy (w)) ;
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por lo tanto
(dpgt(v), dpg (w)) = 57— (v, w).

Luego ¢! es una aplicacién conforme.

4. Finalmente note que si ¢, ¢,y € G(S?) entonces (pop)oy = ¢go(por).
Por lo tanto (G(S?);0) es un grupo.

Observacién

Este grupo no es abeliano dado que ¢ o ¢ # ¢ o .

Con los resultados anteriores se finaliza lo relacionado a aplicaciones conformes entre
superficies regulares. A continuacion el objetivo serd construir una aplicacién conforme

en S? y mostrar algunas de sus propiedades.
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Capitulo 3

Construccion de la aplicacion

conforme F’ g

En el estudio del capitulo anterior se dio una caracterizacion de las isometrias ¢ : S™ — S™.
Ahora el objetivo es construir una aplicacién conforme F, : S? — S? al proyectar un cam-
po vectorial constante de R3 sobre S? y hallar su flujo a partir del teorema de existencia
y unicidad de las curvas integrales sobre superficies regulares. Una de las aplicaciones de
este tipo de transformaciones es el estudio que Peter Li and Shing-Tung Yau, hacen
en el campo de volimenes conformes. Ver [7]

En esta seccién las proposiciones (3.1), (3.2) no se demostraran debido a que su prueba
esta en el campo de las ecuaciones diferenciales. Dichos resultados se podran consultar en

la bibliografia de esta monografia.

Definicién 3.1 (Campo vectorial sobre una superficie). Un campo de vectores di-

ferenciable sobre una superficie S de R?, viene dado por una aplicacion

w:VcS—TS, p— w(p), w(p) = a(p) X, + b(p)Xy;
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donde V es un abierto de R? contenido en S,

7S= ] 1,5
peS

(Y a:VCS—R, b:VcCS—R;

son diferenciables en p.

En esta seccién el conjunto de todos los campos de vectores diferenciables sobre S se

denotard por x(S).

Ejemplo 17 (Campos vectoriales en S?). Sea X (6, ¢) = (sen 6 cos p, sen § sen p, cos ),
0<0<m 0< <21 una parametrizacién de la esfera. Las aplicaciones w : S? — T'S?

que se definirdn a continuacién son campos vectoriales sobre S2.

1. w(p) = Xp(0,p) = (cos b cos @, cosfsen p, —senf), X(0,p) =p.
2. w(p) = X,(0,p)(—senpsen, cospsend,0), X(0,¢) =p.

3. wp)=u—(u,p)p, ||u[| =1, ue R

Observacion
En los parrafos siguientes se hallara el flujo de los anteriores campos vectoriales, mostrando
graficas que ilustren de manera clara dichas aplicaciones. Es méas se hara especial énfasis

en el tercer campo vectorial, pues a raiz de este surge la aplicacién conforme Fj,.

Definicién 3.2 (Curva integral). Una curva diferenciable o : I — S es una curva

integral de un campo vectorial w € x(S) si o/(t) = w(a(t)) para todo t € I.

El teorema de existencia y unicidad para las soluciones de ecuaciones diferenciales ordi-

narias en R™ permite obtener el siguiente resultado, en términos de superficies regulares.
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Proposicion 3.1. Para todo campo de vectores diferenciable w sobre S y para todo punto
p € S existe un intervalo (—e,€) C R y una unica curva integral del campo, definida en
dicho intervalo y con punto inicial p.

Es decir existe a : (—€,€) — S tal que: o/ (t) = w(a(t)) y «(0) =p
Demostracion. Ver ( Lafuente [6] , pp. 33) O

Si consideramos todas las curvas integrales del campo vectorial w con punto inicial p,
dado que dos cualesquiera de ellas coinciden en la intersecciéon de sus dominios, podemos
definir la curva integral maximal de w con punto inicial p, cuyo dominio de definicién es

el mayor posible. En esta seccién dicho dominio se denotara por I, o I,.

3.1. Flujo de un campo

Ligado al concepto de campo de vectores se encuentra el de flujo del campo, que determina
el grupo local uniparamétrico de transformaciones {¢t}teR asociado al campo de vectores
w, donde 1, esta definido en un cierto subconjunto dependiente de ¢, y tal que si p es un
punto de S?, ¢*(p) es el valor en ¢ de la curva integral maximal de w con punto inicial p.
En otras palabras, t nos describe la posicion de cada punto de su dominio en el instante

t; es como una fotografia de una parte de S? tomada justo en el instante ¢.

Definicién 3.3. Sea D = {(t,p) € R x S? : t € I,}. Se define el flujo de w como la

aplicacion

¢:D— S (t,p) — ¥(t,p) = ayp(t),

donde ay,(t) denota la curva integral con punto inicial p en el instante t.
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3.2. Flujos sobre S?

En los parrafos anteriores se definieron campos vectoriales sobre S? a continuacién halla-

remos el flujo de dichas aplicaciones.

Ejemplo 18. Sea S? la esfera 2-dimensional, X : U C R? — S? la parametrizacion dada
por X (0,¢) = (senfcosp,senfsenp,cosf), 0 <0 <7, 0<p <21y consideremos el
campo vectorial w : S? — T'S? definido por

w(p) = Xg(0,¢p) = (cos@cosp,cosfsenp, —senf), 0 <0 <m 0< ¢ < 21 donde
X(0,¢) =p.

Hallemos el flujo de dicho campo para ello consideremos la curva a : (0, 7) — S? definido
asi: a(t) = (\/L§ sent, % sent,cost),

« asi definida es una curva intgral del campo vectorial w.

En efecto o/(t) = (% cost, %cost,—sent) y claramente o/(t) = w(a(t)), para todo
t€(0,m) pues w(a(t)) = Xo(t,§) = (% cost, LQ cost, —sent).

Asi el flujo del campo w definido anteriormente esta dado por ¢ (t,p) = a,(t). El lector

puede observar en la figura (3.1) el flujo del campo w.

Figura 3.1: Interpretacion geométrica del ejemplo (18).
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Ejemplo 19. Tomemos a S* con la misma parametrizacién del ejemplo anterior y con-
sideremos el campo vectorial w : S* — T'S? definido por,

w(p) = Xy (0, p)(—senpsend, cospsend,0), X(6,p) =p.

Encontremos el flujo, tomemos la curva 3 : (0, 27) — S? definida por 3(t) = (cost,sent, 0),
[ asi definida es una curva integral del campo vectorial w.

Dado que f'(t) = (—sent,cost,0) y claramente §'(t) = w(3(t)) para todo t € (0,2m)
pues w(B(t)) = X(5,t) = (—sent,cost,0) = F'(t).

Por lo tanto el flujo (¢, p) = 5,(t). En la figura(3.2) se puede apreciar el flujo de w.

Figura 3.2: Interpretacion geométrica del ejemplo (19).

Proposicién 3.2. Si {¢,} es el flujo de un campo w entonces:

1 =1
2. ws o wt = ws+t-

3. by es un difeomorfismo con iyt = _,.

Demostracion. Ver (Lafuente [6], pp. 34-35) O
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Observacion
A las aplicaciones {1;},.p se le denomina grupo uniparamétrico de difeomorfismos. A
continuacion mostraremos una grafica que ilustre las dos primeras condiciones de la pro-

posicién (3.2)

Ys(q) = Pst¢(p)

Figura 3.3: Interpretacién geométrica de la proposicién (3.2).

Definicién 3.4. Sea S una superficie reqular. Un campo vectorial w sobre S es confor-
me si las aplicaciones del grupo uniparamétrico de difeomorfismos generado por w son

conjormes.

Esta definicién es de gran importancia dado que relaciona la teoria desarrollada en las apli-
caciones conformes entre superficies regulares con los campos vectoriales sobre superficies

y ello permite establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Si S? es la esfera unidad y u un vector unitario de R®, entonces el campo

vectorial

pul 8% — T5?

m — put(m) =u— (u,m)m

es un campo vectorial conforme.

Una interpretacién geométrica de la aplicacién p? la muestra la figura (3.4).
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Figura 3.4: Interpretaciéon geométrica de la aplicacién u’ (m).

Demostracién. Se debe hallar 3 : I — S? tal que para q € S?, 3'(t) = L (B(t)) y
B(0) =q.

Tratar de resolver este problema para cualquier vector de norma uno directamente pro-
bablemente encontremos ecuaciones diferenciales que no se puedan resolver de forma in-
mediata, por esta razén lo resolveremos el problema para el campo vectorial el (m) y
posteriormente con aplicaciones ortogonales se resolvera para cualquier vector de S2.
Por otra parte dado u € R3 tal que ||u|| = 1 existe A ortogonal tal que u = Ae; y consi-
deremos p € S? tal que g = Ap.

Hallemos primero una solucién « : I — S? tal que
o (t) = ef (a(t) = e1 — (e, a(t) at) v a(0) =pe 5%

Si escribimos a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) y «(0) = p = (a, b, ¢) donde z*(t) + y*(t) + 22(t) = 1

y a? + b? + ¢ = 1, entonces consideremos las ecuaciones;

2(t) =1—22(t)

De la primera ecuaciéon del sistema anterior se obtiene:
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Sea w = z(s) entonces dw = 2'(s)ds y

/t 2'(s)ds /x(t) dw 1l 'w—i— 1| ["® ;
_— = —nN|—- o N
0 1— [L’2(S> z(0) 1-— U)2 2 w—1 2(0)
por lo tanto,
1 1 1 1
I x(t) + R x(0) + _y
2 |z(t)—1| 2 |z(0)—1
z(t) + 1 _ a+1
x(t) — 1 a—1)

a+1)e* + (a—1)
a+1)e? —(a—1)

_
x(t)—(

CaleP+1) 4+ -1
Coale) —14e2 + 1

B a+§§i—;} _a+tanht
B agi:} +1 atanht+1°

Teniendo en cuenta la identidad,

tanh v + tanh v

tanh = )
anh(u +v) 1 + tanh utanh v

tenemos que

-1
tanh(tanh™"(a) + t) = tanh(tanh ((2) + tanht
1 + tanh(tanh™" (a)) tanh ¢

B a -+ tanht
"~ 1+4atanht

Por lo tanto, podemos escribir x(t) asi

z(t) = tanh(tanh™*(a) + t).
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Ahora resolvamos la segunda ecuacion a partir del resultado anterior,

/Ot Z/((j))ds _— /Otx(s)ds

In|y(t)] — In[y(0)] = — /0 tanh(tanh ™" (a) + 5)ds

¢
= — In |cosh(tanh(tanh ™' (a) + s))]|

0

= —In |cosh(tanh™" a + )| 4 In |cosh(tanh ™ (a))| .

Luego

| U0 (ol () )

y(t) =

bcosh(tanh™(a))
cosh(tanh™'(a) 4 t)’
Anélogamente se prueba que

_ cosh(tanh™'(a))
cosh(tanh™(a) + )

Por consiguiente la curva integral que pasa por p = (a,b,c) € S? del campo vectorial

definido por el (m) = e; — (€1, m) m estd dada por:

at) = (tanh(tanh_l(a) 1) bcosh(tanh™ (a)) ccosh(tanh™ (a)) )

" cosh(tanh™'(a) +t)  cosh(tanh™"(a) + t)

y ademéds toma sus valores en S2. Se debe probar que [|a((t)]|* =1 :

b? cosh®(tanh™'(a))  ¢?cosh?(tanh™(a))
cosh?(tanh™'(a) +t)  cosh®(tanh ' (a) +t)’

la((t)||” = tanh?(tanh ™! (a) + t) +

como a? + b? + ¢ = 1, entonces b> + ¢ = 1 — a? en consecuencia;

B senh®(tanh ™" (a) + t) 4 cosh?(tanh™'(a)) — a? cosh?(tanh~*(a))

|‘a((t>||2 B cosh?(tanh™!(a) + t) ;
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por otra parte senh®(tanh™'(a)) = a? cosh?(tanh'(a)) dado que,

senh?(tanh ™ (a))

cosh®(tanh'(a)) tanh?(tanh ! (a)) = a2

en conclusion,

”04((?5)’\2 _ senh?(tanh™*(a) + t) + cosh®(tanh ™' (a)) — senh?®(tanh ™ (a))
- cosh?(tanh™(a) + t)

_senh®(tanh™'(a) +¢) +1 {
~ cosh®(tanh'(a) +t)

La curva «a(t) se puede escribir asi:
alt) = pcosh(tanh™'(a)) (senh(tanh_l(a) +1) acosh(tanh ™ (a)) )e
~ cosh(tanh™(a) + t) cosh(tanh™(a) +t)  cosh(tanh™'(a) +t) '

pcosh(tanh™'(a))
cosh(tanh™'(a)) cosh t + senh(tanh™'(a)) senh ¢

(senh(tanh™'(a)) cosht + cosh(tanh™(a)) senh ¢ — a cosh(tanh™"(a)))e;
cosh(tanh™'(a)) cosh ¢ + senh(tanh ™' (a)) senh ¢

_ p+ (acosht +senht —a)e;

cosht + asenht
~ p+({p,er) (cosht — 1) 4 senht)e,
B (p,e1)senht + cosht '

Como f(t) = Aa(t) entonces

_ Ap+ ((Ap, Aey) (cosht — 1) + senh t) Ae,
B (Ap, Aey)senht + cosht

B(t)

g+ ((q,u) (cosht — 1) +senh t)u
Bl {(q,u)senht + cosht '

Claramente (3 : I — S? satisface que 5(0) = ¢y 5'(t) = u — {(u, 5(t)) 3(t) pues,

B(t) = Ad/(t) = A(e] (a(t))) = Ales — {e1, a(t)) ()

= Aey — (Aeq, Aa(t)) Aa(t)
=u— (u,B(t)) B(t) = n" (B(2)).
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Si consideramos a D = {(¢,p) € R x S?|t € I,} entonces el flujo del campo vectorial p”

esta dado por:
VD — 5%
(t) Q) - 1/)(t7 q) = ﬁq(t)a

donde ,(t) es la curva integral con punto inicial ¢ en el instante ¢ del campo vectorial
definido por la aplicacién p?.

Como {¢'},.g es el grupo uniparamétrico de difeormosfismos. Se demostrard entonces que

t

las transformaciones ' : S? — S? son aplicaciones conformes. Escribiendo (¢, q) = o

se debe probar que para un t fijo se cumple,

(dy,(v), dipy(w)) = X* (v, w)

para todo v,w € T,5% y A? una funcién diferenciable no nula sobre S2.
Calculemos dw;(v) para ello consideremos una curva v : J — S? diferenciable tal que

~v(0) = ¢q y +'(0) = v. Entonces

4 (0) = S lomot (4(5)
i| v(s) + ({(y(s),u) (cosht — 1) + senh t)u
ds'"*=° (v(s),u) senht + cosht

({(q,u) senht 4 cosht){v + ((v,u) (cosht — 1))u}
({g, u) senht + cosh)?

(g + ({g,u) (cosht — 1) + senh t)u)({v, u) senh t)
({q,u) senht + cosht)2

B v ((v,u) (cosht —1))u (g, u) (cosht —1) (v,u) usenh?
"~ ({q,u)senht +cosht) = ({g,u)senht 4+ cosht) ({q, u) senh t 4 cosh t)?
q (v, u)senht u (v, u) senh®t

"~ ({g,u)senht + cosht)?  ({¢,u)senht + cosh )2

v N cosht (v, u) (cosht — 1)u
({(q,u) senht + cosh t) ({(q,u) senh t 4 cosh t)?

q (v, u)senht u (v, u) senh® t
({q,u) senht + cosht)?  ((g,u)senht + cosht)?’
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Por consiguiente,

v u (v, u) (1 — cosht)
({(q,u)senht + cosht)  ({q,u)senht + cosht)?

dijy(v) =

q (v, u)senht .
({q,u) senht + cosht)? ’

luego,

(v, v)
({q,u)senht + cosht)?’

(diy(v), dy(v)) =

Ahora si se tiene en cuenta que

entonces

(v +w), di(w +w))  (dh(v), dei(v))
2 2

(dh(w), di(w))
2

(v+w,v+w) — (v,v) — (w,w)
2((p, u) senh t + cosh ¢)?

(dipy(v), dibg(w))

(v, w)
({q,u)senht + cosht)?

Resta mostrar que
1
((g,u) senht + cosh t)2 (t,q)

es diferenciable y no nula.

Claramente A\%(t, q) # 0, probemos que el denominador de A\*(¢,q) no se anula para todo
g€ S*ytodote I,

Si (g,u) = 0 entonces como cosht # 0 para todo t € I, entonces \%(t,q) es diferenciable.
Si (q,u) # 0, supongamos que (q,u)senht + cosht = 0. Luego existe ty € I, tal que,
(q,u)senhty 4 coshty = 0, asi tanhty = ﬁ; como ||ul| = ||g|| = 1 entonces
—1 < {q,u) < 1. Por lo tanto si —1 < (q,u) < 0 se tiene que 1 > tanht, y esto no es

posible, dado que —1 < tanht < 1, ver figura (3.5).
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Figura 3.5: y = tanht.

De la misma forma se prueba cuando 0 < (¢,u) < 1. En consecuencia

1
({g,u) senht + cosht)?

esta bien definida. Asi, las aplicaciones ¢! : S? — S? son conformes. O

3.3. La aplicacion conforme I,

Definicién 3.5. Teniendo en cuenta lo anterior surgen las aplicaciones conformes en la

variable q
o (g) = LE ({g,u) (cosht* — 1) + senh t*)u
v (¢, u) senht* 4 cosh t* '
q+ (<Q7 ﬁ> (cosht* —1) + senht*)ﬁ
Fylq) = '

<q, ﬁ> senh t* + cosh t*

Para todo g € B}(0) donde

B30) = {(z,y,2) e R® |22 + > + 22 < 1}

L+]lgll
1=[lgll
2

18|17 = (Aa(t), Aa(t)) = ||a(t)||> = 1 para todo t € I. Tal eleccién permite llegar a los

1/2
La elecciéon particular de t* = In < ) se puede hacer debido a que,

siguientes resultados.
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3.4. Propiedades de la aplicacion F|

Teorema 3.2. La aplicacion F, : S* — S? definida anteriormente satisface las siguientes

propiedades:
0+ (1e(q,9) + Ag)9 2\ —% 2
1. F = dond A= (1— 2 = (A, —1
6(q) Nng) +1) 0 domde s (T=1Ngll”) % me= (A = 1)llgll
Vg € B® C R3.

2. Fj, es conforme e invertible.
3. La inversa de Fy es F'_,.
4. lim F, =q.
g—0
5. Para todo v,w € T,5? la diferencial dF, satisface:

L |gll”

<ng(U>’ ng(w>> = W

(v, w) .

1/2
Demostracion. 1. Sit*=In (HHQH) entonces

<1+g||)1/2+(1+g||>‘1/2 (L+lg)'”2 | (—ligl)*/>

. 1-llg]l 1-lgll (-llg** = (1+llgl)*”?
ht p— p—
cos 5 5
2
_ (=lehPa+g)? 1
on1/2 7
: (1—1lgl)
En consecuencia
1
cosht* = ————;
2y 1/27
(1= 1al*)
similarmente se prueba que
senh t* = %
(1= 1lgll")
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Remplazando en la definicién (3.5) tenemos que,

R = - (<q’ i) (W _ 1) ' ﬁ) T

llgll 1
Y
<q ”9”> (1-lgl)"  (1-1gli®) "

1-(1-[lgl?)""? L
o <(<||g||2(1—|g|2)1/2>> (. 9) + (L= lgll")~ />
(a.0)+1) (1= llgl?) ™"
(7 ()= ) - 1)

(g,9)+1) (1 [lgI>) ™"

+ (gl A= 1) a9y + Ag) g
(g, 9) +1) A,

En consecuencia se tiene que,

q+ (1g(a 9) + Ag)g
A (g, 9) +1)

Fg(CI) =

donde  Ag=(1—1gl]*) % ng=(Ng—1)[lgl™2

La aplicacién F,; se construy6 a partir de las aplicaciones ¢Z y dichas aplicaciones
son invertibles entonces Fj es invertible, ademas en el teorema (3.1) se probé que las

aplicaciones zﬂé son conformes asf se puede concluir que Fy : 5 — S? es conforme e

invertible.
-H gll _ ln gII )1/2
Dado que la inversa de ¢ llgll es Y lsl” " basta probar que
1/)_111 1+H9H)1/2
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1+\ )1/2

Sea t* = 1~ (1= , luego

'l/) — g ]- + Se[]h * g9
< ’ ||9||> ( t ) COSh(—t )

(=)
+
/N
S
<
S

> (cosht* — 1) — senh t*) L

llgll

> (—senh t*) + cosh ¢*

q+ <<Q, —”;%”> (cosht* — 1) + Senht*) (_”%O
<q, _||;+||> (senht*) + cosht*

S
R
=

=F_

gs
y esta igualdad se da gracias a que ln(iszH )2 = ln(%)lﬂ.
Como lim \; = 1 entonces para hallar hm 119 Se puede aplicar L'Hépital pues al

9—0

evaluar el limite tanto en el numerador como en el denominador se obtiene una

indeterminacién de la forma g y en consecuencia HII(I) g = %; por lo tanto
g—?
+ ,g) + A
lim F(q) = l’mq (,ug<q 9) g)g :
g0 =0 Ag((g.9) +1)
Asi 11’11(1) F,(q) = I, para todo ¢ € S%
g—)
Debido a que
1 1
9\ sonh we) ol i
, = ) senh t* 4 cos t*> < L> 9
<<q “g”> ( CTl) W)z oty 2
1P
({2, 9) +1)°

Como la segunda propiedad nos garantiza que la aplicacién Fy, : S* — 52 es conforme

entonces, )
1—lgll

(dFy(v), dFy(w)) = (aa) + 1)

(v, w) .
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Es de notar que el teorema (3.1) es valido para S™ y las propiedades anteriormente pro-

badas se siguen cumpliendo, ello permite establecer las siguientes aplicaciones.

3.5. Generalizaciones de las aplicaciones conformes

La transformacién Fy es uno de los aspectos mas destacados de este trabajo, pues a partir
de resultados muy generales como el de existencia y unicidad de las curvas integrales para
superficies regulares se encuentra el flujo de un campo vectorial definido en S? y con la
herramienta desarrollada en los anteriores capitulos tales como aplicaciones conformes se
logra probar que las aplicaciones w; son conformes; posteriormente haciendo una eleccién
apropiada de t se logran establecer propiedades que también son validas para S™ y ello

permite formular el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea S™ la esfera n-dimensional y G el grupo conforme de S™ entonces
cada transformacion de G puede ser expresada por po I, donde ¢ es una transformacion

ortogonal de S™ y F, esta dado por (5.2) para algun g € B}**(0), donde

By 0) = {(z1,. .., xppn) € R™H [af 4 2k < 1}
Demostracion. Ver ( Montiel, Ros [6]) O

Observacién
Si ¢ € G es una isometria entonces por el teorema (2.4), sabemos que existe una aplicacién
lineal ortogonal T : R™™! — R™*! tal que ¢ = T'|gn y en caso ¢ = po Fy = pol.

Un resultado andlogo se establece para espacio hiperbdlico H™.
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Teorema 3.4. Las isometrias del espacio hiperbdlico H* = {(x1,...,x,) € R"|z, > 0}
son las restricciones a H"™ C R"™ de las aplicaciones conformes de R™ que llevan a H™

sobre si mismo.

Demostracion. Ver (Do Carmo [3], pp. 194 ) O
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CONCLUSIONES

1. Este trabajo se ha hecho tomando como punto de partida conceptos bésicos de
geometria diferencial, ecuaciones diferenciales tales como el teorema de existencia
y unicidad de las curvas integrales para superficies regulares de tal manera que el

lector pueda apreciar como se construye a la aplicacién conforme Fj,.

2. En virtud del teorema Egregium de Gauss se logré establecer que no existe una

isometria entre la esfera y el plano.

3. La aplicacién conforme F} es de gran importancia dado que ellas generan a cualquier
aplicacion conforme de S™ en el siguiente sentido. Si ¢ : S™ — S™ es una transfor-

macién conforme entonces existe A : R™™! — R"™! ortogonal tal que ¢ = A|gn o F,.

4. La teoria de isometrias y transformaciones conformes ha llevado a que mucha gente
de la comunidad matemaética estudie invariantes conformes de volimenes tales como

lo hacen Peter Li and Shing-Tung Yau en [§] .
5. Para célculos explicitos es importante tener la aplicacién F, tal como lo muestra [7]

6. Debido a la aplicabilidad que tiene este trabajo espero en un futuro trabajar en este

campo de investigacion.
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