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RESUMEN

En este documento se presenta el trabajo titulado Optimizacion de funciones en
varias variables mediante Desigualdades Lineales Matriciales desarrollado dentro del
grupo de matematica computacional, en la linea de reconocimiento de formas, exigido
como requisito parcial para la obtencién del titulo de Matemético otorgado por la
Universidad del Cauca. En él analizaremos la aplicacién de un método de optimizacién
que utiliza la teoria de momentos probabilisticos para optimizar polinomios en varias
variables, convirtiendo el problema en una sucesion de problemas de optimizacién por
Desigualdades Lineales Matriciales. En el trabajo ademaés se estudia su aplicacién en
la estimaciéon de los parametros de una Gramatica Incontextual Probabilistica. En
el primer capitulo se hard un breve repaso de los conceptos basicos de: gramaticas,
graméticas libres de contexto (GLC), gramadticas libres de contexto probabilisticas
(GLP), modelos de lenguaje probabilisticos y estimacién de pardmetros. Veremos
que la funcién de verosimilitud asociada a las reglas de una gramética incontextual
probabilistica es un polinomio en varias variables.

En el segundo capitulo se estudia un concepto 1til para el desarrollo del método de
optimizacién de polinomios en varias variables basado en la teoria de momentos; las
Desigualdades Lineales Matriciales, de las cuales se daran algunos conceptos basicos.
Este tema se da como un preambulo de la aplicacién de la teoria de momentos en la
optimizacién de polinomios en varias variables.

En el tercer capitulo se estudiara el método de optimizacion de polinomios en varias
variables mediante desigualdades lineales matriciales basado en la teoria de momentos
presentado por Didier Henrion y Jean Lasserre en su articulo Global Optimization
with polynomials and the Problem of Moments[9]. Aqui se mostrard como la teoria de
momentos nos ofrece un método no convencional para calcular los valores éptimos de
un polinomio en varias variables con o sin restricciones.

El capitulo 4 corresponde a la experimentacion computacional del método, utilizando
una herramienta disenada por los franceses Didier Henrion y Jean Lasserre [5] para
implementar el método. Se haran pruebas con diferentes problemas de optimizacién y
con Gramaticas generadas por una herramienta de simulacién y por tltimo se analizaran
los resultados obtenidos.
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Capitulo 1

GRAMATICAS
INCONTEXTUALES

1.1. Preliminares

La lingtifstica computacional es una rama de la informatica que usa modelos matemati-
cos y herramientas computacionales, con el fin de mejorar los sistemas automéaticos que
procesan diferentes aspectos del manejo del lenguaje, tanto natural como formal. Entre
los lenguajes formales utilizados tanto para procesar lenguaje natural como para otras
aplicaciones estan los generados por las Gramaticas Incontextuales Probabilisticas
(GIPs). La importancia de las GIPs radica en que el tipo de modelo que produce
provee mayor informacién que otros modelos, pero en contraste el coste computacional
que requieren para la estimaciéon de los parametros en tareas de cierta complejidad es
elevado. Hasta ahora los modelos matematicos y algoritmos propuestos y utilizados
en la estimacion de los parametros de las GIPs si bien producen modelos de lenguaje
con una buena capacidad expresiva, su coste computacional es elevado, por lo cual se
requiere buscar métodos mas eficientes para realizar la estimacién de los parametros.

En lo que resta del capitulo se hard un breve estudio sobre gramaticas, GIPs, su esti-
macion y se planteard el problema de optimizar la funcién de verosimilitud asociada a
las reglas de la GIP.



1.2. Cadenas, alfabetos y lenguajes

Definicién 1. Conceptos basicos sobre cadenas, alfabetos y lenguajes.

o Un alfabeto o vocabulario, notado como X, es un conjunto finito de simbolos.

Una cadena (o frase) es una secuencia finita de simbolos (elementos de 3).

o

La longitud de una cadena = es el nuimero de elementos que tiene, se denota |x|.

(@)

Una cadena vacia es aquella que no posee elementos y se denota € (le] = 0).

@)

o Por X* se entiende el conjunto de todas las cadenas de .

o

Por ¥ se entiende el conjunto de todas las cadenas de simbolos de ¥ que tienen
longitud mayor o igual que 1.

@)

Un lenguaje L sobre X se define como un subconjunto del conjunto 3*.

1.3. Gramaticas y Gramaticas Incontextuales

Definicién 2. Una gramdtica formal es una 4-tupla G = (N, 3, P,S), donde:
N : Conjunto finito, denominado conjunto de variables o no terminales.
Y. Es el alfabeto. N y X son disjuntos.

P : Conjunto finito de reglas de produccién (o de derivacion): cada produccion es de
la forma o — =, en donde o (Antecedente) y v (Consecuente) son cadenas de
simbolos tomados de (N U X)*.

S = Stmbolo inicial (Azxioma) de la gramdtica. S € N.

Notacién: La expresiéon a — v, donde v y v son cadenas de (/N U X)*, significa que
la cadena « deriva en la cadena v o que « es sustituido por 7.

Notacién: La expresiéon a = 3 significa que « deriva en 3 exactamente en i pasos.
La expresién a; = ay = ag--- 01 S oy significa que ag L o, ay = as,. ..,
a1 = . La expresién a = 3 significa que a deriva en 3, mediante alguna sucesién
de derivaciones de la forma o = oy 2 a9+~ oy, =2 6.

Definicién 3. Una derivacion a izquierda de una cadena x € ¥ en G, es una sucesion
de reglas de derivacion dr = (q1,q2, .-, qm), m > 1, tal que: (S Lo Ba - B m),
donde a; € (NUX)T, 1 <i<m+ 1y q reescribe el terminal mds a la izquierda de
Qi1



En el siguiente ejemplo se aclara este punto:

Ejemplo 1. Sea G = (N, %, P,S), donde N = {A, B, S}, ¥ = {a,b}, S es el simbolo

inicial y P consiste en:

S — aA
aB — bBAa
ABb — abB

Note que la cadena bbaBB se transforma en la cadena bbbBAaB por la aplicacién de
la segunda regla.

En adelante utilizaremos las siguientes convenciones con respecto a las gramaticas:
o Las letras mayusculas tales como A,B, C, D, E'y S representan no terminales; S
es el simbolo inicial.
o Las letras minusculas como a, b, ¢, d, e y los digitos serdn los simbolos terminales.

o Las letras mintusculas u, v, w, s denotan cadenas de terminales.

o Las letras griegas minusculas «, 3, v se usan para denotar cadenas de terminales
y no terminales.

Definicién 4. Una Gramdtica G, para la cual el conjunto P de reglas de derivacion
esta constituido por reglas de la forma A — « donde A € N y a € (N UX)T, se
denomina Gramdtica Incontextual (GI).

Definicién 5. Una Gramdtica Incontextual G se encuentra en Forma Normal de
Chomsky (FNC), si las reglas de derivacion tienen la forma A — BC o A — v donde
A B,CeN yve.

Nota: En adelante cuando se hable de derivacion, se entendera como derivacion a
izquierda.

Definicién 6. El lenguaje generado por una gramdtica G es el conjunto L(G), definido
como:

L(G) = {az‘ ext|SS x} (1.1)
Definicién 7. Un lenguaje probabilistico sobre un alfabeto 2 es un par (L, ®), con L
un lenguaje formal y ® medida de probabilidad sobre ¥*, tal que ®(x) >0 si z € ¥*

Definicién 8. Una Gramdtica Incontextual Probabilistica (GIP) G, es una pareja
(G,p) tal que G es una Gramdtica Incontextual y p una funcion p : P — (0,1] sobre
las reglas de la gramdtica de tal forma que:

VAeN, > pA—a)=1 (1.2)

(A—a)eP



1.4. Probabilidad de una cadena de una GIP

Sea G, una GIP. Para cada z € L(G) se denomina D, al conjunto formado por todas
las derivaciones a izquierda de la cadena x. Por N(A — «,d,) se designa el nimero de
veces que la regla A — « se ha utilizado en la derivacién d,.

Definicién 9. Dada una GIP G, la probabilidad de una derivacion d, de la cadena
x € X* se define como:

Pr(e,d,|Gy) =[] p(A— a)¥imed) (1.3)

(A—a)eP
Definicién 10. Dada una GIP G, la probabilidad de la cadena x € ¥X* se define como:
Pr(z|G,) = Y Pr(z,d,|G)) (1.4)

de €Dy

Definicién 11. Dada una GIP G, Se llama probabilidad de la mejor derivacion de la
cadena x a: .
Pr(z|G,) = dmégc Pr(z,d;|G,) (1.5)
x€Dy

Definicién 12. FEl lenguaje generado por una gramdtica incontextual probabilistica
Gy = (G,p), se define como L(G,) = {x € L(G) : Pr(z|G,) > 0}. Una GIP G, se
denomina consistente, si el lenguaje generado por G, es estocdstico, es decir:

> Pr(z|Gy) =1. (1.6)

zeL(Gp)

1.5. Estimacion de los Parametros de una GIP

El problema que queda es determinar las probabilidades de las reglas de la gramatica,
o como suele llamarse, problema de estimacion de los parametros de una GIP.

El problema de la estimacion de los parametros de una GIP G, = (G, p) puede plan-
tearse de la siguiente manera: sea (L,®) un lenguaje estocédstico donde L C L(G), y
® es una funcién de probabilidad desconocida. Dada una muestra €2 de L, se tiene
que estimar la funcién p de tal manera que mediante ella se pueda representar a ®. El
problema planteado queda de la forma:

§ = mix () (L.7)

donde f, es una funcién a ser optimizada. De este modo, para estimar los parametros de
una GIP es necesario determinar la funcién a optimizar y el método de optimizacién que
se va a utilizar. El método de optimizacién de uso mas generalizado para la estimacién de
los pardmetros en una GIP, esta basado en el Teorema 1 (Transformaciones Crecientes).
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Teorema 1 (Transformaciones crecientes). Sea P(O), con © = {0,;}, un polinomio
homogéneo de grado d con coeficientes no negativos. Sea 6 = {6;;} un punto del conjunto

qi
D:{@J\QUEO, Zemzl, Z:L,]{jzl,,ql}
J=1

para k, q; enteros. Sea Q(O) una transformacion en D, definida como:

0(6,) = 0:i (565 )0
’ le eik(%)e

tal que para todo i, Y}, eik(%)g # 0. Entonces P(Q(0)) > P(0) para Q(0) # 6.

La aplicacion del teorema anterior permite obtener un maximo local del polinomio
P en el espacio de busqueda definido por D haciendo uso del siguiente algoritmo de
estimacion:

Algoritmo de estimacién
Entrada P(©)
Salida G
Método © = valores iniciales
repetir calcular (Q(©) utilizando P(O)
©=Q(©)

Hasta  Converger.

Dado un polinomio que cumple las condiciones del teorema 1 y un punto inicial 8 € D,
el problema de la estimacién se plantea como la aplicacién repetida de la transformacion
hasta alcanzar un maximo local del polinomio definido, 6 hacer la estimacién hasta que
la diferencia entre 2 iteraciones consecutivas esté por debajo de un umbral. Note que
las probabilidades de las reglas de una GIP pueden ser puntos del dominio definido en
el teorema 1 para una GIP G,;:

donde I'4, representa el conjunto de reglas de la gramética cuyo antecedente es A;.

1.5.1. Funcion de verosimilitud

Entre las funciones objetivo a optimizar esta la funcién de verosimiltud, (ver [2],[4])



Para el caso de las GIPs, la funcién de verosimilitud de una muestra Q2 de L(G) notada
Pr(Q|G,), estd dada por la ecuacién:

Pr(Q|G,) = [ [ Pr(x|G,). (1.9)

e

Si se utiliza la funcién de verosimilitud como funcién objetivo en (1.7), puede notarse
que dicha funcién es un polinomio en varias variables, si se ordenan las reglas de alguna
forma y a la regla i-ésima se le asigna la variable x;, i = 1,2,...,|P|, lo cual se ilustra
con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Sea G = (N, %, P,S), donde N = {A, B,C, S}, ¥ = {a,b}, S es el simbolo

inicial y P consiste en:

1)S— AB 3) A— BA 5) B— CC 7)C — AB
2) S — BC 4) A—a 6) B—1b 8)C —a

Sea z; la probabilidad de la regla i-ésima de la gramatica, es decir:

r1 =p(S — AB) 3 = p(A — BA) x5 =p(B — CC) z7 =p(C — AB)
zy = p(S — BC) zry = p(A — a) 6 = p(B —b) rg = p(C — a)

Sea Q) = {baaba,baaa} C L(G). Sean x = baaba e y = baaa, los drboles de derivacién
para los elementos de la muestra son:

D, = {dlm d2:r:} Dy - {dlyv d2y}

Derivacian G'jx Derivacian G'E.x Derivacion .:;f‘!.‘}r Derivacion C:f;_,},

g 5 5 5
AN AN g SN
A B B A B B ©

Pl N i AN 7

Bisk D sl Fiy B B A C C A B

A VRN I '

A B C C b a a a CcoC

|| /\ ||

b a a b a A B b a a a
hal}La

El ntumero de veces N que se usa cada regla es:
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Regla N(
S — AB
S — BC
A — BA
A—a
B—CC
B—b
C — AB
C—a

2

— NN DN OO,
&
N—
=

N O = === O e,
=
N—
=

N = = == O = Ol
&
S~—

—_ =N =N = O =,
=
8

De la ecuacién (1.3) se tiene que:

Pr(x,d1,|G,) = 110305 w5050778 Pr(y, d1,|G,) = 117032425767

Pr(x, dy,|G,) = :Uﬂixg,x%argxg Pr(y, dsy|G)p) = x2x4$5x6x7x§

Luego, de la ecuacién (1.4), se tiene que:

Pr(z|G,) = Pr(z, di.|G,) + Pr(x, do,|G,) = w1x30ixs2icr0s + Tonirsaiaias
Pr(y|G,) = Pr(y, diy|G,) + Pr(y, doy|Gp) = 2120324050673 + 220x4x5262723

Ahora, de la ecuacién (1.9) tenemos que la funcién de verosimilitud de la muestra €2
esta dada por:

Pr(Q|G,) = Pr(z|G,) *Pr(y|G,)
_ 2. .2 2. .22 2 2
= (2123005050708 + ToX T5TaT-2g) * (T1T3T4T5X6L + TolyT5TeTrXy)
_ .2,2.3.23 3 3,232 3

3,.2.3.23 232333
FT1T2X3TYTETEX7 LY + X T T X7 LG

Dado que Pr(€|G,) es un polinomio en varias variables, se tiene que el problema de
estimacién de los pardmetros de la GIP se convierte en el problema de optimizar un
polinomio en varias variables sujeto a restricciones lineales de la forma: 0 < z; < 1,
i = 1,2,...,|Ply > ,cq, v = 1, donde ¥, es el conjunto de todas las x; que
representan la probabilidad de una regla cuyo antecedente es a.

Entre los métodos de optimizacion de funciones de R™ en R, el método basado en

la teoria de los momentos estd disenado para el caso particular de los polinomios en
varias variables. Este método, desarrollado por los franceses Didier Henrion y Jean

7



Lasserre puede ser una alternativa para la solucién del problema (1.7) tomando como
funcién objetivo f, la funcién de verosimilitud. Cabe agregar que dicho método utiliza
ademas de la teoria de los momentos, la teoria referente a las desigualdades lineales
matriciales para resolver el problema.

Dado que la funcién de verosimilitud de una GIP es un polinomio en varias variables,
y que el uso del teorema de transformaciones crecientes para encontrar el maximo de
tal funcion produce un algoritmo que tiene un alto coste computacional, exploramos el
método de optimizacién de polinomios en varias variables mediante el método de los
momentos, como alternativa para la estimacién de los parametros de la GIP.

En el siguiente capitulo se realiza un estudio previo referente a desigualdades lineales
matriciales.



Capitulo 2

DESIGUALDADES LINEALES
MATRICIALES

En el presente capitulo, se tratara el tema relacionado con las Desigualdades Lineales
Matriciales (DLM) (En ingles Linear Matriz Inequality LMI). Se daran primero los
conceptos de matriz definida positiva y negativa, semidefinida positiva, funcion definida
positiva y negativa, semidefinida positiva; para luego definir una DLM y a continuacion
se da el esquema basico para la soluciéon de problemas que incluyen DLMs.

2.1. Preliminares
Definicién 13. Sean A,B matrices n x n y 0 la matriz nula n x n.

o A es definida positiva si todos sus autovalores o valores propios son positivos. Se
denota A > 0.

A es semidefinida positiva si todos sus valores propios son no negativos. Se denota

A > 0.

@)

A es definida negativa si y sélo si —A > 0. Se denota A < 0.

o

@)

A es semidefinida negativa si y sélo si —A > 0. Se denota A < 0.

Decimos que A = B si y sélo si A — B > 0. De manera similar se define A »= B,
A<ByA=XB.

@)

Definicién 14. Sea F': () — R**® donde (2 C R"*™. Sean 0 y 0s los ceros de R™™ y
R*** respectivamente y Q* = Q — {0}.

o F' es definida positiva en Q, si F'(X) > 05 para todo X € Q*. Se denota F' > 0.

9



o F' es semidefinida positiva en €, si F(X) = 0, para todo X € Q. Se denota
F > 0.

o F' es definida negativa en €, si F/(X) < 0, para todo X € Q*. Se denota F' < 0.

o F' es semidefinida negativa en Q, si F'(X) < 0, para todo X € Q. Se denota
F <0,.

Definicién 15. Sea F : R™™ — R¥*!, F es una funcién lineal en R™ ™ si F(aX; +
BXs) = aF(X;) + BF(X3) para toda «, [ constantes (reales o matrices n x n) y Xj,
Xy € RM™,

Definicién 16. Sea G : R™™ — R**!. G es una funcién afin en R"*™, si existe una
funcién lineal F' : R™™ — R**! y una matriz constante C' € R**!, tal que G(X) =

F(X)+C.

Definicién 17. Sea F : R" — R™*™ definida como sigue:

F(X):=F, +ixF (2.1)

Con X = (z1,...,2,) € R" y Fy, ..., F,, matrices m X m simétricas conocidas. (2.1) es
una Desigualdad Lineal Matricial DLM, si I satisface una de las siguientes condiciones:
F=0 F >0, F <0, F=<0.Las x; son las variables de optimizacién o de decisiéon
(pueden ser matrices). La ecuacion (2.1) se llama forma canénica de una DLM.

En la ecuacién (2.1) intervienen n+ 1 matrices F;, y en aplicaciones practicas, tal forma
es ineficiente por el coste computacional desde el punto de vista de almacenamiento
pues se necesita almacenar muchas matrices. por tal razén se han desarrollado métodos
para expresar F' de una forma més simple (en el sentido de menor nimero de matrices
involucradas), por ejemplo, como una desigualdad de Lyapunov ATY + YA < 0 que
involucra solo una matriz m x m.

Para ilustrar un caso en R?, sea:

F(X):xl{_; S}HQ{_OS _43]”3[8 _04}«), (2.2)

La ecuacién (2.2) se puede expresar de la forma ATY +Y A < 0 como

-1 0 1 I r1 X9 —1 2
F(X) = <0 2.3
( ) |: 2 —2 :| |: To I3 + To XT3 0 -2 ’ ( )
11857-1918. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov. Matematico ruso. Introdujo el método de Lyapunov

en 1899. Ver documento electrénico de Carlos Mario Velez Estabilidad de Lyapunov (Universidad
EAFIT)

10



- —1 2 . 1 T2
ConA[ 0 _Q]eY[x2 ZL’3:|.

En el ejemplo se puede observar que hay una reduccién del ntimero de matrices
involucradas, de modo que trabajar directamente con la forma canénica puede reducir
la eficiencia de la DLM.

En general, en una DLM se forma una matriz de bloque donde cada bloque es una
funcion afin de las variables de la matriz. A manera de ilustracion, considere la siguiente

DLM:
ATX + XA XCT B

NT CX —~I D |N=<0 (2.4)
BT DT —yI

donde A, B,C,D,N son matrices conocidas y las variables son X = XT ¢ R y
v € R (Note que el escalar v se puede considerar como una matriz 1 x 1). N es llamado
Factor Externo y no necesita ser cuadrado (a menudo estd ausente).

La matriz de bloques

ATX + XA XC' B
L(X,v) = CcX —vI D (2.5)
BT DT I

es llamada Factor Interno. (2.5) es una matriz simétrica por bloques y su estructura
de bloque se caracteriza por los tamatios de sus bloques diagonales. Por simetria, (2.5)
esta completamente especificado por los bloques sobre la diagonal. Cada bloque es
una funcién afin de las variables X y 7. De esta forma, (2.5) queda definida por las
matrices de bloque.

Por otro lado, a manera de ejemplo, las variables X = (21,79, 23,24) € R* e Y =
(y1, Y2, y3) € R pueden verse como variables matriciales en R?, gracias a la estructura
bloque - diagonal (Xp_p) y a la estructura simétrica de Toeplitz (Xr) respectivamente
como sigue:

1|0 O Y1 Y2 Y3
Xp-p= 0 |z Yr=1 v vy
0 |r3 x4 Ys Y2 Y1

NOTA. El conjunto F = {X € R"| F(X) > 0} denominado conjunto solucién es
convexo, es decir, verifica

Para cada X7, Xo € F, AX; 4+ (1 = N\) X, € F, para todo A € [0, 1] (2.6)
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Una DLM define un problema convexo sobre la variable X, el cual se puede resolver
numéricamente garantizando encontrar una solucion, si existe. Un sistema basado en
multiples DLMs puede ser considerado como un conjunto de DLMs simples, lo que
permite que se mantenga la condicién de convexidad; méas aun, La variable de decisién
X en una DLM puede ser una matriz.

DLM multiple. En muchas aplicaciones se pueden combinar DLMs de la forma:

FXX) 0 - 0
0 FB(X) - 0
Si F;(X) >0, i=1,..,k entonces , , _ , -0 (2.7)
0 0 - F(X)

donde cada F;(X) tiene la forma (2.1).

Una DLM con restriccion lineal se plantea de la siguiente forma:

F(X) =0
{ pra (28)

2.2. Problemas DLM genéricos

Los siguientes son algunos problemas que se pueden resolver mediante DLMs, dados en
una region 2 C R™

a) VIABILIDAD. Comprobar si existe o no solucién para F'(X) = 0. La DLM se
llama viable si existe X € () que verifica ésta inecuacién. En caso contrario,
F(X) > 0 no es viable.

b) OPTIMIZACION. Sea F : § — R, con S = {X € R"| F(X) > 0}. El problema

de optimizacion con restriccion DLM es determinar

Popt = )1{1%% F(X) y/o X, tal que F(Xop) = Dopt- (2.9)

¢) PROBLEMA GENERALIZADO DEL VALOR PROPIO. Consiste en calcular el

minimo escalar A € R verificando las restricciones:
Md—A(X) >0

{ B(X) > 0 (2.10)

Siendo A(X) y B(X) simétricas y afines en X y X variable de optimizacién.

De los anteriores problemas nos interesa estudiar el de optimizacion y los métodos para
resolverlo, para lo cual haremos uso de las herramientas que nos brinda la libreria LMI
Control Toolbox del programa MatLab.
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2.3. Caracteristicas de las DLM

Estas son algunas ventajas que obtenemos mediante el uso de DLMs:
* Permiten convertir desigualdades no lineales en desigualdades lineales.

x Una variedad de especificaciones de diseno y restricciones pueden ser expresadas
como DLMs.

x Una vez formulado en relacion con DLMs, un problema se puede resolver con
algoritmos de optimizacién convexa.

2.4. Solucién de problemas DLM

Entre las herramientas para solucionar problemas DLMs esta el LMI Control Toolbox
del programa MatLab, plataforma sobre la cual se hace la experimentacion del
problema de optimizacion de polinomios basado en la teoria de momentos. Existen
otras plataformas que manejan dicha herramienta, como por ejemplo Scil.ab, software
libre. El programa MatLab se basa en métodos de punto interior[6] en dicha herramien-
ta para la solucion de los problemas relacionados con desigualdades lineales matriciales.

El paquete LMI del programa Matlab resuelve inecuaciones lineales matriciales de la

forma:
NTL(X1, ., Xg)N < MTR(Xy, ..., X )M (2.11)

con
- Xy, ..., Xk variables matriciales
- N y M matrices conocidas de igual dimension

- L(A) y R(A) matrices simétricas, estructuradas de la misma manera, cada bloque
siendo una funcion afin de las variables X, ..., X o de sus transpuestas, como
en (2.5).

En el presente capitulo se mostré el esquema de una DLM y se mencionaron algunas
herramientas desarrolladas para solucionar DLMs (Para mayores detalles ver [7]). En
el siguiente capitulo se estudiara el método de optimizacién de polinomios en varias
variables basado en el problema de los momentos y que utiliza desigualdades lineales
matriciales para su solucion.
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Capitulo 3

OPTIMIZACION DE
POLINOMIOS MEDIANTE LA
TEORIA DE MOMENTOS

Como se vi6 al final del capitulo 1, la funcién de verosimilitud asociada a las reglas de
una GIP es un polinomio en varias variables, por lo cual el problema de estimar las
probabilidades de las reglas se reduce a optimizar dicho polinomio. En este capitulo se
describe el método basado en la teoria de momentos (ver [3], [9]) para la optimizacién
de polinomios en varias variables.

A continuacion se desarrolla la teoria y resultados del método de optimizacion global
con polinomios basado en la teoria de momentos. Para ello se hara el analisis del
problema de minimizar el polinomio, dado que para el problema de maximizacién el
resultado es equivalente.

Sea p(x) : R" — R un polinomio. Se define el problema P que consiste en encontrar el
minimo global de p(z), al que llamamos p*, notado de la siguiente forma:
P — p* := min p(x) (3.1)
reR™
Donde p* € R, ademds encontrar z* € R™ tal que p(z*) = p* (Para las GIPs, lo que
se necesita es encontrar x*). Se define Py de la misma forma que el problema anterior
pero restringido al conjunto compacto K C R" definido por desigualdades polinomiales
de la forma g;(x) > 0,i=1,...,r:
P T = mi 2
K v Pic = minp(x) (3:2)

*

donde pj- € R, ademds encontrar zj € K tal que p(z3) = pi.
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La representacion de polinomios en una variable no negativos como suma de cuadrados
de polinomios es una herramienta muy util para calcular valores 6ptimos, ya que
permiten crear algoritmos basados en la teoria de punto interior [6] para calcular un
minimo global. sin embargo, en el caso multivariado no todo polinomio no negativo
se puede escribir como suma de cuadrados de polinomios. La estrategia en este
caso consiste en reducir el problema (3.2) a una sucesién equivalente de problemas
cuadraticos, para que el problema de optimizacion se convierta en un problema convexo
de desigualdades lineales matriciales.

Los problemas P y Px definidos se pueden remplazar respectivamente por los problemas
equivalentes:

* = { d 3.3
Py = min [ pou(dr) 33
Pic = pic = min / p(z)p(dx) (3.4)

donde P(R™) (respectivamente P(K)) es el conjunto de Borel de medida finita sobre
R™ (respectivamente sobre K). En efecto; veamos que P es equivalente a IP:

Supongamos que minp(x) = p* y sea z* tal que p(z*) = p*. Como p(x) > p* tenemos
que: [p(x)dp > [p*dp = p* [du = p*. Asi [p(x)du > p*. Ahora, la medida de
probabilidad p* := d,+ (Delta de Dirac en z*) es admisible para P, esto es,

/p(w)du* =p(z*) =p".

Reciprocamente, supongamos que min [ p(z)dy = p*. Entonces [ p(z)du > p* para
toda i, en particular para p = d,. Luego [ p(z)du = p(z) > p* para cada .

Si p es un polinomio de grado m, el problema de minimizar p es equivalente a minimizar
la combinacién lineal de la coleccion finita de momentos ¥, de orden menor o igual a m,
en la medida de probabilidad u. La teoria de momentos nos da condiciones suficientes
sobre las variables .

3.1. Preliminares

En adelante, llamaremos A,,, al espacio vectorial de los polinomios ¢(z) : R* — R de
)
grado menor o igual que m.
_ 2 2 2 2
Sean B = {1,271,1’2, X3y .oy Ty X7, L1L2, L1X3y -+« X1, Loy X2X3y - oy X2Lp; Ly e ooy Ly v v vy

) n’

o, abt, ... 2"} una base de A,,, s(m) la dimensién de A,, y p(z) : R" — R un
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polinomio de grado m. Asumimos la siguiente notacién para p(x):

p(z) = Zpaxo‘, con z% = z{'wy?---anmy Zaj <m (3.5)
o

donde p = (pa) € R*™) es el vector de coeficientes de p(z) en la base B. De ser necesario,
un polinomio de grado m puede ser considerado como un polinomio de grado mas alto,
digamos 7, con vector de coeficientes p € R*"), donde los coeficientes de los monomios
de grado mas alto que m son cero.

Ejemplo 3. Sea p(z) : R® — R, el polinomio definido como:
p(z1, 79, 23) = 8 + 31 + 273 — 207173 + 927 + 405 — 5.
Asi definido, podemos ver que:
o p(x) es un polinomio de grado 2 tal que p(x) € As.
o B ={1,x1, 19, 73,73, 1179, T1T3, T3, Tox3, T2} €s una base de A,. dim B = 10.

¢ {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(2,0,0),(1,1,0), (1,0,1),(0,2,0), (0,1,1),(0,0,2)}
es el conjunto de los a.
o p=(8,3,0,2,9,0,—20,4,0,—5) es el vector de coeficientes.

Definicién 18. Sea y el vector de dimensién s(m) definido como y := (y,), donde

Yo = /azo‘,u(dzt), w € P(R™). (3.6)

De esta forma, y, representa el momento (o el valor esperado) de x® de orden »_ «;
respecto a la medida de probabilidad p. Para definir la matriz de momentos M,,(y), se
analizard primero para el caso bidimensional. En dicho caso, M,,(y) se define como la
matriz de bloques de dimensién s(m):

Moo(y)  Moa(y) -+ Mom(y)
M, () = Ml,?(y) Ml,:l(y) Ml,’r:n(y) (3.7)
Mipo(y) Mama(y) -+ Mpm(y)
tal que cada matriz M; ;(y) con 0 <4, j < m tiene la forma:
Yitjo  Yitj-11 - Yi g
Mi,j(y) _ yz‘+j:1,1 yz’+j:2,2 '. yiflz,jJrl (3.8)
Yji Yj—1i+1 - Yo,i+j

donde y; ; representa el (i 4+ j)—ésimo momento de valor [ z'y’u(d(z,y)) en la medida
de probabilidad .
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Ejemplo 4. Para el caso n =2 y m = 2 tenemos:

I | y10 Yoi1|¥20 Y11 Yoo
Y10 | Y20 Y11 | Y30 Y21 Y12
M2(3J> | Yo | Y11 Yo2 | Y21 Y12 Yo3 (3‘9)
Y20 | Y30 Y2,1 | Ya0 Y31 Y22
Y1 | Y21 Y12 | Y31 Y22 Y13
Yo2 | Y12 Yo,3 | Y22 Y1,3 You

Ejemplo 5. Para el caso n =2 y m = 3 tenemos:

1 Y10 Yo1 |Y20 Yia1 Yo2 |Yso Y21 Yi2 Yo,3
Y10 | Y20 Y11 | Y30 Y21 Y12 |Yso Y31 Y22 Y13
Yo1 | Y11 Yo2 | Y21 Y12 Yo3 |Ys1 Y22 Y13 Yoa
Y20 |Yso Y21 |Ys0 Y31 Y22 |Yso Ys1 Y32 Y23
Ms(y) = Yiu | Y21 Y2 | Y31 Y22 Y13 | Ys1 Y32 Y23 Yia (3.10)
Yo2 | Y12 Yo3 | Y22 Y13 Yoa |Y32 Y23 Y14 Yos
Yo | Ya0 Ys1|Yso Ya1 Y32 | Yso Ys1 Ya2 Y33
Y21 | Y31 Y22 | Ya1 Y32 Y23 |YUs1 Ya2 Y33 Y24
Y12 | Y22 Y1,3 | Y32 Y23 Y14 | Ys2 Y33 Y24 Y15
Yo3 | Y13 Yoa | Y23 Yia Yos5 | Y33 Y24 Y15 Yoe

Para el caso tridimensional, M,,(y) es definida por bloques {M; ;x(y)}, 0 <i,j5,k <m
de manera similar al caso bidimensional, Para el caso n-dimensional M,,(y) es definida
por bloques {Mq, 45 .a,(y)}, con 0 < a; <n.

Sea y vector de momentos de orden s(m) definido como en 3.6. Definimos la forma
bilineal (-,-) : A, x A, — R por:

y -

(q(x). p(x)), = (@, Mu(y)p) = > (qP)alie = / q(2)p(x) py(dz) (3.11)

a

Esta forma bilineal también genera una forma semidefinida positiva en 4,,, como

(a(@).a()), = 3 (@)at = [ eIy (dn) 2 0 .12

«

Para todo polinomio ¢(x) € A,,. La teoria de momentos identifica la sucesién y con
M,,(y) = 0 que corresponde a los momentos de la medida de probabilidad fx, en R™.

Propocision 1. Los problemas Px y Pk son equivalentes, esto es,

1. Inf Pr = inf Pk.
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2. Si x* es un minimizador global de Py, entonces u* = . es un minimizador
global de Py .

3. Si Pk tiene un minimizador global, entonces para cada solucion optima p* de P,
p(z) = min Pg, p* casi en todos lados.

4. Si x* es el minimizador global de Py y es unico, entonces p* := d,« es el unico
minimizador global de Py

Demostracion:

1. Como paracadax € K, p(z) = fpd&c, se sigue que Inf Pg < inf Pg. Reciprocamente,
suponiendo que p* := inf P > —oo. Como p(x) > p* para todo z € K, se sigue que
[ pdp* > p* para cada medida de probabilidad x con soporte contenido en K.!

2. Si * es un minimizador global de Pk, entonces inf P = min Px = p(z*). Luego,
por 1. inf Px = p(z*). Ademds, si pu* := d,+, entonces se tiene que [ pdd,~ = p(z*), por
lo cual min Pg = p(z*) y por lo tanto p* := §,« es un minimizador global de Pk.

3. De 2., Pk tiene por lo menos una solucion 6ptima. Para una solucién 6ptima arbitraria

p*, se tiene [ pdp* = p* con p* = minPx. Suponiendo que existe un conjunto de Borel
B C K tal que u*(B) > 0y p(x) # p* en B, es decir, p(x) > p* en B. Entonces,

/ pdp* = / pdp” + / pdp* > p*
B K-B

en contradiccién con [ pdup* = p*.
4. Esta demostracion se sigue de 3.
Observe que si p(z) es un polinomio de grado m, el problema planteado en (3.3)

involucra solo los momentos de p de orden m. Por tanto, ahora remplazamos p con
la sucesion finita y := {y,} de todos los momentos de orden a lo méas m, esto es:

Yo ::/xo‘du, Z%’:k, k=1,2,...,m (3.13)
i=1

1Se dice que una funcién tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un
conjunto cerrado y acotado, el soporte de una funcién f(x) se define como

sup f = {x € R"|f(x) # 0}.
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3.2. Optimizacién global

Sea p(x) : R — R un polinomio de grado 2m con vector de coeficientes p € R*(™) . Pues-
to que deseamos minimizar p(x), se puede asumir que el término constante desaparece,
es decir, pg = 0. Introduzcamos el siguiente problema de optimizacién convexa LMI (o
Positive Semidefinite Program (PSD)):

l/nfy Za paya;
Q — { My (y) = 0, (3.14)
o equivalentemente,
infy, >°, PaYa,
o 3.15
@H{ZQ#O%B&E_BO’ (3.15)

donde B es la matriz nula y B, es la matriz cuya entrada o es 1 y el resto 0. El
problema dual Q* de Q es el problema convexo LMI definido por:

supy (X, —By) (= —X(1,1)),
Q* — (X,Ba) = pa «a#0, (3.16)

donde X es una matriz simétrica de valores reales y (A, B) es producto interno usual
dado por la traza de AB para matrices simétricas de valores reales. (= —X(1,1))
significa que supy (X, —By) es almacenado en X(1,1) con signo opuesto.

Propocision 2. Supongamos que Q* tiene una solucion factible. Entonces, Q es soluble
y se tiene que:

inf Q = max Q" (3.17)
Demostracion:

El resultado se sigue de la teoria de dualidad de programacién convexa si se puede
probar que existe una solucién viable y de Q con M,,(y) = 0. Sea pu una medida de
probabilidad de R™ con densidad f estrictamente positiva con respecto a la medida de
Lebesgue? y con todos sus momentos finitos, esto es, u es tal que:

ya:/$o‘du<oo

Para cada combinacién oy + s +. ..+, =r, 7 =0,1,2,.... Entonces la matriz M,,(y),
con y definida como antes, es tal que M,,(y) > 0. Efectivamente, para cada polinomio

2Para més informacién sobre la medida de Lebesgue, ver [12] pag. 12
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q(z) : R™ — R, se tiene:

(a(@).9(2)}, = (@ Maly)a) = / A ()uldz) (por (3.12))
0 siempre que ¢ # 0 (cuando f > 0).

Por tanto, y es viable para Q y M,,(y) = 0, el resultado deseado.

Teorema 2. Sea p(z) : R" — R un polinomio de grado 2m definido como en (3.5) con
minimo global p* = min P.

1. Si el polinomio no negativo p(x) — p* es suma de cuadrados de polinomios, P es
equivalente al problema LMI convezo Q definido en (3.1). Esto es min Q = min P
y st x* es un minimizador global de P, entonces el vector

vt = (., () atas, o (2P L (28) ) (3.18)

es un minimizador de Q.

2. Inversamente, St Q* tiene una solucion factible, entonces min P = min Q s7 y sélo
si p(x) — p* es suma de cuadrados.

Demostracion:

1. Sea p(x) — p* una suma de cuadrados de polinomios. Esto es:
—pF = qu(x) reR"” (3.19)

para algunos polinomios ¢;(z) : R® — R con vector de coeficientes ¢ € R*™) i =
1,2,...,r. Equivalentemente:

p(@) — " = (X, Mu (1) v ER" (3.20)
con X =31qiqi ey = (x1,...,(x1)*, ..., (x,)*™). Pero de (3.20) y
p(x) —p" = —p"+ > _ par®
se sigue que )
X(1,1) = —p" y (X, Ba) = pa para todo a # 0
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de modo que (como X > 0) X es viable para Q* con valor —X(1,1) = p*. Ahora,
observe que y* en (3.18) es viable para Q con valor p* de modo que min Q = maxQ* e
y* y X son soluciones 6ptimas de Q y Q* respectivamente.

2. Asumimos que Q* tiene una solucién factible y que min P = min Q. Entonces, de la
proposiciéon 3, Q* es soluble y no hay intervalo de dualidad, es decir, max Q* = inf Q =
min Q. Sea X* una solucién éptima de Q*, se garantiza la existencia. Escribimos

.
X" = Z Nidig;
i—1

con los ¢;’s vectores propios de X* correspondientes a los valores propios positivos \;,
1=1,...,r.

Como A" := maxQ* = minQ y min Q = minP. Sea y* como en (3.18) una solucién
6ptima de Q. A partir de la optimizacion tanto de X* e y*, se debe tener

(X7, Mn(y*)) = 0
Equivalentemente,

0= Z Ai (@is M (Y7)qi) = Z/\iqzz(x*>
i=1 i=1

Para un x € R" arbitrario, sea
- 2 2m 2m
Y= (T1,. . T, T, T1T2, o, T, T )

de la misma manera como se hizo para z*
(X", Mu(y)) = D Mg} (@)
i=1

Por otro lado

(X Mu(y)) = A+ 3 (X", Ba)
a0

= A"+ Zpaya

a#0
= N+ p(z)

por consiguiente, como X* es éptimo, —X(1,1) = —A* = p* y se obtiene
> N (x) =px) —p’
i=1

El resultado deseado.
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Corolario 1. Sea p(z) : R" — R un polinomio de valor real de grado 2m. Asumimos
que Q* tiene una solucion factible. Entonces,

—p" —Zqz — [minP — inf Q] (3.21)

para cada polinomio ¢;(x) : R" — R de grado a lo mds m, coni = 1,2,..,r. De esta
forma, inf Q es un valor cercano a p*. Asi podemos escribir p(x) — p* como una suma
de cuadrados de polinomios sobre alguna constante siempre que Q* tenga una solucion

factible.

3.2.1. Caso general

El siguiente es un resultado vélido cuando p(x) — p* no necesariamente es suma de
cuadrados, para lo cual se da primero la siguiente notacion.

Sea g(x) : R® — R un polinomio de grado w con vector de coeficientes ¢ € R*®). Si
la entrada i, j de M,,(y) es yg, sea ((i, ) el subindice 5 de yg. Sea M,,(qy) la matriz
definida por:

M (qy)(i, j) = ZQay{ﬁ(i,j)+a} (3.22)
I yio You

Ejemplo 6. Si Mi(y) = | yio %20 %11 | y el polinomio q(z) = a — 2? — 23, de la
Yor Y11 Yo2

ecuacién (3.22) tenemos:

a — Y20 — Yo2 ayio — Y30 — Y12 AYo1r — Y21 — Yo3
M, (qy) = | Y10 — Y30 — Y12 QY20 — Y40 — Y22 AY11 — Y31 — Y13
aYo1r — Y21 — Yo3 AaYi1 — Y31 — Y13 AYo2 — Y22 — Yo4

Sea {yn} un vector de tamano s(2m), vector de momentos de orden < 2m sobre la
medida de probabilidad p, definida en R™. Entonces, para cada polinomio v(z) : R —
R, de grado menor o igual a m, con vector de coeficientes v € R*?™  se define:

(v, Mo (qy)v) = / o) (), (dx) (3.23)

Por tanto, con K, := {x € R"||q(z)

> } si p, tiene su soporte contenido en K,
entonces se sigue de (3.23) que M,,(y) = 0

Si un minimizador global z* de p(x) tiene norma mayor o igual que a, para algin
a >0 (p(z*) = p* = minP y|jz*|| > a) entonces, para € R", si 0(x) = a? — ||z|,
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p(x) —p* > 0 en K, := {f#(z) > 0}. Usamos el hecho de que cada polinomio p(x)
estrictamente positivo sobre K, se puede escribir como:

p(a) = 32 @) +0(0) Y £a), (3.21)

para algunos polinomios ¢;(x), t;(z) con i =1,...,r1, j = 1,...,r5. (Ver [3] pag. 119)
Para cada N > m, sea QY el problema LMI convexo:

inf, > DalYa
QY — Mny(y) = 0, (3.25)
MN_l(Hy) t O
Escribiendo

My—1(0y) = 4aCla

para matrices apropiadas {C,}, el dual de QY es el problema LMI convexo

SupX,ZtO _X(17 1) - a2Z<17 1)7

(@) = { (X B+ (2,0 = par @ £0. (3.26)

Teorema 3. Sea p(z) : R" — R un polinomio definido como en (3.5), con minimo
global p* = minP y tal que ||z*|| < a para algin a > 0, donde x* es minimizador.
Entonces:

1. Cuando N — oo se tiene inf QY 1 p*.

2. min QN = p* siy sdlo si la ecuacidn (3.24) es vdlida. En este caso el vector

vt = (k. (D) k()N ()P (3.27)

es un minimizador de QY. Ademds, max(QN)* = min QY y para cada solucion
optima (X*, Z*) de (QN)*

p(o) =" = 3 Nt (a) + 0(0) Y t3(a) (3.28)

donde X* y Z* son los vectores de coeficientes de los polinomios q;(v) y t;(z)
respectivamente (X* = (A1,..., ) € Z° = (Y1, -, V) )
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Demostracion:

1. Dado que z* € K, y como

*

y = (xT7“‘7(xi>2N7“'7<x:L)2N)

Se sigue que My (y*) = 0y Mx_1(0y*) = 0. Luego, y* es admisible para QY y por
tanto inf QY < p*.

Ahora, sea € > 0 arbitrario. Entonces, p(z) — (p* — €) > 0 y por lo tanto, existe N, tal
que

plx) —p" +e= ZCJ?(w) +0(x) th(ﬂf)

Para algunos polinomios ¢;(z), i = 1,2,...,7 de grado a lo mads Ny y t;(z), j =
1,2,...,7r5 de grado a lo mds Ny — 1. Sean ¢; € R*™0) y ¢, € R*™o=D Jog vectores de
coeficientes de los polinomios ¢;(z) y t;(z) respectivamente. sean

X = Zqiql’. 7 = tht;
i=1 j=1
tal que X = 0y Z = 0. Se puede verificar que (X,Z) es admisible para (QY°)* con
valor —X (1,1) —a?Z(1,1) = (p* — ¢). De la dualidad débil se sigue que
inf QY > —(X(1,1)+a®Z(1,1)) = p* — ¢

de donde
p*—e<mfQ) <p*

Ahora, se prueba que no existe mucha diferencia respecto a la dualidad entre QYo y
su dual (QY0)* cuando N > Ny. Efectivamente, sea ;1 una medida de probabilidad con
distribucién uniforme en K,. Sea y, = {yo} con

Yo i = / 2 u(dz)

para todas las combinaciones (ay,...,a,) =7, r=1,..., N. Todos los y/s estan bien
definidos, entonces p tiene su soporte contenido en el conjunto compacto K, . De (3.11),

(¢, Mn(y,)q) = / ¢*(v)u(dz) > 0 siempre que ¢ € R*™ y ¢ £ 0

y de (3.23),
(@, Mn_1(0y,)q) = / 0(z)¢*()u(dx) > 0 siempre que ¢ € R*M "V y ¢ £ 0.
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Se sigue que My(y,) = 0y Mn_1(0y,) > 0; esto es, y, es estrictamente admisible por
QY y como (QY)* tiene una solucién admisible, de un resultado basico de optimizacién
convexa, no existe mucha diferencia respecto a la dualidad entre QY y (QY)*. Ademas,
(QM)* es soluble, esto es,
sup(Q, )" = méx(Qg )"

Del hecho de que My (y) > 0 implica My (y) > 0 paracada N > N’ (tal que My (y) = 0
es una submatriz de My(y) = 0 y similarmente para My_;(0y)), se sigue que inf QY 1
p*. Por lo tanto, para cada solucién y de QY| el vector truncado adecuado y' es admisible
para QY ', siempre que N’ < N, con el mismo valor. Por tanto,

inf QY > inf QY siempre que N > N'.

2. =) y* definido como en (3.27), es un minimizador de QY. De 1. se sabe que no hay
dualidad posible entre QY y (QN)* para N suficientemente grande, y (QN)* es soluble.
Por lo tanto, para N suficientemente grande, sea (X*, Z*) una solucién éptima de
(QM)* (Se garantiza su existencia).

Como X* = 0, Z* = 0 se escribe

T1
- ZAz%qz ZV] il
=1

donde los ¢;’s (respectivamente los ¢;’s) son los multivectores de X* (respectivamente,
Z*) con multivalores \; (respectivamente ;). Con

>2N

y:(ml,...,xn,aﬁ,ajlxg,...,(;1:1 ,...,(.Cljn)QN)

se tiene
(X*, My(y)) + (2", My 1 (0y)) = X*(1,1) +a*Z7(1,1)
+Zya (X", Ba) + (27, Cy)]

a#0
= X*(1,1) +a*Z*(1,1) + p(x)
= p(z) —p

De donde sigue la tltima igualdad
min QY = p* = max(QY)* = —X*(1,1) — a®Z*(1,1).
Por otro lado,

<X* MN Z)\ szMN QZ Z)\’qu
=1
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(Z*, My_1(6y)) Zvj (tj, My—1(8y)t; Z%

7=1

T1 T2
—p" =Y NG (x)+ )t ()
i=1 j=1

Por lo tanto,

lo que se queria probar.

2. <) Si se tiene (3.28) entonces se demuestra como en I. (pero con € = 0)

*

que sup(QM)* > p*, asi que, a decir verdad, méax(QY)* = p* = minQY para N
suficientemente grande.

3.2.2. Caso restringido

Consideramos el problema (3.2) donde
» p(z) : R" — R es un polinomio de valor real de grado a lo mas m.

» K es un conjunto compacto definido por las desigualdades de polinomios g;(z) > 0
con g;(z) : R™ — R polinomio de valor real de grado a lo més w;, i = 1,2,...;r

Definicién 19. Sea w; := [w;/2] el menor entero mayor que w;/2, y con N > [m/2]
y N > méax; w;. Consideremos el problema LMI convexo

Qx — § Mn(y) =0, (3.29)
My_s,(gy) =0, i=1,...,r.

Escribiendo My _g,(g:y) = > Ciaycy, para matrices simétricas apropiadas {Cj, }, el dual
de Q¥ es el problema LMI convexo

. supy 7, —X(1,1) = X071, 6:(0)Zi(1, 1),
(QK)* = <X7 Ba) + Z;:l <Z27 Cia) = Pa (67 7é 0, (330)
X, Zi=0i=1,..1

Nota: El siguiente teorema es el equivalente al teorema para el caso general.

Teorema 4. Sea p(x) : R" — R un polinomio de grado m y K el conjunto compacto
{g9i(x) > 0,i=1,..,1} y sea

P = minp(z)

y tal que ||x*|| < a para algin a > 0 en algin minimizador global x*. Entonces:
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1. si N — o0
inf QY 1 pi.
Mads aun, para N suficientemente grande, no existe diferencia respecto a la
dualidad entre QX y su dual (QX)* si el interior de K es distinto de vacio.

2. Sip(x) — pl se puede representar como
p(x) = pic = q(@) + > gi(x)ti(x) (3.31)
i=1

para algin polinomio q(x) de grado menor o igual que 2N, y algunos polinomios
ti(z) de grado menor o igual que 2N, i = 1,...,r, todos sumas de cuadrados,
entonces

min Q = py = mix (Q)"
y el vector y* definido como en (3.27) es un minimizador global de Q¥. Ademds,
para cada solucion optima (X*, Z%, ..., Z*) de (QX)*,

T0 T Ti
p(z) — px = Z )\iqi(I)Q + Zgi(f) Z%’jtij(x)Q (3.32)
i=1 i=1 j=1
donde X* y Z} son los vectores de coeficientes de los polinomios q;(x) y t;;(x)
respectivamente (X* = (A1,..., Ay) Y ZF = (Yity - -+ Yirs))-

En el siguiente ejemplo se ilustra el resultado anterior:

Ejemplo 7. Sea p(z) : R?* — R definido como
p(z) = —a12% — axx3, ay,as >0
y sea K el conjunto compacto
K = {(x1,15) € R?|wy + 25 < byjamy + 2y < by;wy, 15 > 0}
De esta forma, por el teorema anterior tenemos que:
plx) —p* = q(x) + (by — 21 — x2)t1(x) + (by — axy — x2)ta(x) + 21t3(2) + Tots(2)

para algin polinomio ¢(x) de grado 4 y algunos polinomios t;(x), i=1,...,4 todos suma
de cuadrados.

A continuacion se ilustra otro ejemplo:

27



Ejemplo 8. Sea p(r) : R? — R un polinomio definido como sigue
p(x) = —(21 = 1)* = (21 — 22)* — (w2 — 3)°

bajo las siguientes restricciones:

s 1—(z;—-1)2<0

w1 — (2 — 1) <0

s 1—(22—-3)2<0
y sea K el conjunto compacto

K = {(z1,72) €R*1 — (21 —1)* < 0;1 — (21 — 22)* < 0;1 — (25 — 3)* <0}

Aqui el punto (1,2) es un minimizador global con valor éptimo —2. Resolviendo QL
esto es, con N = 1y p(x) = p(z) + 10 (dado que el término constante -10 debe ser
eliminado), resulta un valor éptimo de 7 en lugar del valor deseado 8. En la siguiente
iteracion, resolviendo Q% se obtiene un valor 6ptimo de 8.00017 y un minimizador global
aproximado (1.0043,2.0006) (el error 0.00017 es probable debido al uso del método de
punto interior).

En el presente capitulo se ha explicado el método de optimizacion de polinomios en
varias variables mediante la teoria de momentos, haciéndose un pequeno estudio de los
casos global y restringido. La siguiente etapa del proyecto corresponde al desarrollo
computacional del método de optimizacion de polinomios visto en éste capitulo.
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Capitulo 4

EXPERIMENTACION

4.1. Introducciéon

En el presente capitulo se tratara la parte computacional del método de optimiza-
cion de polinomios en varias variables mediante la teoria de momentos, vista en el
capitulo anterior. Aqui se probara el software desarrollado por los franceses Didier
Henrion y Jean Bernard Lasserre. Dichos autores le dieron a la herramienta el nombre
de GLOPTIPOLY (GLobal OPTImization of POLYnomials), creada como una funcién
bajo la plataforma MATLABy que requiere de otra herramienta llamada SeDuMi (Ver-
sién 1.1), la cual es un complemento para MATLAB. Dichos autores han creado varias
versiones mejoradas de la herramienta, de las cuales se analizaré la version 3.4.

4.2. Metodologia

Para la parte experimental, se tomaran ejemplos de libros de calculo vectorial,
problemas tipicos de la literatura de optimizacion y funciones de verosimilitud de
algunas GIPs, para realizar pruebas con el software y comparar los resultados con
los obtenidos matematicamente, en los casos en que sea posible.

4.2.1. Herramientas
Matlab

Es la plataforma sobre la cual han sido disenadas las demés herramientas. La version
utilizada es la 7,0
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Gloptipoly

Gloptipoly (GLobal OPTImization of POLYnomials) es una herramienta para
MatLab/SeDuMi diseniada para resolver el problema planteado en la ecuacién (3.1),
se presenta como una solucion al problema de optimizacién de un polinomio dado en
varias variables y se basa en la teoria de momentos. Gloptipoly permite modelar un
problema de optimizaciéon como un problema de momentos.

Algunas caracteristicas principales por las cuales se hace uso de la versiéon 3 de
Gloptipoly son:

* El uso de objetos de tipo polinomio y la programaciéon orientada a objetos con
clases especificas para polinomios en varias variables, las medidas, los momentos,
y la correspondiente sobrecarga de los operadores.

* Lleva a cabo sustituciones explicitas de momentos para reducir el nimero de
variables y las restricciones.

* Los problemas que se planteen mediante la teoria de momentos se pueden resolver
numéricamente con cualquier herramienta de programacién Semidefinida (SDP),
por ejemplo SeDuMi y/o Yalmip.

* Respecto a versiones anteriores de Gloptipoly, la versiéon 3 es méds estable y
soluciona muchos problemas de optimizacién que no podian ser resueltos por
sus antecesoras.

La estructura de la versién 3.4 de Gloptipoly tiene el siguiente modelo:

« Crear las variables del polinomio. (mpol)

*

Definir el polinomio a optimizar. (f)

*

Definir las restricciones del polinomio.

*

Definir el problema de optimizacién. (msdp)

*

Resolver el problema de optimizacién. (msol)
x extraer el(los) punto(s) solucién. (double)
Donde mpol, msdp y msol son funciones de Gloptipoly 3.0.
mpol: es una clase mediante la cual se generan los polinomios multivariados. Las
variables, monomios y polinomios son definidos como objetos de la clase mpol.

Primero se definen las variables, luego el polinomio y por 1ltimo las restricciones.
Por ejemplo:
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msdp:

>> mpol x1 x2 x3 % Define variables tipo objeto de clase mpol
>> f0 = x172 + x272 + x372 % Define polinomio tipo objeto de clase mpol

Polinomio escalar

x172+x272+x372

>> x1 + x2 == % Restriccidn
Medida escalar soportada por igualdad

x1+x2 ==

>> x3 <= 4 % Restriccién
Medida escalar soportada por desigualdad

x3 <= 4

Las variables del polinomio también pueden definirse mediante la instruccién mpol
x k, donde k es el nimero de variables a definir, por ejemplo, la instruccién mpol
x 4 define las variables x(1), x(2), x(3)y x(4) como objetos de la clase mpol;
de manera similar a como lo hace mediante la instruccién mpol x1 x2 x3 x4.

esta funciéon genera el problema de momentos de tipo SDP (SemiDefinite
Program). Gloptipoly puede manipular y resolver los Problemas Generalizados
de Momentos (GPM), tal como se define a continuacién:

dp

min(o max) Z fr(x)dpg(x)
k YKk
Bajo la condicién Z/ hji(z)dp(z) > (0 =)bj; j=1,2,...
E YKk
donde las medidas duy se soportan en conjuntos semialgebraicos bésicos
Ky ={z e R™ : gix(x) > 0,i=1,2,...}
En las notaciones, se dan polinomios reales g;;(x), hjy(x) y una constante real

b;. Las variables de decisién en el GPM son las medidas duy(z), y GloptiPoly
permite optimizar mas de ellos a través de sus momentos

You, :/ r* dug(z), ap € N™
Ky
donde los «; son indices multiples.

El modelo es el siguiente: P = msdp(max(f)) 6 P = msdp(min(f)), donde f es el
polinomio a optimizar. Para el ejemplo anterior:
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msol:

>> P = msdp(min(£0)) % Define el problema de Momentos SDP
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP
Funcién objetivo valida
Nimero de restricciones = 0
Nimero de momentos de restricciones = 0
Medida 1
Grado = 2
Variables = 3
Momentos = 10
Orden de relajacién =1
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 10
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 9
Generar momentos y las restricciones de soporte
Generar el problema de momentos SDP

Problema de Momentos SDP

Medidas etiquetadas =1
Ordenes de relajacién =1
Variables de Decisién =9
Desigualdades SD = 4x4

funcion disenada para buscar una solucién o soluciones al problema de momentos
generado mediante la funcién msdp. Su estructura es: [status,obj] = msol(P),
donde status sirve para saber si el problema tiene solucién y obj es el valor
optimo, siempre que la funciéon encuentre solucion.

La bandera status puede tomar los siguientes valores:

—1: si el problema de momentos SDP no es viable o no se puede resolver.

0 : siel problema de momentos SDP puede resolverse pero la optimalidad global
no se puede detectar. Esta es necesaria para extraer los puntos donde se
obtienen las medidas M.

1: si el problema de momentos SDP puede resolverse, la optimalidad global
estd certificada y los puntos de apoyo se extraen de las medidas M, en cuyo
caso obj es el 6ptimo global del problema de optimizaciéon de momentos
original. En este caso, el optimizador global se pueden extraer con la
instruccion double (M).

para el ejemplo anterior:

>> [status.obj] = msol(P)
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

32



Resolver problema de Momentos SDP
$ ok ok ok ok ok ok K 3 ok ok 3K ok ok K K ok ok ok K o ok ok 3k K ok ok oK K K ok ok 3 ok ok K K ok ok ok K ok ok K ok ok Kk
Llamando a SeDuMi
SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.
Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
egsm =9, orden n = 5, dim = 17, bloques = 2
nnz(A) = 9 + 0, nnz(ADA) = 81, nnz(L) = 45

it : bxy gap delta rata t/tP* t/tD* feas cg cg prec

0 4 .05E+000 0.000

1 1.07E-001 1.60E-001 0.000 0.0396 0.9900 0.9900 2.00 1 1

2 : -3.32E-006 1.15E-005 0.000 0.0001 1.0000 1.0000 1.01 1 1

3 : -3.32E-013 1.15E-012 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1

E-002
E-003
E-010

NGNS
~N NN

iter segundo digito C*X bxy
3 0.3 7.3 4.5078508895e-013 -3.3191889344e-013
|Ax-b| = 3.0e-013, [Ay-c]_+ = O0.0E+000, |x|= 1.7e+000, |yl= 1.9e-013

Tiempo Detallado (seg)
Ant IPM Post
1.875E-001 2.969E-001 1.094E-001
Norma maxima: ||bll=1, |lcll =1,
Cholesky |agregados|=0, |saltos| = 0, |IL.LI| = 1.
Tiempo de CPU = 0.59375 Segundos
3k 5k 3k 5k >k 5k >k 3k >k 5k 5k 3k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 5k 5k 5k %k 5k >k 3k 5k 3k 5k >k 5k >k 3k 5k 5k 5k %k 5k >k >k >k %k >k %k 5k %k >k *k >k *k k >k k
Comprobando viabilidad (eps = 1.0000e-003):
SDP viable
Comprobando norma euclidiana de la solucién (max = 1.0000e+006) :
Norma = 1.9163e-013
Comprobando los momentos de primer orden (abs tol = 1.0000e-003):
Solucién 1
SDP objetivo = 3.3192e-013
La solucién alcanza el mismo objetivo
Optimalidad global certificada numéricamente

status =
obj: 1 %Signifiva que el problema fue solucionado
double: Mediante esta instruccién se puede obtener el o los puntos en los cuales se alcanza
el valor 6ptimo del polinomio. El operador double convierte una medida o sus

variables en un niimero de punto flotante. Para el ejemplo anterior:

>> x = double([x1 x2 x3])

1.0e-018 *

0 0 0.5204
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Para su correcto funcionamiento, esta herramienta necesita una herramienta de
programacién Semidefinida (SDP solver), para realizar los cédlculos correspondientes
al problema dual definido como en el capitulo anterior; para lo cual dispone de 2
herramientas: SeDuMi y Yalmip.

SeDuMi

SeDuMi es un complemento para Matlab, que permite resolver problemas de
optimizacién con restricciones lineales, cuadraticas y semidefinidas. Es posible tener
un valor de datos complejos y variables en SeDuMi. Es usado por herramientas que
necesitan una solucién a un problema de Programacién Semidefinida (SDP) y pa-
ra nuestro caso, por Gloptipoly. el llamado a SeDuMi desde MatLab se hace con la
instruccion:

[x,y,info] = sedumi(A,b,c,K,;PARS);

donde la mayoria de los parametros pueden omitirse. Con este llamado SeDuMi resuelve
los siguientes problemas de optimizacion principal-dual:

min ¢’z méx b’y
Ar =b Aly+s=c
re K ye K*

donde A € R™" z,s,c € R" y,b € R™, K es un cono y K* es su cono dual. (Para
mds informacién sobre SeDuMi, ver [§]).

Yalmip

Yalmip es un lenguaje de modelizacién para definir y resolver problemas de optimizacion
avanzadas. Es implementado como una caja de herramientas para MATLAB. Es una
herramienta de Programacién Semidefinida (SDP) al igual que SeDuMi, y puede ser
utilizadada por Gloptipoly a la par con SeDuMi.

El lenguaje de YALMIP es coherente con la sintaxis estandar de MATLAB, por lo que
resulta de facil uso para cualquier persona familiarizada con MATLAB. otro beneficio de
YALMIP es que otra herramienta implementa una gran cantidad de trucos de modelado,
llevando al usuario a concentrarse en la reuniéon de un modelo de alto nivel, mientras
que Yalmip se encarga del bajo nivel para obtener numéricamente modelos de manera
eficiente y racional como sea posible. (Para més informacién sobre Yalmip, visitar la
pégina web: control.ee.ethz.ch/~joloef/yalmip.php)
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4.3. Experimentacion

A continuacion se tienen los resultados de la experimentacién con el algoritmo realizada
en 3 partes.

— Ejercicios de libros de célculo vectorial.
— Problemas tipicos de optimizacion.
— Funcién de verosimilitud de una GIP.

En un computador con procesador AMD Athlon 64 2800+ de 1.8 GHz, memoria RAM
de 1 GB y sistema operativo Windows XP Profesional SP3, los resultados obtenidos de
la experimentacion con el algoritmo se dan a continuacion:

4.3.1. Ejercicios de calculo vectorial
Ejemplo 1:

Se pide calcular el valor minimo, si existe, del polinomio p : R? — R definido como:

p(z1,29) = 3+ 327 + 3 + 22375,

solucién: El polinomio a optimizar es de grado 4 y 2 variables. En primer lugar, se crea
el polinomio mediante las siguientes instrucciones:

>>mpol x1 x2;
>>f1 = 3 + 3%x172+x272 + 2*x172%x272;

A continuacién se define el problema de optimizacion:

>> P = msdp(min(£1))
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP

Funcién objetivo valida

Nimero de restricciones = 0

Nimero de momentos de restricciones = 0
Medida 1

Grado = 4

Variables = 2

Momentos = 15
Orden de relajacién = 2
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 15
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 14
Generar momentos y las restricciones de soporte
Generar el problema de momentos SDP
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Problema de Momentos SDP

Medidas etiquetadas =1
Ordenes de relajacién =2
Variables de Decisién =14

6x6

Desigualdades SD
Resultan 15 momentos. El siguiente paso es encontrar la solucién con msol:

>> [status.obj] = msol(P)
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP

Funcidén objetivo valida

Nimero de restricciones = 0

Nimero de momentos de restricciones = 0
Medida 1

Grado = 4

Variables = 2

Momentos = 15
Orden de relajacién = 2
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 15
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 14
Generar momentos y las restricciones de soporte
Generar el problema de momentos SDP

Problema de Momentos SDP

Medidas etiquetadas =1
Ordenes de relajacién =2
Variables de Decisién =14
Desigualdades SD = 6x6

>> [status.obj] = msol(P)

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Resolver problema de Momentos SDP

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk K ok ok ok sk s ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok sk ok ok ok K ok

Llamando a SeDuMi

SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqgs m = 14, orden n = 7, dim = 37, bloques = 2

nnz(A) = 20 + 0, nnz(ADA) = 196, nnz(L) = 105

it bxy gap delta rata t/tPx t/tD*x feas cg cg prec

0 : 4.57E+000 0.000

1 : -4.63E-001 9.45E-001 0.000 0.2067 0.9000 0.9000 1.59 1 1 1.7E+000
2 : -1.31E-001 1.97E-001 0.000 0.2088 0.9000 0.9000 1.31 1 1 1.1E+000
3 : -1.23E-003 4.46E-003 0.000 0.0226 0.9900 0.9900 1.06 1 1 8.3E-001
4 : -6.88E-010 1.55E-008 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 8.3E-006
5 : 3.15E-016 4.62E-015 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 2.1E-012
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iter segundo digito C*X bxy
5 0.3 9.6 4.7235294684e-015 3.1536555918e-016
|Ax-b| = b5.5e-015, [Ay-c]_+ = 6.0E-016, |x|= 3.7e+000, |yl|= 1.7e+000

Tiempo Detallado (seg)

Ant IPM Post
2.031E-001 3.281E-001 9.375E-002
Norma méxima: |I|bl|=3, |lcl| =1,
Cholesky |agregados|=0, |saltos| = 0, ||L.L|| = 1.

Tiempo de CPU = 0.625 Segundos
sk ki ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk ke sk sk sk sk ke ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk ok
Comprobando viabilidad (eps = 1.0000e-003):
Marginalmente viable SDP: residual = -5.3889e-016
Comprobando norma euclidiana de la solucién (max = 1.0000e+006) :
Norma = 1.6906e+000
Comprobando los momentos de primer orden (abs tol = 1.0000e-003):
Solucidn 1
SDP objetivo = 3.0000e+000
La solucién alcanza el mismo objetivo
Optimalidad global certificada numéricamente

status =

obj: 1

El valor de status 1 significa que la herramienta encontré por lo menos una solucién,
y para visualizarlas se hace bajo la instruccién:

>> x = double([x1 x2])

1.0e-015 *

0.0018 -0.1009

De donde se puede visualizar que el valor 6ptimo obtenido mediante la herramienta se
tiene en el punto (0.018%10715,—0.1009x1071°). La siguiente es la grafica del polinomio,
obtenida mediante la herramienta Matematicas de Microsoft, cambiando las variables
1, Tg POr X, Yy respectivamente:
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Usando el célculo diferencial en varias variables, se tiene que:

Vp(z1,20) = (621 + 42175 | 229 + 4a37)
Vp(z1z2) =0 siysélosi 21 =0y 29 =0

De esta forma, p(0,0) = 3, con lo cual se puede ver que p(0,0) coincide con el valor
obtenido en out.obj y el valor obtenido en out.sol{:} de (0,0011,—0,9067) se
aproxima al punto (0,0) con una precisién de 10716.

Ejemplo 2:

Dado el polinomio p : R? — R definido como
2 2 4 4 1
p(x1, x9) = x| + 129 — 45 — 2,127 + 4oy + 371
se pide calcular su valor minimo.

El polinomio a optimizar es de grado 6 y 2 variables. Definiendo el polinomio:

>> mpol x1 x2
>> £3 = 4xx172+x1*x2-4%x272-2.1*%x1"4+4%x274+x176/3;

Definiendo el problema de optimizacién:

>> P = msdp(min(£3))
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP

Funcidén objetivo valida
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Nimero de restricciones = 0

Nimero de momentos de restricciones = 0
Medida 1

Grado = 6

Variables = 2

Momentos = 28
Orden de relajacién = 3
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 28
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 27
Generar momentos y las restricciones de soporte
Generar el problema de momentos SDP

Problema de Momentos SDP

Medidas etiquetadas =1
Ordenes de relajacién =
Variables de Decisidn =27

Desigualdades SD 10x10

Resultan 28 momentos. El siguiente paso es encontrar la solucién con msol:

>> [status.obj] = msol(P)

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Resolver problema de Momentos SDP

ook ok sk ok ok ok ok o ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk s ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok K ok

Llamando a SeDuMi

SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m = 27, orden n = 11, dim = 101, bloques = 2

nnz(A) = 54 + 0, nnz(ADA) = 729, nnz(L) = 378

it bxy gap delta rata t/tPx t/tD*x feas cg cg prec
0 : 3.86E+000 0.000
1 : 9.71E-001 8.93E-001 0.000 0.2314 0.9000 0.9000 0.73 1 1 1.9E+000
2 : 9.44E-001 8.35E-002 0.000 0.0935 0.9900 0.9900 1.62 1 1 1.9E-001
3 : 9.99E-001 2.02E-002 0.000 0.2421 0.9000 0.9000 1.61 1 1 3.2E-002
4 : 1.03E+000 1.98E-003 0.000 0.0977 0.9900 0.9900 1.38 1 1 2.4E-003
5 : 1.03E+000 4.26E-004 0.000 0.2155 0.9000 0.9000 1.00 1 1 ©5.0E-004
6 : 1.03E+000 6.77E-005 0.000 0.1590 0.9000 0.9111 1.056 1 1 8.6E-005
7 : 1.03E+000 1.40E-005 0.000 0.2059 0.9000 0.9120 1.10 1 1 1.7E-005
8 : 1.03E+000 2.44E-006 0.000 0.1753 0.9000 0.9053 1.12 1 1 2.8E-006
9 : 1.03E+000 4.24E-007 0.000 0.1734 0.9000 0.9054 1.13 1 1 4.9E-007
10 : 1.03E+000 6.93E-008 0.000 0.1635 0.9000 0.9051 1.10 1 1 8.2E-008
11 : 1.03E+000 1.08E-008 0.000 0.1559 0.9000 0.9043 1.06 2 1 1.4E-008
12 : 1.03E+000 9.10E-010 0.335 0.0842 0.9900 0.9900 1.02 3 3 1.1E-009
iter segundo digito C*X bxy
12 0.2 9.3 1.0316284530e+000 1.0316284525e+000
|Ax-b| = 4.2e-009, [Ay-c]_+ = 2.1E-011, |x|= 6.5e+000, |yl= 6.6e-001
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Tiempo Detallado (seg)

Ant IPM Post
1.563E-002 1.719E-001 1.563E-002
Norma maxima: ||bll=4, llcl| =1,
Cholesky |agregados|=0, |saltos| = 0, ||L.L|| = 655.84.

Tiempo de CPU = 0.20313 Segundos
stk sk ok ok sksk ok ok skskook ok skeskook ok sksksk sk sk sksk sk ok sk sk ok sksksk ok sksk sk sk ok sk sk sk sk ok
Comprobando viabilidad (eps = 1.0000e-003):
Marginalmente viable SDP: residual = -2.1289e-011
Comprobando norma euclidiana de la solucién (max = 1.0000e+006) :
Norma = 6.5981e-001
Comprobando los momentos de primer orden (abs tol = 1.0000e-003):
Solucién 1
SDP objetivo = -1.0316e+000
La solucién alcanza diferentes objetivos = -1.2008e-015
Comprobandolas filas de la matriz de momentos (rel gap svd = 1.0000e-003):
Medida 1
Rango de cambio = 1
La matriz de Momentos de orden 1 tiene tamafio 3 y rango 2
La matriz de Momentos de orden 2 tiene tamafio 6 y rango 2
El rango de condiciones puede garantizar la optimalidad global
Tratando de extraer soluciones (rel tol deteccién de la base = 1.0000e-006) :
Medida 1
Maximo error relativo = 3.0603e-008
2 soluciones extraidas
Comprobando extraccién de soluciones (abs tol = 1.0000e-003):
Solucidén 1
SDP objetivo = -1.0316e+000
La solucidén alcanza el mismo objetivo
Solucién 2
SDP objetivo = -1.0316e+000
La solucién alcanza el mismo objetivo
2 soluciones 6ptimas globales extraidas
Optimalidad global certificada numéricamente

status =

obj: 1

Asi, el valor minimo del polinomio encontrado por Gloptipoly 3 es —1,0316 y lo alcanza
en 2 puntos dados mediante la instruccién:

>> x = double([x1 x2])
x(:,:,1) =

0.0898 -0.7127
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-0.0898 0.7127

de donde se tiene que el valor minimo es alcanzado en los puntos (0.0898,-0.7127) y
(-0.0898,0.7127). La gréfica del polinomio teniendo en cuenta es la siguiente:

-0.75

0
T s

075 0
donde se pueden ver los puntos minimos, ademas del valor minimo.

Ejemplo 3

Dado el polinomio p : R* — R definido como
p(x1, 20, 23, 24) =1 — (z1 — 3)% — (w9 — 4)® — 6(25 — 5)® — 4(xy — 6)°

se pide calcular su valor maximo.
El polinomio a optimizar es de grado 8 y 4 variables. Definiendo el polinomio:

>> mpol x1 x2 x3 x4
>> f4 =1 - (x1-3)"8 - (x2-4)"8 - 6*%(x3-5)"8 - 4*(x4-6)"8;

Definiendo el problema de optimizacién:

>> P = msdp(max(£4))
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP

Funcién objetivo valida

Nimero de restricciones = 0

Nimero de momentos de restricciones = 0
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Medida 1
Grado = 8
Variables = 4
Momentos = 495
Orden de relajacién = 4
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 495
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 494
Generar momentos y las restricciones de soporte
Generar el problema de momentos SDP

Problema de Momentos SDP

Medidas etiquetadas =1
Ordenes de relajacién =4
Variables de Decisién = 494
Desigualdades SD = 70x70

Resultan 495 momentos. El siguiente paso es encontrar la solucién con msol:

>> [status.obj] = msol(P)

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Resolver problema de Momentos SDP

ook ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok ok ko ok K ok

Llamando a SeDuMi

SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m = 494, orden n = 71, dim = 4901, bloques = 2

nnz(A) = 2484 + 0, nnz(ADA) = 244036, nnz(L) = 122265

it : bxy gap delta rata t/tP* t/tD* feas cg cg prec

0 : 5.68E+005 0.000

1 : 2.31E+006 2.23E+005 0.000 0.3936 0.9000 0.9000 0.82 1 1 2.1E+000
2 : 3.91E+006 7.60E+004 0.000 0.3399 0.9000 0.9000 1.63 1 1 5.4E-001
3 : b5.2BE+006 2.70E+004 0.000 0.3550 0.9000 0.9000 1.59 1 1 1.5E-001
4 : 6.10E+006 9.97E+003 0.000 0.3699 0.9000 0.9000 1.05 1 1 5.4E-002
5 : 6.58E+006 4.37E+003 0.000 0.4377 0.9000 0.9000 0.92 1 1 2.6E-002
6 : 6.85E+006 2.33E+003 0.000 0.5341 0.9000 0.9000 0.65 1 1 1.8E-002
7 : T.1BE+006 1.10E+003 0.000 0.4723 0.9000 0.9000 0.77 1 1 9.3E-003
8 : T7.34E+006 5.43E+002 0.000 0.4934 0.9000 0.9000 0.41 1 1 5.4E-003
9 : 7.60E+006 2.31E+002 0.000 0.4259 0.9000 0.9000 0.64 1 1 2.7E-003
10 : 7.77E+006 1.02E+002 0.000 0.4420 0.9000 0.9000 0.37 1 1 1.9E-003
11 . 7.97E+006 4.25E+001 0.000 0.4155 0.9000 0.9000 0.55 1 1 ©9.9E-004
12 : 8.10E+006 1.89E+001 0.000 0.4441 0.9000 0.9000 0.31 1 1 7.0E-004
13 : 8.27E+006 7.66E+000 0.000 0.4059 0.9000 0.9000 0.52 1 1 3.6E-004
14 : 8.38E+006 3.33E+000 0.000 0.4347 0.9000 0.9000 0.30 1 1 2.5E-004
15 : 8.51E+006 1.35E+000 0.000 0.4060 0.9000 0.9000 0.51 1 1 1.3E-004
16 : 8.59E+006 6.00E-001 0.000 0.4435 0.9000 0.9000 0.31 1 1 9.2E-005
17 : 8.69E+006 2.44E-001 0.000 0.4075 0.9000 0.9000 0.52 1 1 4.8E-005
18 : 8.75E+006 1.10E-001 0.000 0.4511 0.9000 0.9000 0.33 1 1 3.3E-005
19 : 8.83E+006 4.53E-002 0.000 0.4106 0.9000 0.9000 0.54 1 1 1.7E-005
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20 : 8.88E+006 2.10E-002 0.000 0.4637 0.9000 0.9000 0.36 1 1 1.2E-005
21 : 8.93E+006 1.93E-016 0.000 0.0000 0.9000 0.7848 0.57 1 1 6.2E-006
22 : 8.96E+006 9.26E-017 0.000 0.4793 0.7069 0.9000 0.39 1 1 4.4E-006
23 : 9.01E+006 3.31E-017 0.000 0.3578 0.9000 0.9127 0.61 1 1 2.0E-006
24 : 9.03E+006 1.63E-017 0.000 0.4910 0.9127 0.9000 0.55 1 1 1.3E-006
256 : 9.05E+006 9.45E-018 0.000 0.5810 0.6646 0.9000 0.57 1 1 9.6E-007
26 : 9.07E+006 4.39E-018 0.000 0.4649 0.9000 0.9027 0.70 1 1 5.4E-007
27 : 9.08E+006 2.61E-018 0.000 0.5949 0.6612 0.9000 0.64 1 1 4.0E-007
28 : 9.09E+006 1.32E-018 0.000 0.5044 0.9000 0.9007 0.78 2 2 2.3E-007
29 : 9.10E+006 8.38E-019 0.000 0.6352 0.6037 0.9000 0.66 1 1 1.8E-007
30 : 9.11E+006 4.24E-019 0.000 0.5063 0.9000 0.9024 0.79 2 2 1.0E-007
31 : 9.11E+006 2.70E-019 0.000 0.6372 0.6374 0.9000 0.67 2 1 7.9E-008
32 : 9.12E+006 1.42E-019 0.000 0.5250 0.8877 0.9000 0.79 2 2 4.8E-008
33 : 9.12E+006 9.15E-020 0.000 0.6453 0.9000 0.9000 0.68 2 2 3.6E-008
34 : 9.12E+006 4.83E-020 0.000 0.5277 0.9000 0.9000 0.76 2 2 2.2E-008
35 : 9.12E+006 3.12E-020 0.000 0.6452 0.9000 0.9000 0.67 2 2 1.7E-008
36 : 9.13E+006 1.67E-020 0.000 0.5354 0.9000 0.9000 0.75 2 2 1.0E-008
37 : 9.13E+006 1.07E-020 0.000 0.6436 0.9000 0.9000 0.68 2 2 7.7E-009
iter segundo digito C*X bxy

37 20.4 Inf 9.1279899790e+006 9.1280744197e+006

|Ax-b| = 1.5e-001, [Ay-c]_+ = 0.0E+000, [x|= 1.2e+007, |yl= 1.4e+005

Tiempo Detallado (seg)

Ant IPM Post

2.031E-001 2.044E+001 3.125E-002

Norma méxima: ||bl||=8957952, |lcl| =1,

Cholesky |agregados|=0, |saltos| = 0, [|L.L|| = 7.21632.

Tiempo de CPU = 20.6719 Segundos
sk sk sk ok o ok ok sk ok o ok sk ok o o ok sk sk ok e sk sk sk ok o sk sk ok s sk sk sk sk ke sk sk ok sk e sk sk sk sk ok sk sk ok ok ok
Comprobando viabilidad (eps = 1.0000e-003):
SDP viable
Comprobando norma euclidiana de la solucién (max = 1.0000e+006) :
Norma = 1.3510e+005
Comprobando los momentos de primer orden (abs tol = 1.0000e-003):
Solucién 1
SDP objetivo = -6.2356e+003
La solucién alcanza diferentes objetivos = -2.5289e+003
Comprobando las filas de la matriz de momentos (rel gap svd = 1.0000e-003):
Medida 1
Rango de cambio = 1

La matriz de Momentos de orden 1 tiene tamafio 5 y rango 5
La matriz de Momentos de orden 2 tiene tamafio 15 y rango 15
La matriz de Momentos de orden 3 tiene tamafio 35 y rango 35

La matriz de Momentos de orden 4 tiene tamafio 70 y rango 70
El rango de condiciones no puede garantizar la optimalidad global
Tratando de extraer soluciones (rel tol deteccién de la base = 1.0000e-006) :
Medida 1
Base incompleta - sin solucidén extraida
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La optimalidad global no se puede garantizar
Ninguna solucidén 6ptima global pudo ser extraida
Optimalidad global no se puede garantizar

status =
obj: 0

En este caso la herramienta no puede extraer una solucion a pesar de que
matematicamente si la tiene (el valor maximo es 1 y lo alcanza en el punto (3,4, 5,6)).
Sin embargo, haciendo una traslacion de dicho punto al origen de coordenadas, la
funcién se convierte en pi(z1, o, 3, 74) = 1 — 2§ — 25 — 62§ — 428, para la cual si
puede extrae el valor 6ptimo y el punto donde lo alcanza (Valor éptimo 1 y lo alcanza
en (0.4241,-0.3784,0.0872,-0.1582) con aproximacién de 1078). Una de las posibles cau-
sas es que la herramienta utiliza un criterio de aproximacién cuando los valores éptimos
son alcanzados en puntos cuya norma es menor que 1.

Ejemplo 4
Dado el polinomio p : R* — R definido como
p(xla X2, T3, 1:4) =1- x%ﬁ - léﬁ — 6:13§6 — 4374116

se pide calcular su valor méaximo.
El polinomio a optimizar es de grado 16 y 4 variables. Definiendo el polinomio:

>> mpol x1 x2 x3 x4
>> f5 =1 - x1716 - x2716 - 6*x3716 - 4*x4716;

Definiendo el problema de optimizacion:

>> P = msdp(max(f5))
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP

Funcién objetivo valida

Nimero de restricciones = 0

Nimero de momentos de restricciones = 0
Medida 1

Grado = 16

Variables = 4

Momentos = 4845
Orden de relajacién = 8
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 4845
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 4844
Generar momentos y las restricciones de soporte
Generar el problema de momentos SDP
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Problema de Momentos SDP
Medidas etiquetadas =1

Ordenes de relajacién =8
Variables de Decisién = 4844
Desigualdades SD = 495x495

Resultan 4.845 momentos. El siguiente paso es encontrar la solucién con msol:

>> [status.obj] = msol(P)

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Resolver problema de Momentos SDP
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Llamando a SeDuMi

SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m = 4844, orden n = 496, dim = 245026, bloques = 2

nnz(A) = 122759 + 0, nnz(ADA) = 23464336, nnz(L) = 11734590

it : bxy gap delta rata t/tP* t/tD* feas cg cg prec
0 : 9.00E-002 0.000
1 : -2.51E+000 4.63E-002 0.000 0.5142 0.9000 0.9000 1.73 1 1 2.4E+000
2 : -6.45E-001 2.11E-002 0.000 0.4552 0.9000 0.9000 3.51 1 1 b5.9E-001
3 : -1.24E-001 9.64E-003 0.000 0.4575 0.9000 0.9000 3.29 1 1 2.3E-001
4 : -2.17E-002 3.01E-003 0.000 0.3119 0.9000 0.9000 2.25 1 1 1.2E-001
5 : -3.38E-003 7.78E-004 0.000 0.2589 0.9000 0.9000 1.75 1 1 8.6E-002
6 : -7.15E-004 2.49E-004 0.000 0.3203 0.9000 0.9000 1.47 1 1 b5.8E-002
7 : -2.04E-004 8.58E-005 0.000 0.3443 0.9000 0.9000 1.33 1 1 2.0E-002
8 : -5.20E-005 2.89E-005 0.000 0.3367 0.9000 0.9000 1.26 1 1 5.6E-003
9 : -1.96E-005 1.17E-005 0.000 0.4064 0.9000 0.9000 1.20 1 1 1.9E-003
10 : -5.05E-006 4.06E-006 0.000 0.3461 0.9000 0.9000 1.17 1 1 ©5.8E-004
11 : -1.91E-006 1.59E-006 0.000 0.3902 0.9000 0.9000 1.15 1 1 2.0E-004
12 : -4.81E-007 4.90E-007 0.000 0.3088 0.9000 0.9000 1.13 1 1 ©5.4E-005
13 : -1.61E-007 1.69E-007 0.000 0.3451 0.9000 0.9000 1.12 1 1 1.7E-005
14 : -3.93E-008 4.69E-008 0.000 0.2776 0.9000 0.9000 1.11 1 1 4.1E-006
15 : -1.01E-008 1.28E-008 0.000 0.2722 0.9000 0.9000 1.11 1 1 1.0E-006
16 : -2.61E-009 3.55E-009 0.000 0.2782 0.9000 0.9000 1.10 1 2 2.5E-007
17 : -7.72E-010 1.05E-009 0.000 0.2964 0.9000 0.9000 1.09 2 2 6.8E-008
18 : -6.02E-010 2.61E-010 0.000 0.2482 0.9000 0.2719 1.08 4 4 2.6E-008
19 : 1.54E-010 4.68E-011 0.000 0.1792 0.9204 0.9000 1.05 10 9 5.1E-009

iter segundo digito c*x bxy

19 9694.4 6.3 4.7626769226e-010 1.5375437737e-010

|Ax-b| = 6.6e-010, [Ay-c]_+ = 8.1E-011, [x|= 7.6e+000, |yl= 6.4e-002

Tiempo Detallado (seg)

Ant IPM Post

8.906E+000 9.694E+003 1.406E+000

Norma méxima: |Ibl[=6, Ilcll =1,

Cholesky |agregados|=8, |saltos| = 0, ||L.L|| = 500000.

Tiempo de CPU = 9704.6719 Segundos
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Comprobando viabilidad (eps = 1.0000e-003):
Marginalmente viable SDP: residual = -8.1127e-011
Comprobando norma euclidiana de la solucién (max = 1.0000e+006):
Norma = 6.3976e-002
Comprobando los momentos de primer orden (abs tol = 1.0000e-003):
Solucién 1
SDP objetivo = 1.0000e+000
La solucién alcanza el mismo objetivo
Optimalidad global certificada numéricamente

status =
obj: 1

Asi, el valor minimo del polinomio encontrado por Gloptipoly 3 es 1 y lo alcanza en el
punto dado mediante la instruccién:

>> x = double([x1 x2 x3 x4])

1.0e-007 *

-0.0918 -0.0716 -0.0124 0.1442

Lo cual indica que el valor maximo encontrado se encuentra en el punto (-0.0918%10~7 -
0.0716%1077,-0.0124%1077,0.1442%10~7). Ahora, mediante la teoria del calculo diferen-
cial en varias variables, se obtiene el valor y el punto donde el polinomio alcanza el
minimo buscando los puntos criticos con el gradiente.

Vp(z1, T, T3, 74) = (—1621°, —1613°, —9623°, —642}”)

Vp(xy, z9, x3,24) = (0,0,0,0) implica que x; = x5 = 23 = x4 = 0. De ahi el punto
critico es (0,0,0,0), en el cual se alcanza el méximo.

(xla X2,X3, 1‘4) = (07 07 Oa O)

Puede verse que los resultados obtenidos matematicamente son bastante cercanos a los
obtenidos mediante Gloptipoly, con lo cual se puede decir que el programa funciona
correctamente para el caso. No es posible observar graficamente el polinomio, dado
que la dimensién del mismo es 5. Ademds puede verse que la herramienta SeDuMi
tardé 9500 Segundos (aproximadamente 2 horas y 40 minutos), lo cual indica que el
coste computacional es elevado.
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4.3.2. Problemas tipicos de optimizacion

A continuacién se hard la experimentacién con ejercicios tipicos de optimizacién, para
lo cual se han tomado algunos ejercicios del libro More test examples for nonlinear
programming codes[11]. Los resultados obtenidos por Gloptipoly se pueden comparar
con los citados por el autor del libro.

Ejemplo 1
Del libro citado, se prueba el algoritmo para el problema 384 pag. 203.

f(z) = —486x1 — 640xy — 758x3 — T76xy — ATTx5 — 710726 — 17527 — 61928
—6271'9 — 614[[’10 — 475!1711 — 3773512 — 524I13 — 4681‘14 — 5291’15
bajo restricciones de la forma:

15
gi(r) =bi = aya? >0, i=1,2,...,10.

j=1

donde [a;;] y (b;) estan definidos como sigue:

J 1 2 3 (4|56 |78 [9]10/11] 12 |[13|14|15| b;
ap; 100100 10 | 5 |10 O | O |25] 0 |10 |55| 5 |45[20| 0 |385
az; | 90 100 10 [35)120| 5 | O |35|55|25|20| O [40|25|10 470
az; | 70 | 50 | 0 552510040 50| 0 30|60 10 |30 | O |40 |560
as; | 50 | 0 0 [65]35/100 35|60 0 [15]| 0 | 75 |35 |30|65]|565
as; | 50 | 10 | 70 |60 | 45| 45 | 0 |35|65| 5 |75]100|75]10| O |645
ag; | 40 | O | 50 95|50 | 35 [10|60| O 45|15 20 | O | 5 | 5 |430
az; | 30 1 60 | 30 |90 0 [ 30 | 5 |25 0 |70[20] 25 |70 |15|15 |485
ag; | 20 | 30 | 40 | 25|40 | 25 [ 1510|8020 30| 30 | 5 | 65|20 |455
ag; | 10 | 70 | 10 | 55125165 | 0 |30 0 | 0 [25] O |15]50]55 390
aj | 5 | 10 |100] 5 |20 5 |10|35]95|70|20| 10 |35 |10 |30 | 460

El polinomio a optimizar es de grado 1 y 15 variables. Definiendo el polinomio y sus
restricciones:

>> mpol x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15

>> tpl = -486*x1 - 640%x2 - 758*x3 - 776xx4 - 477*x5 - 707*x6 - 175*%x7 - 619*x8 - 627*x9 ...

- 614xx10 - 475%x11 - 377*x12 - 524*x13 - 468+*x14 - 529%*x15;

>> 385 - (100*x172 + 100*x272 + 10%x372 + 5*x4"2 + 10%x572 + 25%x872 + 10*x1072 ...
+ B5*x1172 + 5xx1272 + 45*%x1372 + 20%x1472) >= 0;

>> 470 - (90*x172 + 100*x272 + 10%x372 + 35%x472 + 20%x572 + b5*x672 + 35*x872 ...
+ B55%x972 + 25%xx1072 + 20*x11°2 + 40%x1372 + 25*x14°2 + 10%x1572) >= 0;
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>> 560 - (70%x172 + B0*x272 + 55xx472 + 25%x572 + 100*x672 + 40%x7°2 + 50%x872 ...
+ 30*%x1072 + 60*x1172 + 10%x1272 + 30%x1372 + 40%x1572) >= 0;

>> 565 - (50*x172 + 65*%x472 + 35xx572 + 100%x672 + 35*x7°2 + 60*x872 ...
+ 15%x1072 + 75*x1272 + 35%x1372 + 30*x14"2 + 65%x1572) >= 0;

>> 645 - (50*x172 + 10%x272 + 70%x372 + 60*x472 + 45*x572 + 45*x672 + 35*%x872 + 65*%x972 ...

+ B*x1072 + 75xx1172 + 100%x1272 + 75*x1372 + 10%x1472) >= 0;

>> 430 - (40%x172 + B0*x372 + 95%x472 + 50*x572 + 35*x672 + 10*x77°2 + 60*x872 ...
+ 45%x1072 + 15*x11°2 + 20%x1272 + 5%x1472 + 5xx1572) >= 0;

>> 485 - (30%x172 + 60%x272 + 30%x372 + 90*x4"2 + 30*x672 + 5xx772 + 25%x872 ...
+ 70%x1072 + 20*x1172 + 25%x1272 + 70*x1372 + 15%x1472 + 15*%x1572) >= 0;

>> 455 - (20%x172 + 30%x272 + 40%x372 + 25%x472 + 40*x572 + 25*%x672 + 15*%x7°2 + 10*x872 ...

+ 80*x972 + 20%x1072 + 30*x1172 + 30*x1272 + 5*x1372 + 65*x1472 + 20*x1572) >= 0;
>> 390 - (10*x172 + 70%x272 + 10%x372 + 55*x4°2 + 25*x572 + 65*x672 + 30*x872 ...
+ 26%x1172 + 15*x1372 + 50%x1472 + 55*x1572) >= 0;

>> 460 - (5*x172 + 10*x272 + 100%x372 + 5*x472 + 20%x572 + 5*x672 + 10%x7°2 + 35%xx872 ...

+ 95%x972 + 70*x1072 + 20%x1172 + 10*x1272 + 35%x1372 + 10%x14"2 + 30*x1572) >= 0;
Definiendo el problema de optimizacion:

>> P = msdp(min(tpl))
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP
Funcién objetivo valida
Nimero de restricciones de soporte = 0
Nimero de restricciones momentos = 0
Medida 1
Grado = 1
Variables = 15
Momentos = 136
Orden de relajacién = 1
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 136
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 135
Generar momentos y las restricciones
Generar el problema de momentos SDP

Problema de Momentos SDP

Medida etiquetada =1
Orden de relajacidn =1
Variables de Decisién = 135
Desigualdades SD = 16x16

Resultan 136 momentos. Encontrando la solucién con msol:

>> [status.obj] = msol(P)

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Resolver problema de Momentos SDP

stk sk ok ok sk sk ok stk ok skskook ok skskok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sksk ok sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok

Llamando a SeDuMi
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SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m = 135, orden n = 17, dim = 257, bloques = 2

nnz(A) = 135 + 0, nnz(ADA) = 18225, nnz(L) = 9180

it bx*y gap delta rata t/tPx t/tD*x feas cg cg prec
0 : 2.06E+002 0.000
1 : b5.02E+003 1.96E+001 0.000 0.0950 0.9900 0.9900 -0.43 1 1 1.3E+000
2 : 1.60E+004 3.57E+000 0.000 0.1821 0.9000 0.9000 -0.52 1 1 1.1E+000
3 : 2.77E+004 8.00E-001 0.000 0.2240 0.9000 0.9000 -0.31 1 1 ©5.4E-001
4 : 3.64E+004 2.43E-001 0.000 0.3040 0.9000 0.9000 0.00 1 1 2.8E-001
5 : 6.30E+004 5.39E-002 0.000 0.2219 0.9000 0.9000 -0.09 1 1 1.7E-001
6 : 9.76E+004 1.39E-002 0.000 0.2579 0.9000 0.9000 -0.09 1 1 1.0E-001
7 : 1.74E+005 2.95E-003 0.000 0.2118 0.9000 0.9000 -0.21 1 1 6.7E-002
8 : 2.53E+005 8.34E-004 0.000 0.2831 0.9000 0.9000 -0.12 1 1 4.0E-002
9 : 4.53E+005 1.73E-004 0.000 0.2078 0.9000 0.9000 -0.25 1 1 2.6E-002
10 : 6.60E+005 4.87E-005 0.000 0.2812 0.9000 0.9000 -0.14 1 1 1.6E-002
11 : 1.17E+006 1.01E-005 0.000 0.2072 0.9000 0.9000 -0.25 1 1 1.0E-002
12 : 1.72E+006 2.79E-006 0.000 0.2768 0.9000 0.9000 -0.16 1 1 6.0E-003
13 : 3.03E+006 5.90E-007 0.000 0.2113 0.9000 0.9000 -0.25 1 1 3.9E-003
14 : 4.43E+006 1.65E-007 0.000 0.2802 0.9000 0.9000 -0.15 1 1 2.4E-003
15 : 7.75E+006 3.56E-008 0.000 0.2150 0.9000 0.9000 -0.25 1 1 1.5E-003
16 : 1.12E+007 1.01E-008 0.000 0.2843 0.9000 0.9000 -0.14 1 1 9.2E-004
17 : 1.97E+007 2.18E-009 0.000 0.2158 0.9000 0.9000 -0.24 1 1 6.1E-004
18 : 2.83E+007 6.25E-010 0.000 0.2866 0.9000 0.9000 -0.13 1 1 3.6E-004
19 : 4.99E+007 1.33E-010 0.000 0.2136 0.9000 0.9000 -0.24 1 1 2.4E-004
20 : T7.19E+007 3.81E-011 0.000 0.2854 0.9000 0.9000 -0.13 1 1 1.4E-004
21 1.27E+008 2.61E-017 0.000 0.0000 0.0000 0.9000 -0.24 1 1 1.2E-004

el Principal no es factible, corrija la direccién encontrada del dual.
iter segundo |Ax]| [Ay]l_+ [x| lyl
21 0.8 1.1e-005 7.2e-009 2.5e-001 4.4e+001

Tiempo Detallado (seg)

Ant IPM Post
2.344E-001 7.656E-001 1.094E-001
Norma maxima: ||bl|=776, |lcl| = 1,
Cholesky |agregados|=0, |saltos| = 0, [|L.L|| = 1.

Tiempo de CPU = 1.1094 Segundos
ok ok sk stk sk ok ok ok ok ok ok o o o ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok o o s ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ko ok
Solucién aparente principal no viable
El problema SDP puede ser ilimitado
Trate de hacer cumplir las restricciones adicionales vinculadas
Comprobando viabilidad (eps = 1.0000e-003):
SDP viable
Comprobando norma euclidiana de la solucién (max = 1.0000e+006) :
Norma = 4.3699e+001
Comprobando los momentos de primer orden (abs tol = 1.0000e-003):
Solucidén 1
SDP objetivo = -1.0000e+000

49



La solucién alcanza el mismo objetivo
Optimalidad global certificada numéricamente

status =
obj: 1

Asi, el valor minimo del polinomio encontrado por Gloptipoly 3.4 es —1 y lo alcanza en
el punto dado mediante la instruccién:

>> x = double([x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15])

x =
1.0e-003 *
Columns 1 through 7
0.0997 0.1313 0.1555 0.1592 0.0978 0.1450 0.0359
Columns 8 through 14
0.1270 0.1286 0.1259 0.0974 0.0773 0.1075 0.0960
Column 15
0.1085
Ejemplo 2

Del libro citado, se prueba el algoritmo para el problema 394 pag. 212.

flw) =il +a)

bajo la restriccion de la forma:

20
glr) =Y i =1.
=1

El polinomio a optimizar es de grado 4 y 20 variables. Definiendo el polinomio y sus
restricciones:

>> mpol x 20
>> tp2 = 0;
>> for i=1:20
tp2 = tp2 + i*x(x(i)"2 + x(i)"4);
end;
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>> g2 = 0;
>> for i=1:20
g2 = g2 + x(i)"2;
end;
>> g2 == 1;

Definiendo el problema de optimizacion:

>> P = msdp(min(tp2))
GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008
Define el problema de momentos SDP
Funcién objetivo valida
Nimero de restricciones de soporte =
Nimero de restricciones momentos = 0
Medida 1
Grado = 4
Variables = 20
Momentos = 10626
Orden de relajacién = 2
Masa de medida 1 a un conjunto
Nimero total de momentos = 10626
Realizar sustituciones de Momentos
Nimero de momentos después de sustituciones = 10625
Generar momentos y las restricciones
Generar el problema de momentos SDP

0

Problema de Momentos SDP

Medida etiquetada =1
Orden de relajacién =2
Variables de Decisidn = 10625
Desigualdades SD = 231x231

Resultan 10.626 momentos. Encontrando la solucién con msol:

>> [status.obj] = msol(P)

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Resolver problema de Momentos SDP

stttk ok ook sk ok ok sk ok skskok ok skskok sk sk sksk sk ke sk sk sk sk ke ok sk sksk ok sk sk sk ok ok sk sk ok sk ok

Llamando a SeDuMi

SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
??? Error using ==> sparse

Out of memory. Type HELP MEMORY for your options.

Error in ==> getsymbada at 46
SYMBADA=sparse (ones (size(At,2),size(At,2)));

Error in ==> sedumi at 337
ADA = getsymbada(A,Ablkjc,DAt,K.sblkstart);
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Error in ==> msdp.msol at 67
[x,y,info] = sedumi(P.A,P.b,P.c,P.K,pars);

De esta forma, la herramienta gloptipoly no puede resolver el problema de optimizacion
por desborde de memoria en la ejecucion de SeDuMi. Mas exactamente, el problema
de desborde lo presenta la funcién ones de MatLab (para mds informacién de ones,
ver MatLab Help), la cual no se puede definir con una dimensién tan grande. Ademas,
se puede ver que el espacio vectorial de los polinomios con 20 variables y grado menor
o igual a 4 tiene dimension 10.626, lo cual nos da una idea de que aproximadamente
para una dimension de dicho espacio mayor a 10.000, la herramienta posiblemente no
es aplicable.

4.3.3. Funcion de verosimilitud de una GIP

A continuacién se experimentara sobre la funcién de verosimilitud correspondiente a
la graméatica dada. Las muestras utilizadas han sido generadas a partir de graméticas
tipicas y la funcién de verosimilitud obtenida mediante una herramienta de simulacion.

Ejemplo 1
Dada la gramética G = (N, X, P, Ay) definida como:

» ¥ ={a,b}
u N: {A17A27A3}
n P={A; — AA;, Ay — A3A;, Ay — b, A3 — A1 Ay, A3 — a}

El corpus generado mediante la herramienta de simulaciéon de gramaticas, es el
siguiente:
Muestra (Corpus):

aabababbab
bbbbabaabaabbaaababaab
ababaaba
babbbbbaababba

bbaaba

bbbbabbb

bbaaababab

babbaa

abbaba

bbaaaabababa
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bbaabbbabaabaabaab
bbbabb

Del ejemplo se tienen los siguientes pardmetros:

e El ntimero de reglas corresponde el nimero de variables, para este caso, el nimero
de variables es 5

e Cada variable corresponde respectivamente a la probabilidad de cada regla; es

decir:
11 = p(A; — AyAj)
Ty = p(Az — AzAy)
z3 = p(A2 — b)
zy = p(Az — A1 Ay)
x5 = p(As — a)

e La muestra (Corpus) tiene 12 elementos.

A partir de la muestra y utilizando herramientas de software! se obtiene la funcién de
verosimilitud para el caso:

p(z) = 60293232 258238228 polinomio de grado 240.
El algoritmo de optimizaciéon Gloptipoly version 3.4, entrega el siguiente resultado:

>> g0=60*x1"63*x2"23*%x3"68*x4"~28*x5758
Polinomio Esscalar
60x1763x2723x3768x4"28x5758

>> xl==

Scalar measure support equality
x1l ==

>> x2+x3==

Scalar measure support equality
X2+x3 ==

>> x4+xb==

Scalar measure support equality
x4+x5 ==

>> P=msdp (max(g0));

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

1CYK2 disefiada por el grupo de investigacién para la construccién y estimacién de los pardmetros
de una GIP
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Define el problema de momentos SDP
Funcién objetivo valida

Nimero de restricciones de soporte 0

Nimero de restricciones momentos = 0
Medida 1
??77 Out of memory. Type HELP MEMORY for your options.

Error in ==> D:\Omar\Trabajo de Grado\gloptipoly3\genpow.m
On line 22 == v(r+l:r+rd,1) = repmat(k,rd,1);

Error in ==> D:\Omar\Trabajo de Grado\gloptipoly3\genind.m
On line 49 ==> pow = genpow(nvar+l,d);

Error in ==> D:\Omar\Trabajo de Grado\gloptipoly3\genmom.m
On line 39 ==> genind(nvar,2*ord);

Error in ==> D:\Omar\Trabajo de Grado\gloptipoly3\@msdp\msdp.m
On line 324 == nvm = genmom(mm,pindvar,ord(m));

El desborde de memoria que se presenta al generar el vector de potencias se debe a
que la dimensién del espacio vectorial de los polinomios de 5 variables y grado me-
nor o igual que 240 supera ampliamente el valor del médximo entero que maneja la
plataforma (240%° ~ 3,2 % 10 aprox.), y por tanto no puede generar las potencias,
ademas la capacidad de memoria se ve limitada y aunque se aumente, el programa se
sigue viendo limitado por la capacidad de memoria necesaria, esto teniendo en cuenta
que el algoritmo separa toda esa memoria para los momentos, aunque no la utilice.

Ejemplo 2

A partir de la gramatica del ejemplo anterior con muestra:
Muestra (Corpus):

abaa
ababab
bbbaabab
bbab

La muestra (Corpus) tiene 4 elementos. Mediante el algoritmo de simulacién, se obtiene
la funcién de verosimilitud para el caso:

_ 11,312 410 L
p(x) = o7 xx5 T X polinomio de grado 40.

El algoritmo de optimizaciéon Gloptipoly version 3.4, entrega el siguiente resultado:
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>> mpol x1 x2 x3 x4 x5

>> g0 = x1711*x273%x3712%xx4"4*x5710;

>> xl1==1;

>> x2+x3==1;

>> x4+xb==1;

>> x1<=1;

>> x1>=0;

>> x2<=1;

>> x2>=0;

>> x3<=1;

>> x3>=0;

>> x4<=1;

>> x4>=0;

>> xb<=1;

>> x5>=0;

>> P=msdp (max(g0));

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Define el problema de momentos SDP
Funcién objetivo valida
Ndmero de restricciones de soporte =
Nimero de restricciones momentos = 0

Medida 1

7?77 Error using ==> zeros

0

Product of dimensions is greater than maximum integer.

Error in ==> genind at 56
bas = zeros(dmm,dmm,nvar) ;

Error in ==> genmom at 39
genind(nvar,2*ord) ;

Error in ==> msdp.msdp at 324
nvm = genmom(mm,pindvar,ord(m)) ;

El error usando zeros se da al inicializar la matriz de indices. Si bien la dimension
del espacio vectorial de los polinomios de 5 variables y grado menor o igual que 40 no
supera el valor del méaximo entero que maneja la plataforma, al inicializar la matriz
de momentos con ceros (es lo que hace la funcién zeros), la dimensién se eleva a la
potencia 5, por lo cual la funcién zeros debe manejar ese nimero de elementos y por
tanto dicho niimero (aprox. 4, 3 * 103!) supera también el valor del maximo entero que
maneja la plataforma.

Ejemplo 3

A partir de la gramatica del ejemplo anterior con muestra:
Muestra (Corpus):
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abaa
ababab
bbab

La muestra (Corpus) tiene 3 elementos. Mediante el algoritmo de simulacién, se obtiene
la funcién de verosimilitud para el caso:

p(x) = alaalzal polinomio de grado 25.

El algoritmo de optimizaciéon Gloptipoly version 3.4, entrega el siguiente resultado:

>>mpol x1 x2 x3 x4 x5;

>>fvl = x177*x272*%x377*x4"2*xx577;

>> x1==1;

>> x2+x3==1;

>> x4+xb==1;

>> x1<=1;

>> x1>=0;

>> x2<=1;

>> x2>=0;

>> x3<=1;

>> x3>=0;

>> x4<=1;

>> x4>=0;

>> xb<=1;

>> x5>=0;

>> P=msdp (max(fv1));

GloptiPoly 3.4 del 30 de Septiembre de 2008

Define el problema de momentos SDP
Funcién objetivo valida
Nimero de restricciones de soporte =
Ndmero de restricciones momentos = 0

Medida 1

7?77 Error using ==> unknown

Out of memory. Type HELP MEMORY for your optioms.

0

Error in ==> genind at 56
bas = zeros(dmm,dmm,nvar) ;

Error in ==> genmom at 39
genind(nvar,2*ord); % genera indice de tablas

Error in ==> msdp.msdp at 324
nvm = genmom(mm,pindvar,ord(m)) ;

El error, presentado como de origen desconocido se produce al inicializar la matriz de
indices. Al igual que en el ejemplo anterior, esto se debe a que la dimensién del espacio
vectorial de los polinomios de 5 variables y grado menor o igual que 25 es 142506, pero
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la dimensién de la matriz de momentos es 142506° ~ 5,87+ 10?° para lo cual la cantidad
de memoria a separar supera el valor del maximo entero que maneja la plataforma.
Una posible solucién es aumentando el tamano de la memoria virtual, pero después de
varias pruebas el resultado es el mismo.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

o El método de optimizacion de polinomios en varias variables mediante la teoria de
Momentos es un método novedoso que puede ser aplicable en la estimaciéon de los
parametros de una Gramatica Incontextual Probabilistica, dado que la funcién
de verosimilitud asociada a las reglas de la GIP es un polinomio multivariado.

o Experimentalmente, la herramienta utilizada para la optimizacién de polino-
mios en varias variables encuentra muy buenas aproximaciones tanto en valores
6ptimos como en puntos de optimizacion. Existen casos en que no puede encon-
trar directamente los 6ptimos, pero se logra mediante restricciones del dominio de
manera conveniente o mediante traslaciones (ver ejemplo 4 de la seccién 4.3.1).

o El coste computacional del algoritmo se puede determinar haciendo un analisis de
las funciones involucradas, dado que por su extension y complejidad no es posible
calcular un valor exacto sino que se busca determinar si su orden es mayor al
polinémico (Ver numeral siguiente).

o Para optimizar un polinomio p(z) : R” — R de grado m, tanto tedrica como
experimentalmente el algoritmo necesita generar una base del espacio vectorial
de los polinomios ¢(x) : R” — R de grado menor o igual que m, la dimensién se
puede determinar mediante la expresion:

donde Dy (j) es la dimensién del espacio vectorial de los polinomios ¢q(x) : R* — R
de grado menor o igual que j, Di(j) = j+ 1y Dx(0) = 1; para todo 1 < k < n,
0 < 7 < m. De esta forma, el coste computacional para construir la base es de
orden O(m™).
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o Una base del espacio vectorial de los polinomios de variable en R" y grado menor
o igual a m es el conjunto B definido como en la seccién 3.1. Entonces, si la
dimensién de B es d (d = dim(B)), la matriz de momentos M,,(y) definida como
en (3.7) es una matriz simétrica de tamano d". Como d es de orden O(m™), se sigue
que el tamafio de la matriz M,,(y) es de orden O((m™)") = O(m™). Por tanto,
un algoritmo de construccién de la matriz de momentos es de orden O(m™).

o De la experimentacién con gramaticas, se puede ver que a mayor numero de
elementos en la muestra, mayor serd el grado del polinomio obtenido (funcién de
verosimilitud). Por lo tanto, el polinomio a optimizar depende tanto del nimero
de reglas como del tamano de la muestra, y entre mayor complejidad tenga la
gramatica, mayor seran tanto el numero de variables como el grado del polinomio.

o Una Gramadtica Incontextual Probabilistica (GIP) en general posee un elevado
nimero de reglas (més de 100 en una GIP elemental). Luego, la funcién de ve-
rosimilitud tendra tantas variables como reglas; por otro lado, el tamano de la
muestra (corpus) debe ser grande(mds de 100 elementos), esto implica que el grado
del polinomio es bastante grande; razén por la cual al implementar el problema
mediante Gloptipoly, se genera un desborde de memoria. Por ejemplo, para la GIP
definida en el ejemplo 1 de la seccién (4.3.3), se tienen 5 reglas y una muestra
de 12 elementos. La funcién de verosimilitud obtenida mediante la herramienta
de simulacién para Graméticas es un polinomio (mds exactamente un monomio)
de 5 variables y grado 240, por lo cual la dimension del espacio vectorial de los
polinomios de variable en R® y grado menor o igual a 240 es aproximadamente
240° = 7,962624 x 10! y la dimensién de la matriz de momentos de orden 240 es
aproximadamente 240%° = 240% = 3,20096586 x 10°, valores demasiado altos e
imposibles de manejar con esta herramienta.

o La herramienta Gloptipoly no es aplicable en la estimacién de los pardmetros
de una GIP, dado que por su elevado coste computacional el algoritmo genera
un desborde de memoria ain bajo gramaticas con un nimero minimo de reglas
y elementos en la muestra, a pesar de obtener muy buenas aproximaciones en
polinomios para los cuales la base del espacio vectorial que genera el polinomio
no tenga dimension superior a 10.000 aproximadamente.

o Se han encontrado polinomios para los cuales el punto o los puntos donde ocurren
los éptimos no estan en el origen y la herramienta ha encontrado el éptimo pero
no los puntos donde lo alcanza.

o En un estudio futuro es posible modificar la herramienta aplicando otros métodos
de programacion y almacenamiento, de tal manera que se puedan tratar polino-
mios en un espacio de mayor dimension, o en su defecto, implementar el algoritmo
en otra plataforma de mayor capacidad.
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