EL M’ETODO POLINOMIAL EN
TEORIA DE NUMEROS ADITIVA

>3 (
.”h 1827 "f‘ﬁ‘i

SANDRA PATRICIA BUITRON CAICEDO
ALEXANDER CRUZ FAJARDO

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Popayan
Septiembre de 2009



EL METODO POLINOMIAL EN
TEORIA DE NUMEROS ADITIVA

SANDRA PATRICIA BUITRON CAICEDO
ALEXANDER CRUZ FAJARDO

Trabajo de grado presentado como requisito
parcial para optar al titulo de Matematico

Director:
Dr. CARLOS ALBERTO TRUJILLO SOLARTE

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Popayan
Septiembre de 2009



Agradecimientos

A Dios, a la Universidad, especialmente a nuestro director Dr. Carlos Alberto
Trujillo, por su apoyo, consejos, comprensién y su valiosa colaboracién que hizo
posible alcanzar este propdsito. Al Magister Carlos Arturo Rodriguez por sus
importantes aportes y observaciones, al comité de seguimiento conformado por los
profesores Luz Victoria de la Pava y Favidn Arenas por su apoyo y colaboracién en el
desarrollo de nuestro trabajo.



II

A Dios por ser la luz de mi vida, a mis Padres Felisa y Roger Antonio, mil gracias
por su gran apoyo, Sus consejos y por ser el soporte que me ayudd a salir adelante. A
mi hermana Lorena por su incondicional apoyo y su valiosa amistad, a mis amigos.

Sandra Patricia

A Dios, en quien deposité mi confianza y siempre me dio fuerzas para seguir
adelante, a mis Padres Aquilina y Esteban por ese gran apoyo moral y a mis demés
familiares y amigos que me apuraban con su pregunta ;Cuando terminas?

Alexander



Introduccion

Uno de los propésitos de la Teoria de Numeros Aditiva es estudiar la cardinalidad
de ciertos conjuntos suma con y sin restricciones. Por ejemplo uno de los problemas
clésicos en dicha teoria es la conjetura, hoy teorema, de Erdos-Heilbronn la cual es-
tablece que si p es un nimero primo y A C Zp, A # () entonces

|A+A| = min{p, 2|A| - 3},

donde, A+A = {z +y: x,y € A,x # y}. Esta conjetura fue formulada en los afios
sesenta, treinta anos despues es demostrada por Dias da Silva y Hamidoune; pero es
en 1995 que esta conjetura es probada por Alon, Nathanson y Ruzsa utilizando uno
de los métodos elementales mas importantes: E1 Método Polinomial.

El Método Polinomial es una técnica que se utiliza para estimar el tamano de con-
juntos suma, es de gran importancia ya que muchos de los resultados de Teoria de
Nuimeros Aditiva y algunas de sus nuevas extensiones se prueban de una manera ele-
mental utilizando el Método Polinomial. Un ejemplo de ello es el caso de la Conjetura
de Erdos-Heilbronn.

Nuestro principal interés es dar a conocer esta técnica, que consiste en resolver pro-
blemas ubicdndolos en el dominio de los polinomios sobre un campo y utilizando las
propiedades elementales de los mismos. Esto se hace asociando un polinomio al conjun-
to suma (Por ejemplo un polinomio cuyo conjunto de raices contiene a dicho conjunto.)
y luego se utilizan todas las herramientas conocidas de los polinomios para dar solu-
cién al problema en cuestion.

El éxito que ha tenido el Método Polinomial en la prueba de varios resultados y su
caracter elemental constituyen la razén fundamental que nos motivé a estudiarlo, en-
tenderlo y sobretodo a divulgarlo.

El presente trabajo aborda lo referente a dicho método y algunas de sus aplica-
ciones, se divide en tres capitulos y un apéndice.

El primero de ellos consigna algunos resultados sobre el cardinal de conjuntos suma,
conjuntos diferencia y conjuntos asociados; empezamos estudiando estos conjuntos
en los enteros y posteriormente en subconjuntos de Z, con p primo, y llegamos a dos
resultados importantes como lo son la prueba de la conjetura de Erdos-Heilbronn y
el Teorema de Cauchy - Davenport los cuales nos permiten desarrollar en plenitud el
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0. Introduccion v

Método Polinomial.

Los resultados obtenidos en el capitulo uno y algunas de sus aplicaciones se generalizan
en el segundo capitulo, se presentan ademas ejemplos que son de gran utilidad para la
asimilacion de los mismos.

En el tercer capitulo, presentamos algunos resultados asociados a nuestro tema, que
no se prueban utilizando directamente el Método Polinomial.

Por tltimo tenemos el apéndice, en el cual compilamos algunas definiciones y demostra-
ciones de teoremas utilizados en el desarrollo de este trabajo.
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Capitulo 1

El Método Polinomial en dos

variables

1.1. Notacion y Ejemplos

Sean (G, +) un grupo conmutativo, notado aditivamente y A,B subconjuntos finitos
no vacios de Gy g € G.

En Teoria de Numeros Aditiva estamos interesados en estudiar el cardinal de conjun-
tos suma A + B, conjuntos diferencia A — B y conjuntos asociados, en relaciéon con el

cardinal de los conjuntos A y B..

Empezamos definiendo los siguientes conjuntos:

El conjunto suma de A y B es:
A+B:={z+y:x€ A yec B}
El conjunto suma estricta de A y B es:
AtB:={z+y:2€ A, ye B, v #y}.
En particular cuando A = B, usamos la siguiente notacion:
A+ A={z+y:x,yec A},

AtA ={x+y:z,y€ A z#y}.

El conjunto diferencia de A y B es:

A-B:={x—y:x€ A, y€ B}.



1. El Método Polinomial en dos variables

Definimos la suma de n veces el conjunto A asi:

nA={ap+--+an_1:a; € A}

nA={ag+---+an—1:a; € Ay a; # aj para todo i # j},

También definimos:
—A:={—-x:2€ A}

A+g=A+{g} ={a+g:ac A}
Si X es un conjunto, usamos |X| para representar su cardinal.

Ejemplo 1. Sean G = Z, A = {—7,-3,4,8,30} y B = {—5,0,4,12,30,31}.

Bl ESEIESENED
528 ]-1] 325
ol -7[-3]4]8]30
3181234
12 5 | 9]16]20]42
30 | 23 [ 27343860
31 [ 24 [ 28353961

A+ B={-12,-8,-7,-3,-1,1,3,4,5,8,9,12, 16,20
23,24, 25,27, 28, 30, 34, 35, 38, 39, 42, 60, 61}.

A+B ={-12,-8,-7,-3,-1,1,3,4,5,8,9,12,16,20
23,24, 25,27,28,30,34, 35,38, 39,42,61}.

|+ 7] 3[4]8[30]

-7 -14|-10]-3| 1 |23
-3 -6 | 1|95 |27
8 112 | 34

16 | 38

30 60

A+ A=1{-14,-10,-6,-3,1,5,8,12,16, 23,27, 34, 38,60}
A+A=1{-10,-3,1,5,12,23,27, 34, 38}.

Ejemplo 2. Sean G = Z;1, A=1{0,3,7,8,10} y B ={1,2,4,8}.
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(+ofs]7[8 [0
114890
2 [2]5]910] 1
alal7]o 3
gllsfolals |7

A+ B=1{0,1,2,3,4,5,7,8,9,10}.

A+B ={0,1,2,3,4,5,7,8,9,10}.

(+Jols[7[s]w0]
o[3]7[s8]10
1002

346

5] 7

10 9

A+ A=1{0,2,34,56,7,8,9,10}.
AT A=1{0,2,3,4,6,7,8,10}.

Proposicién 1.1. Sean A y B subconjuntos finitos no vacios de un grupo conmutativo
(G,+) y g € G. Tenemos:

1L Al =[A+gl=]-Al
2. max{|A|,|B|} < |[A+ B| < [A[|B].
3. max{|A[|,|B|} < |A-B| < [A]|B].

Demostracién. Numeral [1l
Esta afirmacion se prueba de manera inmediata ya que existe una funcion biyectiva

f:A— A+ g definida como f(a) = a + g, para todo a € A.

Sean a,a’ € A tal que f(a) = f(da’), entonces
atg=d+g,

por lo tanto a = a/. De ahi que f es inyectiva.

Sea ¢ € A + g, luego existe a € A tal que ¢ = a + g, de este modo f(a) =a+g = c,

asi f es sobreyectiva.
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Por lo tanto f es biyectiva, es decir, |A + g| = | A].

La segunda igualdad se prueba de manera similar definiendo una funcién g : A — —A

definida como g(a) = —a . O

Demostracién. Numeral 21
Sean |A| = max{|A|, |B|} y b € B.
Como A+ b C A+ By ademds por la Proposicién Numeral

[A+b] = |A]
entonces tenemos que,
méx{|A|, |B[} < [A+ B|.

La segunda desigualdad es clara ya que |A||B| es el mdximo nimero posible de sumas
distintas en A + B. Notemos que la igualdad se da en el caso en que todas las sumas

sean distintas. O

Demostracidn. Numeral Bl
Si hacemos A — B = A+ (—B) y usando la Proposicién Numeral 2 obtenemos el

resultado deseado. O

Proposicion 1.2. Sea A un subconjunto finito no vacio de un grupo conmutativo
(G,+). Entonces,

1. |A] < |A+ A

IN

AIAIED _ (1441

2. |4l < |A- A

IN

JAI(1A] = 1) + 1.

Demostracién. Numeral [I1
Por la Proposicién [1.1] Numeral 2 tenemos que

|A| < |A+ Al

Como

A+ A= (ATA) U (2.4),

donde 2.4 ={a+a:a € A}, entonces

|A+ Al < |A+A| + |2.4]

(8- ()
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Demostracién. Numeral 21
La primera desigualdad se da por la Proposicién Numeral
Como

A—A=(A=-A)uU{0},
donde A=A ={a—b:a,be A, a+# b}, entonces

|A— Al < |A=A| + [{0}]

< 2(“;') +1=|A](A] - 1) + 1.

Cuando G = Z, se obtienen ligeras mejoras en las cotas inferiores.
Proposicion 1.3. Sean A, B subconjuntos finitos no vacios de Z.
1. |A|+|B|-1< |A+ B|.
2. 21A|—-1 < |A+ Al
3. 21A|—-1 < |A-A|
4. 2lAl -3 < |AFA|.

Demostracion. Numeral [11

Sean A, B C Z finitos, abusando de la notacién los ordenamos como:

A={a1 <ay<az<---<ag}, donde |A|=k,

y
B:{b1<b2<b3<---<bl}, donde ’B|:l
Definamos
A+by:={a+b:ac A} CA+B
y

ar+ B:={ar+b:be B} C A+ B,

donde por la Proposicién Numeral
Atbi|=[A =k y |o+B|=Bl=1

Ahora probemos que:
(A+b1)N(ar + B) = {ar + b}
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Sea x € (A+b1) N (ax + B), entonces existen a € A y b € B tales que
r=a+b =ap—+Db,
entonces
a—agp = b— bl,

es decir,

a—ak:b—blzo

asi

a=ar y b= bl
luego por ordenamiento obtenemos que

a<apyb>by,

entonces
a—ap<0yb—>b >0,
de donde
a=ap y b="b
y asi
T = a + by.
Por lo tanto,
[(A+b1)U(ar+ B)| = [(A+b1)| + [(ar + B)| — [(A+b1) N (ax + B)|
= |A|+ |B| - 1.

Y como
(A+b)U(ax+B) CA+ B,

entonces tenemos que
|A|+|B| -1 < |A+ B|.

Demostracion. Numeral 21
Basta con tomar A = B en la Proposicién [I.3] Numeral [T}
Por lo tanto, 2|A| —1 < |A+ A].

Demostracién. Numeral [3l
Basta con tomar B = —A en la Proposicién [1.3] Numeral
Por lo tanto, 2|A| -1 < |[A+ B|=|A+ (—A)| = |A - A|.
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Demostracion. Numeral

Sean A C Z finito, abusando de la notacién lo ordenamos como:

A={a1 <ay<az<---<ag}, donde |A|=k.

Definamos
al—T—A = (a1 + A)\{a1 -+ al} C A—T—A

De igual forma tenemos
ap+A = (ap + A)\{ap +ar} C A+ A.
Luego,
lar Al = [A] -1
laxFA| = |A] - 1.

Asi,
ag+ANa1+A = a; + ay.

Observemos que esta interseccién consta de un solo elemento. Asi

lar+AUap+A| = |ai+A| + Jag+A] — |ag+A N a1 +A]
(A - 1)+ (4]~ 1)~ 1
=2|A| - 3.
O

Veamos por ejemplo, como se comporta la cardinalidad del conjunto suma de dos

subconjuntos finitos no vacios de Z.

Ejemplo 3. Sean A ={1,2,3,4,5,6} y B=1{1,2,3,4,5}.

EAEIEIEIENER KD
1[2]3[a[5]6]7
2 alsl6| 7|8
3 78] 9
4 8910
5 10 | 11

A + B esta dado por {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, en este caso tenemos la igualdad que es

la minima cardinalidad que expresamos en la Proposicién Numeral [1] esto es,

Al +|B|—1 = |A+ B| = 10.
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Ejemplo 4. Sean A = {1,2,3,4,5} y B = {6,11,16,21}, veamos que el conjunto
suma A + B tiene la maxima cardinalidad expresada en la Proposicion Numeral

I ENEREIENED
6| 7[s8[o]10]11
11213141516
1617 [ 181920 | 21
21 || 22 [ 23] 24| 25| 26

En este caso, A+B = {7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26 }.
Observemos que el conjunto suma A + B tiene la maxima cardinalidad expresada en
la Proposicién [I.3] Numeral [T} es decir,

A+ B| = |A||B| = (5)(4) = 20.

Ejemplo 5. Sea A ={1,2,3,4,5}.

| [r]2[s[4] 5]

En este caso A+ A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10}, satisface el enunciado expresado en la
Proposicién Numeral [2] el cual tiene la minima cardinalidad, esto es,

24| —1=|A+ A] =09.

Ejemplo 6. Presentamos ahora un ejemplo en el cual la cardinalidad de A 4+ A es
maxima.

Sea A ={1,2,4,8,13,23,31}.

[+ 1248 [13]23]31]
2315 9 [1424]32
10|15 | 25 | 33
12|17 | 27 35
16 | 21 | 31| 39
13 2% | 36 | 44
23 46 | 54
31 62
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En este caso el conjunto suma A + A estd dado por:
{2,3,4,5,6,8,9,10,12,14,15,16, 17,21, 24, 25, 26, 27, 31, 32, 33, 35, 36, 39, 44, 46, 54, 62},
el cual tiene la maxima cardinalidad expresada en la Proposicién Numeral |2} es
decir,

214 -1=13 < |[A+ A| =28.

A continuacién presentamos dos resultados importantes (1.4) y . que nos sirven
para demostrar el Teorema [1.6|el cual nos permite usar en plemtud el Método Polino-
mial.

Recordemos que en cualquier campo el niimero de raices de un polinomio no nulo, no
puede exceder su grado.

Una extensién en dos variables de este resultado es el siguiente teorema.

Teorema 1.4. (Alon - Tarsi) Sean A y B subconjuntos no vacios de un campo F con
|Al =k y |B| =1. Sea f(x,y) un polinomio con coeficientes en F' y de grado a lo sumo
k—lenzy l—1eny. Sif(a,b) =0 para todo a € A y para todo b € B, entonces

f(x,y) es idénticamente cero.

Demostracion. Sabemos que en cualquier campo si un polinomio no cero, p(x) € F[z]
es de grado a lo mas k — 1, entonces no puede tener k raices distintas en F'. Luego si
un polinomio de grado n es superado por el nimero de sus raices, entonces éste es el
polinomio idénticamente cero. Utilicemos este hecho en un polinomio con dos variables

f(z,y).

Escribamos el polinomio f(x,y) de la siguiente forma:

k—11-1 k—1 -1
Z f%]x y = Z (y){m’ donde ’Ul-(y) = Z fi,jy]-
=0 j=0 = =0

Es claro que v;(y) es un polinomio de grado a lo més [ — 1 en y.

Ahora fijemos b € B, tomemos

u(x) = f(x,b) = ‘ v; (b)x?,

asi que u(z) es un polinomio de grado a lo més k — 1 en z, tal que u(a) = f(a,b) =0
para todo a € A. Como u(z) tiene por lo menos k raices distintas, u(x) es el polinomio

cero y asi v;(b) = 0, para todo ¢ =0,--- ,k — 1y y para todo b € B. Como
grad(v;) =1—1

y |B| = [, entonces v;(y) es el polinomio cero para todo i =0,--- ,k — 1.

Por lo tanto f; ; = 0 para todo i, 7, y asi f(x,y) es idénticamente cero. O
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Lema 1.5. Sea A un subconjunto finito de un campo F, y sea |A| = k. Para todom > 0
existe un polinomio ry,(x) € F[z] de grado a lo mds k — 1, tal que ry,(a) =a™ para
todo a € A.

En esta prueba se utiliza el algoritmo de la divisién para polinomios.

Demostracion. Sean A = {ag,a1,az2,...,a5-1} y

k-1

t(z) = H(m — a;).

J=0

Entonces t(z) € Flz| y grad(t) = k, ademds t(a) = 0 para todo a € A.
Por el algoritmo de la division para polinomios sobre un campo (Ver Apéndice [A.1)),

tenemos que para todo m > 0 existen polinomios g, (x) y rn(z) tal que

" =t(x)gm(x) + rm(z) donde 0 < grad(ry,) < grad(t) =k,

luego,

ai” = t(a;)gm(ai) + rm(a;) = rm(ai),

para todo a; € A.

Por lo tanto 7, () es el polinomio buscado. ]

Ejemplo 7. Sean F' =Z;, A=1{1,3,5,7}, k=|A|l=4 y m=>5.
Sea
t(z) = (z =Dz =3)(z = 5)(z = 7)
=zt — 523 + 922 + 6.
Al realizar la divisién del polinomio 2° entre el polinomio ¢(x) obtenemos como residuo

el polinomio r(z) = 523 + 1022 + 5z + 3 de grado 3. Luego tenemos

r5(1) =1=1°
r5(3) =1=3°
r5(5) =1=5
r5(7) =10 = 7°.

Observacién 1. Otra forma de demostrar el Lema[1.5 es utilizando el determinante
de Vandermonde (Ver Apéndice . Presentamos dicha demostracion.
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Demostracion. Sea A = {ag, a1, a2, ...,ar_1}. Probemos que existe un polinomio
_ 2 k—1
Tm(x) = 20 + 212 + 202" + ... + 212" € Fx],

tal que,

k=1 _ m

rm(a;) = 20 + z1a; + zza? + .+ zpoia] = qf

4
para todo ¢ = 0,....,k — 1. Este es un sistema de k ecuaciones lineales con k indeter-
minadas zg, 21, 22, ..., Zk—1, Y tiene solucion si el determinante de los coeficientes de las

indeterminadas es no cero. El lema se sigue inmediatamente de la observacién que este

determinante es el determinante de Vandermonde,

1 a9 ag .. ag_l
1 a... alffl

2 k—1
1 ag—1 ap_y... a;_;

= JI (aj—a)#0,

0<i<j<k—1

luego el sistema tiene solucién unica y por lo tanto 7, (x) es el polinomio pedido. [

Ejemplo 8. Sean F' =711, A={1,3,5,7}, k=|Al=4 y m=5.

Hagamos la construccién de r5(x) .

r5(z) = 20 + 210 + 202° + 2323

r5(1 :zo+zl+22+23:15:1

Zo+321—|—9Z2—|—5Z3:35:1

z0+5z1+3z2+423:55:1

(1)
75(3)
r5(5)

(7) = 20 + Tz1 + Bzp + 223 = 7° = 10.

r5(7

1111 1
1 39 5 1
1 5 3 4 1
1 75 2 10
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Realizando operaciones elementales obtenemos la siguiente matriz.

S N 0 =
S O ==
co © O =

1
2
0
0

oS O O

Asi, la solucion al sistema anterior es:
6,23 =8 — zZ3 = 5.

2Z2:9—>Z2:10
221 + 829 +423=0— 21 =5
2wtz t+zmtzm=1—2=3

Por lo tanto 75(z) = 52 + 1022 + 5z + 3
Observacion 2. Observemos que en el Lema el polinomio ry,(x) es unico.

Demostracion. Sean |A| = k, A = {ag,a1,a2,...,ap—1} y m > 0. Supongamos que
existen dos polinomios r,,(x) y r,,(x), ambos de grado menor o igual que k — 1, tal
que

rm(ai) =1, (a;) = a
para todo i =0,1,....k — 1.

La diferencia d(z) = rp,(z) — r},(x) tiene grado
grad(d) = maz{grad(r),grad(r')} <k —1

y ademés d(a;) = 0, para i = 0,1,...,k — 1, es decir, d tiene mas raices que su grado,
por lo tanto d es el polinomio nulo, asi ry,(z) =/, (x).
O

Teorema 1.6. Sip es un nimero primo y F' = Z,, A y B subconjuntos no vacios del

campo F tales que |A| # |B|, entonces
|A+B| > min{p, |A| + |B| - 2}.

Demostracién. Sean E = A+B, |A|=ky |B| = 1.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que 1 <[ < k < p.
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1.

Supongamos ademds que p > k + [ — 2; debemos probar que |E| > k+1—2o0
equivalentemente |E| > k41 — 3.

Procedamos por contradiccion.

Supongamos que |F| < k+1— 3.

Escogemos w € Z* U {0} tal que, w + |E| = k 4+ 1 — 3. Ahora construimos tres

polinomios fy, f1 y f en Flz,y] de la siguiente forma:

folmy) = [[(z+y—e),

eeE
entonces tenemos que
grad(fo) = [E| <k+1-3y fola,b) =0,

para todo a € A y para todo b € B, a # b.

El segundo polinomio es de la forma:

filz,y) = (@ —y) fo(z,y),

de aqui obtenemos que,
grad(fl) =1+ ‘E| < kE+1—-2 y fl(aab) = 07

para todo a € A y para todo b € B.

Finalmente multiplicando
fr por (z+y)",

obtenemos el tercer polinomio

fly) = (—y+y" [[@+y—e),
ecl
donde
grad(f) es |E|+w+1=k+1—-2 y f(a,b)=0,

para todo a € A y para todo b € B.

El polinomio f(x,y) es de la forma:

fay)= > fiza'y’  donde 4,j>0
i+j<k+l—2

= (x —y)(z +y)**=3 4 los términos de orden inferior.
Puesto que
1<li<k<p vy 1<k+1-3<p-—1,
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se sigue que el coeficiente f;_1;-1 del monomio o1yl en f(x,y) estd dado

por:
JZ((E + y)k+173 . y(x + y)k+173?

luego por el desarrollo binomial de Newton tenemos

kE+1-3 k+1-3 _(k_l)(k;+l_3)! )
< k—2 >_< k—1 >_ k— 1)1 —1)! #0 (méd p).

Por el Lema para todo m > k existe un polinomio 7,,(x) de grado a lo més
k — 1 tal que

rm(a) = a™ para todo a € A,

y para todo n > [ existe un polinomio s,(y) de grado a lo més [ — 1 tal que

Sp(b) = b" para todo b€ B.

Usamos los polinomios 7, (x) y s, (y) para construir un nuevo polinomio f*(x,y)

a partir de f(z,y) como sigue:
Si 2™y"™ es un monomio en f(x,y) con m > k, entonces reemplazamos

z™y" por oy (x)y".

Como
grad(f) =k +1-2,

y si m > k, entonces m — k > 0, luego

m4+n<k+1-—2,

0<m—-k<—n+1-2,

por lo tanto n <[ — 2.
De este modo no es necesario reemplazar el término y" por s, (y) y asi ry,(z)y"™

es una suma de monomios z'y/ con i<k—11y j<Il-2.

Similarmente, si z™y"™ es un monomio en f(x,y) con n > [, entonces reem-
plazamos

x™y" por x"sp(y).

Como
grad(f)=k+1-2 y n>lI,

entonces n — [ > 0, luego
m+n<k+1-2,
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asi
0<n—-I<-m+k-2,

por lo tanto m < k — 2. Luego no es necesario reemplazar

™ por rp(z)

y asf 2™s,(y) es una suma de monomios 2y’ coni <k—-1y j<I-1,1lo
anterior determina un nuevo polinomio f*(z,y) de grado alomds k—len zy

[—1eny.

El polinomio f*(z,y) lo construimos a partir del polinomio f(z,y), pero el coe-
ficiente fr—1;—1 del monomio zF=1y' =1 en f(z,y) no se modificé en f*(x,y) ya

que solo se modificaron los términos ™, y" talesque m >k —1, n>1—1.

De otro modo
f*(a,b) = f(a,b) =0 para todo a € A, para todo b€ B,

ya que por la construccién de f*(z,y) tenemos que si y" es un término de
f(z,y), al evaluar (a,b) en éste, obtenemos el término a"b".

Sim > k—1, z™y" lo reemplazamos por r,,(x)y"™ y al evaluarlo en (a,b)
obtenemos

n — ambn

Tm(a)y

luego
f(a,b) = f*(a,b) para todo (a,b) € Ax B.

Similarmente, se hace sin > [ — 1.

Luego tenemos que f*(x,y) es un polinomio con coeficientes en Z,, tal que su
grado en = es k — 1 y su grado en y es | — 1, ademés f*(a,b) = 0 para todo
(a,b) € Ax B donde A,B C Z, y |A| = k, |B| =1 luego por el Lema [2.1] se
sigue inmediatamente que el polinomio f*(x,y) es idénticamente cero, lo cual

contradice el hecho de que el coeficiente

fr—1g-1 de 2F 7y en f(a,y)

es no cero, puesto que este coeficiente es también coeficiente en f*(z,y).
Por lo tanto |E| > k+1 — 2.
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2. Sik+1—2>p,entonces! >p—k-+2.
Seal'! =p—k+2ysea B'C B tal que |B'| =, luego

2<l <<k y p=U4k-2,

y definamos:

E ={a+b:acAb ecB a#l},
entonces E' C E, luego |E| > |F'|.
Ademds A, B', E' son tales que |A| = k,|B’| =1, donde
k+1'—2=p=min{p,k+1—2}

luego se tiene que
|E| > |E'| > k+1-2.

Por lo tanto
E|>k+1-2,

que es lo que queriamos demostrar.

O]

Ejemplo 9. Sean F = Z1;, A=1{0,1,2,10}, B = {0,1,2}. El conjunto suma A+B

esta dado por:

E3CIENERET)

0 11210
0
21213 1

A+B = {0,1,2,3,10}, es decir, |A+B| =5 = |A| + |B| — 2.

1.2. Teorema de Erdos-Heilbronn

Esta conjetura, hoy teorema, fue formulada en 1964 y probada 30 anos después por
Dias da Silva y Hamidoune, quienes utilizan Teoria de Representaciones y Algebra
lineal para demostrar una generalizacién de la conjetura. Mas adelante Nathanson
simplifica el método de Dias da Silva y Hamidoune reemplazando la teoria de repre-
sentaciones por algunas propiedades del Ballot Numbers (ver [6] seccién 3.8). Final-
mente en 1995 Alon, Nathanson y Ruzsa dan una prueba de éste teorema utilizando
el Método Polinomial (ver [I]), en la cual la muestran como un caso particular de

donde se aprecia el uso del Método Polinomial.
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Teorema 1.7. (Dias da Silva-Hamidoune) Si p es un ndmero primo, F =Z, yAC F

con |A| =k > 2, entonces
|A+A| > min{p, 2k — 3}.

Demostracion. Sea A C F, |A| =k > 2.
Escojamos a € Ay sea B = A — {a} entonces |B| = |A| — 1.
Definamos E = A+ B, dado que |A| # |B| ademds E C A+ A, luego por Teorema

[A+A| = |E| = min{p, | 4] + | B] — 2} = min{p,2] 4| - 3}.
Esto completa la prueba de la conjetura de Erdos y Heilbronn. O

A continuacién presentamos algunos ejemplos de este resultado.

Ejemplo 10. Sean F = Zy7, A = {4,7,10,16}. El conjunto suma A+A estd dado por:

B3 ENERETIET)

4 11| 14
7|11 0
10 14] 0

6] 3|69

A+A=1{0,3,6,9,11,14} y |A+A| =6 > |A| + |A] — 3 = 5.

Ejemplo 11. Sean F' = Zy1, A = {1,4,5,6,7,8,10}. El conjunto suma A+ A estd dado

por:

| rlefs][6[7]s]10]
1 5 7[8]9] 0
4 0/o0]1]3
5 01]2]4
6 23] 5
7 4] 6
8 7
10

A+A =741, y entonces |A+A| > min{p, |A| + |A| — 3} =p = 11.

1.3. Teorema de Cauchy-Davenport

Otro de los resultados importantes es el Teorema de Cauchy-Davenport, el cual tiene
numerosas aplicaciones en Teoria de Numeros Aditiva y puede ser redemostrado uti-

lizando el Método Polinomial, cabe anotar que este teorema fue probado por Cauchy
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en 1813 y redescubierto por Davenport en 1935, una forma de enunciarlo es la sigu-

iente.

Teorema 1.8. (Cauchy-Davenport) Si p es un numero primo y F = Z,, A y B

subconjuntos no vacios del campo F', entonces
A+ B| > min{p, |4] + |B| - 1}.

Demostracion. Sea |A| =k, |B| = 1. Supongamos que k+1—1 < p.
Si|A+ B| < k+1—2. Escojamos un w para que w+ |A+ B| = k+1—2 y consideremos

el polinomio

fay)=@+y)” [] @+y-o,
ce(A+B)
entonces f(a,b) = 0 para todo a € A y para todo b € B. El grado total del polinomio

es k41— 2y el coeficiente del monomio z¥~14/~! es exactamente

<k2i22>¢0 (méd p).

La prueba de este resultado continua exactamente como la prueba del Teoremal[l.6] [

Veamos algunos ejemplos de este teorema.

Ejemplo 12. Sean F =717, A ={3,4,5,6,7}, B ={0,1,15,16, }. El conjunto suma
A + B esta dado por:

_.
RO [ = [ ol w
w oot e
B lw| o | o ot
el lo|o
o|wot|oo |~ ~

16

A+ B=1{1,2,3,4,5,6,7,8}, es decir,
|A+ B|=|A|+ |B]—1=28.

Ejemplo 13. Sean F =717, A ={3,4,5,6,7}, B =1{0,5,10,15, }. El conjunto suma
A + B esta dado por:

EJ EIENEI KR ES
567
10 | 11 ] 12
10 13]14]15] 16
51 ]2]3]4
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A+ B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16, }, es decir,
|A+ B|=17>|A|+ |B|—-1=_8.
Otra de las aplicaciones del método polinomial es el siguiente teorema.
Teorema 1.9. Sean A y B subconjuntos no vacios de un campo F', F = 7Z, y sea
C={a+b:acAbe B,a-b+#1}.
Si|A| =k y |B| =1, entonces
|C| > min{p, k+ 1 — 3}.
Demostracion. Sik+1—3 > p.
Seal’ =p—k + 3, entonces 3 <1’ < l. Escojamos B’ C B tal que |B'| =1’ y sea
C'={a+b:ac AV eB ab#1}.
Asi C' C C.
Esto es suficiente para probar que |C'| > k +1' — 3.
De forma similar supongamos que k + 1 — 3 < p, y probemos que |C| > k + 1 — 3.

Supongamos que |C| < k + [ — 4, escojamos un w para que w + |[C| = k+1—4y
consideremos el polinomio
f@y) = (@y—y @+ [[@+y—o),
ceC
entonces f(a,b) = 0 para todo a € A y para todo b € B.
El grado total del polinomio es k 4+ 1 — 2, y el coeficiente del monomio #1351 es

exactamente

k+1—4 ,
( k_ 9 ) Z0 (mdd p).
La prueba continua exactamente como la prueba del Teorema [1.6
O

Ejemplo 14. Sean F =Z;7, A={1,2,3,4} y B =1{1,6,9,16}. El conjunto suma
C={a+b:ac A be B,a-b+# 1}, esta dado por:

2] ]4]

31415

718 10

10 12 | 13
1601 2] 3

C=1{0,1,2,3,4,5,7,8,10,12,13}.
Observemos que |C| > min{p, k+1—3} = min{17, 5}, por lo tanto |C| > {k+ 1 — 3}.



Capitulo 2
Generalizacion

En el presente capitulo mostramos la generalizaciéon de los resultados presentados

en el capitulo anterior.

2.1. El Método Polinomial General

Recordemos que en cualquier campo el ntimero de raices de un polinomio no nulo, no
puede exceder el grado del polinomio, de manera general este resultado se tiene en el

siguiente teorema.

Teorema 2.1. (Alon - Tarsi) Sea f = f(xg,--- ,xk) un polinomio en k + 1 variables
xg, - , Tk sobre un campo arbitrario F. Supongamos que para todoi = 0,--- | k el grado
de f como un polinomio en x; es a lo mds ¢; y A; es un subconjunto de F de cardinalidad
ci+ 1. Si f(ag, -+ ,ax) = 0 para toda (k + 1) — tupla (ag, - ,a) € Ag X -+ X A,

entonces f es el polinomio cero.

Demostracion. En la prueba se usa induccién sobre k.

» Para k = 0, tenemos que f = f(xg) es un polinomio en xy de grado cp y A9 C F
tal que |Ap| = ¢p + 1, luego como f(ag) = 0 para todo ay € Ay, entonces f tiene

co + 1 raices y por lo tanto f es el polinomio cero.

= Sea k > 1 y supongamos que el enunciado se cumple para polinomios con a lo
sumo k variables. Dado el polinomio f = f(xo,...,xx) y los conjuntos Ay, ..., Ag
que satisfacen las hipotesis del teorema, escribamos f como un polinomio en la

variable xj asi;
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donde cada f;(xg,...,xx_1) es un polinomio en k variables xq,...,xx_1 y de
grado a lo méas c; en cada variable z;, para 0 < j <k — 1.

Fijando la k-tupla (ag,...,ax—1) € Ag X - -+ X Ag_1, el polinomio

Ck
g(xr) = filao, ..., ap_1)x},
i=0

tiene grado a lo mas ¢ en zy, y es tal que g(ax) = f(ag,...,ar—1,a;) = 0 para
todo ay € Ag. Como g(zy) tiene a lo méds ¢ raices y |Ag| = ¢, + 1, entonces

g(zk) es el polinomio cero y asi

filag,...,ax—1) =0 para todo (ag,...,ax_1) € Ag X -+ X Ap_1,

luego por hipétesis de induccién tenemos que f;(zg,...,zx_1) = 0 para todo i y

por lo tanto el polinomio f es el polinomio cero.

O]

El resultado anterior es de gran importancia para el desarrollo de nuestra monografia,
ya que nos permite demostrar el Teorema el cual tiene diversas aplicaciones en
Teoria de Numeros Aditiva y fue formulado por Noga Alon, Melvyn Nathanson e Imre
Ruzsa en [1] y [2] para subconjuntos en el campo Z,. En estos articulos se afirma que
el resultado es valido para cualquier otro campo distinto de Z,,.

A continuacién mostramos una prueba, la cual es vélida para cualquier campo arbi-

trario.

Teorema 2.2. (Teorema General) Sean Ao, ..., Ay subconjuntos de un campo

arbitrario F' con |A;| =¢; + 1 parai=0,... k.

Sea h = h(xo,...,xE) un polinomio no nulo en Flxg, -+ ,xx] vy definamos
k
m = Zci — grad(h).
i=0

Si el coeficiente de x( - - -z en el polinomio

(xo —+ -+ xk)mh(xo, - ,xk)

es distinto de cero, entonces

\{ao—i—-'-—i—ak:aieAi yh(ao,...,ak)#0}|2m+1.
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Demostracion. Supongamos que la afirmacion es falsa y sean
E={ag+---+ay:a; € A; y h(ao,...,ax) # 0},

y E' un conjunto de m elementos de F' tal que, E C F’.

Sea @ = Q(xo, ..., xr) el polinomio definido de la siguiente manera

Q=n(zo,....xx) [[ (wo+ - +ax—e).

ecE’

Observemos que:

1. Q(ag,...,ar) =0 para toda (k + 1)-tupla (ag,...,ar) € Ag X --- X Ak, ya que
h(ao,...,ak):Oéao+---+ak€E’.

2. grad(Q) =m+ grad(h) = Zf:o Ci-

3. El coeficiente del monomio z” - - - z7* en @ es el mismo que el coeficiente de éste
en el polinomio
($0 + -+ ij)mh(l'o, s ,l’k),

ya que Q(xo,...,x) = h(zg,...,xE)(zo+- - -+ xx)" + términos de menor orden.
4. El grad(Q) en cada variable z; es a lo mas grad(h) +m = Zf:o G

Ahora, para cada i, con 0 < ¢ < k definamos el polinomio

gi(z:) = [ (@i — ),
a€Ai
cuyo grado es ¢; + 1, luego para cada xf en @, existen polinomios g (z;) vy mit(x;) tales

que
i = qir(wi)gi(xi) + rie(2:) con 0 < grad(ry(z;)) < grad(gi(z;)) = ¢+ 1.

Construyamos un nuevo polinomio Q(xo, ..., zy) a partir del polinomio Q(zo,. .., Tx)

reemplazando cada ocurrencia de xf por 7 (x;). Notemos que:

1. En la construccién de Q(xg, ..., 7)) no se modifica el coeficiente del monomio

t

220 ... % ya que éste no ocurre en ninguno de los monomios z° - - -t xfF
0 g Yyad g 0 i k

t.-.
i

para todo t > grad(gi(x;)) = ¢; + 1, es decir, 2y’ - - x x* no estd en Q, por

que su grado es:

co+ - +t+-Fop>co+ -+ grad(gi(z)) + -+ o
k

= Zci + 1> grad(Q).

=0
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2. Para cada a; € A;, 74(a;) = al y por lo tanto

Q(ag,...,ar) = Q(ap,...,ar) = 0 para toda (ag,...,ar) € Ag X -+ X Ap.

3. El grado de @ en cada variable z; es a lo més c¢;, ya que grad(r;;(z;)) es a lo méas

C;.

De la observacién anterior Q cumple las hipétesis del Teorema y por lo tanto
Q(z0,...,7x) es el polinomio cero. Asf el coeficiente de z -z oen Q es cero. Lo

cual es una contradiccién. O

Ejemplo 15. Sea F = Z7, Ag = {1,2}, A1 ={1,2,6}, A2 ={2,3,5,6}.
Definamos h(zg, 1, z2) = (zo + 5)(x1 + 5)(x2 + 5) y asi

k

m = Zci —grad(h) = 3.
=0

Veamos el coeficiente de zox?23 en (¢ + 21 + 22)3h(x0, 71, T2)-

(xo+ 1+ $2)3h(a}0, x1,x2) = (o + 21 + x2)3($0 +5)(x1 +5)(x2 + 5)
= [:Bg + 31’%1‘1 + 3:1:%:1:2 + 3xoz? + 6z02122 + 32075 + T3 + 3xiwet
3x1m% + xg] [zox122 + BroTe + b1 + 422 + brow1 + 420 + 421 + 6].

Luego el coeficiente del monomio en cuestién es 3 0 (mdd 7).

Veamos los elementos del conjunto E = {ag + a1 + az : a; € A; y h(ag,a1,az) # 0}.

’ (20, 21, T2) ‘ h(xo, 1, 22) ‘ ap + ai + ap ‘

(1,1,3) 1 5
(1,1,5) 3 0
(1,1,6) 4 1
(1,6,3) 3 3
(1,6,5) 2 5
(1,6,6) 5 6

Luego F ={0,1,3,5,6}, asi |[E|=5>m+1=4.

Ejemplo 16. En el Teorema una particularidad es que los subconjuntos que es-
cogemos son subconjuntos de un campo arbitrario F', en este sentido surge de manera
inmediata la siguiente pregunta.

. Es posible que pueda reemplazarse la estructura de campo?, es decir, jel Teorema
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sigue siendo valido si sustituimos el campo F' por un anillo R?

El siguiente ejemplo ilustra que el resultado del teorema no siempre se tiene.

Sean F = Zg, A(] = {1,3}, Al = {1,3, 5}, A2 = {2,3,6,7}.
Definamos h(xg, z1,22) = (o + 5)(x1 + 5)(z2 +5) y asi

k

m = Zci — grad(h) = 3.
i=0

Veamos el coeficiente de zox?23 en (zo + 1 + 22)3h(z0, 71, T2).

(zo + z1 + m2)3h(x0, 21, 22) = (20 + 71 + 22)3(w0 + 5) (21 + 5) (22 + 5)
=[x + 3xdz1 + 32dwo + 3oz} 4 6ToT172 + 32023 + X5 + 3riTs
+3z123 + 23] [vor1 79 + DTOT2 + BX179 + T2 + 5T0T1 + T + T1 + 5.
Asi el coeficiente del monomio en cuestion es 3 Z 0 (mdd 8).

Veamos los elementos del conjunto F = {ag + a1 + a2 : a; € A; y h(ag,a1,az2) # 0}.

’ (zo, 71, 72) ‘ h(zo, 21, 22) ‘ ap + a1 + az ‘

(1,1,2) 4 4
(1,1,6) 4 0
(1,1,7) 0 1
(1,5,2) 4 0
(1,5,6) 4 4
(1,5,7) 0 5

Luego E = {0,4}, asf |[E| =2 < m+ 1 = 4, es decir, si se reemplaza la estructura de

campo por la de anillo, en general el teorema no siempre es cierto.

2.2. Teorema de Cauchy-Davenport y su generalizaciéon

Otra manera de demostrar el Teorema de Cauchy-Davenport es reemplazando h = 1,
k=1, Ay=A, Ay =B, ym=|A|+|B|—2 en el Teorema[2.2] Veamos:

Demostracion. Si |A| + |B| < p+ 1 apliquemos el Teorema con h =1k =1,
Ag = A, Ay = B,y m = |A| + |B| — 2, entonces |[A| = cy+ 1, |B] =c1 +1, yel
coeficiente relevante es

(Z:) £0  (mod p).

Si |A|+|B]| > p+1 reemplazamos B por un subconjunto B" de cardinalidad p+1—|A4]|
y se aplica el resultado sobre A y B’, para concluir en este caso |A|+|B| > |A+B'| = p.
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d

Presentamos el siguiente lema, el cual es utilizado para demostrar la generalizacién

del Teorema de Cauchy-Davenport.

Lema 2.3. Sea Cy,...,Ck, enteros no negativos supongamos que Zf:o G = m +
(kgl), donde m es un entero no negativo, entonces el coeficiente de Hf:o z;' en el
polinomio
(@o+ar++a)™ [ (@—)
E>i>5>0
es |
m!
_ ¢ —¢j).
legl e el H (e — ¢
coler! - e
01 kY>>0

Demostracion. El producto [[;s;.;5o(%i — ;) es precisamente el determinante de
Vandermonde (Ver Apéndice ) det(w{ Jo<i<k,0<j<k €l cual es igual a la suma

k
Z (—1)%97) H xf(i),
i=0

O'GSkJrl
donde Sj+1 denota el conjunto de todas las permutaciones de los £+ 1 simbolos desde
0,..., k. Asi se sigue que el coeficiente requerido, el cual denotaremos por C, esta dado

por

_ __1\sign(o) m!
O L O e = (O — o

Similarmente, el producto [];~;s;s0(ci — ¢;) es el determinante de Vandermonde

UGSk+1

det(c] Jo<i<k0<j<k-

Para dos enteros r > 1 y s, (s), denota el producto s(s—1)---(s—r+1) y definimos
también (s)o = 1 para todo s.

Observe que la matriz ((¢;);)o<i<k,0<j<k Puede obtenerse de la matriz (d)ogigk,ogjgk
restando apropiadamente combinaciones lineales de las columnas con indices menores
que j desde la columna indizada por j, para cada j =k, k—1,...,1.

Por lo tanto esas dos matrices tienen el mismo determinante. De esto deducimos que,

m!
cole! - el H (ci =)

" k>i>5>0
m!
= mdet((ci)j)osisk,oéjﬁk
m! ,
= aiar i 2 Sm@@a(ea - (@n

UGS}H,l
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: m! B
= UGES;H sign(o) (co —a(0)!(cy —a(I)!... (cx — a(k))! =C,

completando la prueba. O
El Teorema de Cauchy-Davenport generalizado es el siguiente.

Teorema 2.4. (Cauchy-Davenport genaralizado) Sean p un nimero primo, Ao, . .., A

subconguntos no vacios de Zp. Si |A;| # |A;| para todo 0 <i<j<ky

k
k+2
ZAz'\Sp—i-( ) )—1,

=0

entonces

k
o k+2
[{ao+ - +ax: a; € Ai,a; # a; pamtodoz;éj}\ZZ’Az‘\—( 9 )—i—l.
i=0

Demostracion. Definamos,
h(zxg, ..., xE) = H (i — ).

Notemos que,
{a0+---+ak:aiEAi,ai#ajVi#j}:{ao+-'-+ak:aieAi,h(ao,...,ak);éO}.

Supongamos que |A;| = ¢; + 1, donde los ¢; son enteros no negativos distintos dos a

dos y hagamos m = Zf:o ¢i — grad(h), luego

nguAA—n—(’“;l)
:§%|Ai|—(k+1)—<k;1)
:zk:\Ai]—C{;Q) <p—-1<p.

1=0

Ahora, como del Lema el coeficiente del monomio z{’ - - - z* en el polinomio

(o + -+ ap)™ H (@i — xj),
k>i>5>0
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€S

- 1L ¢

col - cp!
0 b k>isi>0

y dado que m < p y los ¢; son distintos dos a dos, entonces
C#0 (méd p)

y por lo tanto del Teorema [2.2] tenemos que:
- k+2
H{ao+---+ap:a; € Aj;a; # a; para todo i # j}| 2m+1:Z\Ai|—< 2 >+1.
=0

O]

2.3. Teorema de Erdos - Heilbronn y su generalizaciéon

Notemos que un caso especial del Teorema [2.4] estd dado cuando k = 1, Ay = A,
Ay = A — {a}, para un elemento arbitrario a € A lo cual implica que si A C Zp y
2|A] — 1 < p+ 2 entonces el nimero de sumas a; + ag con a1,az € Ay a1 # az es por

lo menos 2|A| — 3.

Esto implica otra forma de probar el Teorema conjeturado por Erdos y Heilbronn en
1964 y probado recientemente por Dias Da Silva y Hamidoune, usando algunas her-
ramientas del Algebra Lineal y la Teoria de representaciones de los grupos simétricos.

Veamos:

Demostracion. Apliquemos el Teorema con k=1 Ag=Ay Ay = A\ {a} para
a € A fijo. Como A C Zp y |Ao| # |A1], entonces:
Si

Aol + 41| <+ (3) ~1.

lo cual es equivalente a
21A]-3<p

y dado que
{a; +a;:a; € Ag,aj € A1,a; # aj paratodoi # j} ={a+d :a,d’ € Aja #d'},
entonces

{a+d :a,a € Aja#d'} > |Ag| + |A1] — (;) +1=2|4] - 3.
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emas, si — 3 > p, es decir, |Ag| + |A1| — 2 > p, escogemos C A tal que
Ademis, si 2|A| — 3 > p, es decir, |Ag| + [A1] — 2 > p, escog A C A tal q
|Ag| + |A]| — 2 = p y por lo tanto el teorema se cumple para Ay y Aj, luego como

{ai—i—aj:aiEAo,aj EA'l,aZ-;éajVi#j}g{ai—l—aj:aiGAo,aj €A1V7;7éj},
entonces
{ai+a; : a; € Ag,aj € AyVi# j} > {aitaj:a; € Ag,a; € Al a; # a;Vi# 5} >p.

Por lo tanto
Ha+a' :a,a € A a # d'}| > min{p,2|A| — 3}.
0

Otra manera de obtener el Teorema de Erdos-Heilbronn), es a partir de la general-
izacion formulada por Dias da Silva y Hamidoune, en éste trabajo dicha generalizacién

corresponde al Teorema [2.6] aqui presentamos la prueba apoyados en el siguiente teo-

rema.
Teorema 2.5. Sea p un nimero primo y sean Ao, ..., A subconjuntos no vacios de
Zyp, donde |A;| = b;. Supongamos que by > ... > by y definamos by, - - , b, por

by =bo y b, =min{b,_; —1,b;} para 1 <i <k.

Si by, > 0, entonces

k
k42
‘{a0+...+ak:aieAiyai#ajpamtodoi#j}\Zml’n{p,Zb;—( ;— >+1},
i=0

mas aun, la estimacion es la mejor para todos los valores posibles de p > by > -+ > by.
Demostracion. Si b < 0 para algin 4 entonces b, < 0 lo cual no es posible, por lo

tanto b, > 0 para todo 1.

Sea Al un subconjunto arbitrario de A; tal que |A}| = b; para cada i, 1 < i < k,

entonces |Af| # |A’| para cada i # j.

Si i
k+2
St<p("57) -1,
=0

entonces del Teorema [2.4] tenemos que:

k
k+2
{a0+...+ak:ai€A§,az‘7§aJ‘Vi#j}zzb;_< —2|_ >+1?
=0
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ademds, como

{ao—l—---—i—ak:aiEA;,az-#ajVi;«éj}Q{ag—l—---—i—ak:aieAi,aiséajVi;éj},
entonces
|{a0+---—i—ak:aieAi,ai;ﬁajVi;éj}\2]{ao—i—---—i—ak:aiGA;,ai;ﬁajVi#j}\,

de ahi que
k k+2
i=0

Por otro lado, afirmamos que existen naturales by > --- > b/ > 1 tales que b} <V y

k

k+2
Zb2’=p+< ; >—1,
=0 2

en efecto consideremos el operador T' que envia secuencias de enteros (dy, ..., dx) con

do > --- > di > 1 en secuencias del mismo tipo, y T definido de la siguiente manera:

La secuencia (k + 1,k,...,1) se envia en si misma. Para cualquier otra secuencia

(do, . ..,d), sea j el mayor indice para el cual dj > k+ 1 — j y definamos
T(do, .. ,dk) = (do, R 7dj—1;dj — 1,dj+1, R ,dk)

Claramente, la suma de los elementos de T(D) es uno menos, que la suma de los
elementos de D para toda secuencia D distinta de (k + 1,k,...,1).
Asi aplicando repetidamente T a nuestra secuencia (bj, . . ., b)) obtenemos la secuencia

deseada (b, ...,0}).

Ahora, retomando la demostracién en el caso en que
k
k42
Zb;.>p+( : )_1,
i=0

sean b como en la afirmacién anterior y consideremos los subconjuntos A C A tales

que |A| = b}, por lo tanto el teorema se cumple para los A7, esto es:

k
k+2
|{a0+'“+ak:aiéAéﬂai#ajViséjHZZbé’—< ; >+1=p,
i=0
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ademas como
{a0+-~-—|—ak:aiEA;',ai;éajVi#j}g{ao—}—---—{—ak:aieAi,ai#ajVi#j},
tenemos que
Hao+- - ak 1 a; € Ay a; # a; Vi # j} > [{ao+ - +ag :a; € A jai # a; Vi # j} > p,

y por lo tanto

k
. . ’ k+2
{a0+.--+ak:aiGAi)ai#a]’vl#‘]}zmln{p,zbi_( 9 >+1}
=0

O]

Teorema 2.6. (Erdds - Heilbronn generalizado) Sean p es un nimero primo, A un
subconjunto no vacio de Zy,, y nA el conjunto de todas las sumas de n elementos

distintos de A, entonces
|2 A| > min{p,n|A| — n* 4+ 1}.

Demostracion. Observemos que si |A| < n no tenemos nada que probar, ya que no
tiene sentido hablar del conjunto nA.

Si|A| > n, tomemos n = k+1 y apliquemos la Proposiciéncon A=A b, =|A|—i
para todo i, 0 < ¢ < k. Como b) = |[A|—-n+1>n—-n+1=1>0y ademds
nA={ag+---+ay:a; € Aj,a; # a; para todo i # j}, entonces

k
k+2
AA| > mi b, — 1
) 2 min 3 ("57)+v

k
— minfp, 3 (4] - ) - BFIEEZ) gy
=0
k
. T k(k:;—l) B (k+1)2(k:~|—2) +1)
=0

= min{p, (k + 1)|A4| — (k + 1)2 +1}
— min{p, n|A| - n? + 1},

luego
| A| > min{p, n|A| —n®+ 1}.
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2.4. Otras aplicaciones del Método Polinomial

En los dltimos 15 anos el método polinomial ha sido una herramienta muy utilizada
en el estudio de problemas que tienen que ver con el cardinal de conjuntos suma con
restricciones. Algunos ejemplos particulares de este tipo de problemas se presentan en

([,[21,[51,[7]). Veamos por ejemplo, los siguientes.

Proposicién 2.7. Sean p un nimero primo, A, B subconjuntos no vacios de Zp,
entonces
Ha+b:ac Abe Byab+#1}| > min{p,|A| + |B| — 3}.

Demostracion. Definamos h(xo,z1) = xor1 — 1. Sean Ag = A, A; = B,
co=|Al—-1, ci=|B|—-1y m=co+c1—grad(h)=|A|+ |B| —4.
Como

{a+b:acAbeByab# 1} ={ap+ a1 :a; € A; y h(ag,a1) # 0},

y dado que el coeficiente del monomio zi’z;* en el polinomio
(zo + x1)AFBI= 4 (goz — 1)

€S

_ (JAI+BI-4\ __(A|+|B| - 1)
C‘( B| -2 ) EEPICED

entonces si |A|+ |B|—4 < p, es decir, si |A|+|B|—3 < p tenemos que C # 0 (médd p)
y por lo tanto del Teorema

Ha+b:ac A beByab# 1} >m+1=|A|+|B|-3.

Por otro lado, si |A|+|B|—4 > p, es decir, si |A|+|B|—3 > p escogemos B’ subconjunto
de B tal que |A| 4+ |B’| — 3 = p y asi el teorema se cumple para Ay B’, luego

Ha+b:aec Abe B yab#1}| > |A|+|B'| -3 =p,
ademds, ya que
{a+b:acAbeB yab#1}C{a+b:ac Abe Byab+# 1},
entonces
Ha+b:ac AbeByab#1}|>|{a+b:aec Abe B yab+#1}| > p,
y por lo tanto podemos concluir que

{a+b:a€ Abe Byab#1}| > min{p, |A| + |B| — 3}.
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Proposicién 2.8. Sean p un nimero primo y Ag, ..., Ax subconjuntos no vacios de

Ly, entonces para cada g € Zy,

k k

{ao+ -+ +ax: a; € Ai, [Jai # g} = min{p, Y " |Ai| — 2k — 1}
i=0 i=0

Demostracion. Si g = 0 el resultado se sigue del Teorema de Cauchy Davenport.
Sea g # 0. En primer lugar supongamos que |A;| > 1 para todo i.
Si Z?:o |A;| — 2k — 2 < p y aplicando el Teorema con

k k
h:Hxi—g y m:Z]Ai]—Qk—Q.
i=0 i=0

Aqui ¢; = |4;| = 1 y el coeficiente de

k
HZE? en h.(zog+ - +axr)"

es
m)!

[1(ci-1)!

lo que implica el resultado deseado. En otro caso, reemplazamos algunos de los con-

#0 (médd p).

juntos A; por subconjuntos no vacios A} de forma que se cumpla |A}| > 1y

k
> A =p+2k+1
i=0
y aplicamos el resultado a los conjuntos A..
Cuando |A;| = 1 para varios conjuntos A;, el resultado se deduce aplicando el caso
previo a los conjuntos A; de cardinalidad mayor que 1 modificando el valor de g

apropiadamente. ]



Capitulo 3

Algunas limitaciones del Método

Polinomial

Este capitulo, muestra algunos resultados para los cuales el Método Polinomial no se

aplica directamente.

3.1. Suma de subconjuntos con restricciones polinomiales

Teorema 3.1. Sean k,m,n enteros positivos con k > m(n — 1), y F' un campo de
caracteristica p, donde p es cero o es mayor que K = (k—1)n — (m +1)(3).

Sean Ay, ..., Ay, subconjuntos de F para el cual
|Apl =k vy |Ais1] — |4l € {0,1} y para i=1,....n— 1.

Sean Py (x), ..., Py(x) € Flx] mdnicos y de grado m. Entonces tenemos,
Ha1+---+an:a; € Ai, y Pi(a;) # Paj)+b; si i#j}>K+1.

Demostracion. Para 1 < i < n se tiene |4,| — |4;] < n — 1, asi podemos escoger
AL C A; luego |All =k —n+i.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que A; = A;, esto es, k; = |A;| = k—n+1
para ¢ = 1,...,n. Como el caso K < 0 o n =1 es claro, supongamos K > 0y n > 2
donde e denota la identidad multiplicativa del campo F'.

Sea

f@i,man) =[] (Pilay) — Piwa)).

1<i<j<n
Claramente,

n

>0 = 1) = grad() = e = 1= () = grad(f) = K,

i=1

33



3. Algunas limitaciones del Método Polinomial 34

@Bt B (2K (1, e ) = he(®),

donde h es el coeficiente de xlf_" co gkl

-z, en el polinomio

g1,y n) = (1 4+ 20)E H (z]" — x") € Lwy, ..., 7).
1<i<i<j<n

Luego por el determinante de Vandermonde (Ver Apéndice [A.2.2]) y el Teorema del

coeficiente multinomial, g(x1, ..., 2,) coincide con

_ K! ; ;
> sign(o)a] TN (ol ad) = K
0E5n ez UIE I
donde j1 4 --- 4 j, = K.
Asi,
, (k—=1—=(c(1) =1)m)n—1)
— Kl
h=K! Z sign(o) =1 (o(1) = Dm)!
ogESh
(k—1—(o(n) —1)m)o)
X... X
(k—1—(o(n) —1)m)!
K1(—1)(5) .
= == =) pdet [[(k — 1 —im);llo<ij<n—1-

[li=i (k= 1= (i —1)m)
Es bien conocido que

o= @)+ > G

0<r<j
donde S(j,7), (0 <r < j), son nimeros de Stirling de segunda clase.
Asi,
det [[(k — 1 —im);llo<ij<n—1

= det ||(k — 1 — im)’|jo<i j<n—1

= (—1)(2) H (k—1—im— (k—1—jm)) (Vandermonde).

0<i<g<n
Como
(~1)&) det [|(k — 1 — im)llo<j<n-1,
divide
n—1
[k —1—im),
=0

entonces tenemos h | K! y por lo tanto p { h, ahora es suficiente aplicar el Lema

para obtener el resultado deseado. ]
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Ejemplo 17. Sean F =77, k=5, m =3, n=2.

La caracteristica de F' es 7, luego,
n
7>K:(k—1)n—(m+1)(2> =4.

Sean Pi(r) = Py(x) =23, Ay ={1,3,4,5,6}, Ay ={1,2,4,6}.

Veamos el conjunto S = {a; + ag : a1 € Aj,as € Ay, a?l’ %+ a%}.

| o [1]2[3[4]5]6]
[Ple) [1]1]6][1]1]6]

Luego, S =1{0,1,4,5,6}, es decir, |S|=5>K+1=5.

3.2. Una cota inferior para
H{a+b:a€ A be B, P(a,b) # 0}

Un resultado con un alcance mayor nos lo presenta Jian-Xin Liu y Zhi-Wei Sun en [5].
A continuacién damos algunas definiciones que nos permiten demostrar dichos

resultados.

Definiciones

1. A lo largo de este documento, cada uno de los intervalos (k,1), [k, 1), (k,], [k,]]

representaran el conjunto de enteros sobre éstos, con k, [ € Z.

2. Para un polinomio P(x1,...,x,) sobre un campo, sea P(i,...,i,) €l coeficiente
de zi'..xlr en P(x1, ..., zy).

3. Sea E un campo cerrado algebraicamente y P(z) un polinomio sobre E. Para
a € E,si(z—a)™ | P(x) pero (z — a)™!  P(z), entonces llamamos a m la

multiplicidad de « con respecto a P(x) y la denotamos por my(a).

4. Para algtin entero positivo ¢ el conjunto

Ny(p) = qi{er € E* :my(a) = g} = Y {myla

acEX
donde {m}, denota el minimo residuo no negativo de m € Z médulo ¢ y

< = B\{0}.

Note que Ni(P) es el ntimero de raices distintas de en E* de la ecuacién

P(z)=0.
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5. Sea p la caracteristica de E' y

(») = {Lp,p>} sip<oo
v {1} en otro caso.

6. Definimos
N(P) = méax g[{a € EX\{—1} : mp(c) > q}|.
q€p(p)

A continuacién presentamos un teorema para el cual los alcances del Método Polino-
mial no son suficientes para su demostracién, ya que las restricciones en este caso son

polinémicas.

Teorema 3.2. Sean F un campo de caracteristica p, A y B dos subconjuntos finitos
no vacios de F, P(x,y) un polinomio sobre F de grado d = grad(P), tal que para
algin i € [0,|A| — 1] y j € [0,|B| — 1] tenemos que,

P(i,d—i)#0 y P(d—j.j) #0.
Definamos Py(x,y) el polinomio homogéneo de grado d tal que,
P(‘T7y) = PO(‘T7y) + R(:Ea y)a

para algin R(x,y) € Flz,y] con grad(R) < d, y P*(z) = Py(z,1).
Entonces para el conjunto C ={a+b:a € Abe By P(a,b) # 0} tenemos,

|C| > min{p — my-(—1), |A|+|B|—1—d— N(P")}. (3.1)
Para demostrar este teorema es necesario conocer el siguiente resultado:

Lema 3.3. Sea P(z) un polinomio sobre el campo F' de caracteristica p. Supongamos
que existen enteros mo negativos k < I tal que P(Z) = 0 para todo i € (k,l). Entonces
al| P(z), 6 grad(P) <k, 6 Ny(P) > 11—k para algin q € p(p).

Demostracién. (Teorema[3.2) Sean ki = [A] — 1y ko = |B| — 1.
Si hacemos |C| > k1 + k2 — d + 1 obtenemos

Supongamos que |C| < k; +ky—dy d=ki +ko—d—|C|.
Dado que P(d — j,j) # 0 para algin j € [0, ko],

Q(z,y) = P(z,y)/ [[ (v —b) & Flz,y).

beB

De otro modo P(d—j, ) es cero, porque es igual al coeficiente de 24747 en yBlQ(x, y).

Asi existe un by € B tal que P(z,by) no es idénticamente cero, es decir,

P(a,bp) =0
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para a lo mas d elementos a € F.
Por lo tanto,

IC|>{a+by:a€ Ay Pla,by) # 0} > |A| —d,
y asi § < ko.

Similarmente, tenemos § < k1. Colocamos

f,y) =P,y [[e+y—c) v folz,y) = Poz,y)(x +y)°.
ceC

Observemos que grad(f) = grad(fo) =d+ |C| = ki + k2 — 6.

Sea ki € [k1 — 0, k1].

Entonces ko = k1 + ko — 0 — k1 € (0, k2.

Como ki + ko = grad(f) y f(z,y) desaparece sobre el producto cartesiano A x B,

N

f(k1,k2) = 0 por [[4] A. Teorema 1.2].
Dado que,
P*(i) = Py(i,d — i) = P(i,d — i) #0,

para algin i € [0, k1]. Luego tenemos my,«(0) < kj.

Similarmente,

ﬁ(d —J) # 0 para algun j € [0, k2] y por lo tanto grad(P*) > d — ka.
El conjunto f*(z) = fo(x,1) = P*(z)(z + 1)!°l. Recordemos que,

fr(k) = f(k,by + ko — 6 — k) =0,

para k € [k1 — 9, k1].

Puesto que,
Y (@) v grad(f*) = |C| + grad(P*) > |C| +d — ky = k1 =6,
por el Lema existe un ¢q € p(p) tal que,
Ny(f)=>(k1+1)— (k1 —0—-1)=0+2.
Si my«(—1) = my-(—1) + |C| < p, entonces
NP*)=N(f") > No(f)—1>ki +ko—d—|C|+ 1.
Por lo tanto,
|IC|>ki+ka+1—d— N(P")=|A|+|B|—1—d— N(P).

De esta forma se completa la prueba. O

Demostracion. (Lema Hagamos induccién sobre el grado de P(z).
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1. Cuando P(x) es una constante no hay nada que probar ya que

grad(P(z)) =0<k

2. Sea grad(P(z)) > 0.
Escribamos P(z) = 2"Q(x) donde h = m,(0) y Q(z) € F[z].
Si h < I, entonces h < k dado que P(i) = 0 para todo i € (k,l), por tanto
Q(j) = 0 para todo j € (k — h,1 — h).
Asi sin pérdida de generalidad, podemos asumir que P(0) # 0 y que P(x) es
monico.

Sea E la clausura algebraica del campo F.

Escribamos .
P(z) = [J(z —ay)™,
j=1

donde aq,...,an, son elementos distintos de E* y myq, ..., my,, son enteros
positivos.
Sea

Pj(xz) = P(x)/(z — ), para j=1,..,n.
Como

P(xz) = Pj(z)(z — oj) = xP(x) — oj Pj(),
entonces

P(i+1) = Pj(i) — a;P;j(i + 1) para todo i=0,1,2,...

Notemos que P;j(i) = a;Pj(i+ 1) para todo i € [k,1— 1), ya que P(i + 1) se hace
cero para todo i € [k,l —1).

Por lo tanto,

P;(i) = aé-_l_i]f’j(l —1) para todo i€ [k,I). (3.2)

En efecto:

Py(i) = a; (i +1)

= a;o; Pi(i+2)
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N

= OszéjOéij(i + 3),

Por otro lado tenemos,

ya que,

P(x) = H(:U — )" = (x—a1)" (z — o)™ (T — )"
j=1

Pj(z) = P(z)/(z — o)) = (z — a1)™ (z — a2)™...(x — a;)"™ L. (2 — o)™,

/

P (z) =miPi(z) + maPo(x) + - + mpPp(x).

P'(z) =) m;Pj().
j=1

Por lo tanto,
n
Zm]P](z) =0 para todo i€ [k,l—1), (3.3)
j=1

puesto que pl(z) =0 para todo i€ [k, — 1) debido a que
P(i) =0 para todo i€ (k,1).

Combinando las ecuaciones [3.2] y [3.3] encontramos que

> ma ' iPi(1—1) =0 para todo i€ [k,1—1). (3.4)
j=1

Supongamos que N, (P) < | — k para cualquier g € p(p). Entonces
n = Ni(P) <l—1-k, por lo tanto por la ecuacién tenemos que

n
Zai(mjpj(l —1)) =0 para todo s=1,2,...,n,
j=1

es decir,
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o (miPr(l — 1)) 4+a(maPy(l — 1)) +. . .+ (m, Py (1 — 1))=0.

Dado que,
o1 Qg O
2 2 2
a0 an
n n n
ar Q QA

es el determinante de Vandermonde y no se anula, entonces se tiene que,
m;Pj(l —1)) =0 para todo j=1,2,...,n.

Asi de la ecuacién tenemos que

N

m]P](z) = 0,

para algun i € [k,l) y j € [1,n].

CASO 1:

p = 00, 0 p{m; para algin j € [1,n].

En este caso hay un j € [1,n] tal que P;(i) = 0 para todo i € (k — 1,1).
Luego, k£ > 0 ya que

También

sip<ooyqepp\l
Ast Ny(Pj) < Ny(P)+1<1l—Fk <!l— (k—1) para todo q € p(p).

Por la hipétesis de induccién, tendriamos que grad(P;) < k —1y asf,

grad(P(z)) < k.

CASO 2:
p < ooy p/m; para todo j € [1,n]. En este caso,

T(x) = [[(z = a;)™/" € E[a]

=1
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y por lo tanto,

P(z) =T(x)P = () )T (') =Y T(i)’z™.

i>0 i>0

Para cualquier nimero real 7, sea || denota el entero méas grande que no excede

a r, entonces
Lk/p] < |(1—=1)/p],
dado que k <1 —1.

Cuando ¢ € (|k/p], (I —1)/p]], tenemos que k < ip <[y asi

A

T(i)? = P(ip) = 0.

Si g € p(p), entonces

Nq(T):Npq(P)Sl—k—1<<1+{l—1J)_VzJ.

p p p p

Por la hipétesis de induccion

grad(T) < |k/p|

y asi
grad(P) =pgrad(T) < k.

Asi completamos la prueba de induccién.
O

Ejemplo 18. (Lema Sean F' = Z11, p = 11, donde p es la caracteristica de F/,
k=3,1=5yseap(r) =+ 8z* + 923 + 822 + 42 + 3.
Segun el Lema debe ocurrir uno de los siguientes casos:

1. 2| P(x).

2. grad(P) <k.

3. Ny(P)>1—k para algin ¢ € p(p).

Observemos que los casos [1] y [2] no se dan, por ende, debe cumplirse el caso

[3], en efecto:

Para 1 € p(p) se cumple que N1 (P)=4>1—k=2
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Corolario 3.4. Sean F' un campo de caracteristica p, A y B dos subconjuntos finitos
no vacios de F', k,m,n enteros no negativos y Q(z,y) € F[x,y] con grado menor que
k+m+n.

Si|A| > k y |B| > m, entonces

{a+b:a€Abe B ydb™(a+b"#Qa,b)}
>min{p —n, |A|+ |B| -k —m —n—1}.

Demostracion. Para
P(z,y) = 2"y (x +y)" — Q(z,y),

observemos que,
P(k,m+n)=P(k+n,m)=1

P*(z) = 2¥(z 4+ 1)™.

Dado que N(P*) = 0, luego el resultado deseado se obtiene del Teorema
O

Corolario 3.5. Sean F un campo de caracteristica p, A y B subconjuntos no vacios
de F y@ # S CF* x F tal que |S| < oo. Entonces

Ha+b:a€c Abe By a+ub#v si(u,v) €S}
>min{p— |{ve F:(1,v) € S}, |A| +|B| —2|S| — 1}.
Demostracion. Solo basta con aplicar el Teorema con,

P(x,y)= [] (@+uy—v)

(u,w)es

y notemos que N(P*) < grad(P*) = |S|. O
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En esta seccién consignaremos algunos resultados que nos permiten demostrar teore-

mas de gran importancia.

A.1. Algoritmo de la divisiéon para Polinomios

Teorema A.l. (Algoritmo de la division para Fx]).

Sean f(z) = ana™ +an_12" 1+ dag oy g(x) = bpr™ Fbp1x™ 4+ by
dos elementos de Fx| con ap y by, ambos elementos distintos de cero de F' y m > 0,
entonces existen polinomios unicos q(x) y r(x) en F[z] tales que f(x) = g(x)q(z)+r(x)

donde el grado de r(x) es menor que m = grad(g(x)).

Demostracion. Se considera el conjunto S = {f(z) — g(x)s(z) : s(x) € Flx]}.

Sea r(z) un elemento de grado minimal en S. Entonces f(z) = g(x)q(x) + r(x) para
alguna ¢(x) € F|x].

Debemos mostrar que el grado de r(x) es menor que m.

Supongamos que r(x) = ¢z’ + ci_12t 7 + - + o, con ¢; € Flz] y ¢t # 0 si t # 0.

Si t > m, entonces,

f(@) = q(x)g(z) = (cr | bm)z" " g(x) = r(2) — (et | bm)z" " g(2), (A.1)

donde r(z) — (¢;a! + términos de grado menor), es un polinomio de grado menor que ¢,
que es el grado de r(z).

Sin embargo, el polinomio en la ecuacién (A.1) puede escribirse de la forma,

f@) = g(@)la(@) + (et | bm)z"™™],

de modo que estd en S, contradiciendo el hecho de que r(x) se seleccioné con grado
minimal en S.

Asi grad(r(xz)) < m = grad(g(x)).

43



A. Apéndice 44

Para la unicidad, si

entonces por sustraccién tenemos

9(0)lg1(2) = g2(2)] = ra(x) —ri(2),

como el grado de r9(x) — r1(z) es menor que el grado de g(z), lo cual es cierto solo si
q1(z) — g2(z) = 0, es decir , si q1(z) = g2(x).
Por lo tanto se tiene que ri(z) = ra(x).

O

5

Ejemplo 19. En Z;[z] tomemos los polinomios f(z) = 2° y g(z) = 2 + 2z, para

los cuales existen los tinicos dos polinomios ¢(z) = 22 +5 y r(z) = 4x tal que

f(@) = g(x)q(z) + r(z),

es decir,
5 __ 1,3 2
x” = [z° + 2z][x* 4 5] + 4.

A.2. Determinante de Vandermonde

A.2.1. Matriz de Vandermonde

En Aalgebra lineal una matriz de Vandermonde de orden n es una matriz cuyas filas
estan formadas de progresiones geométricas. Esta matriz recibe este nombre en honor

al matematico frances Alexandre-Théophile Vandermonde.

Los indices de la matriz de tamafio n X n estdn descritos por V;; = al~

f ! para todos

los indices i, j variando de ¢ a n, lo cual se puede describir explicitamente de la forma

siguiente:
1 a a2 ar!
1 ay a3 ay !
1 a3 d3 ay~!
1 a, a2 - a!

El primer elemento de cada fila es el 1, el segundo elemento es un niimero arbitrario

distinto en cada una de las filas. El tercer elemento es el mismo numero arbitrario
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elevado al cuadrado. En general, el k-ésimo elemento de cada fila es el mismo nimero
arbitrario elevado a la potencia k — 1. Asi el tultimo elemento de cada fila es el mismo

que el segundo elevado a la n — 1.

A.2.2. Determinante de Vandermonde

Teorema A.2. El determinante de una matriz de Vandermonde de tamano n X n se

expresa con la siguiente férmula general:

V= H (aj — ai).
1<i<j<n
Esta formula es denominada en algunas oportunidades como el discriminante, pero en

general éste se define como el cuadrado de la féormula anterior.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n.

En el caso en que n = 2 el resultado es correcto, en efecto:

1CL1

V=
1 a9

= (a2 —a1)

Ahora generalizando para el caso n x n, basta con realizar la siguiente operacién
elemental sobre cada columna C; : C; — (a; - Cij—_1).

Esta operacién no afecta el determinante, por lo tanto se obtiene lo siguiente:

1 a o} - ! 1 0 0 0

1 ay a3 - agfl 1 ar—a ag(ag—ay) --- a§72(a2 —ay)
Vi=|1 a3 ai - ag_l =1 a3—a1 as(as—ay) -- a§_2(a3 —ai)

1 a, a2 - a! 1 a,—a; an(an—a) --- a 2(a,—ay)

Calculando el determinante, se elimina la primera fila de ceros y la primera columna

de unos, quedando entonces el determinante de una matriz den —1 xn — 1.

as —ay agz(ag —ay) - ag_Q(ag —ay)

as —a; as(az —ay) - ag_z(ag —ap)
V=

an — a1 ap(a, —a) - a’ ?*(a, —ay)

Siguiendo con el desarrollo del determinante se pueden factorizar los productos de

diferencias que son comunes en cada fila y asi obtener el siguiente resultado:
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V] = (a2 —a1)(as —a1) - (an — a1)

1

a2
as

a4

an

El proceso se puede repetir continuamente reduciendo el orden de la matriz, quedando

asi probado el procedimiento por induccion.

O
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