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Introduccion

La teoria de los espacios de Hardy (denotados por HP?), tiene sus origenes a principios
del siglo XX, en los trabajos de los matematicos: G. H. Hardy, J. E. Littlewood, I. L.
Privalov, F. y M. Riesz, V. Smirnov y G. Szego. Parte de la inspiracion fue dada por el
Teorema de P. Fatou sobre la existencia de limites radiales en casi toda parte para las
funciones analiticas y acotadas (ver teorema 2.3.4). Hardy y Riesz quisieron expandir
el espacio de funciones analiticas para el cual este resultado puede ser obtenido.

En los primeros anos del desarrollo de esta teoria, el trabajo fue enfocado en el senti-
do clasico, es decir, a propiedades de funciones particulares en los espacios HP. Anos
después, el desarrollo del analisis funcional estimulé un nuevo interés en donde los
espacios de Hardy fueron estudiados como espacios vectoriales. Este punto de vista
contribuyé naturalmente a una gran variedad de nuevos problemas y métodos para re-
solverlos. El resultado es una profunda y ttil teorfa que continua, incluso hoy en dia,
expandiéndose y aportando nuevas ideas.

El presente trabajo es una introduccién a la unién de ambos aspectos, el clésico y el
moderno; en el que se brinda un preambulo a los espacios de Hardy en el disco unidad
del plano complejo. En este contexto el nicleo de Poisson es una herramienta familiar
y juega un papel decisivo en el desarrollo de la teoria. Ademads, el conjunto de ideas
aqui expuestas pueden ser transferidas naturalmente, con sus respectivas considera-
ciones, a discos con radios y centros arbitrarios, a la parte superior del plano complejo
y a dominios de frontera suave.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar en detalle las propiedades basicas de
las funciones en HP, es por ello que la primera parte, es un tratamiento de las funciones
armonicas en términos del ntucleo e integral de Poisson, ademdas de preliminares en
productos infinitos. En la segunda se estudia el comportamiento en la frontera de las

VII



Introduccion VIII

funciones en algunos espacios HP y se muestra una caracterizacion del espacio H?2.
La tercera parte trata de otras propiedades que tienen dichos espacios en términos de
productos de Blaschke y se extiende el limite radial en todo los espacios HP.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados que se usaran en el desa-
rrollo de este trabajo. Especificamente se estudia una caracterizacién de las funciones
armoénicas positivas y algunos teoremas relacionados con la convergencia de productos

infinitos.

1.1. Funciones armodnicas positivas

En esta seccién se presenta una caracteristica (teorema 1.1.6) de las funciones arménicas
positivas definidas en el disco unidad en términos de la integral de Poisson de medidas
de Borel finitas definidas sobre la frontera del disco unidad; a su vez se proporciona la
solucién al problema de Dirichlet. Para todo esto es de basica importancia el nicleo de
Poisson.

Definicién 1.1.1 (Nicleo de Poisson) La funcion

P.(0) = Z rile™  (0<r <1, —00 <6 < 00)

n=—oo

se denomina nicleo de Poisson.

Observacién. Si 0 < r < 1 entonces |re?| = r < 1, por lo tanto la convergencia

o0
de la serie > 7l"le? es uniforme respecto a 6. Se puede considerar P,() como una
n=—00

funcién de dos variables r y 6, pero es mas interesante si se considera como una familia
de funciones de 6 de indice r; lo que se nota en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1 El nicleo de Poisson satisface las siquientes propiedades:
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1. PT(Q) o 1—r2 — 1—12 — RG (l—i-re"g)7

T |1—ret?|2 1—2r cos 0+12 1—ret®

5. P.(0) < P.(5) si0<d< |0 <m,

6. Sid >0, entonces lim P.(0) =0 es uniforme respecto a 6 para 6 < |0| < 7.

r—1-

Demostracién.

1. Siz=re?, 0<r<1,0cR, entonces

1+ ret?
~(1+2)

o T (1+2) (142424 )

=142 Zr”eme =1+ QZT”(COSTLG + isennf),
n=1 n=1
por lo tanto

1+ ret? =
Re(l——7“ei9> :1+2n2::1r cosnb

=14+ Zrn<ein0 + efma)

n=1
_ Zrne—inQ +14 Zrneirw
n=1 n=1
_ Z T\n\eine‘
Ademas,
(14 re?)(1 —re=%) 1- re~ " 4 reit — 2 _ 1 — 72+ 2irsenf
(1 —rei®)(1 —re-it) |1 — rei?|? (1 —7rcosh)? +r2sen2f’
De donde

R 1+ ret? 1—r? 1—r?
1 —re? 1—2rcosf+r2 |1 —re??
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2. Para r fijo, 0 <r <1,

[e.9]

E T|n\ezn9

n=—oo

converge uniformemente respecto a 6. Entonces

™ 00 - 1 o
% ( Z 7"|n|ein9> df = % <Z r|n|€in9 +14 Z 7anez'nH> do
—r B £ 1

n=-—00 n

—1 T 00 ™
— i Z rin! / e™dh + 1+ % Z r”/ e dp,
T n=1 T

n=—oo

/ e M0dp —|—/ e™dh = 0.

Por tanto 5= [ P,(6)df = 1.

pero

3.8irel0,1)y60eR, entonces P.(A) = —=L > 0.

T |1—re?|?

4. P(—0) = — 1= — 1 _ P(f).

1—27 cos(—0)+r2 1—27 cos 6+r2

5. 510<r<1y0<é<6<m, definase f:[d,0] — R por f(t) = P.(t). Entonces

—2r(1 —r?)sent

<0
(1 — 2rcost+ 12)?

f'(t) =

sit € [6,0). Por lo tanto P,.(0) < P,.(0).
Anélogamente se prueba el otro caso.
6. Sean 0 < § < # < 7, entonces

1—1r?
0< lim P.(0) < lim P.(6) = Ui =0
_7"1)1{17 ( )_TLT{{ (9) TE{{ 1 —2rcosd +r?

Con ayuda del ntcleo de Poisson, se define la integral de Poisson de una funcién f y
de una medida de Borel ! finita p, pero para esto se tendré la siguiente notacion:

El disco unidad en posiciéon canoénica del plano complejo se notard con D y T su fron-
tera, es decir, si B(z,7) := {2z € C: |z — 2| <r}entonces D = B(0,1)y T =0D. A

1Una medida de Borel sobre R es una medida u sobre la o-algebra de todos los conjuntos de
Borel de R. Recuérdese que un conjunto de Borel es cualquier conjunto obtenido mediante uniones e
intersecciones numerables de conjuntos cerrados o abiertos.
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cada funcién f : T — R se le asocia una funcién f : [-7, 7] — R dada por f(t) = f(e™),
L,=L,T), 1 <p< oo, denotard el espacio de todas las funciones (clases de equiva-
lencias) reales definidas sobre T' para las que f es una funcién Lebesgue medible y la

T 1/p
1fls, = [— / |f<t>\pdt]

es finita. Asi mismo, Lo, = Lo (T') denotard el espacio de funciones reales f definidas

norma

en T tales que f es medible y

Il = esssup{ o) f < .
De igual manera, si pu es una medida sobre 7 se define g sobre [—m,m| por
i(E) = pu(p(FE)) donde ¢(t) = e y E C [—7,7]. Aqui el término “medida” hace
referencia a medidas o-aditivas con valores en [0, o0], cuando se haga alusién a una
medida finita p, se debe entender que p toma valores en [0, 00) y por medida real u se
entendera que p es o-aditiva y toma valores reales.

El espacio lineal de funciones reales continuas sobre 7' se denotard C' = C(T'), para
estas funciones se usa la norma
1l = sup {I7(0)1}.
te|—m,m]
En la mayoria de los casos y mientras no haya lugar a ambigiiedad se usara indistinta-

mente [y f, lo mismo para gy . Por dltimo si Q C C, H(Q2) denotard el conjunto de
funciones analiticas definidas en ).

Definicién 1.1.2 (Integral de Poisson) Si f € Ly, se define la integral de Poisson
de f por

F(re?) = %/ P.(0 —t)f(e™)dt. (1.1)
Andlogamente se define la integral de Poisson de una medida de Borel real finita pu
sobre T', mediante

Fre®) = L /ﬂ PO — t)du(t). (1.2)

Las integrales en (1.1) y (1.2) convergen ya que

1+7r
P.(0) < .
PO < 7

En efecto, si r € [0,1), —2r < —2r cosf implica que

0<(r—1)>< —2rcosf+1+1r7
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de lo cual se obtiene

1—r? < 1—r? I+
r2—2rcosf+1 =~ (1—r)2 1—7

Noétese que estas integrales definen funciones en D las cuales se denotan por F' = P|[f]
y F' = P[dyu] respectivamente.

Observacion. Si a f € L; se le asocia la funcién p mediante:
u(E) = / f(t)dt para todo Boreliano E C T.
E

Entonces p es una medida de Borel real finita sobre T'. En efecto, sea {A,},ecz+ una
coleccién numerable de Borelianos en 7' disjuntos dos a dos, entonces para todo n € Z*
se tiene que

luego

de donde,

[ f(z)dx < co. De esta forma, las funciones

Es claro que u ( fj Ai) = [ flz)dx
n=1 U°°_ A T

F' definidas por (1.1) forman una subclase de las definidas por (1.2).

Mostrando que P[du| es la parte real de una funcién analitica se tiene que P[du] es
armoénica. Recuérdese que u : €2 — R, donde €2 es un abierto en C, se dice arménica
si tiene derivadas parciales de primer y segundo orden continuas y satisface ademas la
ecuacion de Laplace:

Ugg + Uyy = 0.

Ademas usando la férmula integral de Cauchy (ver Churchill [4], pdg 157) se puede
probar que si B(a,r) C 2 entonces

u(a) ! /7r u(a + re)do.

:% o

En efecto si f es una funcién analitica tal que Re f = u,
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fla) = o [ flas sy,
de donde i
Re(f (a)) = Re (%/ fla+ rew)de) ;

por lo tanto
(a) = L[ (a4 re)dh (1.3)
u(a) = 3 7ﬂu a-+re . .

La igualdad (1.3) se denomina propiedad del valor medio para funciones arménicas.

Teorema 1.1.2 Si o es una medida de Borel finita sobre T entonces su integral de

Poisson, Pldu], es una funcidn armdnica en D.

Demostracién. Si F' = P|[du] entonces

. T T 1 +T€i(6—t)

—T —T

s it 10 T it 0
_ 1 e’ +re - 1 e’ +re
) Re {m} du(t) = Re{g /Tr mdu(t)].

O sea que F' = Reg, donde g : D — C es la funcién analitica (ver Rudin [10] teorema

10.1.7, pag. 188):
s €it—|—Z
g(z) = & / aph).

_eit — 2

Por lo tanto F' es armonica. ]

Con ayuda de la integral de Poisson se puede probar que el problema de Dirichlet en

D tiene solucién tnica.

Teorema 1.1.3 Sea f : T" — R una funcion continua. Entonces existe una tunica
funcion continua u : D — R tal que u es armonica en D y coincide con f en T. Mas
aun, esta funcion estd dada por

o ) f(e9) sir=1,
ulre”) = {P[f](rew) si0<r<l. (14)
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Demostracién. Sea u : D — R, definida como en (1.4); claramente u = f en T". Resta
mostrar que u es continua en D y armonica en D.

Si0<r <1, entonces

: 1 [7 1 4 rei@=b ;
u(re 9) = — R (m f(e t)dt

2 J_.

1 [T [1+rei@D ;
- melge [ (P e
1 T y eit +T6i0
- - v -, A t .
fte {27r /Wf(e ) (e“‘ —rew) d }

Si se define g : D — C por

1 ™ ) it
9(z) = o /_7r fe) (Zzt i_ z) dt,

entonces u = Re(g), donde g es analitica por la regla de Leibniz (ver Conway [5]

proposicién 2.1 pag 68) por lo tanto u es armonica en D.

Se debe probar ahora que u es continua en D. Dado que u es armoénica en D sélo resta
mostrar que v es continua en 7.

Se pretende mostrar que dado o € [—7, 7] y € > 0 existen 0 < p < 1y un arco A C T
alrededor de e tal que para p <7 < 1y e € A se tiene que,

‘u(reie) — f(eio‘)‘ < e

Para evitar dificultades en la notacion, la proposicién sélo se demostrard para a = 0,

puesto que el caso general puede obtenerse de este a partir de una rotacién de los ejes

coordenados. Dado que f es continua en z = 1, existe § > 0, tal que si |0] < § entonces
1

|f(e”) = f(1)] < 3 (1.5)

Sea M = méx{‘f(ew)‘ : 6] < w}; por la propiedad (6) del teorema 1.1.1 existe un

numero p, con 0 < p < 1 tal que
€

3M’
parap <r <1y || > 35.Sea Aelarco {¢” : 0] < 16}. Entoncessie” € Ayp<r<1
se tiene que

P(6) < (1.6)

alre®) = (1) = o= [ P85t 1)
= [ PO-D[E) - F)] dt
T J|t|<é
- L B0 —1t) [f(e”) — f(1)] dt.

21 Ji>s
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Si|t| > 6 y 6] < 16 entonces |t — 6] > 16; por las desigualdades (1.5) y (1.6) se obtiene
que

lu(re®) — f(1)] < Ze +2M (—> - (1.7)

Para probar la unicidad de u, supéngase que v es una funcién continua en D, arménica
en D y que coincide con f en T. Entonces u — v es arménica en Dy (u —v)(z) = 0
para todo z € T, por el Teorema del Médulo Méximo (ver Conway [5]
teorema 1.6, pag 253) (u — v)(z) = 0 para todo z € D. n

Como consecuencia del resultado anterior se tiene el siguiente teorema, que indica que
si u es continua en D y armoénica en D entonces u es la integral de Poisson de su
restriccion a T

Teorema 1.1.4 Siu: D — R es una funcion continua que es armonica en D, entonces

u(re”) = /7r P.(0 — t)u(e™)dt

—T

para 0 <r<1yfekR.

Para demostrar la caracterizacion de las funciones arménicas positivas en el disco unidad
(teorema 1.1.6) se utiliza el Teorema de Arzeld-Ascoli, pero para enunciarlo es necesaria
la siguiente definicién.

Definicién 1.1.3 (Familia equicontinua y puntualmente acotada) Sea § una fa-
milia de funciones complejas definidas sobre un espacio métrico X con métrica d.

1. Se dice que § es equicontinua si para todo € > 0 eziste § > 0 tal que d(x,y) < §
implica |f(x) — f(y)| < e para toda f € F.

2. Se dice que § es puntualmente acotada si a cada ¥ € X le corresponde una
M, < oo tal que |f(x)| < M, para toda f € §.

Ejemplo.

= Toda familia finita de funciones continuas es una familia equicontinua. En efecto,
sea § = {f1, f2,... fn} una coleccién de funciones continuas en un conjunto abierto
) C C. Dado € > 0, para cada f; existe § > 0 tal que |z — y| < d; implica
|fi(z) — fi(y)| < €. Sea § = min{d, : 1 < k < n}, entonces |fr(x) — fr(y)| < €
para toda fi con 1 < k < n siempre que |z — y| < .
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= La coleccion § de funciones de C en C que cumplen la condicion Lipschitz de
orden k 2 es equicontinua. En efecto, para € > 0 basta con tomar § = I

= Si § es la coleccion de funciones que satisfacen la condicién Lipschitz tales que
f(0) = 0 para toda f € §, entonces para cada z € C, |f(z)| < k|z| para toda
f €3, es decir, § es puntualmente acotada.

Teorema 1.1.5 (Arzela-Ascoli) Sea § una familia equicontinua y puntualmente
acotada de funciones complejas definidas en un espacio métrico X. Si X contiene un
subconjunto denso contable entonces toda sucesion {f,} en § tiene una subsucesion que
converge uniformemente en cada subconjunto compacto de X.

Demostracién. Ver Conway [5], teorema 1.23, pag. 148. [

Teorema 1.1.6 La aplicacion p — Pldu| determina una correspondencia uno a uno
lineal, entre el espacio de todas las medidas de Borel finitas definidas en T y todas las
funciones armonicas positivas en D.

Demostracién. Como P,(f) > 0, entonces Pldu] > 0, y por el teorema 1.1.2 P[du] es
una funcién arménica en D. Ademés es claro que la aplicacién p — Pldpu] es lineal, y
para demostrar que es inyectiva se supone Pldu] = 0 y se muestra que u = 0. Nétese

ut) = [“awer= [ (& [ no-oit)auo)

(Recuérdese que u(T') = f([—m, w]) y se usan indistintamente p y z). Entonces aplicando
el Teorema de Fubini (ver Bartle [3] teorema 10.10, pdg 119) con F(0,t) = P.(6 —t).
Es claro que F' es continua y acotada obteniendose asi

ur) = [ (& [ R i) a

= /ﬂ Pldu](re™)dt = 0,

—T

que

de donde p = 0. Ahora, siendo u una funcién armonica positiva en D, si se muestra que
existe una medida de Borel finita p tal que u = P[du] entonces culmina la demostracion.

Dado s, 0 < s < 1, se define el funcional A, : C'— R por

A = / " u(se) F(b)dt.

—T

2Una funcién f : C — C se dice que satisface la condicién Lipschitz de orden k& > 0 si
|f(2) — f(w)| < k|z — w| para todo z,w € C.
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Asi, § := {As}sc0,1) es una familia equicontinua y puntualmente acotada de funcionales.
En efecto,

™ ™

M) = Al < [ ulseIF® - g(olat < I = glo [ ulse)at.
Pero, por la propiedad del valor medio para funciones arménicas para todo s € (0, 1),
se tiene que
/ u(se™)dt = 2mu(0) = M > 0,
0 sea que
[As(f) = As(g)| < M|f — gll1.. para todo s € (0,1).

De donde se obtiene la equicontinuidad. Ademés |As(f)] < M| f||L., implica que § es
puntualmente acotada. Como C' tiene un subconjunto denso contable, considérese el
conjunto de polinomios trigonométricos con coeficientes en Q, (ver Apostol [2]
Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass, pag. 392) si s, — 1~ cuando n — oo,
por el teorema de 1.1.5 existe una subsucesion de {A;, }, que también se denotard por
{As, }, que converge uniformemente en cada subconjunto compacto de C'. Pero para ca-
da f € C; {f} es un subconjunto compacto de C, lo que implica que {Ag, f} converge
para toda f € C. De esta manera es posible definir el funcional A : C' — R por

Af = lim A, f.
Si || f]lr.. = 1 entonces |Ag, f| < M, lo que implica que

Al =sup {|Af|: feCy Ifll,. =1} <M.

De donde A es un funcional lineal acotado y positivo (en el sentido de que si f > 0,
entonces Af > 0); por consiguiente, al usar el Teorema de Representacién de Riesz
para funcionales sobre C' (ver Bartle [3] teorema 9.9, pdg 106), se tiene que existe una
medida de Borel sobre T' tal que

Af = /7r f(t)du(t) paratoda f € C.

Esta medida y es finita ya que p(7) = [ du(t) = A(1).

Por otro lado u(s,re?) es una funcién arménica en B(0,1/s,,) y por lo tanto lo es en D;
por el teorema 1.1.4

u(s,re?) = %/ P (0 — t)u(s,e™)dt,

—T
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para r € (0,1) y # € R. De donde

u(re’) = lm u(s,re’) = lim %/ P.(0 — t)u(s,e™)dt

— L [ R0 - au(t) = Planlre”)

En este caso para r fijo P, se puede ver como una funcién continua P, : [-m, 7] — R,
si se define P,(e) = P,.(t). n
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1.2. Productos infinitos

En esta seccion se estudian algunos criterios para la convergencia uniforme de productos

infinitos.

Definicién 1.2.1 (Producto infinito) Sea {u,} una sucesion de nimeros complejos.

Si la sucesion p, = [[(1+ug) de productos converge al limite finito p # 0, entonces se

k=1
escribe .
p= H(l + uy).
n=1
En este caso se dice que [] (1 + u,) converge y se denomina producto infinito.
n=1

St p =0, entonces se dice que el producto infinito diverge a 0.

La sucesién {p, }nen €s denominada sucesién de productos parciales.

Aqui se define el producto infinito de los términos 1 + u,, para mantener una analogia
oo

con las series infinitas »_ a,, cuya convergencia implica que los a,, se acercan a cero;

n=1
en el caso del producto los factores deben hacerse préximos a 1, o sea que u,, esta cerca

de cero.
Lema 1.2.1 Sean uq, - -+ ,uy niumeros complejos y pn y px definidas por
N N
PN = H(l +U’n>7 p}k\f = H(l + |un|)7
n=1 n=1
entonces
pi < ettty py — 1) < py — 1.

Demostraciéon. Por el desarrollo en series de potencias de e”, para x > 0 se tiene que
1+ <€, porlo tanto 1+ |us| < el®l i=1,--- N, lo que implica que

Py = (1 fu) -+ (1 Juy]) < el
La otra desigualdad se prueba por induccién. En efecto,

pr =1 =1+w =1 =00+wu]) =1=p -1
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Es claro entonces que se cumple para N = 1. Ahora supdngase que la desigualdad es
validad para un natural k y se prueba que es para k + 1.

Prr1 — 1| = |pe(L 4+ wis1) — 1| = |pe + prtgrr — 1 — w1 + Wi |
= (e = 1) + Pk — Dtter + wiea]| < |pi = L1 + wera [ + |uaa |
< Pk = DA+ |usa]) + [upa| = Pk + prluwsa| — 1
=pp(1+ Juk|) =1 =pppy — L.
Luego por el principio de induccién matematica se obtiene la segunda desigualdad. ®

Para funciones complejas u,(s), el siguiente teorema proporciona un criterio para de-
o

terminar cuando el producto infinito [] [1 + u,(s)] converge uniformemente en S, en el

n=1

sentido de la convergencia uniforme de los productos parciales pi(s) = [] [1 + un($)].
n=1

Definicién 1.2.2 ( Convergencia uniforme en productos infinitos )
Sea {un,(8) }nen una sucesion de funciones complejas con dominio S. Se dice que el pro-

ducto infinito [] [1 + un(s)] converge uniformemente en S a u(s), si a todo € > 0 le

n=1
corresponde un N = N (€) tal que sin > N, |u,(s) —u(s)| < € para todo s € S .

Teorema 1.2.1 Sea {u,}, u, : S — C, una sucesion de funciones acotadas en un
o0

conjunto S C C, tal que > |u,(s)| converge uniformemente. Entonces el producto
n=1

mfinito
(o) = [T+ wals)]
n=1
converge uniformemente en S. Ademds si so € S, f(so) = 0 si y sdlo si u,(sg) = —1

para algin n.

oo
Demostracién. Por hipétesis existe ¢ > 0 tal que Y |u,(s)| < ¢, para todo s € S. Por

n=1
lo tanto si
N
pn(s) = [+ ua(s)],
n=1

se tiene por el lema 1.2.1 que

pa(s) = T+ wa(s)l < [T+ fun(s)]]

< €‘u1(5)|+"'+|un(5)| < e°.
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[ee]

Si 0 < e < 3, por la convergencia uniforme de Y |u,(s)], existe Ny tal que para todo
n=1
s € S se tiene
o0
D Jua(s)] < e
n=Ng

—=

De manera que si pp(s) = [[[1+un(s)] con M > N > Nj, se tiene entonces para todo

n=1

s € S que
o (s) = p(s)] = [ () (f;[u P = 1) | = [p(s) nﬁlﬂ“ Fun(s)] -1

Pero nuevamente el lema 1.2.1 (reenumerando los indices) implica que

M M
et R Ot
n=N+1 n=N+1

por lo tanto para todo s € S,

Ipm(s) — pn(s)] < |19N(3)|(@ZZOZN+l renlo)] — 1)
< [pn()] (¢ — 1) < low(s)I(22) < 2,

de donde se obtiene la convergencia uniforme de

o

[T+ wa(s)].

n=1

De lo anterior, también se concluye que si M > Ny, y para todo s € S

[Pas(s) = P (5)] < 2¢[pwvg (5],
0 sea que
Py (8)] = |par(s)] < 2e|pwvg (s);
equivalentemente
[pae(s)] = P (s)[ (1 = 2¢).
Pero 0 < e < %, luego

[e.o]

LIt + un(s)]

n=1

[f(s)] = 2> [P (9)[(1 = 2¢) > 0.

Asi, si 5o € S es tal que f(sg) = 0, se tiene que

No

H[l + un(s0)] = Py (s0) = 0,

n=1
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0 sea que u,(sg) = —1 para algin n (1 < n < Ny). Por dltimo, si existe sy € S tal que
un(so) = —1 para algin n, entonces f(so) = [][1 + un(so)] = 0. -
n=1

Teorema 1.2.2 Sea u,, una sucesion en R tal que 0 < u,, < 1. Entonces

H(l —Up) >0 siy sdlo si Zun < 00.
n=1 n=1

Demostracion. Como 0 < u, < 1,
l—uy > (1 —u)(l—ug) > -+ > —u)(1—ug) - (1 —ug) >0,

lo que implica que pr := (1 — uy)(1 — ug)--- (1 — ug) es una sucesién decreciente y
positiva, entonces existe p > 0 tal que

=1i :
p=lim px

Si Y u, < 00, el teorema 1.2.1 implica que p = [[ (1 —u,) =0siy sélosil—u, =0,
n=1 n=1

para algin n, lo cual no es posible, o sea que p > 0.

Por otro lado

n=1
luego p=0si > u, = oc. -
n=1
Ejemplo.
o) o)
= [] (1—2%) > 0 por el teorema anterior, dado que Y % < oo.
n=1 n=1

» La funcién zeta de Riemann, ((s), estd definida para valores reales s mayores

que 1, por la serie:
= 1
s) = —.
¢(s) 2 s

Euler descubrié una interesante relacién entre la funcion zeta de Riemman y la
sucesion de nimeros primos aprovechando la criba de Eratéstenes. A continuacion
se presenta un bosquejo del método utilizado por Euler.

Considérese: )

1 1 1
=l4+—=4+=+—=+=+... 1.
&) =14 gt mtmtat (1.8)
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1C() 1+1+1+1+1
—((8) = — J— J— J—
28 25 45 6% 8 10%

Restando 1.9 de 1.8 se obtiene:
1

+... (1.9)

1 1 1

1 1
1—— =14+ —4+—+—+ — 1.10
( 2$>g(s) totatn ettt (1.10)
Usando 1.10 y el siguiente término:
1 1 1 1 1 1 1 1
— (1 - = = — 4+ — 1.11
39 ( 28) =gt e Tt T ta T (1.11)

Restando de nuevo se obtiene:

T S RNE A6 U S I
3 25 ) OV T AT R T s Ty T

Obsérvese que los elementos que tienen como factor a 2 0o 3 (o ambos) han sido

removidos. Si se repite infinitamente este procedimiento se obtiene:

(-8 -8 - (-8) (P

Lo que implica:

1 > 1
S (3 Y (Y (Y (e e et | S

28 1

donde {py, }nez+ es la sucesién de nimeros primos.

Con el fin de presentar un teorema que establezca condiciones suficientes para que el

producto infinito de funciones f,, € H(S)) converja a una funcién f € H(Q) (teorema

1.2.4) es necesario el siguiente concepto.

Definicién 1.2.3 ( Convergencia uniforme en subconjuntos compactos )

Sea { fu} ez una sucesion de funciones complejas con dominio Q C C, se dice que

{fr}rez+ converge a f uniformemente en subconjuntos compactos de 2, si a todo € >0
y K C Q compacto, le corresponde un N = N (K, ¢) tal que |fi(z) — f(2)| < € para todo
ze K, si k> N.

Teorema 1.2.3 Sea {fi} una sucesion de funciones en Q C C tal que f, € H(SY) para

todo k =1,2,..., y fr — [ uniformemente en subconjuntos compactos de 2. Entonces

feH®) yf,— f en subconjuntos campactos de SQ.

Demostracién. Ver Rudin [10], teorema 10.4.11, pag. 201. u
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Teorema 1.2.4 Sean f, € H(Q) tal que f, no es idénticamente cero en Q para

n=1,23...,y
D = fa(2)]
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de ). Entonces el producto
o
fz) = 1] f2(2)
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q y por tanto f € H(Q2). Ademds
para zo € , f(z0) =0 si y sdlo si f,(20) =0 para algin n.

Demostracién. Sea K C {2 un conjunto compacto, entonces las funciones f, — 1 son

o0
acotadas en K y como »_ |fn(z) — 1| converge uniformemente en K, tenemos por el
n=1

teorema 1.2.1 que

fE =110+ e -1 =]] )

converge uniformemente en K, y por tanto f € H(2). Ademads, por el mismo teorema

1.2.1, f(z0) = 0 siy sélo si f,(z0) = 0 para algin n. n



Capitulo

Espacios de Hardy

En este capitulo se presenta la definicién de los espacios de Hardy, también conocidos
como espacios HP, asi como algunas propiedades béasicas que estos poseen. Se muestra
que dichos espacios son de Banach y se da una caracterizacion de uno de estos espacios.

2.1. Los espacios H?

Los espacios de Hardy son subespacios de H (D) definidos mediante ciertas condiciones
de crecimiento. Se define inicialmente el siguiente concepto:

Definicién 2.1.1 (Funcién subarmoénica) Sea 2 C C un conjunto abierto, la fun-
cion v : Q — [—00,00) se dice subarmdnica, si satisface las siguientes condiciones:

1. v es semicontinua superiormente en €.

2. Para todo zy € Q, si B(zy,7) C Q, entonces

1 [7 .
v(z0) < — v(zo + re)dh.
2 J .
Recuérdese que una funcién v es semicontinua superiormente en €2, si para todo t € R,
el conjunto {z € 2 : v(z) < t} es abierto. Ademads es claro que toda funcién continua es
semicontinua superiormente y toda funcién armonica es subarmonica.

Ejemplo. Considérese f(x) = [|z|] la funcion parte entera. f es tal que f: R — Ry a
cada z € R le asigna el mayor entero menor que .
Sea t € R, se tienen entonces dos casos: t € Z o bient € R — Z.
Sit € Z, el conjunto
{z e R:[|z|]] <t} = (—o0,t).

18
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Sit e R —7Z, se puede mostrar que
{z eR: [[z]] <t} = (—oo,[[t]] +1).

Los conjuntos (—oo,t) y (—oo, [|t|]] + 1) son abiertos, lo que muestra que f es semicon-
tinua superiormente y es claro que f no es una funciéon continua.

El siguiente teorema muestra el comportamiento de una clase especial de funciones.

Teorema 2.1.1 Sea f € H(D). Las funciones:

w 1/p
M= (& [C1seenpan) T < p <o)
Moo(f,7) 1= sup {If(re”)|} p=oo,

son crecientes de r en [0, 1).

Demostracién. Sean p=ocoy 0 <r; <ry <1, entonces B(0,ry) C D y por lo tanto
f € H(B(0,13)), luego por el Teorema del Médulo Méximo (ver Rudin [10] teorema
10.4.7, pag. 200), se tiene que para todo z € B(0,rs)

7 < s {15201}
En particular, como 71 < 74,
sup {|f(rie")|} < sup {|f (r2e”) }
O sea que
Moo (f, 1) < Moo(f,72).

De esta forma M, (f,r) es creciente.

Si 1 < p < oo. Primero se afirma que |f|P es subarmoénica si f € H(D). En efecto,
como f es analitica, lo es también f?, entonces por la férmula integral de Cauchy (ver
Churchill [4], pdg 157) se tiene que

o =5 [ M

2mi ar) 2 —0Q

para B(a,r) C D. Entonces,

sar = 5 [ L (atreD)]” oy

2 | a+re? —a

= i/w [f(a—i—rew)]pdg,

2 J_.
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por lo tanto

[f@)" =

! /W [fla+re®)]?db],

2 ),
1 ™

< —
2 J_,

NI
| fla+re?)|" de.

Ademas, |f|P es semicontinua superiormente por ser continua. En consecuencia |f|P es
subarmonica.

Sea  h la funcién real continua en B(0,rp), armoénica en B(0,rs),
tal que h = |f|? en OB(0,ry) (ver teorema 1.1.3). Se afirma que |f|P < h en B(0,7;); en
efecto, si fi = | f|P — h y supéngase que fi(z) > 0 para algin z € B(0,75). Como | f|P es
continua en el compacto B(0,73) entonces f; alcanza su valor maximo m en B(0,7y),
dado que f; = 0 en 9B(0, 1), entonces el conjunto E := {z € B(0,72) : fi(z) =m} es
un conjunto no vacio y compacto de B(0,13).

Sea z, € OF, luego existe r > 0 tal que B(z,,r) C B(0,73), pero algtin subarco de

0B(z,,7) esté en el complemento de E. Por tanto se tiene
1 i0
fi(zo) =m > o f1(zo + re)db.

Esto significa que |f;| no es subarménica en B(0,13). Pero | f|? es subarménica, es decir:
1 [" -
1P < 5= [ 11t re)as

y por la propiedad del valor medio de las funciones arménicas:

h(z) = ! / h(z, 4 re'?)do),

2 ),

esto implica que

11 = W)Geo) < o [ P = )z + )6

2m ) .

de donde f; es también subarménica, lo cual es una contradiccion. Asi [f|? < h en

B(0,73), de donde
/ F(r1e)Pdo < / h(re®)db:

—T —T

™ 1/p
M,(f,71) < <%/ h(rlew)dé) :

—T

por tanto
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Por la propiedad del valor medio de las funciones armoénicas,

(% /_ 7; h(rlew)de)l/p:[h(o)]l/p _ (% /_ 7; h(mei@)de)l/p

1 ™ ) 1/p
— (5 [ 1racyran)

= MP(f7 T2)'

De esta forma M, (f,r1) < M,(f,r2), asi M,(f,r) es creciente. n

Definicién 2.1.2 (Espacios de Hardy) Para 1 < p < oo fijo, se define el espacio
HP(D), como el conjunto de todas las funciones f € H(D) para las cuales

1fllp = 1 Fllaw := sup {Mp(f;7)} < oo. (2.1)

rel0,1)

Ejemplo. Sean ag, a,as,as,...a, € Cy f(2) =ap+ a1z +asz® +aszz® + ... +a,2" un
polinomio de grado n. Si z = re?, entonces:

|f(7“ei9)| = |ag+ al(reig) + ag(rew)Q + ag(rew)g + ...+ an(rew)”|

< ol + lan(re”)] + lag(re” )| + .. 4 an(re”)"|

laol + larlr + laz|r® + ... + |an|r™.

Calculando supremo a ambos lados de la desigualdad se obtiene:

sup sgp {1£(re™)|} < lao| + |ar]| + |as| + ... + |an| < oc.
rel0,1)

Luego, f € H™.

Los espacios HP(D) son también conocidos como espacios de Hardy. En adelante se
denotard por H? y H>® a H?(D) y H*(D) respectivamente.

Una propiedad importante de los espacios de Hardy, muestra la contenencia que existe
entre ellos, lo cual se resume en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1 Si 1 < s <p < oo entonces H*> C HP C H*.
Demostracién. Sean p > 1y f € H™, entonces para todo r € [0,1), My (f,r) < oc.

Lo que implica que sup {\ f (rei9)|p} < 00, 0 equivalentemente
0

1 ,
o Sup {27|f(re”)|P} < 0o para todo r € [0,1).
™ 6
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Pero se sabe que

1 (7 . 1 .
| |f(re?®)Pd < 57 5P (2] f(re?)P} .

Dado que p > 1,

™ 1/p 1/p
(5 [ 1eenras) " < (-sw forlsepy)

—T
se tiene entonces que

My(1ir) < (sup {l5rep} ) "

lo que implica que

1/p
[ f]l, < sup <Sup {|f(7"e’9)]p}) < 0.
rel0,1) 0

Por lo tanto f € HP.

Ahora supéngase que 1 < s < py f € HP. Aplicando la desigualdad de Holder (ver
Rudin [10] teorema 3.2.3, pag 58),

T ) i ] s 5/19 s 1—5/10
o [istenras < o ([ arwenpyan) ([ an)

—Tr —T —T

™ . s/p -
= %( /_ Wlf(re”’)|pd9> (2m)' s/

T s/p
= (2m)' /! ( /_ | f(rew)|pde)
T . s/p
< (5 [ eenpa)

1 " 0\ |s Ve 1 " 0\ |p v
(5 [ weenran) < (5 [ senypan)

De donde

osea que

lo que implica que
Il < 11, < oo

En consecuencia f € H®, y por lo tanto H? C H*. m
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Como M,(f,r) es una funcién creciente de r entonces se obtiene facilmente la de-
mostracion del siguiente resultado.

Corolario 2.1.1 1. Si f € H?, 1 <p < oo entonces ||f||, = Um M,(f,r).
r—1-

2. Si f € H* entonces ||f| = sup {|f(2)|}.
zeD

2.2. Completitud de H?

Es de particular importancia mostrar una propiedad fundamental de los espacios de
Hardy: ellos pueden ser vistos como una familia de espacios normados sobre C, lo que
permite el estudio de sucesiones de funciones y la naturaleza de su convergencia en estos
espacios.

Teorema 2.2.1 Sea 1 < p < oco. Entonces HP es un espacio de Banach.

Demostracion. Por ser subconjunto del espacio lineal de todas las funciones analiticas
sobre D es facil mostrar que HP? es un espacio lineal sobre C puesto que basta sélo con

mostrar que la suma de funciones y multiplicacién por escalar son operaciones cerradas
en HP.

Sean f,g € H*® , entonces

1f+9lle = sup {Mo(f+g,7)}

rel0,1)

= s L {7+ )01}

rel0,1)

IN

sup {sgp {|f(rei9)|} + s%p {|g(rei9)|}}

rel0,1)

IA

sup fsup {17(re“)} | + sup {sup {latre)1} |

ref0,1) ref0,1)
sup {Moo(f,7)} + sup {Mx(g,7)}

rel0,1) re0,1)
11l + 19l < +o0.

IA

IN

Entonces
1f+ 9l < 1l + llglle < +o0, (2.2)

luego (f +g) € H™.
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Ahora sean f,g € HP, con 1 < p < co. Entonces

If+gll, = sup {M,(f+g,7)}
rel0,1)

1 ™ - 1/p
— Tzl[g)l){(% /_W|(f+g)(7"e 9)' d9> }

Puesto que p > 1, aplicando la desigualdad de Minkowski (ver Rudin [10] teorema 3.2.4,
pég 58) se tiene que

1 s ) 1/P 1 s ) 1/P
I +al, < s 4 (o [lreenran) (5 [latetyas)
rel0,1) 27 —7 27 —7
1 T ' 1/p 1 T ' 1/p
sup (—/ |f(7“ew)|pd9) + sup (—/ |g(7’e’9)|pd9>
r€[0,1) 27 ), r€[0,1) 21 ),

= SsSup {Mp(far)}—i_ sup {Mp(gar)}
ref0,1) ref0,1)

= /1l + llgll, < oo

IN

Es decir,

1f =+ gll, < 1If1l, + llgll, < oo (2.3)
Por lo tanto la funcién (f + g) estd en HP.
Sean o € Cy f € H*™, entonces

lafll, = sup {Mx(af,r)} = Zl[lor;){sgp{mf(rew)!}}

rel0,1)

~ awp {Ia!suplf(rew)l} ~ la| sup {sup{|f(7‘e”)\}}
) 6 refo,1) L o0

rel0,1

= la| sup {M(f,7)}

ref0,1)
= |af[|f]l < oo

Entonces
laflle = lal [ fllo < oo (2.4)

Esto muestra que (af) € H®®.
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Seana € C, 1 <p< ooy fe HP. Entonces

leefll, = sup {Mp(af,r)}

rel0,1)

1 Q " 1/17
= su — af(re®)Pdo
s 4 (g5 [ lesoeao)
1 7r " 1/P
= |af su — re'?)[Pdo
ol s § (52 [ 15wetyan)

= e SUP){Mp(f, r)} = laf lf]l, <oc.

rel0,1
De donde
leef[l,, = lal [LF1, < oo (2.5)
Es decir, af € HP.
Lo anterior significa que H? es un espacio lineal sobre C.

La aplicacién ||-|| : H? — R dada en la definicién 2.1.2, es una norma sobre H?. En
efecto, si p =00 y f € H*™, entonces

1l = sup {Ma(f.r)} = sup {S@{If(rew)l}}-
) rel0,1) 0

rel0,1
Pero para todo r € [0,1) sup {|f(re?®)|} > 0y entonces | f[|, > 0.
0

Ademés, |[|f]l, =0 si y sdlo si f(re?) =0 para todor € [0,1)y 6 € [—7, 7], es
decir que f(z) = 0 para todo z € D.

Sean A € Cy f € H*, entonces
A1l = ATl -
Sean f,g € H*>, entonces
If + 9l < 1l + 119l -

Sil<p<ooy f€ HP, entonces.

Ifll, = sup {Mp(f,r)}

rel0,1)
1 s ) 1/p
= sup (—/ |f(re“9)|pd0> :
r€[0,1) 21 ),

Como |[f(re®)|P > 0, entonces [ |f(re)[Pdf > 0, por tanto || f]|, > 0.

—T
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1/p
Ademds si | f||, = 0, entonces sup { f |f(re’ |pd9} = 0 de donde se obtiene

re0,1)

que para cada 7 € [0,1), [ |f(re)[Pdf = 0, esto implica que f es cero en casi todo

punto de D, por la continuidad de f se tiene entonces que f(z) = 0 para todo z € D.
Sea a € C, f € HP, entonces
lefll, = led [1£1],-
Sean f,g € H? entonces
If +gll, < I£1l, +llgll, -

Se ha probado que la expresién (2.1), es norma.

Ahora se muestra que H? es un espacio completo. Sea { f,,} una sucesién de Cauchy en
H? es decir, dado € > 0 existe Ny(€) tal que || f,, — fll, < € siempre que n,m > Nj.
Sea 1 < p < oo, si |z| <r < R < 1, entonces por la férmula integral de Cauchy (ver
Churchill [4], pag 157),

L[ B fulw),
Fa(2) = fnlz) = —— /|w|:R ,

271 wW— 2

por consiguiente,

|fn(2)_fm(2)| = 27r / f eRezﬁ_fz( ¢ )Rleede
|[fu(Re”) — frn(Re”)|
< 27T/ Re — 2| do
1 " |fn(ReZG) — fm(R€ZG)|
< %/ - do.

De donde,

(R=1)I$ul) = ()l < 5 [ 15a(R") = Fo(Re) .

Usando la desigualdad de Holder,
1 T ) ) 1 s ) ) 1/p T l/q
o [ i) = futmeian < o ([ i) - uretypas) ([ as)

= QLW o/ [1a(Re) = fn(Re? o)
1/p

< { |fn( >_fm(Rew)]pd0} .

= M(fn fos B) <o = finll,, -
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Lo que muestra que

||fn_fm||p €
<

Fal2) = fm()] < S <

s1 n,m > NO(E)a

de aqui se concluye que { f,,} converge uniformemente en subconjuntos compactos de D
a una funcién f € H(D) (ver teorema 1.2.3). Ahora si € > 0, existe un m € Z* tal que
| fr — fm||p < € para todo n > m, y entonces, para todo r < 1,

My(f — fms7) = nh_{go My(fn — fm;7) <6,
0 sea que

If = fall, < (2.6)

lo que indica que [[f — fun|, — 0 cuando m — oo.

Sip=1o0p=o00,igualmente se llega a una desigualdad de la forma

(R =71)[fn(2) = fm(2)| < lfn = full, <.

Por la desigualdad (2.6), (f — fm) € H?. Como f = (f — fm) + fm, entonces f € HP,
con lo que culmina la demostracion. [ ]

2.3. Limite radial en H*®

Una propiedad importante de las funciones de los espacios H? es que poseen limites
radiales, en el sentido de que lim f(re) existe en casi todos los puntos de 7. En esta
r—1-

seccion se muestra esta propiedad para funciones de H.

Definicién 2.3.1 Sea u es una funcion armonica en D. Se define

4 A 1/p
M (u,r) = {%/ |u(7’e’9)|pd6’} (1<p<oo),

—T

M (u,r) = sgp{|u(r6i9)|} p = 0.

Entonces hP(D) := h’, 1 < p < o0, denotard la coleccion de todas las funciones

armdnicas u para las cuales sup {M*(u,r)} < co.
rel0,1)

Teorema 2.3.1 Siu € h”, 1 < p < oo, entonces existe g € L, tal que

u = P[g].
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Demostracion. Para demostrar este teorema se procede como en el teorema 1.1.6,
definiéndose para 0 < s < 1 el funcional A; : L, — R, por

donde ¢ es el exponente conjugado de p > 1, o sea é + 110 =1o0q=1sip= 00, usando
la desigualdad de Hélder se tiene que § := {As}sc(0,1) es una familia equicontinua y
puntualmente acotada, y como C es un subespacio de L, y C' contiene un subconjunto
denso contable, si s,, — 1~ cuando n — oo, por el teorema de 1.1.5 existe una subsuce-
sién de {A, }, que también se denotard por {Ag, }, que converge uniformemente en cada
subconjunto compacto de C. Pero para cada f € C, {f} es un conjunto subcompacto
de C, lo que implica que {A,, f} converge para toda f € C. De esta manera es posible
definir el funcional A : L, — R por

Af = lim A, f.

Entonces por el Teorema de Representacién de Riesz para funcionales sobre L, (ver [3],
teorema 8.15 pag. 91 o teorema 8.14 si p = 00) existe una g € L, tal que

Af = /_7r g(t)f(t)dt paratoda f € L.

Recuérdese que se han identificado f y fy nétese quesig € L,, p > 1, entonces g € L;.
Asi procediendo como en la demostraciéon del teorema 1.1.6 se tiene que

u(re) = Plg] (re'). [

En el siguiente lema, J(6, s) representa el arco circular de longitud 2s con centro €%,

es decir,

J(O,s):={e":0—s<t<b+s}.
Lema 2.3.1 Sean p una medida de Borel real finita sobre T y F = Pldu]. Si ezisten
5, 0 < d <, yun nimero real A tal que u(J(0,s)) < 2sA, con 0 < s <9, entonces

F(re®) < A+ |A|P.(5) + %Pr(é)u(T)

para 0 < r < 1.

Demostracion. Considérense el par de conjuntos:

{teR:0<|0—t|<m} y {teR:|0—-t] <d}.
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El primer conjunto se puede ver como la union de dos intervalos y se denota por I, esto
es, [ = [0 —m,0—35]UI[0+ 6,0+ 7. El segundo conjunto se denota por I(d) y se tiene
que I(5) = [0 — 6,0 + d]. Luego,

lis 0+
Fire®) = 5 [P0 —0autt) = 5= [ Po—tiauto),

T J_x -7
de donde ) )
F(re® P —t)du(t) + — [ P.(0 —t)du(t). 2.7
e = 50 [ PO tauo) o [ R0 —tyauty (2.7
Usando la propiedad (5) del teorema 1.1.1 se tiene:
1 1
— | PO = )du(t) < - P(&)u(T). (2.8)
T Jr 2
La tltima integral de (2.7) puede acotarse si se considera la integral de P. sobre el
triangulo
{(s,t): 0 —s<t<O+s0<s<d}.
Entonces

/0 6 /9 i+ Pl(s)du(t)ds = /0 ' P(s) /9 i+ dyu(t) ds

cambiando el orden en la integracién y con ayuda de la parte (4) del teorema 1.1.1

/H/et 3)ds dp(t) /M/ (s)ds dp(t) = /QM[Pr(é)—Pr(e—tﬂdu(t).

Puesto que PT' es una funcion continua y acotada se puede aplicar el Teorema de Fubini
(ver Bartle [3] teorema 10.10, pag 119) obteniendose:

6 !/
/ u(I())P.(s)ds = / (P(s) — P8 — £))dpt).
0 I(s)
Por hipétesis p(1(s)) < 2sA y como P.(s) < 0 en (0, ), entonces
)
/I | PO antt) = / PO - / u(I(s)) P (s)ds

< 24 {53(5) — /0 ’ SP;(s)ds] .
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Utilizando integracion por partes se obtiene

1
/ P(6—t)du(t) < 24 / P(s)ds
1(5) 0

= 2| [ nas— [ reoa]
~ 24 B /_:PT(s)ds—/;Pr(s)ds]

~ orA- 2A/ Pr(s)ds < 27 A + 27| AP ().
d

Noétese que la dltima desigualdad se obtiene por la parte (5) del teorema 1.1.1. Usando
(2.8) y esta ultima desigualdad se obtiene el resultado.

Definicién 2.3.2 (Derivada de una medida p) Sean p una medida de Borel real
finita sobre T y J(0,s) definido como en el lema 2.3.1. Se define la derivada superior
de 1 con respecto a 6 como

(D,)(0) := lim sup M
s—0 2s
De igual manera se definen (D,)(0) como derivada de p, (D,,)(0) derivada inferior de

W, con limite y limite inferior respectivamente.

Obsérvese que el concepto de derivada de una medida es andlogo al de derivada de una
funcion; este iltimo es una comparacion en limite de los valores que toma una funcion
respecto a su dominio y la derivada de una medida compara los valores de una medida
i con respecto a la medida de Lebesgue.

Teorema 2.3.2 Si u es una medida de Borel real sobre T', entonces (D,,)(e") existe en

casi todo punto de T.
Demostracién. Ver teorema 8.1.6, Rudin [10], pg. 145. u

El siguiente teorema garantiza la existencia del limite radial para la integral de Poisson
de una medida real finita de Borel y con ayuda del teorema 2.3.1 se logra mostrar esta
caracteristica para las funciones de H®°.

Teorema 2.3.3 Sean p una medida de Borel real finita sobre T y J(0,s) como en el
lema 2.53.1. Si F' = Pldu] entonces

(D,)(#) < liminf F(re) < limsup F(re’) < (D,)(0)

r—17 r—1—

mn
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para todo 0 y
lim F(re®) = (D,)(8), (2.9)

r—1-

existe y es finito en casi todo 0 € [—7,m|.

Demostracién. Sea § fijo y supéngase que A > (D,,)(0). Entonces existe un 6§ > 0 tal

que si 0 < s <9,
pJ0.5) _
25
Cuando r — 17, P.(§) — 0, y por el lema 2.3.1 se concluye que

limsup F(re?) < (D,)(6).
r—1-
La primera desigualdad se obtiene si se aplica lo anterior a —p en lugar de p y se usa el
hecho de que D_,(0) = —D,,(0). Por tltimo lim F(re) = D,(f) es un consecuencia
r—1-

del teorema 2.3.2. n

Corolario 2.3.1 Si f € L' y F = P[f], entonces

lim F(re) = f(e) en casi todo punto deT.
r—1-

El resultado anterior es una consecuencia de la observacion de la pgina (5), la igualdad
(D,)(0) = f(e) en casi todo § € [—m, 7] (ver Rudin [10], pdg 145) y (2.9).

Teorema 2.3.4 Si f € H®, entonces para casi todo § € [—, 7| existe lim f(re'), de
r—1-

manera que a toda f € H* le corresponde una funcion f* definida en casi todo punto
de T por

f*(ew) = lim f(rew).

r—1-

La funcidn [* es tal que f* € Log y | fllo = I1f*]l,..

Demostraciéon. Sean f € H*®, fi = Ref vy fo = Imf. Entonces f; y f2 son funciones
armonicas en D tales que fi, fo € h*(D). Por el teorema 2.3.1 existen ¢i,92 € Lo
tales que fi = Plg1] y fo = Plgo]. Por el corolario 2.3.1 se tiene que para casi todo
0 € [—m, 7],
lim f(re®) = lm [fi(re®) + ify(re?)]

r—l1-

r—1-

= lim P[gi](re®) +1i 11'1{17 Pl[gs](re®)

r—1-

= g(e"),
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donde g = g1 + g2, lo que implica la existencia del limite. De lo anterior también se
tiene que si f* = g, entonces

If* ()| = lm |f(re")| < ||fll« para casitodo 6 € [—m,7;
r—1—
0 sea que
1 2o < 1 lloo- (2.10)
Size Dy |zl <r <1, entonces

[T fre”)

2 J_ . re?¥ —z

f(2) e?de,

Si {r,} es una sucesién tal que r, — 17, aplicando el Teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue (ver Rudin [10], teorema 1.9.5, pdg.21) se obtiene que
1 T f*(eiQ)
= — ————d6. 2.11

f(Z) 27T _ﬂ_ 1 _ ze_lg ( )
Por otra parte, por el Teorema de Cauchy-Goursat (ver Churchill [4], pdg 144) se tiene
que fIZ\:r f(2)z"dz = 0 paran = 0,1,2,.... Un paso al limite similar al anterior muestra
que

U™ e
2_/ f*<€z6’)€fm9d9:07 n=-1,-2,.... (212)
T J—x

La igualdad (2.11) se puede escribir como una integral de Poisson. Si z = re'®,

_ pnin(a—0)
14 rei@=0 o 4 pn-lgiln=1)(a=6) _ L—re

1 — rei(@=0) ’
de donde
- 1
n in(a—0) __
Z re o 1 — reila=0)"
n=0
Luego,

_i " * (10 - n in(o—0)
f(z)—2ﬂ/_wf(e);re do.

Usando (2.12) se obtiene:

[e.o]

f(Z) _ %/ﬂ— f*(eie) Z T\n|€in(o¢—6)d9

n=—oo

_ %/_: P By (a — 0)do;
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entonces
16 = |5 [ rEPia -0 <o [ 17 @R o)
A= |5 B e"\P.(a <o/ e (o
. 1 ™
< sup{lf ()5 [ Pla - 0)ds
/] 27‘[‘ _r
< sgp{lf*(ew)l}-
De donde
1flloe < I1F7Nl5 - (2.13)
Por lo tanto, de las ecuaciones (2.10) y (2.13), se sigue que || f[| = [|f*]|,_- n

2.4. El espacio H?

El espacio H? tiene una particular importancia ya que ademés de ser un espacio de Ba-
nach es de Hilbert y posee algunas propiedades interesantes. Para probarlas es necesario
enunciar los siguientes teoremas.

Teorema 2.4.1 (Parseval) Para cualquier f € Ly la serie de Fourier de f ' converge
en Ly y se tiene la identidad

1 " 2 _ £ 2
o _Wlf(t)l dt=Y_[f(n).

ne”Z

Donde f(n) se conoce como el n-ésimo coeficiente de Fourier y estd dado por
fo = 5= [ e ar (2.14)
n)=— e . :
2 J_.

Demostracién. Ver Pinsky [9] teorema 1.3.2, pag 36. n

YPara cada f € Lo, la serie de Fourier de f es
Z f-(n)eint’

donde f(n) son como en 2.1.
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Teorema 2.4.2 (Riesz-Fisher) Sea {c,}ncz una sucesion de nimeros complejos tal

Z lcn]? < o0.

neZ

que

Entonces existe una unica funcion f € Ly con f(n) = ¢, para todo n € 7.
Demostracién. Ver Pinsky [9] teorema 1.3.5, pg 37. n
Teorema 2.4.3 H? es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Por el teorema 2.2.1 es suficiente mostrar que la norma en H? es

inducida por un producto interno. Se define

r—1-

o= i o [ sengemasf, g

entonces se tiene que

— wm A rre T
.y = i { o [ etizGeman)
L 1 [" i0]2
BN iy
= 13-
Como [|f[[, = 0,
{(f, /) =0.
Ademés si f, g € H?, entonces:
Tl = Jim o [ fengtemas
’ ro1- 21 )
= lim i/7r [f(reie)g(rei")] db
r—1- 21 J__
- 1 L /m 0 i0
— - f alre) flre g

= (g9, [).
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Por tltimo, para f,g,h € H?> y a € C, se tiene que

af aumy = tim {o [ (asre) + glre) TGreman )

—Tr

— lfm {2i / ' <af(rei")m+ g(reie)h(rei9)> d9}

r—1- ™ J_x

= lim {a (% /7r f(rew)WdQ) + %/_Zg(rew)h(—

1 T : :
— ! 0 0 10
= arli}% {271_ / f( re' h(re )d@} + rllg{ { / g(re”)h(re?)do

—T

= alf,h)+ (g, h).
Por tanto (,) es producto interno y H? es un espacio de Hilbert.

Ejemplo. Considérese el conjunto {1, z, 2%, 2% ...}, entonces:

(2" = lim {2i / ’ (reie)"(rew)nde}

Por otro lado, si n # m entonces:
]_ & N - A~
<Zn’ Zm> B rlil}l* {27T / (Tew)n(reze)mde}

7’"+m T
— lim{ / e’<”—m>9d9}
r—1- 27 —x

Luego {1, 2,22 23...} es un conjunto ortonormal de H?.

Ademas de ser H? un espacio de Hilbert, las funciones en este espacio poseen propiedades

interesantes descritas en los siguientes teoremas.

Teorema 2.4.4 Sea f € H(D) una funcion de la forma f(z) = Y. anz
n=0

e.9]
solo si Y. |a,|? < 0co. En este caso,
n=0

- 1/2
I, = [z w] |
n=0

" feH?siy
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Demostracién. Dado que f(z) =Y~ a,2" entonces

o0

f(re®) = Z anre™. (2.15)

n=0

Para 0 < r < 1 la serie (2.15) converge uniformemente en ¢ € [—7, x|, por tanto a,r"
es el n-ésimo coeficiente de Fourier de f, esto es

i/ fre®e™™%dh  (n=10,1,2,...). (2.16)
™ —T

Por el Teorema de Parseval, se tiene que

1
> | é)|* do = Z |a,r"
lo que equivale a

My(f.r) = (Z Wﬁ)

n=0

o 1/2
1Al = (Z!anl2> ,

n=0

entonces,

lo que demuestra el teorema.

Ejemplo. Si z € D entonces

= iz" (2.17)

n=0

En este caso, g(z) = escrito en serie de potencias -, a,2" se tiene que a, =1

1
Y Yooy lan]? = oo, por tanto g(z) = — ~ o pertenece a H?. Integrando (2.17) (lo

cual es posible por la convergencia uniforme de la serie) se obtiene:

> n
f(z) =—log(l—2) = Z
n=0
1 o0
en este caso a, = —— y la serie ;::D(”Jf;l)z converge y por tanto estd en H?. En

resumen, se tiene una funcién en H? cuya derivada no lo est4.
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Teorema 2.4.5 Si f € H? entonces f posee limites radiales f*(e?) en casi todo punto
de T en el sentido de la seccion (2.3), f* € Lo, ademds

im — [ |f*(e”) = f(re”)|?d6 = 0 (2.18)
y f es la integral de Poisson de f*.

Demostracién. Supéngase que f € H?. Para 0 < r < 1 definase la funcién f, mediante

fT<€i0) — Z (lnT’n znG

o0

Por el teorema anterior, Y |a,|? < co. El Teorema de Riesz-Fischer asegura la exis-
n=0

tencia de una funcién g € Ly tal que g(n) = a, para todo n > 0y g(n) = 0 para

n < 0.

Si h:= g — f. entonces h € Ly y sus coeficientes de Fourier estan dados por

~ 1 (" ) .
h(n) = or h(e®e™™do (n=0,1,2,...)
7T —T
1 " 7 7 —in
= o (e = e s
= o [ ateneman— o [ geeas
27'(' - 27‘( o r
= a, —r"a,
= (1_rn)an

Aplicando el Teorema de Parseval se obtiene que ||g — ]“THi2 = > (1 —7r")?a,|?

n=0
entonces ~
1f 1— 22 =0
733%%( )2 lal
de donde | g
lim o [ lg(e”) — f(re®)]2d8 = 0,
r—1- 271' —x
0 sea que
1 [lg = |, = 0. (2.19)

Para s € (0,1) fijo, f.(z) = f(s2) es analitica en B(0,1/s). Si z € D con z = re'?

entonces
(sz) = — / 0 —t)fo(e™)dt
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considédese el producto interno

= g.P) = — / 0~ 0)(fu(e) — glc*))dt

: %/‘” B0 % /_ : Py —t)g(e")dt

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Rudin [10], teorema 4.1.2, pag 68)
se tiene que

[(fs =g, ) | < | fs _9HL2

Si s — 17, la ecuacién (2.19) implica que

_/ 0t it — — [ P9 — t)gle)dt =0,

2r ).

esto implica a su vez que

1 [7 .
f(z) == P60 —t)g(e")dt
2r ) .
con g en lugar de f*. Por tanto, f es la integral de Poisson de f*.
Como g € Ly, el corolario 2.3.1 muestra que existen los limites radiales de f y son

iguales a g en casi todo punto de T n



Capitulo

Propiedades Adicionales de los espacios HP

Para este capitulo se presentan otras propiedades en las funciones de los espacios de
Hardy. Se estudiaran los denominados productos de Blaschke y se muestra que las
funciones en los espacios HP poseen limite radial para todo p > 1.

3.1. Productos de Blaschke

Los productos de Blaschke son funciones en H* definidas mediante productos infinitos,
los cuales seran necesarios para generalizar la existencia del limite radial en los espacios
de Hardy.

Definicién 3.1.1 (Producto de Blaschke) Sean k un entero no negativo y{zp }nez+
una sucesion en D tal que para todon € Z*, z, #0 y

[e.9]

D (1= z]) < o (3.1)

n=1
La funcion

’“H : __Zn [l (z € D), (3.2)

Z Zn

es denominada un producto de Blaschke.

El término producto de Blaschke también se usa si sélo hay un nimero finito de factores;
es mas, si no hay ninguno. Para el caso de no tener factores, B(z) = 1.
La condicién (3.1) se denomina condicion de Blaschke. Notese ademéds que cada factor

39
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0

de (3.2) tiene médulo 1 en T. En efecto, sea z = €', entonces
2, — ¥ |2, p—L
1 — %eit‘) Z 1 — Z—neie
1]z, —e?
T e || =z
T
= 5=

El siguiente teorema muestra que la condicién de Blaschke es suficiente para la conver-

gencia del producto infinito en (3.2).

Teorema 3.1.1 Sean {z,}nez+ una sucesion en D y B(z) como en la definicion an-
terior. Entonces B € H™ vy los unicos ceros de B(z) son los puntos z, y z = 0 si
k> 0.

Demostracion. Definanse las funciones f,, en D por

=2 ol

fa(z) =

1—-7,2z z,

y nétese que f,, € H(D), ya que si 1 —Z,z = 0 entonces |z| = ﬁ > 1.
Ahora bien,

1-pe) = (SRt
_ |Gt zlz)) (A - |Zn|)‘
(1 —2,2)z,
(|zn| + |Z||Zn|)|1 — |zn|} (14 z]) L

perosi z € B(0,7),0<r < 1,entonces 1 +|z| < 147y 1—7r < 1—|z,]]2] < |1 -7,2],
de donde

1+r -
11— fu(2)] < = r(l —|z,|) para z € B(0,r).
Por lo tanto, de la convergencia de Y (1 — |z,|), se tiene la convergencia uniforme de
n=1

S (1 — |fu(2)]) en B(0,7), 0 < r < 1; entonces el teorema 1.2.4 implica que
n=1

[e.o]

_OO B Zn = 2 |2l
f@—ﬂn@—gyﬁk%




3. Propiedades Adicionales de los espacios H? 41

converge uniformemente en subconjuntos compactos de D y por tanto f € H(D).

Ademds f(z9) = 0 si y sélo si zp = z, para algun n, lo que muestra que B sélo tiene
ceros en los z, o en z = 0 si k > 0. Falta probar que B es acotada en D, pero esto se
tiene porque cada factor de (3.2) tiene médulo menor que 1 en D, o sea que

m
Zn — 2 | 2|
B(z)| = |2|" I <L
=k T < .

El teorema anterior muestra la existencia de una funcion en H>*, B : D — D, que
solo tiene ceros en los puntos dados z1, 23, ..., bajo la condicién de Blaschke.
También se puede probar que si f € H* entonces los ceros de f deben satisfacer (3.1).
Mas aun, si f € HP, 1 < p < oo, entonces se cumple la condicién de Blaschke
si 21, z9, ... son los ceros de f. Este resultado no trivial es conocido como el Teore-
ma de Szego. De manera que con los ceros de una funciéon en H? se puede construir un
producto de Blaschke.

Ejemplo. Sea f la siguiente funcién:

V2, 135 13V2 1 V2

f(Z) = 25 — 722 -+ %Z — TZZQ -+ %Z — ﬁl.

Anteriormente se prob6 que f € HP, para 1 < p < oo. Factorizando a f se tiene:

O (D ()

Entonces el conjunto de ceros de f en D es {21,2 = :I:%i, 234 = :I:%i, 25 = \/751} Se

5
tiene que z; # O para j =1,...,5y > (1 — |z]) < oo, por tanto la funcién
j=1

5
B(Z):Zk Zj — % |Z]|

L1 —Zz 2
Jj=1

es un producto de Blaschke.

El siguiente teorema muestra una caracterizacion para conjunto de ceros de las funciones
analiticas que no son idénticamente cero.

Teorema 3.1.2 Si f € H(D) y no es idénticamente cero entonces el conjunto de ceros
de f en D no tiene puntos limite y es a lo sumo numerable.
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Demostracién. Sea Z(f) el conjunto de ceros de f, es decir,

Z(f)=={a€D: f(a) = 0},

y sea A el conjunto de puntos limite de Z(f) en D, es claro que por ser f continua se
tiene que A C Z(f).

Sea a € A fijo arbitrario entonces existe r > 0 tal que B(a,r) C D y considérese el
desarrollo en serie de potencias de f con centro en a

f2) =) calz—a)". (3.3)

Existen dos posibilidades: ¢, = 0 para todo n 6 existe un minimo entero m necesaria-
mente positivo (puesto que f(a) = 0, implica ¢q = 0) tal que ¢, # 0.

Si existe m € ZT tal que ¢, # 0 entonces la funcién

- (z—a)"™f(z) si z € (D —{a})
9(2)

Crm, si zZ=a

es tal que g € H(D — {a}), pero la ecuacién (3.3) muestra que
g(z) = Zcm+k(z —a)* para z € B(a,r).
k=0

En consecuencia g € H(B(a,r)), asi g € H(D) con g(a) # 0. La continuidad de g indica
que existe un entorno de a en el cual g no tiene ceros, de donde a es un punto aislado
de Z(f), lo que contradice la escogencia de a. Por tanto para todo n, ¢, =0 .

Como ¢, = 0 para todo n, entonces B(a,r) C A se tiene que a es un punto interior,
luego A es un conjunto abierto. Sea B := D — A, puesto que A es el conjunto de puntos
limite de Z(f), entonces B es abierto, por lo tanto D es la unién de los conjuntos
abiertos y disjuntos A y B. Dado que D es conexo, se tiene que A = D, en cuyo caso
Z(f) = D, lo cual es imposible por no ser f idénticamente cero, de esta manera A = (),
esto muestra que Z(f) no tiene puntos limite. Si A = () entonces Z(f) tiene a lo sumo
un numero finito de ceros en cada subconjunto compacto de D y como D es unién
numerable de subconjuntos compactos entonces Z(f) es a lo sumo numerable. n

Con el fin de mostrar el Teorema de Szego se debe probar la formula de Jensen, la cual
establece una conexién entre el médulo de los ceros de una funcién f en el disco |z| < r
y los valores de |f| en la circunferencia |z| = r. Pero antes se enunciard el siguiente
lema.
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Lema 3.1.1 | g
%/ﬂlnﬂ —e?do =0
Demostracién. Ver Rudin [10], Lema 15.4.2, pdg. 288. n

Teorema 3.1.3 (Férmula de Jensen) Sea f € H(D), supdngase f(0) # O,
0<7r<1,yqueay,qsas,... ay sonlos ceros de f en B(0,r) enumerados de acuerdo
a sus multiplicidades. Entonces

r 1 [7 0
Oy = e {5 [ wiseenin}
Demostracién. Se pueden ordenar los «; de tal manera que o, o, . . . , oy, pertenezcan

a B(0,7) ¥y amit,...,an estén en 0B(0,r).
Sea

9@ =] I =2

r(a, — 2) ay — 2

n=1 n=m-+1

N
Sin problema puede darse el caso m = N o m = 0, en cuyo caso ¢g(z) = f(z) []

r2fﬂz
r(an—z
sy T(an—2)
N

6 g(z) = f(2) [l ;> respectivamente.
1 n

Puesto que el cogljunto de ceros de f no posee puntos limite, entonces g € H(B), donde
D* = B(0,r + ¢) para algin ¢ > 0. Ademés g no tiene ceros en D* por lo que In|g| es
armoénica en D* (ver Rudin [10], teorema 13.4.2, pag 257) y por lo tanto satisface la

propiedad del valor medio para funciones arménicas, esto es

1 & )
I |g(0)] = — / In |g(re”)|d6

2 J_,
y m
9O = 1O 71
n=1 n
Sil<n<my|z| =r, los factores
r? — @,z
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tienen médulo uno. Si a,, = re» para m < n < N, se tiene que

m . o  — i N ibn
1 0 — 1 i0 I T anle e’
n|g<7ﬂe )’ n f(Te )}_[1 T(Ckn _ 7"6“9) H+1 /r-elan _ 7’619
anree N reifn
= ln!f ret ‘+Zln re“‘)) Z In T R—
n=m-+1
= In|f(re”)| Z In |l — @),
n=m-+1
De donde
_/ In |g(re)|do = —/ In |f(re')|do — Z / In |1 — e @) dp.
n= m+1

Aplicando el lema 3.1.1 se obtiene

1 " 10 _ 1 " 6
a /_Wln]g(re o = /_Wln]f(re )[do.

|f(0)|Hﬁzexp{%/iln|f(rei9)|d0}. .

Para el siguiente teorema se supone que f tiene infinitos ceros en D, porque si no fuera

Por lo tanto

asi, el resultado seria inmediato.

Teorema 3.1.4 (Teorema de Szegd) Si f € H' no es una funcidn idénticamente
cero, entonces los ceros de f satisfacen la condicion de Blaschke.

Demostracién. Sean zy, 25, z3, . . . los ceros de f, supéngase ademas que f(0) # 0 y sea
n, el nimero de ceros de f en B(0,7). Si k es un entero positivo fijo y existe un r < 1
de modo que n, > k, entonces por la Férmula de Jensen se tiene que

7 /]" T l
ol :exp{%/ 1n|f(7“60)]d9};
n=11"1 -
pero
k -
T T
< -

,g 20| ~ ,g E

de tal manera que

k T s
oL 5y <endd [Tmiseenian) <ol s [ ireenia}.
H |ZTL| 2 /7r 2 /77
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Como f € H', existe M; tal que 5= [* [f(re?)|dd < M, para todo r € (0,1), de
donde

k

oI

1 n

para una M > 0. Entonces para todo r € (0,1) y todo k se tiene que

lo que implica para todo k

Tomando limite cuando r — 1,
k
|/ (0)]
| > ——— todo k
1;[ i para todo k,

por consiguiente,
H°° £ (0)]
> 2 70
vt 2l 2 M

Asi, aplicando el teorema 1.2.2 se tiene que

o0

D (1= |zl) < oo

n=1

Si f(0) = 0 existe un entero positivo m y una g € H(D) tal que f(z) = 2™g(z), entonces
g(z) = 27" f(2) tiene los mismos ceros que f, excepto en z = 0 y ademds g € H! ya
} fre’?)

que |lgly = hm = ‘dQ = ||f]]1. Por tanto se puede aplicar a g, el resultado

2w

ya mostrado [ ]

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema 3.1.4.

Corolario 3.1.1 Sean f € HP (o aiin si f € H'), 21, 29,23, ... los ceros de f en D. Si

> (1 — |2znl) no converge, entonces f(z) =0 para todo z € D.

n=1

Como B € H*, entonces posee limite radial notado por B*, en casi todo punto de T.
El siguiente teorema explica el comportamiento de dicho limite.

Teorema 3.1.5 Si B es un producto de Blaschke entonces |B*(e?)| = 1 para casi todo
0 € [—m, 7.
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Demostracién. Si f € H* entonces f € H' y |f(2)| < ||f]l para todo z € D, por lo
tanto usando el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

/ 1fre®)do < tim [ 1 f(re®)]do — / 1) e,

-7 r—1 - -7

Por lo tanto, si
n

Bn(Z) :Zk H —Zm_z M

1 —Znz 2m

m=1
y f = B/B, se obtiene
T 0 T * (10
/ B(re‘) d9§/ B(e‘) ;
x| Bu(re®) | Byi(e)
pero
B3] = lim T[22 =1
n (& = 1111 — | — 1,
r—=1 2411 —Z(re’)
entonces ( ,9)
" B(re’ T ’
——~ldf < [ |B*(e"”)|df
/—7r Bn(rezﬁ) - /—7T| (e )‘ 7
y como B,(z) converge uniformemente a B(z) en |z| = r (ver la demostracién del

teorema 3.1.1) se tiene que

27r§/ | B*(e%)|d6.

-7

Pero ademds |B*(e?)| < 1, entonces |B*(e?)| = 1 para casi todo 6 € [, 7. -

Observacién. La funcién f = B/B, esta bien definida puesto que los puntos z € D
para los que B,(z) = 0 son tales que B(z) = 0 y en este caso es posible redefinir a f
por continuidad.

3.2. Limite radial en H?

En esta seccién se extiende la propiedad de que lim f(re') existe para casi todo punto
r—1-

de T'. Se muestra que toda funcion f € H? se puede expresar como un producto de
Blaschke y una funcién g € HP que no tiene ceros en D.

Teorema 3.2.1 Sea f € HP,; 1 <p < o0, con f no idénticamente cero y B el producto
de Blaschke formado con los ceros de f. Si g = % entonces g € H? y ||gll, = || fll,-
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Demostracién. Sea g, = f/B,, donde B, es como en la demostracién del teore-
ma 3.1.5. Para cada n, lim |B,(re?)| = 1 uniforme respecto a 6, entonces dado n fijo y
r—1—

e >0, |B,(re?)| > 1 —¢ para todo 6 y r suficientemente cercano a 1. Asfsi 1 < p < oo,

& [ lontre)pa0 < s [ e Pt < 11
para r suficientemente cercano a 1, pero por la propiedad de monotonia de M,(g,)
(ver teorema 2.1.1) la desigualdad anterior se cumple para todo r € [0,1). Por lo tanto
sie — 40,

lgully < 11£1

Ahora, como 0 < |g,| < |gny1] ¥y lim |g,| = |g| entonces por el Teorema de la Conver-
gencia Dominada de Lebesgue

™

& [ tatrenpas = i [ [ loateyras] < 7,
de manera que ||g||, < ||f|l,, entonces g € HP. Como |f(z)| < |g(=)| para todo z € D,
se obtiene que ||f|l, < |lg]l,- De esta forma se tiene que ||g||, = ||f]|p- Si p = oo, es

valida la desigualdad
1

(1-¢)

y se procede de manera analoga. m

gnlre”) < 1/l

El siguiente teorema muestra un par de caracteristicas para las funciones analiticas y
es importante para demostrar una factorizacién de las funciones en HP.

Teorema 3.2.2 Sea f € H(D) entonces:
1. Existe una funcion F' € H(D) tal que F' = f.
2. Si f no tiene ceros en D, eziste g € H(D) tal que f = exp(g).
Demostracién. Ver Rudin [10], teorema 13.4.1, pag 255. m

Con ayuda del teorema anterior se puede demostrar que cada funcion en H? es facto-
rizable como producto de funciones en H?2.

Teorema 3.2.3 Si f € H?, 1 < p < 0o, entonces existen s,q € H? tales que

f=sq.
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Demostracién. Sean f € HP (por la proposicién 2.1.1 f € H') y B el producto
de Blaschke formado por los ceros de f. Sea g = %; por el teorema 3.2.1 g € H' y
lgll; = || f]l;- Como g no tiene ceros en D, por el teorema 3.2.2 existe & € H(D) tal
que exp{®} = g y sea h := exp(2). Entonces h € H(D) y |h|? = |g| por lo que h € H?.
Mas aiin, ||h||> = ||g||,. Por lo tanto, f = Bh* donde h € H?> y B € H*.
Sean s = Bh'y ¢ = h. Entonces s € H?, ||s||, = |lqll, ¥ f = sq. De donde se obtiene el
resultado.

[

En el capitulo anterior se discutié la identificacién de cada funcién f en H? o H* con
una funciéon f* en casi todo punto de 7' dada por
(") = lim f(re®).
r—1-

Se concluye de manera positiva la validez de esta propiedad para todo p, en los espacios
HP? y gracias a la contenencia que existe entre ellos, es suficiente con demostrarlo para
las funciones en H', lo cual se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4 Si f € HP, entonces para casi todo 0 € [—7, 7] existe lim f(re?). De
r—1-

esta forma, a cada f € HP le corresponde una funcion f* definida en casi todo punto

de T por
F(e) = lim f(re?).
La funcion f* es tal que,
; 1 " *( 160 10
Tim %/_ﬂ fr(€”) = f(re?)|do = 0, (3.4)

y [ es la integral de Poisson de f*.

Demostracién. Sea f € HP, por la proposicién 2.1.1 f € H', entonces por por el
teorema 3.2.3 f = gh para algunas g, h € H? y el teorema 2.4.5 garantiza la existencia
de los limites radiales de g y h en casi todos los puntos de T, o sea,

lim g(rew) = g*(ew) y lim h(rew) = h*(ew).

r—1- r—1-

Luego
lim f(re”) = lm [g(re”)h(re”)] = g*(e”)h*(e"”) = f*(e")

r—1- r—1-

en casi todos los puntos de T

Por otra parte, definase f. en T por f.(e?) = f(re?), igualmente h, y g,. Como
f*=g*h* en casi todo punto de T, entonces

f* - fr = g*h* - grhr = g*(h* - hr) + hr(g* - gr)a (35)
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de donde,

= f] = 19°(h* = h) + he(g" — g,)]
< |g"(h" = h)[ + [he (9" — g0)],

/|f*—fr|d9=/ |g*||h*—hr|d9+/ il lg" = gr] do

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que,

/ [f* = Fel dO < lg" [, 107 = Pl + el 9™ = 9l

por tanto

Esto implica que
T (7= foll, < Mon (g, 127 = Bell) + dim [y, g = orl,]

Pero [lg°12, = llgll2 = 11, < o0 ¥ lIas ], < K13 = 1], < oo. Ademds nuevamente
por el teorema 2.4.5, lfim | g* — g,||;, = Wm |[[* — k.||, = 0; esto implica que
r—1- r—1-

tim | = £, =0.
lo que demuestra (3.4).

Sean R < 1y g(z) == f(Rz) = fr(z), g es tal que g € H (B(0,4)). Aplicando la
Férmula integral de Cauchy:

1 m ( it ” f Re’Lt
= — edt = “fdt.
9(2) 27?/ et — 27r/

Si z = re®, procediendo como en la demostracién del teorema 2.3.4 se obtiene:

f(Rre® /fRe’t — t)dt,
" or
utilizando (
1 [7 . . ,
F(Rre? / PP =0t = o [ g () = hale)) P = e -
7r
1

- 2/ hR( ") (97 (e") — gr(e™)) P (0 — t)dt.

1
Puesto que P.(6 —t) < % y aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz al iltimo

1 " *( it
—%/_Wf () P(0 — t)dt

Cuando R — 1. De donde f = P[f*|. Es decir, f = P[f"].

par de integrales se obtiene:
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