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Introduccion

Para el estudio de distintas propiedades de las funciones, con frecuencia se recurre
a ciertos espacios lineales de funciones, entre los cuales un papel singular juegan los
llamados espacios de Lebesgue L,, de funciones integrables y sus distintos subespacios
(dotados de ciertas métricas). Asi por ejemplo, en distintas preguntas de las EDDP,
se usan ampliamente espacios de funciones diferenciables, tales como los espacios de
Sébolev Wé (l € N, 1 <p < o00). Ademds, operadores integrales concretos han sido
bien estudiados en marcos de la “L,-teoria”; las transformaciones integrales fundamen-
tales, tales como la transformacién de Laplace, Fourier y Méllin, actian de L, hacia
L,, bajo ciertas condiciones sobre los parametros p y g.

De otro lado, las necesidades de la teoria de la interpolacion de operadores
integrales lineales requieren de otras clases de funciones, cuyas caracteristicas
integrales se describen mediante otros mecanismos del analisis funcional. Tal es el caso
de los espacios de Marcinkiewicz M,, a veces llamados (en otra terminologia) “espacios
débiles de Lebesgue”. La utilidad de tales espacios esta bien reflejada por ejemplo, en
resultados tan importantes como los teoremas de Hausdorff-Yaung y Riesz-Torin, con
ayuda de los cuales se dan condiciones suficientes para la existencia de las convoluciones
de las funciones de la clase L,.

El aparato tedrico fundamental para el estudio de los espacios M, son las funciones
de distribucion y los reordenamientos de funciones en orden descendente. Estas dos
funciones son continuas, no crecientes y dependen de una variable no negativa; ademas

dan una descripcién comoda del “tamano” de una funcién de varias variables.

El presente trabajo esta dedicado al estudio elemental de los espacios de Marcinkiewicz
My(E),0 < p < oo, donde E C RY, E es un conjunto Lebesgue medible y su
interrelacion con los espacios L.

El documento se divide en dos capitulos: en el primero se exponen brevemente
ciertos elementos de la teorfa de la medida de Lebesgue y de los espacios L,, necesarios
para el desarrollo del tema central. También se estudian previamente las propiedades

Vil



Introduccién viii

fundamentales de la distribucién Ay de la funcién f.

El segundo capitulo estd dedicado al reordenamiento decreciente f* para la funcién f y
se muestra que bajo ciertas condiciones, f* es la inversa de Ay. También se presenta la
definicion de los espacios de Marcinkiewicz y sus distintas normas, definidas en términos
de f* y Ay, mostrando la equivalencia de las mismas. La interrelacién entre los espacios
M, y L,, como también las respectivas inclusiones entre estas clases, es abordada en
este capitulo.

A manera de aplicacién se cita el teorema de O’Neill, el cual precisa el teorema de
Young para convoluciones.



Notaciones

R campo ordenado de los nimeros reales.

R™ {(z1,29,...;x,) s x; ER, i=1,...,n}.

R* conjunto de los nimeros reales positivos.
No conjunto de enteros no negativos

v para todo

p.c.t para casi todo

(A)°  interior del conjunto A

€A complemento del conjunto A

Q

equivalencia de funciones

= Equivalencia en conjuntos numéricos

~ Equivalencia de conjuntos

Lp(E) espacio de funciones p-Lebesgue integrables en £ C RY, 0 < p < oo.
I[-]] parte entera

{-} parte fraccionaria

Xp Funcién caracteristica del conjunto F

u(E)  medida de Lebesgue en £ C R

ty(E) medida de Lebesgue en E C RY

En lo que respecta a la teoria de la medida, consideramos solamente la medida
integral de Lebesgue.

X



Capitulo 1

Preliminares

Este primer capitulo pretende sentar las bases de la teoria de los espacios de Marcinkiewicz.
Se presentaran algunos conceptos de la teoria de la medida e integracion segin Lebesgue

y se culminara con las funciones de distribuciéon y reordenamientos de funciones. Sera
un capitulo esencialmente expositorio, incluyendo sélamente aquellas demostraciones
que se consideran relevantes para el posterior desarrollo del trabajo. No obstante, se
proporcionaran las respectivas referencias bibliogréficas.

1.1 La medida de Lebesgue

En la teoria de funciones de variable N-dimensional, el concepto de medida de un
conjunto de puntos desempena un rol vital. Esta nocién generaliza el concepto de
longitud de un intervalo, area de un rectangulo, volumen de un N-paralelepipedo
con N > 3 y posee interesantes propiedades, como por ejemplo la continuidad y
completidud.

Existen distintas formas de definir la medida de un conjunto del espacio euclideo R".
Asi, con frecuencia se utilizan en analisis matematico y la teoria de las probabilidades,
las medidas segin Lebesgue, Borel, Jordan. En marcos del presente trabajo, se utilizara
exclusivamente la construccion de la teoria de la medida e integral segin Lebesgue.
Ademés todos los conjuntos aqui mencionados serdn subconjuntos de RY. Se asume
que el lector conoce los conceptos fundamentales de la teoria de la medida, los cuales
juegan en este trabajo un papel auxiliar.
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Conjuntos medibles

Como punto de partida de esta teoria se utilizaran intervalos cerrados N —dimensionales

I={z:a;<z;<b;,j=12,...,n},

cuyo volumen o medida se considera conocida e igual al niimero

o) =] b —aj).

j=1

Sea E un conjunto arbitrario sobre RY. Se denomina recubrimiento S = S(FE) de un
conjunto E a todo sistema finito o numerable de intervalos {I;}, la suma de los cuales
contiene el conjunto E. La suma de longitudes de todos los intervalos {I;} que integran
el recubrimiento S = S(F) se denotara con el simbolo o(S)

asi pues

a(S) = Z v(ly) < 0.

ILeS

Definicién 1.1.1 Se denomina medida exterior del conjunto E a una cota inferior
exacta de o(S) sobre el conjunto de todos los recubrimientos S = S(FE) del conjunto E.

La medida exterior del conjunto E se denotara con el simbolo p* (E). Asi pues por
definicién
*(E) = inf o(9).
Hy(E) = inf o(5)
Teorema 1.1.2 Para un conjunto arbitrario E y un nimero arbitrario e > 0 existe un
conjunto abierto G que contiene E y es de tal indole que ' (G) < p (E) + €, o sea

oy (E) = inf 1 (G).

Demostracion.
Dado un € > 0, escoja intervalos I tales que:

(o0 o i} €
ECkL_JlIk, y ;U(Jk) <, (B) + 5.

Sea I} un intervalo que contiene Iy en su interior ([;)° tal que:
v(I}) < v(l) + 27

oo
Si G = U (I})°, entonces G es abierto y contiene F; ademds
k=1

W,(G) < Do) < Yul) +ey 2 < (B) 45+ s .

k=1 k=1 k=1
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Definicién 1.1.3 Un conjunto E se dice medible, si para cualquier nimero positivo €
existe un conjunto abierto G que contiene E y es de tal indole que la medida exterior
de la diferencia G \ E es inferior a €. La medida exterior del conjunto medible E se
llamard medida de dicho conjunto y se denotard con el simbolo p, (E).

Conjuntos no medibles

La existencia de conjuntos no medibles dentro de la teoria de Lebesgue depende del
proceso de construccion dado, el uso del axioma de eleccion y fundamentalmente la
propiedad de invariancia de la medida respecto a las traslaciones.

Ejemplo 1.1.4 (Vitali) Sea A un conjunto acotado de nimeros reales con pu(A) > 0.
Supongase por ejemplo que, A C [—r,r) y defina sobre A la relacion de equivalencia

r~y, & r—yeQ.

Obviamente cada clase de equivalencia es de la forma (z+ Q)N A, luego es un conjunto
numerable. Se deduce entonces, que existe una cantidad no numerable ! de clases de

equivalencia.

Sea V' un conjunto obtenido seleccionando en cada clase un tinico representante (obsérvese
que para ello se hace uso del Axioma de Eleccién) y considere para cada racional ¢ del
intervalo [—2r, 2r), el conjunto V, =g+ V.

Se tiene entonces:

1. Los conjuntos V, son disjuntos dos a dos.
En efecto, si o € V,, NV,,, entonces

r=q+ta=q¢@+a = a —ay€Q,

Es decir los puntos ay, as de V| estan relacionados y esto implica por la
construccién de V' que a; = ay y por tanto, ¢ = ¢s.

2. Ac UV, C[-3r3r),donde g € I =QnN[-2r,2r).

qel
En efecto, sea x € A, entonces por la construccién de V' existe un a € V' tal que
x—a€Q,osear—a=q. Luego,

r=q+acqg+V =V,

donde |g| = |z — a| < 2r, puesto que z como a estan en [—r, 7).

1'Un conjunto A es numerable si A es equivalente a N (A ~ N).
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Deigual modosiz € Vj,o0seax =q+acon —2r <qg<2ryaeV (—r<a<r),
entonces x € [—3r, 3r).

Teniendo en cuenta lo anterior, se va a comprobar que
1t (U%) # > V),
qel qel
Por una lado, de la monotonia de la medida 2 se deduce que
0<u(A) <up (UVQ> < 6r.
qel

Por otro lado, como la medida es invariante por traslaciones, u(V,) = p(V') y por tanto

> ulVy) =0, si u(V) =0

qel

S u(vy) = s, i (V) > 0.

qel
Tanto en un caso como en otro, seria imposible que
p (Uw) =D ulVy).
qel qel

Los siguientes dos teoremas dan propiedades de la medida de Lebesgue que son de
fundamental importancia, los cuales se conocen como continuidad de la medida.

Teorema 1.1.5 S5i By C By C -+ C By -+, es una sucesion creciente de conjuntos
medibles, entonces

I (U Bk) = lim pu(By).
k=1
Se dice en este caso que i es de medida continua.

Demostracion.
Puesto que la sucesion de conjuntos es creciente, es claro que Vk > 2,

B}C:BlU(BQ\BI)U"'H(Bk\Bk_l),B y

DBk:BIU(BQ\Bl)U'“l_l(Bk\Bk1)...

Monotonia de la medida: Si A C B con A, B conjuntos medibles, entonces u(A) < u(B)
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Por lo tanto

1 ( | | Bk) =Y u(Bi) = pu(B1) + Y u(Bi\ Be-h)

k=2

= W(B1) + ,}LIEOZMBk \ B-1) = lim u(By).
o

Teorema 1.1.6 Si By D By D -+ D By -+, es una sucesion decreciente de conjuntos
de medida finita, entonces

I (IQBk> = lim pu(By).

Demostracion.
Sea la sucesién creciente de conjuntos medibles

(Bi\ Bs) C (Bi1\B3) C-++C(Bi\By) C-

De la proposicién anterior resulta que

L

B\ By)

p— 1. pr—

Jim p(Bi\ By) y UBi\By) =B\ [ B
k=1 k=1

Entonces teniendo en cuenta que los conjuntos son de medida finita, esto es

p(Br\ By) = p(Bi1) — pu(By),

resulta
k=1 k=1

Jim p(By\ By) = p(Bi) — lim p(By);
lo que implica que

g ( i Bk) = i (B .

k=1

(oo}
3 1] By significa que los conjuntos By, son disjuntos dos a dos
k=1
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Nota 1.1.7 Es habitual presentar el resultado anterior con la hipotesis mds débil:
“alguno” de los conjuntos By es de medida “finita”. Para probar que el resultado
anterior se mantiene también con esta hipotesis, basta observar que por ser la sucesion
de conjuntos decreciente, para cada indice j se tiene que

ﬂ B, = ﬂ B..
k=1 k=3

Por tanto si pu(Bj) < oo (lo que implica p(By) < oo para todo k > j), se deduce que

() () s

Los ejemplos siguientes demuestran que sin la hipétesis de que todos los conjuntos son
de medida finita, el resultado anterior no es valido en general.

Ejemplos 1.1.8

1. Sea By = (k,00); k=1,2,... . Es claro que

i(By) = 00 = lim p(By) = oo;

k—o0

en cambio

k=1

k=1

2. Sean V y V, los conjuntos construidos en el ejemplo de Vitali; considere Vi, Va, . ..

los conjuntos {V,}seq, v defina Ay := (J V;. Entonces, como la medida es
Jj=>k

invariante por traslaciones (u(V) = u(Vy)) es facil comprobar que la sucesién

decreciente de conjuntos A; D Ay D - -+ satisface que

(VA =0, v u(Ap) > pu(V) > 0.
k=1

Luego

o (ﬂ Ak> = 0, mientras que klim w(Ag) > u(V) > 0.
k=1 >
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1.2 Espacios Lp(FE)

Entre las diferentes clases de espacios normados que se emplean en el analisis, una de las
mas importantes es la de los espacios de funciones sumables, para las cuales la potencia
p—ésima (p > 0) de dichas funciones es integrable. Estas clases son conocidas como
espacios L, o de Lebesgue. A continuacién se presenta su definicién luego de algunos
conceptos previos.

Definicién 1.2.1 Un espacio lineal X sobre el campo de escalares R se denomina
espacio normado, si en €l estd definida una funcion ||.|| : X — [0,400), que cumple
los siguientes axiomas:

1. ||z]|x >0, Vx € X.

2. Mzl = [M =]l , VA ER, Vo e X.

3 Mz +yllx < lzllx +llvllx Yo,y € X.

4. Si||z|lx =0, entonces x =6, donde 0 es el elemento neutro de X.

Notas 1.2.2

1. El espacio lineal X se denomina seminormado si cumple los axiomas 1, 2, 3 y
||.|lx se denomina seminorma.

2. El espacio lineal X se denomina cuasinormado si cumple los axiomas 1, 2, 4 y en
lugar de 3 cumple: Vz,y € X, 3C > 1: |z +ylx < C(|z|lx +llyllx)- En este
caso ||.||x se denomina cuasinorma.

Definicién 1.2.3 Todo espacio normado completo se denomina espacio de Banach.
Todo espacio cuasinormado completo se denomina cuasiBanach.

Definicién 1.2.4 Sea f : E — R, E C RY. Se denomina conjunto de Lebesque de la
funcion f al conjunto,

E,:={zx € FE: f(z) >a}; aeR.
Se dice que una funcién f: E — R con E CRY es medible en E # ) si:

1. E es medible.

2. Para todo a € R, E, es medible.
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Definicién 1.2.5 Sean f : E — R, E C RY con E medible. Se denomina supremo
escencial de la funcion f en E denotado como supvrai, a:

suporai f(z) := inf sup f(x).
zeE u?eC)EO z€E\e

Definicién 1.2.6 Sean E C RY, E-medible, f : E — C y 0 < p < 4+00. Se dice que
f e Lp(E), si
1. f es medible en F,

2. Es finita la expresion || f||, g, donde:

(f|f(x)|pdx)p, si 0<p<+oo
E
||f||L,,(E) =

supvrai|f(z)|, si  p=+oo.
ek

Observaciones 1.2.7

1. El concepto de supremo esencial (denotado también como essup), difiere del
supremo “habitual”. Por ejemplo para la funcién de Dirichlet:

) Lsi 2€Q
D) '_{ 0.5i z¢Q,

sup D(z) =1 pero supwvrai D(z) =0 ya que pu(Q) = 0.
R zeR

2. El supremo esencial de una funcion no excede el supremo de la misma.

3. Si f es una funcién continua en un abierto de RY, entonces el supremo esencial
coincide con el supremo habitual (Ver [2] pag. 46).

4. Los espacios L, para 1 < p < 400 son de Banach y cuasiBanach para 0 <p <1
con la norma |||, ) (Ver [2] pags. 71-76).

Sea 1 < p < 4o00. Introducimos aqui la siguiente definicién:

# para 1 <p < o0
pli=4 oo para p=1
1 para p = 00

1
Entonces siempre tenemos que —+— = 1. Los numeros p y p’ se denominan conjugados.
p P

Ahora se citan dos desigualdades integrales importantes y se demostrara la primera de
ellas.
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1.2.1 Desigualdad de Holder

Teorema 1.2.8 Sean E CRY y 1<p<+4oo. Si f € L,(E) y g€ Ly(E). Entonces
fg € Li(E) y es vdlida la desigualdad:

/If(x)g(ﬂf)l dz < |\ fll 1, 1911,z - (1.1)

Para la demostracion de esta desigualdad es necesario el siguiente lema citado sin
demostracién (Ver [2] pags. 55-56).

Lema 1.2.9 Sea ¢ : [0,+00) — [0,400), una funcion continua y estrictamente
creciente. Ademds ¢(0) =0, p(+00) = 4+00. Entonces para todo a,b > 0:

a

ab < /90(56) dx + /bwl(y) dy.

0

Consecuencia 1.2.10 Si en la desigualdad anterior para p > 1 se hace p(x) = 2P~

se tiene que ¢'(z) = (p — 1)aP™? > 0, entonces ¢ satisface las condiciones del
lema 1.2.9, es decir para y = 2P~ se tiene que x = y? ' y luego de ciertos cdlculos se
prueba que:
a? W
ab < —+—; a>20,b>0, p>1.
p p

Demostracién del teorema 1.2.8
Con p(E) =0, la desigualdad (1.1) se verifica trivialmente.
Por ello se considerara que u(E) > 0.

Sea 1 < p < +o0.

L Si([flly,m =0, o Hg||Lp/(E) = 0 (esto se cumple si y sélosi f ~ 00 g = 0)

entonces f - g~ 0 en E 4. Por lo tanto

[ 1@t dz =0,
E
en consecuencia la desigualdad (1.1) se cumple trivialmente.

2. Sea 0 < ||f||Lp(E) <400y 0< ||g||Lp/(E) < +00.

4La equivalencia se entiende en el sentido de la teorfa de la medida: Dos funciones f y ¢ son
equivalentes, si la medida del conjunto de puntos donde las funciones difieren es cero. Se denota f = g.
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Reemplazando en la consecuencia 1.2.10:

1, ldl

Q= —- =
11, lgllz, ()

se tiene: )
1 P 1 P

LIRS N N
112,z ||9||Lp,(E) p FIT, k) D HgHLp,(E)

Integrando esta desigualdad en E se obtiene:

[If@o@lde  [If@Fde [lo@f d
< £ + F———— =- 4+ = =1
||f||Lp(E) HgHLp/(E) pIfIIL, &) P ||g||ip,(E) p Y
Por lo tanto:
J15@g@) de < 1710 sl e
E
Si p = 1, entonces p’ = +00. Luego para casi todo z € E °
o) < (supvrailota) ) 0]
Integrando esta desigualdad en FE, se obtiene:
/ @@ d < lglr / £@]de = 1l I8l

Si p = 400, entonces p’ = 1. El proceso se hace andlogamente a lo anterior.

De esta desigualdad se tiene una consecuencia importante.

Consecuencia 1.2.11 Sean 0 <p < ¢ < +oo, E CRY y pu(E) < +oo. Si f € Ly(E),
entonces f € L,(E), es decir Ly(E) C L,(E) y se verifica la desigualdad:

-Q\H

11z < (B2 1F Ly e (1.2)

5<«Para casi todo” significa que el conjunto de elementos donde no se cumpla la condicién citada es
de medida cero. Se simboliza (p.c.t).
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Observaciones 1.2.12

1. Segun lo anterior, a “mayor” indice p, menor es el espacio L, (para p(E) < 400).
Por eso el espacio L, es el mas “pequeno”; o sea para todo p > 0
Lo(FE) C L,(E).

2. El resultado anterior puede fallar si i, (E) = oo, considere por ejemplo la funcién

1
f(z) = —, en (1, c0). Claramente f € L? pero f ¢ L'.
x
3. Siu(E)=00p=gq, ladesiguldad (1.2) se cumple trivialmente.

Por ello se considerard solamente 0 < u(F) < +oo y 0 < p < ¢ < +o0.
Demostracién.
1. Sea 0 <p < q <400, f € L,(F). Se verificard la desigualdad (1.2).
Aplicando la desigualdad de Holder con indice P = ]% > 1, entonces: P’ = £,

P-1

1
P7

1A%, ) = / |f(z)]P - 1dr < /(\f(x)\p)Pd:L’ /1P/ de|
B

E E

o=

2
q

112 < / F@)7de| [ u(E)]

1-2

Q

Elevando a la potencia 113, se tiene:
11
1112,y < N1z, (BN e < 400
Luego f € L,(E) y se cumple (1.2).

2. Sean ¢ = 40y f € Lo(FE). Para todo p > 0,

@) = 1f() - 1P < { sup vrai If(x)\]p,

zERN

Integrando en £ C RY se tiene:

/ @) de < / e | 1£18_py = 1) 11
E

E

Es decir,
11z, < (BN I fll () < +oo.

De 1y 2 la desigualdad (1.2) queda demostrada. u
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1.2.2 Desigualdad de Minkowsky

Sean f,g € Lp(F) y 1 <p < +oo. Entonces: f+ g € Lp(F) y ademas:
1+ 9l o) < W ppe) + 191 ey -

La demostracién de esta desigualdad se encuentra en ([10] pags. 112-113).

Teorema 1.2.13 Si pu, (F) > 0 entonces 1}520 1Nz, = 11l ()

Demostracién. Sea M = |[f|[,_z)-

Si M’ < M. Entonces el conjunto A = {z € E: |f(z)| > M'} tiene medida positiva y

3=

rm@@z(éu@;szwmn

Como [,uN(A)]% — 1 cuando p — oo, entonces iminf [[f|[ 5 > M,
p—o0

lo que implica que
h;ggjlf ||f||Lp(E) > M.

Ademas se tiene que

=

|mm@z(LMﬁw2Mmgm]

Por lo tanto
limsup || f]|,, 5 = M.

p—00

En consecuencia lim || f||, p =M = [fl,_ - n
p—00

Observacion 1.2.14 FEl resultado anterior puede fallar si p, (E) = oo; considérese
por ejemplo la funcion constante f(x) = ¢, ¢ # 0 en (0, 00). Claramente f € Ly (E)
pero f & L,(E) para 0 < p < o0.

En lo sucesivo (si no se dice lo contrario) E representara un conjunto medible.

1.3 Funciones de Distribucion

Uno de los conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo es la funcion de
distribucién. Con ella se puede tener idea del “tamano” de una funciéon f dada.
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Definicién 1.3.1 Sea E C RY, f: E — C una funcion medible. Se denomina funcion

de distribucion Ay de la funcion f a:
M() = iy {z € B |f@)] > 1}, (> 0) (13)

De la definicién se sigue directamente que:

1. Mg = As; o sea para todo t € [0, +00) , Ay (t) = Af(t).
2. Sig~ fen E, entonces A\, = As en [0, +00).
3. Si para casi todo x € E, |g(x)| > |f(z)|, entonces para todo t > 0, A,(t) > Af(1).

4. Sia € C~ 0. Entonces para todo t > 0, A.(t) = Ay ( : >

Jaf
Demostracion.

1. El resultado se sigue directamente de la definiciéon de Ay.
2. Considérense los conjuntos
E={recE:|f(x)|>t} vy e={ze€E: [f(zx)#g(x)}.
Entonces

IUN(Et) = Af(t) y /”LN(G) = 0.
Asi,

{zeE:|gl@)|>t)={rce:|glx)|>t}u{re Exe:|g(x) >t}
={rece:|gx)>t}u{re Exe:|f(z) >t}.

Dado que el conjunto {z € e : |g(z)| > t} es de medida cero, se obtiene:

() =y {z € Exe: |f(@)] > 1)
— iy {r e [f@)] > th+p e Exe:|f(@)] > 1}
— iy {2 € B [f(@)] > t} = uy (E).

Por consiguiente A\ (t) = Af(2).

6El indice N € N en p, se escribe con el fin de resaltar que se trata de la medida de Lebesgue
N-dimensional. Para N =1, pu; = p. Lo anterior se hace necesario porque se observardn funciones
tanto en RN como en R cuyas distribuciones coinciden.
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3. Considere el conjunto e = {x € E:|g(z)| < |f(z)|}. Entonces por hipdtesis
iy (e) =0y los conjuntos

E(f)={zeExe:|f(x) >t} y Elg) ={z e Exe:|g(z)] > 1},

satisfacen que Ei(f) C Ei(g) entonces py, [E:(f)] < w1y [Ee(9)]-
Luego,

pn () + py({z € e [f(@)] > 1)) < py (Eilg) + py({z € e - g(@)| > 1}),
As(t) < Ag().

4. De acuerdo a la definicién de Ay se tiene:

hsl®) = 2 € Bilaf@)] > 0 =y e Bl > L} =0, (1)

Se debe tener en cuenta que no siempre es posible calcular la funcién de distribucion

Af(t). A continuacién se citaran algunos ejemplos donde es posible calcular la funcién.
Ejemplo 1.3.2 Sea E =R, y f(z) =27 con vy € R. Calcular \~(t), t > 0.
1. St v > 0, entonces
Et:{xEE:aﬂ>t}:{x€E:x>t1/'y}:(tlm,—i-oo).

Por consiguiente

2. Siy =0 entonces f(x) =1, asi que E; ={x € E: 1> t}. Esto es,

0 sit>1. 0 sit>1.
Ey = = Af(t) =
R, s10<t<1. +oo st 0<t<1.

3. 8iy <0
Et:{xEE:m7>t}:{xGE:x<tl/W}:(O,tlm).

En consecuencia
V>0, Ao (t) =t
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_ Y
; flz) == \ Ap(t) =t/

Interpretaciéon geométrica de \¢(t) caso continuo

Ejemplo 1.3.3 Supdngase que para todo x € RY, f(x) := g(|z|) donde la funcién
g esta definida en [0,+00), es medible y decreciente en (0,00). Entonces para t > 0,
(1) = vy (M ()Y, (v, es el volumen de la bola unitaria en RY ).

Considerando el conjunto,
e ={u>0:lgw)| > 1}, t >0,

se tiene que e; posee supremo por ser un conjunto acotado superiormente.

Tomando r, = sup e; y dado que g decrece, se obtiene que e; = [0,7;) 0 e; = [0, 7]
en cualquier caso p(e;) = ry; es decir A\ (t) = 4.

Pero f(x) = g(u) con u = |z|, asi que

E,={zxeE:|f(zx)]>t}={u>0:|gu)| >t u=|z|}
=e={xecE:|z|<t}=D8,,

donde B,, = {z € R" : |z| < r;} es la bola abierta de radio r; y centro en el origen.

Entonces se tiene que g, (E;) = i, (B,,) = vyr)’. Esto indica que Ay = v (Ag)"

Ejemplos 1.3.4

1. Tomando en consideracién los ejemplos (1.3.2) y (1.3.3), se sigue que para
v <0, App(t) = v N7 (con Ay (0) = o0).

2. Si la funcién |z|” se considera en la bola B, con v < 0 se tiene:

E, ;:{xeBT:|x|7>t}={|x|<7«A|x|<t%}=BmBﬁ,
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entonces
N : L N .
vyt osi0<r <t vyrt si0 <t <.
Map ) =<9 ¥ n ) es decir Y e S
vyt sir >t vytr  sit > 17,
3. Si la funcién |z|” se considera en el complemento de la bola (“Bg) con v < 0 se
tiene
Bi={reB,: |z >t} = {\xy > A 2] < t%} = B.NB,,.
entonces
N , 1 N .
UN<tW—TN> si0<r <ty UN(tW—TN> si0<t<r?
N () =40 Sit > t7 = Ao () = €0 sit > 17

sit = 0.

8
8

Teorema 1.3.5 Sean N = 1, E = (0,+00), f una funcion positiva, continua y
estrictamente decreciente en (0,400); ademds lim f(z) = 0. Entonces A\¢(0) = 400 y
para t € (0,+00), A(t) = f~1(t) lo que significa que Ny también es continua y decrece

estrictamente en (0, 400).

Demostracion.
En efecto, si se considera el conjunto

Ei={zeE:|fx)|>t}={zeE:fa)>0)}={zecE:xa<f ()} =(0,f'(),

se tiene que

Obsérvese ahora que Ay = f~! es continua y decrece estrictamente en (0, 4+00).
En efecto:

1. Sea {tn}zz una sucesién que converge a t en (0, +00), entonces f'(t,) = a,, es
decir t, = f(a,). Como f es continua entonces f(a,) — f(a) siempre que a,, — a,
esto es f1(t,) — f(t). Asi f! es continua.

2. Como f decrece, se tiene que si x < y entonces f(z) > f(y), ahora si ¢, t3 son
tales que t; < to entonces f'(t;) = a, f'(t2) = b luego t; = f(a), to = f(b) y
f(a) < f(b) implican que a > b.

Por lo tanto f~'(t;) > f'(t;) con t; <ty es decir f~! decrece.

sit=0
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Un caso especial donde la funcién de distribucion A; se calcula facilmente se ilustra en

el siguiente lema.

Lema 1.3.6 Sean m € N ag == 0, a1 < as < -+ < an; Fi,...,E, subconjuntos

medibles de E no vacios disjuntos dos a dos, tales que E = | | Ey y
k=1

f = Za‘kXE(k)a (].4.)
k=1

donde x k) €s la funcién caracteristica del conjunto Ej. Entonces
Vt € Ay, +00), Ap(t) =0y

m

Vt € [apr,ar), Yk €{1,...om}, Ap(t) =D (). (1.5)

=k

Demostracion.
Para t € [a,,, +00) se tiene:

)\f(t):,uN{xEE:|f(x)]>t}:,uN{x€E:Zaka>t}:uN(@):O.

Esto indica que para t € [a,, +00), As(t) = 0.

Ahora supéngase que t € [ax_1,a;) donde k € {1,...,m} . Entonces

Ar(t) = py {z € E:[f(x)] > 1} = py {wGE:Zam >t}

s (|_|E) S (B

=k

Lo cual muestra que

m

Vt € lag—1,ar) v VE € {l,...,m}, A(t) = ZNN(EZ)-
=k ]
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t=As(s)
t

3

k§1 :

> Hy(by) —

k=2 :

123 (bs) T 1—”‘
xr + + i S

a, a, Qg
Grafica 1

Lema 1.3.7 Sea E C RY con u, (FE) < 4+o0, f: E — C una funcion medible.
Entonces:

1. X¢(0) = py (EL) donde Ey :={x € E: f(z) #0}.
2. La funcion Ay decrece mondtonamente en [0, +00).

3. lim )\f(t) = 0

t——+o00

4. Para todo t € (0, HfHLOO(E)) , Ap(t) > 0.8 || fll ) < oo entonces para todo

te [Ifluim +00) . As(t) =0
5. La funcion Ay es continua por la derecha sobre [0, +00).

Demostracién.

1. La propiedad (1) se sigue directamente de la definicién.

2. Seat >0, Ey:={zeE:|f(x)] >t} entonces A\¢(t) = p (Ey).
Si0 <t <ty <+oo, entonces Ey, C By v puy (Ery) < py (Bty) -
Por consiguiente A¢(t2) < Af(t1).
3. Para toda sucesion creciente de niimeros no negativos {t;},.y tales que
klim tr, = 400 se tiene que para todo k € N, Ey, | C Ey, y ﬂ E,, = 0.
——+00
k=1

Por ello klhf A(te) = klilf py (Er) =0, de donde se obtiene (3).
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4. De acuerdo a la definiciéon de supremo escencial se tiene que:

py(E) =0<= pu {r e E:|f(x)| >t} =0<=pectz e E, |f(z) <t
< 3dF CE:u,(ENE)=0<=Ve e F, |f(x)] <t
<= sup | f(x)] §t<:>inf{sup |f(x)]:EDE’yuN(E\E'):O} <t

TEE' z€E'
— S%p vrailf(z)] <t <= | fll, ) <t

5. Seaty > 0. Para toda sucesién decreciente {t;},\ tal que klim t;, = to. Entonces
——+00

para todo k € N, Fy, C By, C Ey y

By ={x € E:|f()] >t} = J{z € E: |f(@)| >t} = | B0,

Por esto y segun el teorema 1.1.6

lim Af(tk) = kEIJPoo Hx (Etk) = Hy (Eto) = )‘f(to)'

k——+o0 [}

Observacion 1.3.8 El lema 1.3.7 en general no es cierto si pu,(F) = +oo, con-
sidere por ejemplo la funcion f(x) = z7 para v > 0. Claramente de el ejemplo 1.3.2
Af(t) = 400 y para t > 0, tlirglo A¢(t) = oo, en contradiccion con el inciso 3 del lema
anterior.

A continuacion se presentaran dos resultados que muestran que bajo ciertas condiciones
es posible garantizar la continuidad de la funcién de distribucién A;.

Definicién 1.3.9 Dado t > 0, sea:

Ar(t—0) = tiiinoo Ar(tx) para 0 <t <t,
/\f(t + O) = tiliIlw )\f(lfk) para 0 <1t <ty

FEllos denotan los limites de Ay por la izquierda y derecha de t respectivamente.
Observacién 1.3.10 La funcion Ay es continua en el punto t, si
Ar(to = 0) = As(t) = As(to +0)

Proposicién 1.3.11 Sea E C RY, u,(E) < +oo, f: E — C una funcion medible.
Entonces para todo t € (0,+00),

Ar(t+0) = Ap(t = 0) = A1) = As(t = 0) = py fw € B+ |f(@)] = 1}
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Demostracion.
El hecho de que la funcién de distribucién es continua por la derecha se obtiene que

Ar(t+0) = Ap(2).
Ahora para t;, > 0, sea e, == {x € E:|f(x)] > ty}. Entonces A¢(ti) = 1 (ez,)-
Ademas para 0 <t <t se tiene que
€t C ey = fy (etk \ 6,5) = luN(etk) - /I’N(et) < +00.

Donde e;, N e ={x € E : t), < |f(x)] <t}

Para la sucesién creciente {¢x};-, que converge a t se satisface que la sucesién
{es, ~ e:} decrece. Considérese entonces el conjunto

ﬂ e Ne) ={r € E:|f(x) =t},

esto indica que

iy (E) = py{z € E: [f(2)] =t}.
Entonces,
i (B) = lim oy (e, ~ ) = lim oy (er,) = pug () = 1 Ag(te) = Ap(t) = Ap(t = 0) = A (0)
Luego,

At —0) = At +0) = Mylt = 0) = My(t) =y {r € B [f@) =¢}.  m

Consecuencia 1.3.12 La funcion Ay es continua en el punto t € (0,+00) si y sdlo si

iy {w € B |f(2)] =t} = 0.

Proposicién 1.3.13 Sea Q C RY un subconjunto abierto y de medida finita y f una
funcion analitica en Q, f no constante. Entonces la funcion de distribucion Ay es
continua y decrece estrictamente en [0, +00) (ver [3] pag. 33).

Lema 1.3.14 Sea E Cc RY, f y fi (k € N) funciones medibles no negativas en E
y ademds p.ct v € E fi(x) < fer1(2), klim fu(x) = f(x). Entonces para todo
— 400

t €0, +00),

)\fk(t) < /\fk+1 (t) < /\f(t) lim /\fk< ) - Af(t)‘

k—-4o00
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Demostracion.
Sea t > 0, y k € N, considérense los conjuntos:

E={zcE:|f(x)|>t} v EM:={xecE: filz) >t}.

Entonces

BY cEMVcr vy |JEY =E.
k=1

De aqui se sigue que

Vit € [07 +OO)7 /\fk (t> < )\fk+1 (t>7

y de acuerdo con el teorema 1.1.6 se obtiene

. . k
Jim A (0) = tim gy (BY) =y (B) = (@), .

Teorema 1.3.15 Sea E C RY, f una funcién medible en E. Entonces para
0 <p < +o0,

+o0 1/p +o0 1/p
e = (2 [ o Nst0ae ) = (=) [eanel] o)
0 0
Yy para p = o0
1Nz ) = sup (supp Ag) . (L.7)
En particular para p =1,
11y = AN 2, 0,400 -

Demostracién.
PASO 1 Supéngase inicialmente que f satisface las condiciones del lema 1.3.6, o sea

F=Y" axuw:
k=1

entonces para 0 < p < 400,

JUZED SUANES)
E k=1
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De acuerdo con el lema (1.3.6) y las propiedades de la integral de Lebesgue-Stiltjes 7
—S)/t”d[kf = al M lar +0) = Ap(ar — 0)] = ab p (E
0 k=

1 k=1

Ademas de acuerdo con el lema 1.3.6,

p/tp Ap(t)dt = Zp/t” 1<ZMNEz) :Z b~y Zu (E).

0 T agga

Utilizando la transformacién de Abel ® obtenemos

o0

p [ 0d= S (B

o k=1
De esta forma se sigue la igualdad (1.6).

Para p = 400 la igualdad (2.3) se concluye directamente del lema 1.3.6 ya que

HfHLOO(E) = inf sup |f(z)]= inf sup Zaka = a,,.
M(GEC)EOJJEE\e y(eEC)EO$EE\e 1
sup (supp A¢(t)) = sup ({t >0 A(t) > 0}>
=sup (t € [ax_1,ax], kK €{1, - ,m}) = an.

PASO 2 Ahora sea f una funciéon medible arbitraria en E. Puede construirse una
sucesion { fi},cy como las usadas en el PASO 1 tales que:

p.C.t:L' € E7 fk(x) < fk-i—l(x)? y kEToofk(I) :f(l’), (*)

Por ejemplo tales funciones en (%) pueden ser:

fk(x) = 2_k|[2k|f($)|]|XE(k) (J})

"Sea f € C ([a,b]) y g funcién escalonada en los intervalos (a,ci), ..., (¢m,b) donde
b m—+1
co=a<c; < <Cp<cmyp1 =Db. Entonces /f x)dg(z) = Z [9(ck +0) — g(cr — 0)] f(ck).
k+n

8Transformacién de Abel (Formula de sumacién por partes), Sean wui,us,us,...vV1,V2,Vs,...

numeros arbitrarios, S, = u; +us + -+ - + u,, n y p numeros reales cualesquiera. Entonces es vélida
m+p n+p—1

la identidad: Z Vg (Sk — Sk=1) = SntpUntp — Sn—1Un — Z Sk (k41 — VK) .
k=n k=n
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donde x,,, (%) es la funcién caracteristica del conjunto
Ek) ={xeE:|zx| <k, |f(z) <k}.

En el apéndice A se detallard un ejemplo de la sucesion { fi}.

Asi del lema 1.3.14 se sigue que

VEE[0,400), Ag(t) < As() v Jim A () = As(t)

y para 0 < p < 400 se tiene que,

+oo +o00o
‘fk‘p de=p tpil)‘fk (t) dt = — t"d [)\fk (t)] ;
Jure=r] /

pasando al limite cuando k — 400 en la igualdad y de acuerdo al teorema de Levi ? se
tiene (1.6).

Para p = +00 es suficiente mostrar que || f||, ) = kEToo 1 fellr ) -

En efecto,

Jm lfallz gy = lim sup (suppAg,) = lim sup{t>0:Az(t) > 0}

=sup{t > 0: A¢(t) > 0} = sup (supp Ay) = || fll;_(x) -

El paso al limite ocurre por:

1. si una sucesion (A,) de subconjuntos de un conjunto €2 es no decreciente

neN
(A, C A, para todo n), entonces es convergente, (ver [4] pag. 145)

(limsup A,, = liminf A,, =lim A,,) y lim A,, = |J 4,.

2. G {t €0, 00): A (t) > 0} = {t € [0, 00) : As(t) > 0}

k=1

999 € N : Vk > ng, Vo € E fr(x) < f(x) con fi, f funciones positivas y klirrgo fe(z) = f(z)

entonces | f(z)dx = | lim fi(z)de = lim | fi(z)dz.
! /k—»oo k*»ooE\/

E
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1.4 Reordenamiento de conjuntos

Dentro de los conceptos importantes para el estudio de los espacios de Marcinkiewicz
son los reordenamientos; aqui se pretende mostrar a través de su caso discreto la forma
como se ordenan los conjuntos de una manera sencilla y clara. Se estara interesado en
sucesiones finitas de niimeros no negativos, las cuales denotaremos por (a),(b),...donde:

(a) ={a1,aq,...,0a;,...,0a,},

(b) = {by,bay. . by, b}

Por ejemplo en (a) cuando j asume los valores 1,2, ... ,n, se definird una funcién de
permutacién ¢(j) como una funcién que lleva cada uno de los valores 1,2,...,n, una
vez sobre (a) cuando j varia, es decir:

ag(j) :a; (1=1,2,...,n)

entonces (a’) = {a), d), ..., al} describird un reordenamiento de (a).
Por ejemplo un reordenamiento de

(a) ={3,5,2,1},

sera:

(a") ={5,1,2,3}.
Se denotara como (a) al conjunto (a) ordenado en forma ascendente, esto es:

a1 < ag < ... < ay.

Teorema 1.4.1 (Desigualdad de reordenamientos) Si (a) y (b) son dos sucesiones
finitas con igual cantidad de elementos, entonces Y a;b; es mdzxima cuando ambas son
mondtonas en orden ascendente (descentente) y minima cuando una es mondtona en

orden ascendente y la otra en orden descendente, es decir:

n n n
Y dsbani— <) ajb; <Y ab
P =1

J=1

Demostracién. Se puede observar que ) a;b; no se altera si consideramos (a) en
orden ascendente, pues basta renombrar los elementos de (a) de la siguiente manera:

D ajbj=aiby 4+ apby =@ by + - + Gn by,
j=1
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entendiendo que los elementos de (b) son diferentes, entonces dados los nimeros a; < ay,
donde b; < by, se tiene que:

a; by, +a by — (a;b; + apby) = ag (b —by) —a; (b; — by)
= (ak — aj) (b] — bk) S 0.
O Sea,
ajbk—f—akbj S ajbj+akbk.

Esto indica que se ha disminuido la ) ab al cambiar b; por by,
Si ahora se considera el producto a; b; entonces:

ajbk—i—akbj—i—albl§ajbj+akbk+albl Sibj<bl
ajbk—i—akbl—l—albjgajbk+akbj+albl si b, < b
ajbl+akbk+albj gajbk+akbl+albj;

n(n+1)
2

n n
Z d]‘ Bn—i—l—j S Z Q; bj.
j=1

j=1

asi que con un numero finito de pasos (a lomas ) se tiene que b esta ordenada en

forma decreciente, esto es:

De igual forma se demuestra la otra desigualdad.
Solo basta considerar los nimeros a; < a; donde b; > by. [

Con este argumento se establece una variante del teorema que también se puede usar.
Si > ab' < ) ab para todo reordenamiento (b’) de (b) entonces (a) y (b) estan orde-
nadas en forma ascendente (descentente).

Aplicacion
Sean (Z)y (y) dos sucesiones finitas de ntiimeros con igual cantidad de elementos donde
(¢') un reordenamiento de (y). Probar que

n

Z ) Z (@ — u1)

k=1 k=1

Solucién
Como (y’) es un reordenamiento de (y), entonces:

n n
Zl’k?/k > Z‘rky;m
k=1 k=1
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n
sumando la expresién > 32 a ambos miembros de la desigualdad se tiene que
k=1

n n n n
2 2 /
E Ty, —25 xkyk§§ Ty —QE Tk Yo,
k=1 k=1 k=1 k=1
como
n n
§ : 2 § : /2
Y. = Yk
k=1 k=1
entonces

Z%Q - QZxkyk + Z%Q < Zku - QZ%?JL + Zy;f
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Por lo tanto se concluye que

3
3



Capitulo 2

Espacios de Marcinkiewicz

Jézef Marcinkiewicz (1910-1940), matemético Polaco nacido en Cimoszka, Bialystok,
tenia la intuicién y técnica excepcionalmente fuertes en variable real. Los resultados por
él obtenidos en la teoria de funciones han sido ampliados a funciones de varias variables
dando un fuerte empuje a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales. Sus principales
trabajos se pueden clasificar en campos tan variados de la matematica como:

e funciones de variable real,

e series trigonométricas,

e interpolacién por polinomios trigonométricos,
e funciones de operadores,

e series ortogonales,

e funciones de variable compleja,

e teoria de probabilidades.

2.1 Reordenamiento de funciones

Aligual que las funciones de distribucién, los reordenamientos de funciones seran la base
de los espacios estudiados en este trabajo, ellas ordenan en forma decreciente la funciéon
dada. De igual forma se observara que la funcion de reordenamiento f* esta relacionada
con la funcién de distribuciéon Ay mediante el hecho de que f* es “aproximadamente
igual” a )\Jil.

27
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Definicién 2.1.1 Sea f : E — C una funcion medible. Se denomina funcion de
reordenamiento de f en orden decreciente a la funcion,

fr(t) :==1inf {s € [0, +00) : A\f(s) <t}, t>0. (2.1)
De la definicién se sigue directamente que:
1. Para t € [0,00), |f|*(t) = f*(t).
2. Sig=~ f en E, entonces para t € [0,+00), ¢g*(t) = f*(t).

3. Si la funcién A; es positiva, continua y estrictamente decreciente en [0, +00).
Entonces f*(t) = AJIl(t).

4. Sia € C~\ 0. Entonces para todo t > 0, (af)*(t) = |a|f*(t).
Demostracién.

1. Recuerde que Ajs| = Ay, asf de la definicién de reordenamiento se tiene:
|fI*(t) = inf {s € [0, +00) : Ajp(s) <t} =inf{s € [0,+00) : Af(s) <t} = f*(t),
2. Obsérvese que
g*(t) =inf {s € [0,400) : A\y(s) < t},

como g = f entonces de las propiedades de las funciones de distribucion se tiene
que Ay = Ay, es decir

g°(t) = inf {s € [0,400) : Ap(s) <t} = f*(t).
3. Como Ay admite inversa,

fH(t) = inf {s € [0, +00) : Af(s) <t} = inf {5 € [0,+00) : s > A7 (£)}
= inf (/\}71(25), +00) = /\171(15);

4. De acuerdo a la definicién de f* y las propiedades de A; se tiene que:

(af)*(t) = inf {s € [0,00) : Aas(s) < t} = inf {s € [0,00) : A (ﬁ) < t}

= inf {u € [0,00) : |a|A\f(u) <t} = |a|inf {u € [0,00) : Af(u) <t} = |a|f*(t).
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Aligual que Ay, f* no siempre puede escribirse explicitamente. Las siguientes propiedades
ilustran algunos casos donde es posible calcular f*.

Ejemplo 2.1.2 Es fdcil verificar que: (|z|*)" (t) = (v;lt)a/N, (v, — Volumén de la bola
unitaria en RY) para N > 1, a <0yt > 0.

En efecto, de acuerdo con el ejemplo 1.3.3 se tiene que:
Ajgle () = UNtN/a para N >1, a<0, t>0.
Asi Ajge(t) es una funcién continua y decreciente, esto es:
(|z]*)" (t) = inf {s € [0,00) : Agpa(s) <t} =inf {s € [0,00) : v, sV < ¢t}
= inf {s € [0,00) : s/ < vt} = inf{s €[0,00): s> (Uglt)a/N}

—inf [(v10)""00) = (')

Lema 2.1.3 Sean m € N, ag := 0, a1 < as < -+ < an; Ei,...,E, subconjuntos
m

medibles de E no vacios disjuntos dos a dos, tales que E = | | B, y [ := Y apXpm),
k=1 k=1
donde X k) €s la funcion caracteristica del conjunto Ej. Entonces

Vt € [er,+00), [ (t)=0, y

Vt € [ekr1,ck), con ke{l,...,m}, [ (t)=ax;
donde
k= Z,uN(El), con ke {l,....,m}, ¢py1:=0.
1=k

Observaciéon 2.1.4

= > iy (E) <Y py(B) = e
I=k+1 =k

Demostracion.
Recuerde del lema 1.3.6 que:

Vs € [am, 0], Ap(s) =0y

m

Vs € lap—t,ai), k€ {12, m}, Ap(s) =Y py(B).
=k
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observe entonces que para

s>ap, Ap(s) <=

s> ag, Ap(s) < g1 =

|
t=As(s)
t
3
Z M (bk) '—”‘
k§1 1
Z Hy (bk) —
k=2 |
1275 (ba) 1—”‘
g s
a, a, Qg
Gréfica3

Lema 2.1.5 Sea f: E — C una funcion medible. Entonces:
1. f7(0) = |/l 1.z ¥ para todo t € (0,+00), 0 < f*(t) < +oo.
2. La funcion f* decrece en [0,400).

3. Sipy(Ey) < +00, donde Ey :={x € E : f(x) # 0}. Entonces parat € [0, (E1)),
f*(t) >0 yparat € [u,(Er),+00), f*(t)=0.

4. Parat € [0,+00), A¢(f*(t)) <t
5. La funcion f* es continua por la derecha sobre [0, 400).

Demostracion.

1. De acuerdo a la definicién de f* se tiene que:
f7(0) =inf{s € [0,400) : Af(s) <0} =inf {s € [0, +00) : A\f(s) =0}
=inf{s € [0,+00) : py {z € E: |[f(2)] > s} =0} = || fll, &) -

Ahora como lim A¢(s) = 0, entonces:
s§—+00

Vt > 0,3sp € (0,+00) : Vs > 59 As(s) <t.

'Puede verificarse que sup vrai |f(z)| = inf {s € [0,+00) : puy {x € E: |f(x)| > s} =0}
z€E
(ver [2] pags. 45-46).



2.1. Reordenamiento de funciones 31
Por esto,
f*(t) =1inf {s € [0, +00) : Af(s) <t} < s0.
2. Para 0 < t; < ty < 400 se tiene:
{s €[0,400) : Af(s) < t1} C {s € [0,400) : A\p(s) < ta}.
Entonces
[r(tz) < f*(t).

3. Puesto que la funcién A; es decreciente, entonces la condicién f*(t) =0

es equivalente a que

Vs > 0, )\f(S) <t.
También de la condicion h%lJr Af(s) <ty dela continuidad por la derecha de A;
se tiene que:
Tim Ag(s) = Ar(0) = puy ().

Por consiguiente,

4. De acuerdo con la definicion de f*,
Vs > f*(t) se tiene que As(s) <t.
Pero por lema 1.3.7, inciso 3 se tiene que
A [P (O] < Agls) <

5. Sea ty € [0, +00). Entonces de acuerdo con (1) se tiene que:

(a) f*(to) < oo.
(0) £0) = [[Fl i) = o0

(a) Si f*(tp) = 0 entonces para todo t > to, f*(t) = 0 (puesto que f* es no
negativa y decreciente), por lo tanto f* es continua a la derecha del punto t.

Suponga que f*(ty) > 0 y que no es continua a la derecha del punto t,. Como la
funcion f* decrece, significa que

lim f*(t) = sup f*(t) =:a < f*(to),

t—to+0 t>to

es decir, para todo t > to, f*(t) < a.
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Como la funcién Ay decrece, entonces Af(a) < Af(f*(t)) < t, lo que implica que
Ap(a) < to. 2

De la definicién de reordenamiento, se tiene que f*(¢y) < a, con lo cual se llega a
una contradiccion.

(b) Si f(0) = ||f||Loo(E) = .
Suponga que f*(0) no es continua a la derecha de 0. Como la funcién f* decrece,

entonces

lim f*(t) =sup f*(t) = a < f*(0) = +o0,
t—0+ t>0

esto indica que para todo ¢t > 0, f*(¢) < a. Como la funcién \s decrece, entonces
Ar(a) < Ap(f*(t)) < t, lo cual implica que Af(a) < 0.

Por definicién de reordenamiento f*(0) < a, lo cual es una contradiccién.

Se ha probado que 75lirgl 1*(t) = o0, lo que en este lema significa que la funcién es
=0+

continua a la derecha del punto 0.

La siguiente gréfica ilustra que:

Ar (ff(t)) =t Ap(fi(t2)) < ta, Ap(f*(t3)) = ts.

Este hecho muestra que la funcion f* puede ser discontinua y puede ser tal que

A (ff(@) <t

t S
1z ) -

f(t,)

fr(t,)

| | | f*(t:),)

N s
@) @) ) m)
Grafica 2

2Dado el conjunto I = {t: ¢t >ty}, entonces to = infI. Ademds si para todo t € I, A\f(a) < t
entonces Af(a) < to.
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Ejemplo 2.1.6 Sea f : E — C una funcion medible en E. Para que f* sea continua

es mecesario y suficiente que

th,t2:0<t1<t2<+oo, /LN{IGEt1<|f<I)|§t2}>O

Si R(Af) es el recorrido de la funcién Ay y (0, +00) \ R(Af) # 0, entonces este comple-
mento es la unién de una cantidad finita o numerable de semi-intervalos en los cuales
f* es constante (ver grafica 2). En consecuencia el problema sobre la continuidad de
[* surge solamente en los puntos de R(\y).

Sea tg € R(A\y), sy =inf{s: Ap(s) =to} se=sup{s: As(s) =to}.
Se mostrara entonces que:

[ (to—0) = f*(to) = s2 — s1. (2.2)

Recuerde que f*(to +0) = f*(to), (ver lema 2.1.5 inciso 5).
Ahora debido al decrecimiento de Af, f*(to) =1inf{s: A¢(s) < to} = s1.
Ademas para t < g se tiene Af(f*(t)) <t < to (ver lema 2.1.5 inciso 4).

Por esto y el decrecimiento de \; se sigue que f*(¢) > s, cuando t — t; — 0, es decir
f*(to —0) > so.
De otra parte para todo s > s9 se tiene A\¢(s) < to y por lo tanto

f*(Ap(s)) = Inf f*(t) = f*(to — 0).

t<to

Pero
*(Af(s)) =inf{o : A\p(o) < Ap(s)} < 's.

En consecuencia para todo s > sy se satisface que s > f*(ty — 0), lo que implica que
So > f*(to — 0). Es decir f*(tg — 0) = s y es valida la férmula 2.2.

De lo anterior se deduce que, para la continuidad de f*(¢o) en los puntos ¢ty € R(\y) es
necesario y suficiente que el valor ¢y lo tome la funcién A; solamente en un punto, lo
que significa el decrecimiento estricto de la funcién de distribucion. Esta exigencia es
equivalente a que para todo si,s9: 0 < 51 < s9 < 00,

iy {z € B st <[f(@)] < s2} = Ap(s1) = Ag(s2) > 0.
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Lema 2.1.7 Sea E C RY, fy fi. (k € N) funciones medibles no negativas en E 1y
ademds p.ct x € E, fr(x) < fe(z), y klim fr(z) = f(z). Entonces para todo
— 400

t €0, +00),
Fi) < Fa® < PO v lm f0) = 03

Demostracion.
De acuerdo con el lema 1.3.14 se tiene que:

{s€0,+00): Ap(s) <t} D{s€[0,400): Ap,,(s) <t} D{s€[0,400): As(s) < t}.

En consecuencia,

fe®) < fin () < @)
Definase g(t) := khj& f7(t), entonces por una parte se tiene que g(t) < f*(t);
y por otra parte, se tiene que para todo k € N, fi(t) < g(t).

Puesto que la funcién Ay, decrece,

A lgD)] < A lfi@)] <t

Entonces
lim Az [g(8)] = Arlg()] < ¢,

k—oo

y de acuerdo a la definicién de reordenamiento, f*(t) < g(t).
De esta forma g(t) = f*(t). -

Consecuencia 2.1.8 Sean £ C RN, f: E — C una funcién medible en E 1y
g :[0,00) — [0,00) una funcién continua y creciente. Entonces

(LD = 9(f),
En particular para p > 0, (|fP)* = (f*)P.

Definicién 2.1.9 Dos funciones f,g : E C RN — C se denominan equimedibles si
tienen la misma funcion de distribucion, esto es, si:

Para todo t > 0 Ap(t) = Ag(2).

Lema 2.1.10 Sea f: E — C una funcion medible. Entonces [ y f* son equimedibles.

3De este lema se sigue que si para casi todo © € E, |f(z)] < |g(x)|. Entonces para t € [0,00),

fr(t) = g (1)
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Demostracion.
Observe que para s > 0 la condicién f*(s) > ¢, es equivalente a que s < Af(t)
En efecto,

[7(s) >t = s < Ae(2).

Si para todo t > 0 tal que Af(t) < s. Entonces de la definicién de reordenamiento se
tiene que f*(s) < t.

Reciprocamente si s < Af(t) entonces debido a la continuidad por la derecha de Ay,
existe un t; > ¢ tal que s < Af(t1). Es decir,

tr g {7 €[0,00): Ap(7) < s}y
f*(S) >t >t
De aqui se sigue, que

pise0,00): f1(s) > th = pfs €0,00) : s < A1)} = u [0, As(0))
— M) =py{r € E: [f(@)] > 1) .

Teorema 2.1.11 Sea 0 <p < oo, E CRYN y f una funcién medible en E. Entonces
||f||Lp(E) = ||f*||Lp(O,oo) = ||f*||Lp(O,/4N(E))‘ (2.3)

Demostracion.
Notese ante todo que la segunda igualdad de la ecuacién (2.3) se sigue del lema 2.1.5.

Para p = oo segun el lema 2.1.5 y las propiedades del sup vrai | f(z)| se tiene:
el

1 b0,y = F70) = [fll1(m) -

Sea ahora 0 < p < oo. Considérese inicialmente la funcién f que satisface las
condiciones del lema 1.3.6. Entonces de acuerdo con el lema se tiene:

[e.e]

/ F@Pde = du(B) = 3 alles — can) = / P .

Para cualquier funcién f medible sobre £, considérese la sucesién { fi},cy, donde las
funciones f; satisfacen que:

petx € E, fi(x) < fra(z) y kll_{& fr(x) = f(x).
De acuerdo con el lema 2.1.7 se tiene que:

vt €0, 00), fi(t) < fun(t) vy lim fi(t) = f(2).
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Por esto pasando al limite cuando £ — oo en la igualdad,

[ @ = [" o

y usando el teorema de Levi se obtiene lo deseado. .

Ejemplo 2.1.12 Usando el resultado (|f|?)* = (f*)? para p > 0, es fdcil demostrar
que la demostracion del teorema 2.1.11 para 0 < p < oo se puede reducir al caso p = 1.

El caso p =1 es el teorema 2.1.11.
Supéngase 0 < p < oo y simbolize g(z) := | f(x)[". Como (|f|P)* = (f*)P para p > 0, se

tiene que
/!f(w)!pda:=/g(x) dw=/g*<t> dt:/(f*(t))p dt.

Ejemplo 2.1.13 Sean E C RY, f una funcién medible sobre E y ¢ una funcion
continua en [0, 00). Entonces:

[ ets@nas = [ olrwla

E

Supongamos inicialmente que la funcién ¢ crece monotonamente en [0,00) y ¢(0) =
Definase ¥(z) := ¢(|f(x)]), entonces segin la consecuencia 2.1.8 1*(t) = ¢(f*(t)) esto
significa segun teorema 2.1.11 (caso p = 1) que:

plfH(B)]dt.

by (E)
0

[etr@har= [p@lde= [wwa= [ ol
E E 0 0
El caso general se puede consultar en ([3] pags 39-43).
Consecuencia 2.1.14 Para todo subconjunto medible F' de E se satisface:

Iy < 1N 0,y () - (2.4)

Demostracion.
Sea x, la funcién caracteristica del conjunto F'. Entonces

fxp < fenE,
lo que significa que
(fxe)™ < f7
De acuerdo con la propiedad (3) del lema 2.1.5 y el teorema 2.1.11,

||f||Lp(F) = HfXFHLP(E) = ”(fXF)*HLp(O,;LN(E)) < Hf*HLp(O,,uN(F))'
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Consecuencia 2.1.15 Para las funciones f y g medibles sobre F,

||f9||L,,(E) < ||f*g*||Lp(O,uN(E))'

Demostracion.

Inicialmente considérese el caso p = 1.

Como en la demostracion del teorema 1.3.15, es suficiente demostrar la desigualdad
anterior para funciones f que satisfacen las condiciones del lema 1.3.6, es decir

flx)=> A X () BST:
k=1

ol = [

E

Z Ak Xp(k) 9(T)
k=1

Para 0 < p < oo entonces de acuerdo con la consecuencia 2.1.8,

1

1 1
19l = L1 1 o < ISP (lgl?) 711
1

Ly(0, ppy (B))

p

N O TS MRS Fa P

Para p = oo se utiliza el teorema de Riesz: *

||fg||Loo(E) = kh_{lgo ||fg||Loo(EﬂBk) = l}LIgoplggo ||f9||Lp(EmBk)

<

< lim L [[f* g% 0,0 (BB < ,}ij{}oHf*g*HLoo(o,uN(EmBk))

k—o0 p—00

<N 9N L0,y () -

Lema 2.1.16 Sean f,g: E — C funciones medibles. Entonces para tq, to € [0, 00),

(f+9)(tr+ta) < fr(t1) +g"(t2), (2.5)
(fg)" (ti +t2) < fH(t1)g"(t2). (2.6)

‘Teorema de Riesz: Si u, (E) < oo, f € L,(E). Entonces lim |/ f], ) = Il (m)
p—oo P o




2.1. Reordenamiento de funciones 38

Demostracion.
Supéngase que a := f*(t1), b:= g*(t2).
Si se satisface que:

1f(z) +g(x)] > a+b, |f(x)g(x)| > ab

entonces
|f(x)] > a o [g(z)| > 0.

Por esto teniendo en cuenta la propiedad (4) del lema 2.1.5 se obtiene que:

Aprgla+b) = py{z € E:[f(2) + 9(x)] > a+ b}
<puy({re B |f(z)]>ap U{z e E:|g(x)] > b})
Spuy{r e E:[f(2)] > a} + py{z € E: |g(z)| > b}
< Ar(a) + Ap(0) < Ap(f7(t1)) + Ap(g™(t2)) < ta + to.

ademas

Arg(ab) = py {x € E: [f(x)g(x)| > ab}
<py({z e B [f(z)] > atUfz € E:|g(x)| > b})
Spuy{r e B |f(@)] > a} + py {z € B |g(z)| > b}
< Ap(@) +A5(0) < Ap(f7(1) + Ap(g7 () <t + Lo

En consecuencia, segin la definiciéon de reordenamiento

a+b=f 1)+ g (ta).
ab = f*(t1)g"(t2)- "

(f+9)" (t1+t2)
(fg)" (t1 +t2)

Observaciones 2.1.17

IN N

1. La desiguladad (2.5) puede tener lugar la igualdad, por ejemplo para f = g en E
se tiene que

(f+9) (t1+t2) = (2f) (t1 +t2) =2 (t1 + ta) = f*(t1 +t2) + g7 (t1 + t2).

2. El anterior lema muestra que los reordenamientos no son aditivos, dificultando el
trabajo para los espacios que mas adelante se definirdn en términos de f*.
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2.2 Espacios de Marcinkiewicz

Definicién 2.2.1 Sea 0 < p < oo, f: E — C una funcion medible.
Para 0 < p < oo se dice que la funcion f € M,(E), si

152 ) = sup t[Ap(B)]7 < oo (2.7)
P te[0,00)
pam p = OO,
Mo(E)=Loo(E) y 15 = 11l iy - (2.8)

El espacio M,(E) para 0 < p < oo también se denomina espacio L,(E) débil.

Mas adelante se verificard que M,(E) con las operaciones de adicién y multiplicacién
por escalar es espacio lineal.

Ejemplo 2.2.2 Sean E C RY, 0 < p < o0 y X, la funcién caracteristica del conjunto
de medida finita F' C E. Entonces

1
HXF‘HMP(E) = HXFHMP(F) = [uy (F)]7.
En efecto,

py(F) sio<t<l1

M) =py{r e B xp(v) >t =pu {reF: 1>t} = _
0 si t>1.

En consecuencia,

[un

B =
S

= sup ¢ [py (F)]r = [y (F)]

||XFHMP(E) ||XF||MP(F) tzg |:XF(>j| t€(0,1)

Lema 2.2.3

1. Supéngase que 0 < p < oo, f € M,(E)y g~ fen E. Entonces \; = Ay en
0,00) v g € My(E); ademis [g]) ) = I£I57. -

2. Si puy(E) = 0 entonces para cualquier funcién f : E — C, Ay = 0 en [0,00) y
1
11352 = O

Demostracién.

1. Sea f € M,(FE) entonces ||fHS\2)(E) < 0oy como g~ fen FE entonces de acuerdo
a las propiedades de la funcién A se satisface que Ay = Ay. Ast:

1 1 1 1
19152 5y = supt Pg(B)]7 = supt A (O] = 115y, ) < o0
t>0 t>0

Esto es, g € M,(E) y ||f“Mp(E) = HgHMp(E)'
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2. Considerando que 0 < Af(t) < p,(E) = 0, entonces Ay = 0 en [0,00) para
cualquier funcién f. Luego,

1/ 1a, () = supt [Ap ()] = 0.
>0 .

Lema 2.2.4 Supongase que p,(E) > 0. Para que ||f||S\Z(E) = 0 es necesario y
suficiente que la funcion f sea equivalente a la funcion 0 sobre E.

Demostracién.
Supéngase inicialmente que || f ||S\Z( ) = 0; es decir

=0.

3=

1
171156, ) = sup t[A(2)]
>0
Entonces para todo t > 0,

o {o € B (@) >t} = Ap(t) = 0

[e.o]

{zeE: |f(a:)|>0}:U{x€E: |f(x)|>%}.

k=1

Por lo tanto,
> 1
AA@IMMMEEZU@H>%=MN<U{$€E:V@H>%}>=U

Es decir para todo x € F con |f(z)| > 0 implica que para casi todo z € E, f(x) =00
sea f ~0en F.

Ahora supéngase que f ~ 0 en E. Entonces para todo t > 0,
py{r € E: [f(x)] >t} = Ae(t) = 0.
Esto indica que

1 1
IS 5y = sup ¢ Ap()]> = 0. -
t>0

La siguiente proposicion ilustra la relacion que existe entre los espacios de Marcinkiewicz
y de Lebesgue.
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Proposicion 2.2.5 Sean 0 <p < oo, vy € R, r > 0.

1. La funcion |z|" € M,(B,) siy solo si vy > —%,
(para los espacios L,(B,), v > —%).

2. La funcidn |x|" € My(°B,) siy sélo si v < —%,
(para los espacios L,(°B,), v < —%).

)

3. La funcion |z € M,(RN) siy sélo si v = _%
(para todo v € R |z|" & L,(RY)).

Para convencerse de esto es suficiente utilizar la definicién del espacio de Marcinkiewicz
y la escritura explicita para la funcién de distribucién de |z|” considerada en B,, °B, o
en RY. Detalladamente:

Caso 1: v < 0.
De acuerdo al ejemplo 1.3.4 la funcién Aj,» en el dominio de B, es:

vy s 0<t <7
N () = 0 sit>r?

3=

Entonces |z|" € M,(B,) cuando sup ¢ [Az-]
>0

< 00, es decir:

1 1 N
1. Para 0 <t <17 se tiene sup t[v,r™]? = (v,)r r’*>

< oQ.
o<t<ry
N 1 1 N
2. Para t > r7 se tiene sup ¢ [th7] " =sup (v,)r t' e
t>ry t>ry
14N
Sil+ & >0 entonces sup (v,)7t' " = oo.
P t>rY
1 1
Sil+ % = 0 entonces ts;nz (V)P tY = (vy)? < 00.
'
: N N 1N L1+ x
Sil+ 25 <0 entonces sup (vy)rt ™ w = (v,)rr 7w < oo
t>rY
Luego |z|” € M,(B,) dnicamente cuando 1 + % < 0 es decir vy > —%.

Caso 2: v=0.
La funcién \; en el dominio de B, es:

)\1(75) -

v s 0<t<1
0 sit>1.
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Entonces 1 € M,(B,) porque

-

1
sup t[Ai(t)]? = sup t[v,rV]? = (vy)rry < oo.
>0 0<t<1

Caso 3: v > 0.
La funcién Ajg» en el dominio de B, es:

1 1
Et:{xEBT:\x|7>t}:{x€B,,:|x|>t7}:{|x|<r/\|xl>tv}

1 1 )
Sity <r entonces t7 < |z| <r,asl E;, = B, \ Bﬁ'
1

Sitv > r entonces E, = ().
En consecuencia,

N E .

Uy (r —t’v> si 0<t<r?
Az (t) =

sit>r.

Entonces |z|” € M,(B,) porque

sup t [Aw(t)ﬁ — sup ¢ [UN (TN _ t%)}

t>0 o<t<ry

< (UN)% P < oo

3=

Por consiguiente |z|" € M,(B,) dnicamente cuando v > —%.

Para los espacios L,(B,) se utilizan coordenadas esféricas generalizadas:

Ty = psing;singy---siny, ,sing, |,
Ty , = psingsingy---sinp, ,cosp, ,

Ty = pSinpq CoS o,

T1 = psine;.

Donde p >0, 0 < o1 < 27 y para todo k > 2, =5 < ¢ < 7.

El médulo del jacobiano J es |J| = pN = (sin™ =2 1) (sin™ =3 5) - - - (sin pon_1).

Luego

1
P
(B || 7P dx)

I
O\N}
m\a\

\

|
w3

(sin®™ =2 ;) (sin™ 3

\NH
\ ]

27
vp+N ld/
0 —
= vy {/P”’”Nldp} ,

0

I
o\

[SE]
|
[NE

s |-

/ (sin™ 7% 1) (sin™ " a) -+ (sin oy 1) dpdpn _1dpn_z - -
0

w2) -+ (sinpn_1)don_1dpn_2 -

dpy

dpy

S

=
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Donde v, es el voliimen de la bola unitaria en RY.
(En [2] pag. 39) se verifica que v, es igual a las integrales donde intervienen los senos
y cosenos que aparecen en .J.

Obsérvese ademas que la dltima integral converge si:
—yp— N+ 1 <1 es decir v > —%.

Mediante razonamientos similares al anterior se procede para |z|” en ©B,.

En RY sélo se debe verificar 7 < 0, ya que en los demds casos la funcién Ay, (t) = oo.
Lo que implica que |z|? ¢ M,(RY). En consecuencia:

=

gl _
|| ||Mp(]RN) = Stl>1103 t [/\IIIW(tH 5

pero
o0 sit=0
M () =14 w
vty sit>0.
Entonces
1
IV, vy = sup # [%tﬂ P = ()P sup t'w.
g >0 ol
. N N o .
1. Si 14 55> 0. Entonces 7 < —2-, lo que indica que sup £ "7 = +o0.
>0

2. 81 1+ vﬂ = 0. Entonces sup #79% < —+00.
>0

3.8 1+ vﬂ < 0. Entonces sup t_(lJW%) = +00.
>0

Esto indica que para 0 < p < 0o, |z|" € M,(RY) siy = —=.

En cambio para L,(RY) se tiene:

/|m|7dx:/|m|7dx+/|m|7dx.
RN B,

¢B,

De donde se deduce que [ |z|” dz diverge pues sin importar el valor de « converge sélo
RN
una de las siguientes integrales [ |z|7dxz o [ |z|"dx.
B, °B,

Los espacios de Marcinkiewicz pueden normarse de diferentes formas, algunas de las
cuales conllevan a normas equivalentes. A continuacién se presenta una segunda forma
de normalizar estos espacios.
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Definicién 2.2.6 Sea 0 < p < o0 y f : E — C una funcion medible. Se dice que
f € My(FE) si:
1

1, 1,
HfHE\Z(E) = sup trf*(t)= sup trf7(t) < oo. (2.9)
te[0,00) te(0,uy (E))

1
Para p = 0o se considera tr = 1.

Lema 2.2.7 Las definiciones 2.2.1 y 2.2.6 son equivalentes y ademds para f € M,(E),
1 2
150y = 17150, - (2.10)

Demostracion.
Para p = oo la igualdad (2.10) se tiene de las siguientes igualdades:

2 % % 1
1Sy = sup () = £0) = 11l ey = 1L o)

te[0,00)

. 2 1
Es decir || fII5. ) = 1157, )

Sea 0 < p < oo y f una funcién que satisface las condiciones del lema 1.3.6. Entonces
segun dicho lema,
Vt € [am, 0], Af(t) =0y

m

Vt € [ar—1,an), k€ {12, ,m} Ap(t) =) py ().

=k

Asi se tiene que:

3=

sup t[\p(1)]F = sup t[Ap(1)]F = sup a (Zum> = sup ay (cr)7

>0 0<t<ay 1<k<m — 1<k<m
1<k<m =
1 1
= sup [f*(t)tr =sup tr f*(1).
cr+1<t<cp t>0
1<k<m

Para cualquier funcién f medible en E considérese la sucesién { fi}, oy de funciones fj,

que satisfacen:
petz€E, fu(r) < frni(z) vy khfolo fe(t) = f(t).
Entonces de los lemas 1.3.14 y 2.1.7 se tiene que para todo t € [0, 00),

Ap(8) < Apea (), B Ag () = Ap(t) y fr(f) < frpa(®), lim fi(t) = £7(2).

k—o0
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En consecuencia,

1 1 1
sup (O = sup lim ¢\, ()7 = L sup [\, (0]
te[0, 00) te0, 00) k00 k=00 te(0, 00)
1 1
= lim sup trf;(t) = sup lim t»f;(¢)
k—004€10, 00) t€[0, 00) k=0
1
= sup trf*(t).
te(0, 00) |

Observacion 2.2.8 Si la funcion Ay es continua y decrece estrictamente, entonces
fx(t) = )\;l(t) y la igualdad (2.10) para 0 < p < oo, considerando el lema 2.1.5 puede
obtenerse de manera sencilla sustituyendo \¢(t) por s:

sup t[/\f(t)]% = sup )\;1(5)35 = sup s%f*(s)
t€[0, 00) 5€(0,A£(0)) $€(0, iy (E))

Observacion 2.2.9 Debido a la igualdad (2.10) en adelante se simbolizard:
1 2
I lasyce) = 13ty = 1y

Ejemplo 2.2.10 Si para todo x € RY, f(z) := g(|z|), donde la funcién g estd definida
sobre [0,00), continua y estrictamente decreciente sobre [0,00).
Entonces f*(0) = tlirj{log(t) y para t € [0,00),

=g (') (2.11)

En efecto, como ¢ es una funcion positiva, continua y estrictamente decreciente,
entonces para todo t > 0

Luego, para todo t > 0, ¢g*(t) = g(t).
Ahora

FO) = [1flp@ry = 19l Lo 0,00y = 97(0) = lim g"(2) = lim g(%).

Ademas para todo t > 0 se tiene que

Kﬁ
*
—~
N
|
E.
iy
—
V)
(V4
@]
>
<
©
VAN
~
—
|
E.
iy
—
AV
o
c
=2
>~
&
=
=2
IN
~
——
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Es decir
7t =g ((05'0)7%).

De la iguladad 2.11 y la equivalencia de las normas, se sigue un resultado que muestra
la existencia de funciones en M, para un dominio en particular pero que no pertenecen
al respectivo espacio de Marcinkiewicz en el complemento de dicho dominio.

Proposicion 2.2.11 Sean 0 < p < oo, —co<y < oo, r >0y
(1+In|z||)” si z€RY < {0}
fy(x) = .
0 stz =0.

Entonces:
1. Para todo v € R, f, € M,(B,) y f, ¢ M,(°B,).

2. Para todo x € RY, |x]7% fy(z) € My(B,) y My(°B,) si y solo sty <0

1
(|3(;\_]10v f(2) € Ly(RY) si y s6lo siy < ——).
p

Para verificar el inciso 1 se consideran los siguientes casos:

Caso 1: v < 0.

Obsérvese que fy(z) = (1+[Infz])" = g(|]), donde g(u) := (14 [Inu])”, u > 0.
Entonces para utilizar la igualdad 2.11 basta conocer donde ¢g(|z|) es decreciente. Para
ello se usara el criterio de la primera derivada,

Sea u = |z|, entonces u > 0y
(1+|nu|)” st u>0
g(u) = ,
0 si u=0.
Entonces:
§w) = (1 ol [Tnuf = (1 + [ ] (0 sgn(inw) ®

4—1 sgn(lnu)

=~(14+|lnu
304y 2270
o0 sea )
o
/() —V(HUZ"‘) siu>1
g (u) = _
M si 0<u<l.

1 six>0
U8 =3 1 e <o



2.2. Espacios de Marcinkiewicz 47

lo que indica que para u > 1 la funcién g(u) es decreciente y para 0 < u < 1 la funcién
g(u) es creciente.
Ahora se debe considerar dominios de B, y °B,. Para el primer dominio se tiene en
cuenta que:
(a) Si 0 < r < 1 entonces 0 < u < r < 1, lo que implica que g(u) = (1 —Inwu)”
es creciente. En este caso se utiliza la funcién —g(u) que es decreciente y positiva,
entonces se utiliza el ejemplo 1.3.3.
Asi,

A, (1) = Mg, (1) = o Doy (0] = 0, Dy ()

Para calcular A\ (t) se considera el conjunto,

Eo={u<rigw)>th={u<r:(1-muw)’ >t} =fu<r:(1-lnu) <t}

1 1 1
:{u<r:lnu>1—t7}:{u<r:u>el_“}:{el_”<u<r}.

1 1
Esto es A\y(t) = (r —e'™"") y en consecuencia Ay (t) = v, (r —e! ™" )V,

Resta verificar que f,(z) € M,(B,), para ello se utiliza la funcién de distribucién.

1
1 3 1 P
1flasy5,) = sup  tAp(B)]7 = sup ¢ [UN(T —e! “)N}
O<t<vy TN o<t<vyrN
1 N
L1op 1
= (UN)% sup t |:7“ — 61m:| < (UN>5 sup tr% < o
0<t<’UNTN 0<t<wvyr

En consecuencia f, € M,(B,).

(b) Si 1 < r entonces:
Para 0 < u <1 se esta en el caso inmediatamente anterior.
Para 1 < u < r se tiene que g(u) = (1 + Inu)” es decreciente. En este caso se tienen

:

las condiciones del ejemplo 2.11, es decir:

1

0 =9 ((x')7) = (1+ fmogted

y en consecuencia,

1

v 1
Hf’YHMp(BT) = sup t%f;“(t) = sup tr <1 + ‘an;%t%D = (v,)? < 0.
te(0,u (Br)) O<t<vrN

Caso 2: v > 0.
Razonamientos similares muestran que f,(z) € M,(B,).
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Falta probar que para todo v € R, f, ¢ M,(°B,).

Para ello se consideran los siguientes casos:

Caso 1: v < 0.

De acuerdo con los resultados obtenidos para f, en B,, se tiene que:

1. g(u) es decreciente para u > 1.

2. g(u) es creciente para 0 < u < 1.

Para 1. se tienen las condiciones del ejemplo 2.11, es decir:

Y

fft)y=g <<’U;,1t>%> = (1 + ‘an;%t%D y
VE >0, (foxey ) (6) = fi(t+7).

En consecuencia,

1 * 1,
iy = P  (Foxe, )" (1) = sup 9 F3 (04 7)

teR
:
) =

En 2. se utiliza la funcién —g(u) decreciente y positiva (ver ejemplo 1.3.3) y se procede

vaHMp(cBT) = vaXcBT

1 1 1
= sup t» (1 + ’an;Wtﬁ

N
UnT <t<oo

igual que en (a) para f, en B,; con lo que se obtiene que || f,|| My

En consecuencia f, ¢ M,(°B,).

cp,) = 00

Caso 2: v > 0.
Razonamientos similares muestran que f,(z) ¢ M,(°B,).

Para verificar que |x|_% f(z) € M,(RY) con v < 0, se tiene en cuenta que:

1. Sipara casi todo z € E, f(z) < g(z)y g(x) € M,(E) entonces f(x) € M,(E).
Esto hecho se deduce de las propiedades de la funcién de distribucion Ay:
Si para casi todo z € E, f(x) < g(x) entonces para todo t > 0, Af(t) < A\,(2),
de lo cual ¢ [)\f(t)]% < t[)\g(t)]% para p > 0 y pasando al supremo respecto a t se
tiene

3=
3=

sup ¢ [Ar(1)]» < sup A ()]

< 0OQ;
es decir f € M,(E).

2. |z|" € M,(RY) siy sélo siy = —% (ver ejemplo 2.2.5).
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Caso 1: v <0.
Obsérvese que,
_N _N N
|77 fy(x) < lz| 77 € Mp(RY),

Ast 277 f,(z) € M,(RY).

Caso 2: v > 0.

Se debe verificar para que valores de x la funcién f(x) = ]93|7% f+(x) es decreciente.
Para ello se utiliza el criterio de la primera derivada y mediante calculos similares a los
de la funcién f, se tiene:

w L (1+Inu) " (-

/
g'(u) =
( w ! (1—Inu)" (-

(I14+Inu)+v) stiu>1

S|z sz

(1—Inu)—~) siO0<u<l,

lo que indica que para u > 1 la funcién g(u) es creciente y para 0 < u < 1 la funcién
g(u) es decreciente.

1. Si 0 <r <1entonces 0 <u<r <1, loqueimplica que g(u) = ur (1—Inwu)”
es decreciente; en este caso se tienen las condiciones del ejemplo 2.11, es decir:

ro = (s58e) = (s54e)” (e m (b))

Luego

z|~
2=

1, 1/ o 1
1fllarypy = sup  t2f*(t)= sup v (vN t ) [1+‘ln(UNNtN)
i te(0,u (Br)) O<t<v N
N
) o

Usando los resultados obtenidos para f, en “B, se tiene que

)

\

T .
NTN
nov, t

:<UN)% sup <1+

0<t<vrN

[Flageny = W)F sup (14| moger

vy <t<oo

2. Si 1 < r entonces:
Para 0 < u <1 se llega al caso anterior.
Para 1 < u < r se tiene que g(u) = ufg(l + Inu)” es creciente y se calcula la
funcién de distribucién para la funciéon —g(u) que es decreciente y positiva (ver
ejemplo 1.3.3).

De lo expuesto se deduce que \x|_% fy(z) € My(B,) y My(°B,) siy sélosiy <0.
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Para los espacios L,(RY) se usan coordenadas esféricas generalizadas al igual que en el
ejemplo 2.2.5:

_N p —
[l e mlely ] de | =oy | [or @ fmp)” dp| =vy | [ @ ful)” du
N 0 —00
0 P 00 :
= 2bu, /(1+u)7p du| =2vo, /vwdv
0 1

Obsérvese que la ultima integral converge cuando —yp > 1, es decir si v < —%.

2.3 Relacion entre los espacios M,(E) y L,(E).

Los resultados que se muestran a continuacion evidencian la similitud que las propiedades
de M,(E) tienen con respecto a L,(E). Incluso en ciertos casos las constantes en las
respectivas desiguladades coinciden.

Teorema 2.3.1 Si u,(E) < oo donde f: E — C es una funcion medible. Entonces
T [ 1]z, ) = 1 sty = 1 ey

Demostracioén.
Considérese f € M,(E). Entonces,

1 *
[fllarymy = sup  t2 f*(2).
0<t<p, (E)

Ahora para todo t; > 0 se tiene que

-

() < sup 0 f5(E) < [y (E)]7 £4(0),

0<t<py (E)

haciendo tender p a infinito

Ft) < lim sup e fr(E) < f4(0),
P70 0<t<py (E)

y como f* es continua por la derecha, resulta que f*(tx) = f*(0) cuando ¢, — 0. Asi,

F0) < lim  sup  trfr(E) < £4(0).

P70 0<t<py (B)

Es decir, Z}EEO HfHMp(E) = [*(0) = HfHLOO(E)7 0 sea I}EEO HfHMp(E) = HfHMOO(E) : u

B =
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El siguiente resultado muestra que la constante en la desiguladad coincide con la
desiguladad en L,(FE) (ver consecuencia 1.2.11).

Teorema 2.3.2 Sean 0 < p < ¢ < o0, uy(E) < oo y f € My(E). Entonces f €
M,(E), es decir

Observaciones 2.3.3

1. La constante [MN(E)]%_% es exacta.

2. Para p,(E) < oo, se tiene que a mayor indice p, “menor” es el espacio M,(E).
Por eso M (E) es el mas “pequeno”; o sea para todo p > 0,

Loo(E) = Moo(E) C M,(E).

3. Si puy(F)=000<p<q<oo el resultado puede fallar; considérese por ejemplo
N
la funcién f(z) = |z|"« en RY. Claramente f € M,(RY) pero f ¢ M,(RY).

Demostracion.
Sea f € M,(E), entonces

1. 111 .
1fllarymy = sup 2 f*(t)= sup tr-atefr(t)
te(0,uy (E)) 0<t<puy (E)
1_1 1o 11
< sup trmw osup ta () = [ (BP0 (| fllag e - =
0<t<pp (E) 0<t<py (E)

Teorema 2.3.4 Sea h € RY y f una funcion medible en E + h 6. Entonces

1F(+ h)HMp(E) = Hf“Mp(EJrh) :

En particular,
1f(+ h)HMp(RN) = ||f||Mp(RN) :

(Invarianza de la M,(E)-norma respecto al desplazamiento).

Demostracién.

1. Para p = 0o se tiene que My (E) = Loo(E) v Loo(E) es invariante respecto a su
norma.

CE+h:={yeE4+h:y=x+h,x€E}
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2. Para 0 < p < 0o obsérvese que:

hSA
3=

1FC+ W) lagy ) = 5up E [Apeamy ()] = sup t A ()] = [1Fl|ag, (4n) -
t>0 >0

Puesto que

Apen () = py{z € Ex[flx+h)[ >t} = p{y € E+h:|f(y)] >t} = A (D).
|

Teorema 2.3.5 (Desigualdad multiplicativa) Sean 0 < p; < p < py < 0.

Entonces
-0 0
1 s, ) < ||f||}wp1(E) 1 s, ) ¥
1
p(p2 — p1) ) g 1-6 0
< ;
lagior < (222 ) W1 iy
. ‘ 1 1-0 0
donde el nimero 6 € (0,1) se define de la igualdad — = + —.

p b1 D2

Observacion 2.3.6 Las constantes en las desigualdades anteriores son exactas.

Para la prueba (véase [1], pags 59-60).

Los siguientes dos resultados muestran que, en cierto sentido los espacios M,(E) son
“intermedios” entre dos espacios de Lebesgue.

Teorema 2.3.7 Sean 0 < p < oo y E C RN un conjunto medible. Entonces
L,(E) C M,(E). (2.12)
Ademds para toda funcion f € L,(E),

1 arycmy < W Fllp ) - (2.13)

Demostracion.
Puesto que la funcién f* decrece para todo t > 0,

1115, = ( | e ds)‘l’ > ( / P ds)p > i1 (1),

Pasando al supremo respecto a t € [0,00) y de acuerdo con la definicién 2.2.6 se obtiene
(2.13). La inclusién (2.12) se sigue de (2.13). n
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Teorema 2.3.8 Sean 0 <p <00, 0<e<p y u,(F) < oo. Entonces

M,(E) C L, .(E). (2.14)

Demostracion.
De acuerdo al teorema 2.1.11,

1 1
=Ir = |[tr f* ()t >
HfHLp—e(E) Hf HLP—E(OvlJfN(E)) ‘ pf () P Lp7€(O7MN(E))
e 2 L, (B ) 1151
< sup trfr(t Ht‘; — [_ 0 5} .
t€]0,00) <> Lp—c(0,n 5 (E)) e !N M,(E)
De aqui se sigue (2.14). .

Observacién 2.3.9 Las contenencias L,(B,) C My(B,) C L,_.(B,) son estrictas.

En efecto, al igual que las condiciones que se obtuvieron para que |z|” € L,(B,) en el
ejemplo 2.2.5, |z|" € L,_(B,) cuando —y(p —€) — N +1 < 1, es decir 7 > —%.
Entonces se tiene que:

MP(BT>7 s1 Y > -

p
lz|" € § L,(B,), siy > —%

Lp—e(BT’)a s1 v > _p]Xe'

De donde se deduce que:
., _N _N
1. Para vy = —%, la funcién |z|”» € My(B,) pero |x|"» ¢ L,(B,).

2. La desiguladad —% < —p%e es estricta, esto indica que M,(B,) C L,_(B;)

estrictamente.

Proposicién 2.3.10 Para cualquier conjunto E C RY de medida no nula la inclusion
(2.12) y si pu (E) < oo la inclusion (2.14) son estrictas.

Demostracion.
Caso 1: L,(E) C M,(E) estrictamente.

1. Supodngase inicialmente que E := B,. Entonces
N N
|z|”#» ¢ L,(B,), pero |z|”» € M,(B,) ver proposicién 2.2.5 (inciso 3).

2. Sea F cualquier conjunto en RY de medida positiva. Entonces
considérese el conjunto Ey C E de medida positiva y finita. Se particiona Fjy en



2.3. Relacién entre los espacios M,(E) y L,(E). 54

conjuntos disjuntos By, k € N: Ey = || Ey v uy(Er) = 27%u, (Ey).
kEN

Se define la funcién f haciendo para todo z € Ep y k € N, f(x) := 27 X, -
Entonces

I = Y 2 0 (Br) = Y iy (Bo) = 0.
k=1 k=1

Es decir f ¢ L,(E).

Ahora, segun la definicién de f, se estd en las condiciones del lema 2.1.3 y para
m = 00 se tiene

=Y py(B) = 27 (Eo) =27 (By).
=k =k

Simbolizando ey, := (27%u (Ep), 27¥ p (Eo)) , k € N, se obtiene

||f||§4p(E) = sup t[f*(t)]? =supsup2~t
0<t</LN (Fo) keN teey
= iup 2k ok (o) = 2u, (Eo) < oo,
€N

Es decir f € M,(E).
Caso 2: M,(F) C L, (E) estrictamente.

1. Si F := B,. Entonces
__N_
—N < —% lo que implica que f(x) :=|z| =2 ¢ M,(B,) (proposicién 2.2.5).

p=3
Pero f € L, .(B,), lo que se verifica usando coordenadas esféricas generalizadas:

T
N

—€ _ (:D;e) 1 _N_l_LE
iy = [ b5 e = )75 [57 5 ap
B

Obsérvese que la ltima integral converge cuando —N — 1 — pNE > —1, es decir
sie> 0.

2

2. Sea ahora FE arbitrario (medible). Razonando similarmente al punto 2 del caso

_k_

1 se define, para todo k € N y para todo = € Ey, f(z):=2"2x, (en lugar de
k

f(@) :=2rxy, ).
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Se obtiene:
X ko X k-9
LAy = D27 F pa(Br) =D 2778 2% (Ey)
k=1 k=1
O kp—o g s
— (B S0 27E = (B) Y 2w < oo
k=1 k=1

__€
La tltima serie es geométrica de razén 2~ 2—< < 1 (convergente).

Ahora igual que en el caso anterior f satisface las condiciones del lema 2.1.3 y

para m = oo se tiene:

_kp_
1) = sup  t[f*(2)]" = supsup2r-2 ¢
0<t<p (Eo) keN teey
_kp_ _kp_
=sup 272 27"y (Eo) = p, (Ep) sup 275 wH
keN keN

= My (EO) sup Qﬁ—i_l = 0.

keN

Es decir, f ¢ M,(E).
|

Teorema 2.3.11 Para0 < p < oo la expresion ||-||,, gy €s semicuasinorma en M,(E).
Demostracién.

1. Para toda funcién f € M,(FE) se tiene

£ llag, ) = sup E[As(@)]7 = 0.
t>0

2. Considérese ahora cualquier funciéon f € M,(F) y a € C; entonces para todo
t>0:
(a) Si a # 0 entonces de acuerdo a 1.3 (inciso 4),

Sl

sup ¢ (0 = sup ¢ |, (ﬁ)]z sup. Jals (A (s))*

tel0,00) te[0,00) $€[0,00)
y segun la definicion 2.2.1,
||af||Mp(E) = |al ||f||Mp(E) :

(b) Si a = 0 el resultado es trivial.



2.3. Relacién entre los espacios M,(E) y L,(E). 56

3. Si f,g € M,(E), entonces de acuerdo con el lema 2.2.3, para todo ¢ € [0, 00)

drar@=r () o (5)s

1 N 1l ([t e
s 6 (49 (0 s o5 |7 (5) 4o (5)]
< 2w sup s%f*(s)—i- sup s%g*(s)
s€[0,00) s€[0,00)

y segun la definicién 2.2.6,
1
1 + 0l < 25 (I Lasyy + N9l asyi) -

4. La condicién [|f||,; ) = 0 implica que f ~ 0 sobre E, por esto |||, ) no es
cuasinorma.

De esta forma |||, ) es semicuasinorma. [

Teorema 2.3.12 Sean E C RN wun conjunto medible, 0 < p < oco. Entonces los
espacios M,(E) son completos.

Demostracién.
Sea { i}y una sucesion fundamental en M, (E), es decir para todo k € N, fi, € M,(E)

y

1
i = follag, ) = sup tpy{z € B [fi(z) = fulz)| > t}r — 0; k,m — oo, (2.15)
€[0,00

En particular para todo t € [0, 00),

piy {x € B |fe(x) = fm(2)| > 1} — 0.

Es decir la sucesion es fundamental en el sentido de la convergencia en medida.

Dada la completitud del espacio de funciones medibles respecto a la convergencia en

medida, existe una funcién f medible en E tal que f;, — f sobre E 7.
KN
La relacién (2.15) significa que

Ve >0, 3M € N: Vk,m > M, V¥t € [0, 00),

"Supéngase que para casi todo = € E, {fn}nens fson finitas y medibles. Si para todo
o >0, lim py{re E:|f,(z)— f(z)] > o} = 0. Entonces se dice que {f,}, oy converge en medida

hacia f, cuando n — oo y se simboliza f — f.
N
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tuy{xr e E:|fi(x) = fu(z)| > t}% < e

Pasando en esta desigualdad al limite cuando m — oo se tiene: 8

tiy {o € B+ [fi(2) — f(2)] > t}7 <t lim py {w € B+ [fula) = ful2)] > 1> < €°

n—oo

y esto significa que Vk € N, || fx — f”Mp(E) <e;osea fp — fen M,(E). -

Notas 2.3.13

1. Como | f|[5; ) = 0 implica que f = 0, entonces el elemento neutro en el espacio
lineal M,(F) es toda funcién que se anula en casi todas partes. Sea

gzz{f:E—NC:f(x):0,p.c.tx€E}.

2. El espacio de las clases de equivalencia MP(E) = M,(E)/ 6, consiste en las clases f
de subconjuntos de M, (E) tales que en una clase se encuentran todas las funciones
que difieren a lo sumo en un conjunto de medida cero.

Observacién 2.3.14 Para 0 < p < oo, MP(E) son espacios cuasibanach.

Es constumbre no hacer diferencia entre MP(E) y My(E). En adelante por M,(E) se
entenderda M,(E).

La ultima definién para M,(E) que se presenta a continuacién, es quiza una de las més
relevalentes para M,(E); con ella el espacio es de Banach.

Definicién 2.3.15 Sea 1 < p < oo y f : E — C una funcion medible. Se dice que
f e My(E) si

115y = 50 3 (P [ 7@ da < o0, (2.16)
FCE a

El supremo se toma respecto a todos los subconjuntos medibles F' del conjunto E.

8Hemos utilizado el siguiente andlogo del teorema de Fatou, el cual es valido incluso si fy — f
sobre E en medida: Sila funcién f y para todo k € N las funciones fj, son medibles y ademés fi, — f
sobre I/ en medida. Entonces para todo t > 0,

py{z € B |f(2)] >t} < lim py {z € B: |fu()] > 1}

k—oo

9Dada una sucesién {a,}, el minimo de todos los limites de subsucesiones se llama limite inferior

de {an} y se nota: lim a,.
n—oo
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Del siguiente lema se deduce que para 1 < p < oo, el espacio M,(E) es de Banach.

Lema 2.3.16 Para 1 < p < oo las definiciones 2.2.1, 2.2.6 y 2.3.15 son equivalentes
y ademds para toda f € M,y(E),

3
1 lagy ey < ISy < 2 1F Nasyiy - (2.17)

En particular,

3
1l = W15y (= 1S iy

Demostracion.
Se va a considerar lo siguiente:

L. Si [[fllar, () = 0. Entonces f es equivalente a 0 sobre E (ver lema 2.2.4) y las
desigualdades (2.17) son triviales.

2. Supéngase que || f HE\Z( ) > 0. Entonces para cualquier conjunto medible I’ C E,
_1
[17@lde <y (P77 115
F

En particular para todo ¢t € [0, 00), considérense los conjuntos E; := {z € E : |f(z)| > t}
y definase I’ := E;. Entonces segtin con la definicién de s se tiene:

/ (@) dz < D) 11
Ey

De otra parte, puesto que para todo Ey, |f(z)| > t entonces

/ (@) dz >ty (E) = tA5(2).

Esto significa que
L 3
(1) < O 1115 iy -

Puesto que Ay(t) > 0 para t < || f[|,_ ) (ver lema 1.3.7), entonces para todo

t €0, uy(E)),

_1
=t (] < IS i -

B =

tAr(1)]

Finalmente, pasando al supremo respecto a t € [0, 1, (E)), se obtiene la desigual-

dad izquierda de (2.17).
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3. Sea ahora [|f|[,, ) = HfHE\Z(E) < o0. Entonces de acuerdo con la desigualdad
(2.4), para cualquier conjunto F' C E de medida positiva,

My (F) MN(F
/lf |d:r</f = [ eroca
0
NN(F
_1 L
< s[up tP / te dt = p [y (F)]7 ||fHMp(E)

tel0,00

0

1
7/

De aqui dividiendo entre [, (F)]?" y pasando al supremo respecto a F', se obtiene

la desigualdad derecha de (2.17).

El caso donde la medida de F' es cero el resultado es trivial.
n

Observacion 2.3.17 Para 0 < p <1, ||f||5\2(E) =[py(E )]7* £l gy ¥ la definicion
2.3.15 no es equivalente a las definiciones 2.2.1 y 2.2.6, lo que se szgue de los lemas
2.3.7, 2.3.8 y la proposicion 2.3.10.

En efecto, obsérvese que || fH () tiene sentido cuando g, (E) < 0o y ademds,

1. Para0<p<1setienequep’:p%1<Oy

115 = 510 8 Ly (BN [ 1@l de b = [y (BN 1y
FCFE a

2. Parap=1,p =0 ¥y ||f||§\:2(E) = [|fll., (g de donde se deduce que

M\(E) = Li(E).

Lo anterior muestra que para 0 < p < 1 los espacios M,(E) con esta definicién co-
inciden con L,(FE), en contradiccién con las contenencias estrictas que se tienen entre
M,(E)y L,(E) dadas las definiciones 2.2.1, 2.2.6 y proposicién 2.3.10. Es por ello que

en la definicién de || f ||§\:Z( &) Se considera solamente el caso p > 1.

Teorema 2.3.18 Para 1 < p < oo la expresion ||||§\2(E) es norma en M,(E).

Demostracion.
Sean a € C y f,g € My(FE), entonces
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1. Para una funcién f € M,(E)

1718y o= s 4 e (P / f@)de$ > 0.
Fe F

2. Paraae Cy fe M,(FE)

o159 6y = sup 4 L (F)) / of @)l dz p = lalsup 3 [y (P [ 17(a)| o

F

= lal ILF 1157 s

3. Para f+ g€ M,(E)

Y e

/ (@) + 9(a)] da

F

3 —
’|f+9‘|§\/fl(E) i=sup  [py (F)]
FCcE

Y e

< sup 4 [y (F))” / (@) do + / l9(a)| de
FCFE a a
< IS ) + Mgl s

O sea HH%Z(E) es una norma.

Observacién 2.3.19

La completitud respecto a HH%‘Z( &) Se sigue de la desigualdad (2.17) y de la completitud
respecto a la cuasinorma [|-[| ;).

El presente trabajo concluye con la siguiente aplicacién de la teoria hasta aqui
desarrollada para las clases M,(E). Esta aplicacién muestra en particular la relevancia
de considerar clases mas amplias que L,(E).

2.4 Desigualdad de O’Neil para convoluciones

En la teoria de los espacios de Lebesgue es conocida la desigualdad de Young para

convoluciones:
Sean 1 <p<q< oo, feL(RY), ge L(RY) y 1= 41
Entonces para casi todo z € RY existe la convolucién f g € L, (RY) y

If *QHLq RN) = ||fHLT(RN ||g||Lp RN) - (2.18)

Adems3s en los casos:
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1. Parap=1,r=q.

2. Parap=gq,r=1.

3. Parag=o00, r=9p.
La desigualdad 2.18 es en cierto sentido “inmejorable”. Sin embargo, para el caso
1 <p<q< oo ladesigualdad 2.18 puede ser precisada.

Teorema 2.4.1 (O’Neil) Sean 1 < p < g < oo y el nimero r se define mediante la
igualdad * = z% + é, entonces para f € M.(RY) y g € L,(RY) se tiene que para casi
todo x € RY emiste la convolucion (f * g) (z) y para cierta constante ¢ > 0 dependiente
dep,qyN,

| f * gHLq(RN) <c HfHMT(RN) HgHLP(RN) : (2.19)
Puesto que bajo estas suposiciones r < oo y la inclusion L, (RN) C M, (RN) es
estricta, entonces puede suceder que la desigualdad 2.18 no permita concluir que es finita

la expresion || f * gHLq(RN) o0 incluso no permita concluir la existencia de la convolucion,
en tanto que la desigualdad 2.19 permitiria hacerlo.

La demostracién de este teorema puede hallarse en [9)].
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A continuacién se ilustra mediante un ejemplo la sucesién { fi } a la que se hace referencia

en el capitulo 1.

(2"l @)
fio =

1. Para k£ = 1 se tiene:

Xpa (¥), donde E(k) :=={z € E: [z| <k, [f(z)] <k}
Sea E =[0,00), f(z) = +/x. Es claro que para todo = > 0, f(z) > 0.

fi(z) = ’[2\/_”)(]3(1)(:10), donde E(1) = {xeE:0<x<1, 0<zx<1} =[0,1].

x
2
Asi,

fi(z) =

N | —

0, six > 1.

{Hagm si0<z<1

Obsérvese que:

0<zr<1 = 0<vzr<l1 = 0<2Vr <2,

Luego |[2v/7 ]| puede tomar los valores 0,1 o 2.

1 1
(a)0§x<1 = 0< T <3 = 0<2yr<1
1 1
(b)1§x<1 = 5g\/5<1 = 1<2vr <2
(c) z = = 12vZ]] =2
Asi,
z, st g<z<1
filx)=91, siax=1
0, en los demés casos.

2. Para k = 2 se tiene:

62

=

[2vz]| =0

[2vz]|=1
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folw) = VEIL ) donde B(2) = (e Bi0<a<2 0<F<2) = [0,2]

4
Asi,

fz(@:;l{umu, §0<z<2

0, six > 2.

Obsérvese que
0<z<?2 =  0<Vz<v2 = 0<4yz <4V2.

Luego |[4v/z ]| toma cada uno de los valores 0,1,2,3,4 o 5.

(a)0§x<% S 0sVE<y > 0S4vE<l = [[4VE) =0
(b)%§x<i = ig\/z<% = 1 <4yr <2 = I[4vz]| =1
(@i§x<f% = %SVE<% = 2 <4yr<3 = I[4Vz]| =2
(d)1—96gx<1 > C<vE<l s 3<ayE<d = [[4val=3
(@1§x<§ = 1§v§<g = 4 <4yx <5 = [[4vz]| = 4
(N2 <a ‘I’—g = 2<vE<h > 5<4va<6 = |[4vE]|=5
Asi,

( , sil—16§:1:<%

, sii§x<19—6

fol) = ¢ si%§x<1

. 25
si 1§x<1—6

- 25
sl g <o<2

O ot = AW N =

en los demaés casos.

7

3. Para k = 3 se tiene:
8\/x

f3(z) = H Z_”

Asi,

Xpes (7)), donde E(3) == {r € F:0<x<3,0<x<3} =03

{H&Eh si0<ax<3

0, siz > 3.

o |

Obsérvese que:

0<z<3 = 0<vz<V3 = 0<8/r<8V3.
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Luego |[8v/z ]| toma cada uno de los valores 0,1,--- ,12 o 13.
(a) ogx<6i4 Og\/E<% 0<8z<1 [8v/Z] =0
(b)6i4§x<% é§ﬁ<% 1< 8/F <2 [8vZ] =1
(c)1—16<:1c<634 ;lg\/i<§ 2<8/r <3 I[8vz]] =2
(d)%§x<i gg\/i<% 3 < 8z <4 [8v/Z] =3
(e) ;L<x<§_i %§ﬁ<g 4<8/xr <5 [[8vz]| =4
() o <w<iy Scvi<y 5<8/T<6 = [[8Va] =5
(g)2—2<x<;l—i gg\/}<g 6 < 8T <7 [8VZ]| =6
(h);ii<x<1 gg\/za 7< 8/ <8 [8vZ]| =7
(@) 1<x<2—i 13\/§<§ 8 < 87 <9 [8v/Z] =8
(4) %g:m% gg\/%<% 9 <8z <10 I[8v/x]] =9
(k;)%gx<% %§ﬂ<% 0<8/z <1l = |[8Y7] =10
(l)%§x<% %g x<% 11 < 8z < 12 [8v/z]| =11
(m)%§w<% %§ﬁ<§ 12 <8z <13 I[8vz]| =12
(n) %gx<% ?g\/k% 13<8/Z<14 = |[8yZ] =13.
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Asi,
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Grafica 3

En la grafica 4 se observa que f; < fo < f3; ademéds se cumple que

fe(x) = f(2).

lim
k—o00
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