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PREFACIO

Este trabajo se desarrolla en la modalidad de Seminario de Grado. Es una monografia
producto del estudio de ciertos articulos ademas de lo desarrollado en los cursos elec-
tivos y en el seminario de Teoria de Conjuntos.

El trabajo de divide en dos capitulos. En el primer capitulo se presenta algunos aspectos
de la Teria de Ordinales como lo son: la aritmética ordinal, propiedades de los niimeros
ordinales, algunos teoremas importantes que nos ayudaran a definir operaciones entre
ordinales y la forma normal. El segundo capitulo corresponde al cuerpo del trabajo;
en este capitulo ya se podra apreciar el Teorema de Goodstein y su demostracién
para la cual se hara uso de propiedades de los niimeros ordinales y se introducird una
notacion especial que nos ayudard a tener un mejor manejo en el momento de realizar
la demostracion.



INTRODUCCION

En 1931 el matematico Kurt Godel presenté el teorema de incompletitud, el cual es-
tablece:

En todo sistema azxiomdatico el cual sea lo bastante fuerte para definir el concepto de
numeros naturales, se puede construir una afirmacion que ni se puede demostrar ni se
puede refutar dentro de ese sistema.

Para demostrar este teorema, Godel construye un sistema axiomatico en el cual todo
enunciado se puede expresar en términos de ciertos niimeros, e introduce una proposi-
cién del metalenguaje de la forma “esta proposiciéon no se puede demostrar”, la cual se
demuestra que es indecidible, es decir que no se puede demostrar ni ella ni su negacion
dentro del sistema.

A algunos matematicos les parece tan artificial la demostracién de Godel que empiezan
a preguntarse si existen proposiciones matematicas “normales” tales que ni la proposi-
cién ni su negacién sean demostrables en Aritmética de Peano.

La respuesta a esta pregunta se da en 1977 cuando Jeff Paris (University of Manchester)
y Leo Harrington (University of California, Berkeley) publicaron el articulo: A mathe-
matical incompleteness in Peano Arithmetic, en el que demostraban que una variacion
del teorema de Ramsey finito era verdadera pero indemostrable en Aritmética de Peano.

La Aritmética de Peano es la aritmética usual de los ntimeros naturales, la cual (como alternativa
a la presentacién que se esboza en los preliminares) se puede desarrollar axiomdticamente a partir de
un sistema de axiomas establecidos por Giuseppe Peano.
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Este problema de naturaleza combinatoria fue el primer indecidible que se presenté co-

“menos artificial” y desperto el interés de algunos in-

mo una proposicion matematica
vestigadores. Se did origen entonces a una serie de articulos con nuevos descubrimientos
matematicos cada vez més asequibles (mas “normales”) que son también indecidibles

en Aritmetica de Peano.

En 1944 el matemaético inglés Reuben Louis Goodstein presenta las sucesiones y el teo-
rema que hoy en dia se conoce con su nombre, y realiza una demostracion usando la
teoria de ordinales de Cantor.

Las sucesiones de Goodstein utilizan en su construccién el hecho de que todo entero
se puede representar en cualquier base n > 2. Estas sucesiones tienen la propiedad
de que inicialmente crecen muy rapido pero a partir de algin momento decrecen hasta
alcanzar el valor 0. Esto tltimo es lo que constituye la esencia del Teorema de Goodstein.

En 1982, en el auge de la bisqueda de proposiciones indecidibles, los matematicos Lau-
rence Kirby (Baruch College of the City University of New York) y Jeff Paris (University
of Manchester) demostraron la indecibilidad del Teorema de Goodstein en la Aritmética
de Peano.

El objetivo del presente trabajo es mostrar como la teria de conjuntos, concretamente la
teoria de nimeros ordinales que surge en la axiomatica de Zermelo-Fraenklel, permite
demostrar el Teorema de Goodstein el cual es una proposicién que se enuncia en el
lenguaje de la teoria de nimeros. Para tal propdsito presentamos algunos aspectos
de la teoria de ordinales, presentamos las sucesiones de Goodstein y el Teorema de
Goodstein y finalmente realizamos una demostracion del teorema usando propiedades
de los nimeros ordinales.



PRELIMINARES

I. Axiomas de Zermelo-Fraenkel

1. Axioma de Existencia. Existe un conjunto que no tiene elementos.

2. Axioma de Extensionalidad. Si todo elemento de X es un elemento de Y y
todo elemento de Y es elemento de X, entonces X =Y.

3. Axioma de Pares. Para cualquier A y B, existe un conjunto C tal que x € C si
ysélosiz=Aox=B.

4. Axioma de Unidn. Para cualquier S, existe un conjunto U tal que z € U siy
sélo si x € A para algin A € S. Denotamos |JS = U.

5. Axioma Esquema de Comprensién. Sea P(x) una propiedad de z. Para
cualquier A, existe un B tal que z € B siy sélo si z € Ay P(z) se cumple.

6. Axioma de Conjunto Potencia. Para cualquier 5, existe P tal que X € P si
y s6lo si X C S. Denotamos P (S) = P.

7. Axioma de Infinito. Existe un conjunto inductivo.

8. Axioma Esquema de Reemplazo. Sea P(x,y) una propiedad tal que para
todo x existe un tnico y para el cual P(z,y) se cumple. Para cualquier A existe
B tal que para todo = € A existe y € B para el cual P(x,y) se cumple.

El Axioma esquema de reemplazo se presentara con mas detalle en este trabajo en el
momento que se hace necesario para el desarrollo de la teoria de ordinales.
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II. Ntiimeros Naturales

El ntimero natural 0 es el conjunto vacio (0 = () representando a los conjuntos que no
tienen elementos de los cuales hay s6lo uno. Ahora procedemos con los conjuntos que
tienen un sélo elemento: {0}, {{0}},{{0,{0}}}; en general {z}. Dado que ya tenemos
definido el nimero 0 una escogencia natural para un representante de los conjuntos
unitarios serfa {0}. Entonces definimos:

1= {0} = {0}

Ahora consideremos los conjuntos con dos elementos: {0, {0}},{{0},{0,{0}}},
{{0},{{0}}}, etc. Como ya definimos 0 y 1y 0 # 1, tomemos en particular el conjunto
cuyos elementos son los definidos anteriormente para definir:

2={0,1} = {0,{0}}

Continuando el proceso:

3={0,1,2} ={0,{0},{0,{0}}}
4= {07 1,2, 3} - {(Z)v {@} ) {@, {@}} ) {@, {@} ) {@, {@}}}}

n=40,1,...,n—1}

N=1{0,1,2,3,...}

De lo anterior podemos observar que cada nimero natural n es el conjunto de los
nuameros naturales menores que él, es decir:

n={meN:m<n}.

Ademads podemos observar que cuando definimos 1 = {0} obtenemos 2 adicionédndole
un segundo elemento a 1, el 1:

2—1U{1} = {0} U {1}
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Similarmente

3=20{2} ={0,1} U {2}
4=3U{3}=1{0,1,2} U {3}
b=4U{4} ={0,1,2,3} U {4}, etc

Asi, dado un nimero natural n, obtenemos el siguiente adicionando un elemento mas
a n, que seria el mismo n.

Lo anterior se formaliza con las siguientes definiciones:

Definicién:
El sucesor de n € N es el conjunto S (n) = nU{n} ={0,1,2,...n}. A S(n) lo deno-
taremos como n + 1.

Definicién:

Un conjunto [ es inductivo si 0 € I y siempre que n € [ entonces n+1 € I.

Dado que el axioma de infinito garantiza la existencia de un conjunto inductivo se define
el conjunto de los niimeros naturales como:

N ={z | z € I para todo conjunto inductivo 1} .

A continuacién destacaremos algunas caracteristicas de los niimeros naturales:

Principio de Induccion Matematica:

Sea P(x) una propiedad. Asumamos que:

a. P (0) se cumple.

b. Para todo n € N, P (n) implica P (n+1).

Entonces P se cumple para todo niimero natural n.
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Segunda Version del Principio de Induccién Matematica:

Sea P(z) una propiedad. Asumamos que, para todo n € N,

Si P (k) se cumple para todo k < n,entonces P (n).

Entonces P se cumple para todo ntimero natural n.

Ahora definamos un orden sobre N:

Definicién:

Sin,m € N, entonces decimos que n < m si y solo si n € m.

El conjunto de los nimeros naturales es bien ordenado bajo la relacion definida anterior-
mente. Es decir, (N, <) es un conjunto bien ordenado.

Ademas con el Principio de Inducciéon Matemaética se puede demostrar la propiedad ya
enunciada: n = {m € N: m < n}.

Teorema de Recursion:

Para cualquier conjunto A, cualquier a € A y cualquier funcién g : A x N — A, existe
una unica sucesion infinita f : N — A tal que:

a. fo=a.

b. faot1 = g (fn,n) para todo n € N.

El Teorema de Recursion permite introducir las operaciones suma, producto y expo-
nenciacién, tenemos entonces:

Adicién de niimeros naturales:

Existe una tunica funcion + : N x N — N tal que:

a. +(m,0) = m para todo m € N.

b. +(m,n+1) =+ (m,n) + 1 para todo m,n € N.
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Si escribimos m + n en lugar de + (m, n) entonces obtenemos:
a. m+0=m.

b. m+(n+1)=(m+n)+ 1

Multiplicacion de nimeros naturales:

Existe una unica funcion x : N x N — N tal que:

a. x (m,0) =0 para todo m € N.

b. x (m,n+ 1) = x (m,n) + m para todo m,n € N.

Si escribimos m - n en lugar de X (m,n) entonces obtenemos:
a. m-0=0.
b. m-(n+1)=(m-n)+m.

Exponenciacién de nimeros naturales:

Existe una tnica funcion exp : N x N — N tal que:

a. exp (m,0) =1 para todo m € N.

b. exp (m,n+1) = exp (m,n)-m para todo m,n € N.

Si escribimos m™ en lugar de exp (m,n) entonces obtenemos:



CAPITULO 1

NUMEROS ORDINALES

1.1. Ordinales

Los ntimeros ordinales son bésicamente una extension de los ntimeros naturales. Los
nimeros naturales empiezan en cero y se obtiene el siguiente aumentando el niimero
previo en una unidad. Es deseable poder continuar el proceso de contar mas alla de los
numeros naturales. La idea es que podamos imaginar un niimero w que venga “después”
de todos todos los niimeros naturales, el cual seria el primer ordinal infinito.

Pero una vez w es permitido, entonces adicionando uno, podemos obtener w + 1, w + 2,
w + 3 y asi sucesivamente podemos hablar de w + n para cualquier natural n, pode-
mos hablar del limite de w,w + 1,w + 2, ... el cual serfa w + w, que se denota como
w -2 y asi podemos obtener w -2+ 1, w -2+ 2,... y el limite de esta sucesion de or-
dinales seria: w-3. De forma similar, podemos obtener otros ordinales como w-4, w-5, ...

En esta seccion se presentan algunos resultados de la teoria de ordinales con el objetivo
de formalizar lo anterior.

Definicién 1.1.1 Un conjunto W es bien ordenado bajo la relacion < si:

i. (W,<) es linealmente ordenado.

it. St AC W, con A# 0, entonces A tiene elemento minimo.

12
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Definicién 1.1.2

Sea (L, <) un conjunto linealmente ordenado. Un conjunto S C L se llama un segmento
inicial de L, si S es un subconjunto propio de L (S # L) y si para todo a € S, todo
x < a es también elemento de S.

Observacién 1.1 Notemos que para que podamos hablar de segmento inicial, una de
las condiciones es que el conjunto sea linealmente ordenado. Por ejemplo el conjunto de
los reales no positivos y el conjunto de los reales negativos son segmentos iniciales del
conjunto de los nimeros reales. Ahora, cuando el conjunto nos brinda la condicion de
ser bien ordenado, tenemos que el segmento inicial tiene una forma especial, veamoslo
en el siguiente lema.

Lema 1.1.1

Si (W, <) es un conjunto bien ordenado y si S es un segmento inicial de (W, <), entonces
existe un a € W tal que S ={x € W |z < a}

Demostracién.

Sea X = W — S el complemento de S. Como S es un subconjunto propio de W, X es
no vacio, y entonces tiene elemento minimo con el buen orden <. Sea a el elemento
minimo de X. Si x < a, entonces x no puede pertenecer a X, pues a es el elemento
minimo , entonces x pertenece a S. Si x > a, entonces x no puede pertenecer a S
porque en tal caso a perteneceria tambien a S, pues S es segmento inicial. Por lo tanto
S={reW|z<a}. u

Si @ es un elemento de un conjunto bien ordenado (W, <), llamamos al conjunto
Wia={z eW |z <a}

el segmento inicial de W dado por a.

Podemos notar que si a es el elemento minimo de W, el conjunto W [a] es vacio. Ademés

tenemos por el lema 1.1.1 que todo segmento inicial de un conjunto bien ordenado es
de la forma W [a] para algin a € W. También W [a] es bien ordenado por <.

Consideremos ahora el conjunto A = {0, {0}, {{0}}}, observemos que:
0 € A pero ademds el conjunto vacio esta contenido en A. También {0} y {{0}} son
elementos del conjunto A y son subconjuntos de él.

Los conjuntos que cumplen con esta caracteristica son llamados conjuntos transitivos.



1. Ntumeros Ordinales 14

Definicién 1.1.3

Un conjunto T es transitivo si todo elemento de T es un subconjunto de T.

En otras palabras, un conjunto transitivo tiene la propiedad de que si v € v € T en-
tonces u € T'.

Con las definiciones anteriores tenemos ahora los elementos necesarios para introducir
la definicién de ntimero ordinal.

Definicién 1.1.4 Un conjunto o es un numero ordinal si:

1. « es transitivo.

1. a es bien ordenado por €,.

Consideremos los conjuntos B = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}} y C = {0,{0,{{0}}}}, ob-
servemos que el conjunto B es transitivo pero no linealmente ordenado por €g y el
conjunto C es linealmente ordenado pero no es transitivo. De aqui que, ni el conjunto
B ni el conjunto C' son ordinales.

Teorema 1.1.1

Todo numero natural es un ordinal.

Demostracién.

SeameNykelem(k<l<m)entonces k € m. Asi que m es transitivo. Ademas
todo nuimero natural es bien ordenado por la relacion de € pues para todo n € N, n es
un subconjunto de N y N es bien ordenado por €. n

Todo elemento de N es subconjunto de él (N), asi el conjunto N es transitivo y N es bien
ordenado por €. Por lo tanto N es también un ordinal. Es importante resaltar que N es
el primer ordinal infinito que tenemos hasta el momento. Como sabemos que N es un
ordinal, como ordinal lo denotaremos por w. Precisemos esto en la siguiente definicion.

Definicién 1.1.5 w = N.

Cuando se presentan los nimeros naturales se introduce el concepto de sucesor de la
forma S (n) = n U {n} pero esto mismo tiene sentido para cualquier conjunto. Asi es-
tablecemos la siguiente definicion.
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Definicién 1.1.6

El sucesor de un conjunto x es el conjunto S(z)=x U {z}.

Con esta definiciéon ya podemos conocer otros ordinales diferentes a los ntimeros na-
turales y a N.

Lema 1.1.2

Si a es un niumero ordinal, entonces S(a) es un niumero ordinal. A S («) lo denotamos
a+1.

Demostracién.

i. Verifiquemos que S(«) es transitivo
S(a)= a U {a}. Seaa € S(a) entonces a € oo a € {a}

e Sia € «a entonces dado que « es un ordinal, tenemos que a C o C S(a), por
lo tanto a C S(«).

e Sia € {a} entonces a = o C S()
Por lo tanto, S(«) es transitivo

ii. Veamos que S(«) es bien ordenado
Como « es bien ordenado por €, y a € S («) entonces S(a) es bien ordenado por

€ siendo a es el elemento maximo. Asi que S(«) es un ordinal.
|

Por lo anterior si tenemos un ordinal, tendremos uno mas (su sucesor), pero 0 y w no
son ordinales sucesores. Tenemos entonces:

Definicién 1.1.7

Un nimero ordinal o es un ordinal sucesor si existe un ordinal § tal que o = B + 1.
Un ordinal es un ordinal limite si no es sucesor.

Buscaremos ahora extender el ordenamiento de los niimeros naturales. Entonces para
ordinales cualquiera o y 8 definimos:

a < [ siysélosiacef.
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La axiomaética de Zermelo-Fraenkel considerada para el desarrollo de la teoria de ordi-
nales que aqui presentamos, no excluye la posibilidad de que algin conjunto sea ele-
mento de si mismo. Esto hace especialmente importante el siguiente Lema. Este Lema
junto con los tres siguientes nos permitirdn precisar caracteristicas de < en un teorema.
De hecho veremos que < se comporta como un ordenamiento lineal.

Lema 1.1.3

Si a es un ordinal entonces o ¢ «.

Demostracién.

Supongamos que a € «, entonces el conjunto («, €,) linealmente ordenado tiene un
elemento r = « tal que z € x esto contradice la propiedad de asimetria de €, y por lo
tanto a ¢ «. n

Lema 1.1.4

Todo elemento de un numero ordinal es un nimero ordinal.

Demostracion.

Sea « un ordinal y = € «, probemos que x es ordinal.

1. Sea u 'y v tales que u € v € x. Como = € o y « es transitivo y ademés tenemos
que v € T € « entonces v € a. Asi que u € v € a y también u € a. De aqui que
u, vy x son elementos de a y « es bien ordenado por €, entonces v € x. Es decir,
x es transitivo.

71. Por la transitividad de o tenemos que x C « y la relacion €, es la restriccion de
la relacion €,. Asi, x es bien ordenado por €,.

Por lo tanto, de (i) y (i7) tenemos que z es un ordinal.

Lema 1.1.5

Sty B son ordinales tales que o C 3, entonces a € [3.

Demostracién.

Sea o C Bentonces B —a# 0y —aC S, ademss el conjunto S — « tiene elemento
minimo en el orden €3, llamémoslo v € 3.
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Veamos que v = «

= Tenemos que v C a, de lo contrario existiria un 0 € v — a C  — « tal que
0 < 7,y esto es una contradiccién ya que v es el minimo de 8 — a.

= Probemos que si 6 € a entonces § € «y. De lo contrario, si § ¢ ~ se tendrd que
vE€doy=0dyaque,destdn en Sy B es bien ordenado por €g.
En ambos casos v € a pues « es transitivo, esto contradice el hecho que v € g —a.

Por lo tanto v = a € 3.
[

Lema 1.1.6

Sea X un conjunto de ordinales entonces | J X es transitivo.

Demostracién.

Sea € v € [JX. Probemos que p € |JX. Si v € [JX entonces existe un 8 € X tal
que v € . Como 3 es un ordinal entonces v C . Luego p € 3, lo que implica que
p e lJX. Asi que |J X es transitivo. n

Teorema 1.1.2 Sean «, S y v numeros ordinales.

a. Sia< fyp <y entonces a < 7.
b. No se tienen simultaneamente o < 8 y < «a.
c. Se da una de las siguientes o« < f oa = 0 8 < «.

d. Cada conjunto no vacio de nimeros ordinales tiene elemento minimo. En conse-
cuencia, cada conjunto de nimeros ordinales es bien ordenado por <.

e. Para cada conjunto de nimeros ordinales X existe un nimero ordinal o ¢ X, es
decir, no existe un conjunto de todos los numeros ordinales.

Demostracion.

a. Por hipotesis a € Sy B € v, es decir « € 8 € vy como 7y es transitivo entonces
a € 7. Luego a < 7.

b. Si tenemos que a € By f € a obtendriamos que a € a lo que contradice el lema
1.1.3.
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c. Siay [ son ordinales entonces aNf es un ordinal. Ademas, aNB C ay ang C 3.
Si an B = a, entonces a C B y esto implica que o € f o a = (§ por lema 1.1.5.
Similarmente, si « N = [ entonces f € a0 § = «.

Ahora, siaNpf Cayanpf C fentoncesaNpf € ayanpf e f, de aqui que
anpB e anpy esto contradice el lema 1.1.3. Luego sélo existen las posibilidades
aNf=aoaNf=ayestoimplicaquea < foa=po0f<a.

d. Sea A un conjunto no vacio de ordinales. Tomemos un a € A, consideremos el
conjunto A N «.
Si ANa = 0, a es el elemento minimo de A. Si o no es el elemento minimo de
A entonces existe un A € A tal que A < o (A € ), asi A € ANa y esto es una
contradiccién con el hecho de que A Na = 0.
Si AN a # (0, entonces AN a C «; como « es bien ordenado por €, entonces
AN« tiene elemento minimo, llamémoslo 8. Asi, (3 es el elemento minimo de A
con el orden <. Si # no es el minimo de A entonces existe v < Sy v € A luego
v € BN APpero € aasiyeanA. Pero esto contradice que [ es el minimo de
anA.

e. Sea X un conjunto de nimeros ordinales. Asi, como todo elemento de X es un
conjunto transitivo, | J X es también un conjunto transitivo por lema 1.1.6. De la
parte (d) de este teorema se sigue que | J X es bien ordenado por €. Por lo tanto
JX es un nimero ordinal. Ahora sea o = S(|JX); a es un nimero ordinal y
a ¢ |JX, pues si a € |[JX entonces a C |JX y por lema 1.1.5 tendriamos que
a=JX oa e |JX, en cualquiera de los dos casos, « € S(|JX) = a y esto
contradiria el lema 1.1.3.

Por lo tanto no existe el “conjunto de todos los niimeros ordinales”.
[ |

El nimero ordinal | J X usado en la prueba del literal (e) se llama el supremo de X y
lo denotamos por supX. En efecto, | J X es el menor ordinal mayor o igual a todos los
elementos de X:

a. Si a € X, entonces a C [J X de aqui que o < |J X.

b. Si o < 7y para todo o € X, entonces o C v para todo a € X y asi [JX C ~, de
aqui que [JX < 7.

Una consecuencia de los anterior es que, analogamente a como ocurre en los niimeros

naturales, si @ es un numero ordinal entonces: « = {8 | < a}.
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El siguiente teorema enfatiza el hecho de que los ordinales son una generalizacion de
los niimeros naturales.

Teorema 1.1.3

Los niumeros naturales son exactamente los niumeros ordinales finitos.

Demostracion.

Por el teorema 1.1.1 tenemos que los niimeros naturales son ordinales y ademas para
cada n € N, n es finito. Falta entonces mostrar que cada ordinal que no es natural es
un conjunto infinito.

Si «v es ordinal y « no es un nimero natural por teorema 1.1.2 parte (b) se dard el caso
a > w (porque o £ w), asi @ D w porque « es transitivo. Luego « tiene un subconjunto
infinito y por lo tanto « es infinito.

Consideremos ahora los siguientes ejemplos:

1. Para la construccion de la sucesion

0,40}, {03}, {{{0}}}, )

Podriamos definir el esquema recursivo

(l():@

any1 = {a,}, para todon € N

La dificultad aqui estda en que para aplicar el teorema de recursiéon necesitamos
un conjunto A dado de antemano, tal que g(n,z) : N x A — A definida por
g(n,z) = {z} pueda ser usada para calcular el término (n + 1) de la sucesién a
partir de su n-ésimo término.

Pero no es obvio como probar de nuestros axiomas que exista algin conjunto A
tal que:

DA {0 eA {0 eA {0} eA,..

Parece como si la definicién de A requiriera recursion.
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2. La existencia de w se puede garantizar por el axioma de infinito y por como se
define N. Los conjuntos w+1,w+2,w—+ 3, ... pueden obtenerse usando el axioma
de union y el axioma de pares. Cuando pensamos en definir w 4+ w lo “defini-
mos” como la unién de w y de todos los w +n para todo n € w, pero la existencia
de w+w no la podemos garantizar con los axiomas que tenemos hasta el momento.

La introduccién de un nuevo axioma apunta a resolver la dificultad planteada por los
ejemplos anteriores y permitird demostrar un importante teorema que dara la entrada
de nuevos ordinales en la teoria.

Axioma 1.1.1 (Axioma Esquema de Reemplazo)

Sea P(x,y) una propiedad tal que para todo x existe un unico y tal que P(x,y) se
cumple.

Para todo conjunto A, existe un conjunto B tal que, para todo v € A, existe un y € B
el cual permite que P(x,y) se cumpla.

Ahondemos un poco en el significado del axioma:
Sea F' la operacién definida por la propiedad P, esto es, F'(z) denota el tnico y para el
cual se tiene P(z,y). El Axioma de Reemplazo puede enunciarse de la siguiente manera:

Para todo conjunto A hay un conjunto B tal que para todo x € A, F(z) € B.

Consideremos nuevamente la operacion F' definida por P. El Axioma de Reemplazo
implica entonces que la operacion F sobre elementos de un conjunto dado A puede
ser “reemplazada” por una funcion, esto es, por un conjunto de parejas ordenadas. De
manera mas precisa tenemos:

Para todo conjunto A, existe una funcién f tal que dom f = Ay f(x) = F(x) para
todo x € A.

De lo anterior, f = {(z,y) € Ax B | P(z,y)}, donde B es el conjunto que nos propor-
ciona el Axioma de Reemplazo. Usaremos la notacién F' | A para denotar la funcién f.
Podemos notar que ran (F [ A) = F[A].

Los conjuntos bien ordenados pueden ser representados por numeros ordinales. De
manera precisa tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.4

Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un unico niumero ordinal.

Demostracién.

Sea (W, <) un conjunto bien ordenado. Sea A el conjunto de todos los a € W para los
cuales W [a] es isomorfo a algtin ordinal.

Como dos ordinales distintos no pueden ser isomorfos, pues uno es segmento inicial del
otro, este ordinal es Unico, y lo denotamos por a.

Sea S tal que S = {a, | a € A}; la existencia del conjunto S la garantiza el Axioma
Esquema de Reemplazo. El conjunto S es bien ordenado por €, por ser un conjunto de
ordinales. Este también es transitivo, porque si v € o, € S, sea ¢ un isomorfismo entre
Wlal y an y sea ¢ = (), entonces ¢ [ Wlc| es un isomorfismo entre Wc| y vy
asi 7 € S. Por lo tanto S es un niimero ordinal, S = a.

Un argumento similar muestra que a € A, b < a implica que b € A: sea ¢ un isomorfismo
de W [a] y a,. Entonces ¢ [ W [b] es un isomorfismo de W [b] y un segmento inicial I de
ag. Por lema 1.1.1 existe un 5 < a, tal que I = {y € a, | 7 < B} = 3, esto es f = .
Esto muestra que b € Ay oy < .

Podemos concluir o bien que A =W o A = W [¢] para algin ¢ € W. (Lema 1.1.1).

Ahora definamos la funcién f : A — S por f(a) = «,. Por la definicién de S y del
hecho que b < a implica que o, < oy es obvio que f es un isomorfismo de (A, <) en a.
Si A = W [¢] tendriamos que ¢ € A, una contradiccién.

Por lo tanto, A = w, y f es un isomorfismo de (W, <) y el ordinal «.

Haciendo uso del teorema anterior tenemos:

Definicién 1.1.8

Si W es un conjunto bien ordenado, entonces el tipo de orden de W es el inico numero
ordinal isomorfo a W.

Como extension de los nimeros naturales que son los ordinales tendremos también un
Principio de Induccion Matematica que en este caso va a ser transfinito.

Teorema 1.1.5 (Principio de Induccién Transfinita.)
Sea P(x) una propiedad. Asumamos que para todo nimero ordinal o:

Si P(B) se tiene para todo f < «, entonces P(«). (1.1)

Entonces P(«) se cumple para todo ordinal .
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Demostracion.

Supongamos que para algin ordinal 7 no se tiene la propiedad P, y sea S el conjunto
de todos los ordinales 8 < v que no tienen la propiedad P.

El conjunto S tiene elemento minimo «. Por lo tanto, todo § < « tiene la propiedad P,
por hipétesis tendriamos que P(«) se cumple, esto es una contradiccién.

Asi que no existe un ordinal v para el cual no se cumpla P. n

Asi como en los niimeros naturales manejamos al menos dos Principios de Induccién,
se considera conveniente manejar dos versiones para los ordinales.

Teorema 1.1.6 (Segunda Versién del Principio de Induccién Transfinita)

Sea P(z) una propiedad tal que:

a. P(0) se cumple.
b. P(«) implica P(a+ 1) para todo ordinal .

c. Para todo ordinal limite o # 0, si P(B) se cumple para todo 5 < « entonces P(«)
se cumple.

Entonces P(«a) se cumple para todo ordinal c.

Demostracién.

Es suficiente mostrar que los literales (a), (b) y (c) implican la propiedad (1.1). Sea «
un ordinal tal que P (/) se cumple para todo 8 < . Si a = 0, entonces P («) se tiene
por el literal (a). Si v es un ordinal sucesor, es decir que existe < « tal que o = +1,
como P (f3) se tiene por hipétesis inductiva entonces por el literal (b) P («) se cumple.
Si «v es un ordinal limite, tenemos que por hipétesis inductiva y el literal (¢), se cumple
P (a). [

También tenemos en los ordinales un Teorema de Recursién. Para comprender el signi-
ficado y la demostracién de este teorema introducimos la definicion de computo y suce-
sion transfinita.

Definicién 1.1.9
Una sucesion transfinita de longitud o es una funcion cuyo dominio es un ordinal c.

Un computo t de longitud o basado en una operacion G es una funcion con
dom t = a+1 en el cual para todo f < «a, t(8) = G(t | §).51 G tiene un parametro z
tendriamos t(3) = G(z,t | B)
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Presentamos ahora una version del Teorema de Recursion Transfinita en el cual se hace
distincion entre ordinales sucesores y ordinales limites y ademas se tiene en cuenta un
posible parametro. La intencion es acercarnos a la utilizacion del Teorema de Recursion
en la definicién de las operaciones entre ordinales.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Recursién Transfinita. Versién Paramétrica)

Sea G1, Gy y G3 operaciones y sea G una operacion definida por G (z,x) =y si y sdlo
st se da una de las siguientes situaciones:

(
a.r=0yy=Gi(z0).
b. z es una funcién, dom r = o + 1 para un ordinal o y y = G5 (z, x («))

c. x es una funcién, dom = = « para un ordinal limite a # 0 y y = G3 (2, x)

|d-y = () en otro caso.

Entonces la propiedad P(x,y) dada por:

{x es un numero ordinal y y = t(x) para algin cémputo ¢ de longitud x basado en G

y = () en otro caso.
define una operacion F' tal que para todo z:
F(z,0)=F,(0) =G (2,0).

F(z,a+1)=Gy(z, F(z,a)) = G2 (2, F.(a)) para todo a.
F(z,a) = G3(z, F, | a) para todo limite a # 0.

Demostracién.

Verifiquemos que P define una operacion, es decir, que para todo ordinal x existe un
tnico y tal que P(z,y). Demostremos por induccién que para todo ordinal a existe
unico cémputo de longitud a:

Por hipétesis inductiva asumamos que para todo f < « hay un unico computo de
longitud 8 y comprobemos la existencia y unicidad de un cémputo de longitud a.

7. Existencia.

Aplicando el Axioma de Reemplazo en la propiedad “y es un computo de longitud x”
y el conjunto a. Entonces existe el conjunto:

P Ta={((,7),F () ly <a}
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T = {t | t es un computo de longitud B para algin [ < a}

Por hipdtesis inductiva tenemos que para todo f < « existe un unico cémputo de
longitud S es decir un tnico t € T'. T es un sistema de funciones.

Sea t = |JT. Ahora, sea 7 = t U {(a,G (2,1))}. Probemos que 7 es un cémputo de
longitud a:

a. 7 es una funcion y dom v =a + 1

Sabemos que domt = |J domt = |J (6 + 1) = a, asi que dom 7 = dom tU{a} = a+1
teT BEa

Ahora, ya que a ¢ dom t, es suficiente mostrar que ¢ es una funcién. Pero esto dltimo
se debe al hecho de que T es un sistema compatible de funciones. En efecto, sean t; y
ty € T arbitrarios, y sean dom t, = 31, dom ty = [s.

Sin pérdida de generalidad asumamos que 3; < [, entonces 1 C (o, v es suficiente
mostrar que t; (7) = t3 () para todo v < ;. Realicemos esto por induccién transfinita,
esto es, asumamos que 7y < 31 y t1 (§) = t2 (0) para todo § < y entonces t; [y =1ty [ 7y
y tenemos que t1(y) = G (2,t; [ 7) = G (2,t2 | 7) = ta(y). Por lo tanto, t; () = t2 (7)
para todo v < .

b. 7(8) =G (2,7 | B), para todo f < a.

Si 8 =« entonces 7 (o) = G (2,t) = G (2,7 | ). Si f < «, escojamos un ¢ € T tal que
B € dom t; tenemos 7 () =t (5) = G (2,t | ) = G (2,7 | B) porque t es un computo
ytCrT.

71. Unicidad.

Sea o otro computo de longitud «, veamos que 7 = o. Como 7 y ¢ son funciones
y dom 7 = a+ 1 = dom o es suficiente comprobar por induccién transfinita que
7 () = o (v), para todo v < a:

Asumamos que 7(§) = o0 (6) para todo 6 < . Entonces 7(y) = G (2,7 [7) =
G(z,017)=0()
Esto concluye la demostracion de que la propiedad P define una operacién F.

Notemos que para cualquier computo ¢, F, | dom t = t; esto se tiene porque para
cualquier f € dom t, tz =t [ (84 1) es obviamente un cémputo de longitud S, y
entonces, por la definicién de F, F, (B) =tz () =t (B).

Para mostrar que F, (o) = G (2, F' | «) para todo a y todo z, sea t el inico computo
de longitud «, entonces F, (a) =t (o) =G (z,t [ o) =G (2, F [ ).
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Luego por como se define GG tenemos:
F(2,0) =G (2, F | 0)=G(z,0) = Gi(z,0).

F(zya+1)=G(z,F, | (o« +1)) = Ga(z, F.(a)) para todo .
F(z,a) =G (z,F, | a) = G3(z, F, | a) para todo limite o # 0. n

Corolario 1.1.1

Sea G una operacion. Para todo conjunto A existe una unica sucesion infinita (a, | n € N)

tal que:

(a) ap = a.

(b) ani1 = G (an,n) para todo n € N.

Con el Corolario 1.1.1 podemos retomar los ejemplos que se plantearon para introducir el
Axioma Esquema de Reemplazo y mostrar la existencia de (0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, )
y de w + w. Veamos:

Sea G(z,y) = {x} entonces por el Corolario 1.1.1 existe una sucesién infinita (a,, | n € N)
tal que: ag = 0y a1 = G (an,n) = {a,} para todo n € Ny si definimos G(z,y) = x+1
entonces por el Corolario 1.1.1 existe una sucesién infinita (&, | n € N) tal que: § = w
Y &1 = G (&n,n) = {&.} para todo n € N. Asi que por lo anterior garantizamos la
existencia del conjunto {0, {0}, {{0}},{{{0}}}, - -}y de w+w.

1.2. Aritmética Ordinal

Ahora, haciendo uso del Teorema de Recursién Transfinita, definimos la adicién, mul-
tiplicacién y exponenciacién de niimeros ordinales. Enfatizamos que en lo que respecta
a los nimeros naturales como ordinales que son, estas operaciones son las mismas que

mostrabamos en los preliminares.

Definicién 1.2.1 (Adicién de Nimeros Ordinales.) Para todo ordinal 3

a. 04+0=p
b. 8+ (a+1)=(6+a)+1 para todo «

c. B+a= sup {B+7 |~ <a} para todo limite o # 0
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Veamos como la definicién 1.2.1 se ajusta a la versién formal del Teorema de Recursion
Transfinita.

Consideremos las operaciones Gy, Gy v G5 donde:
Gi(z,2) =2,Ga(z,x) =2+1y G3(z,2) = sup (ran x) si z es funcién (y G3 (z,2) =0
en otro caso).

El teorema 1.1.7 proporciona una operacion F tal que para todo z:

(F(2,0)= G (2,0) = 2
F(z,a+1)=Gy(z,F, (o)) = F(z,a)+1
F(z,0) = Gs (2, F. | @) = sup (ran (F. | a)) = sup ({F (z,7) | v < a)}),

| para el ordinal limite v # 0.

(1.2)

Si 5 y « son ordinales, entonces escribimos 5+ « en lugar de F' (3, ) y asi observamos
que las condiciones de (1.2) son exactamente los literales (a),(b) y (¢) de la definicién
1.2.1.

Si v = 0 en la parte (b) de la definicién 1.2.1 tenemos la igualdad 5+ 1 = 5+ 1; el lado
izquierdo denota la suma de niimeros ordinales # y 1 mientras que el lado derecho es

el sucesor de f3.

Ejemplo 1.2.1

1. B+2=(B)+(1+1)=(B+1)+1, para todo ordinal [5.
2. B+3=(8+2)+1, para todo ordinal 3.

3. 048 = B. Veamos que esto se verifica utilizando el Principio de Induccion Trans-
finita.
St B =0 entonces tendriamos 0 + 0 = 0 por definicion 1.2.1, ahora si 0+ v = v
YB=~+1, entonces0+ =0+ (y+1)=(0+7)+1=~+1=0, finalmente
verifiquemos que O+ 3 = B cuando B es un ordinal limite y 0+~ = v para v < B:
0+8= sup {0+ |y<B}t= sup {y[v<B}=58

4. w+w= sup{w+n|n<w}.
5. (wHw)+w=sup{(w+w)+n|n<w}

6. n+w=sup{m+n|n<w}=w



1. Ntumeros Ordinales 27

Observacion 1.2 Del ejemplo (6) vemos que m + w no tiene mdximo.

Ahora w+m es mayor que w y ademas tiene como mdazimo w—+n donde m es el sucesor
den € w. Asi que m+w # w~+m. Por lo tanto, la adicion de niumeros ordinales no es
conmutativa.

También podemos notar que, si bien 1 # 2, tenemos que 1 +w = 2+ w. Por lo tanto
la cancelacion a derecha en igualdades o desigualdades no se tiene.

Como existe la posibilidad de sumar conjuntos bien ordenados es importante mostrar
que la suma de ordinales definida en 1.2.1 es compatible con la suma de conjuntos bien
ordenados. Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1

Sea (W1, <1) y (Wa, <3) conguntos bien ordenados, isomorfos a los ordinales oy y ag
respectivamente, y sea (W, <) la suma de (Wy,<y) y (Wa, <3). Entonces, (W,<) es
wsomorfo al ordinal oy + .

Demostracién.

Asumamos que W7 y Wy son disjuntos, que W = W; U W, v que cada elemento en W,
precede en < a cada elemento en W5, mientras que < coincide con <; y <o en Wi y
W5 respectivamente. Demostremos el teorema por induccién sobre as:

Si ay = 0 entonces Wo =0, asi W = W, y aq + o = a.

Si ag = 5+ 1 entonces Wy tiene elemento maximo a, y W [a] es isomorfo a oy + f3; el

isomorfismo se puede extender a un isomorfismo entre W'y ay + as = (ag + ) + 1.

Si ay es un ordinal limite, para cada 5 < o existe un isomorfismo fz de a; + 3 sobre
W [ag] donde ag € Wa; més aun, fz es unico, ag es el f—ésimo elemento de W, y si

f < 7 entonces fz C fy. Sea f = |J fg. Como oy +aa = |J (a1 + B), de aqui se
B<as B<as
sigue que f es un isomorfismo de «ay + a5 sobre W. [ ]

Si bien en la suma de ordinales no tenemos la conmutatividad ni la cancelacién a la
derecha si tenemos la cancelacién a izquierda tanto en igualdades como en desigualdades
y la asociatividad.

Lema 1.2.1

a. S aq, an Yy B son ordinales, entonces ay < aig 81 Yy solo st B+ ap < B+ «s.
b. Para todo ordinal oy, as y B, B+ a1 = B+ g st y solo st ap = qs.

c. (a+p)+v=a+(8+7) para todo ordinal a, 8y 7.
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d. Sea a, 8y v ordinales y sea o < [3 entonces o + v < [+ 7.

Demostracion.

a. Haciendo induccion transfinita sobre oy mostremos que a; < s implica que
B+a1 < B+ as. Supongamos que a; < ap y que aq < ¢ implica que S+a; < S+
para todo § < as.

Si ap es un ordinal sucesor entonces ap, = § + 1 donde 0 > «a;. En el caso que
d=ajentonces f+a3 < P+I<(L+0)+1=0+(+1)=F+azysia <,
f+a <p+o<(B4+0)+1=8+0+1) =5+ as.

Si a es un ordinal limite entonces oy < g y asi tenemos que f+a; < (8 + aq)+1
=0+ (a+1) <sup{B+d]|<ar} =0+ an.

Para demostrar la otra implicaciéon asumamos que 3+ a; < 8 + ao.

Si ag < aq, por la anterior implicacion tendriamos que 8+ as < 8+ aq, y esto
contradice la hipodtesis. Si ap = aq, entonces [+ as = S+ a1, lo que nos lleva una
contradiccion. Luego, por la linealidad de < tenemos que a; < as.

b. Si a; # ay, entonces se tiene a; < ag 0 oy > ay y por el literal (a) tendriamos
que B+ a; < 4+ az 0+ ay < B+ ay pero esto contradice la hipdtesis. Luego
a1 = Q. Si ag = ay entonces 5+ a; = [ + «g se tiene trivialmente.

c. Hagamos induccién transfinita sobre ~.
Siy =0, entonces (a+f) +0=a+B=a+ (6+0)
Asumamos que la igualdad se tiene para v y probemola para v + 1
(@+B)+(v+1) =lla+f)+r]+1=la+(B+N]+1=a+[f+7)+1]=
a+ B+ (y+1)]

Ahora, sea v un ordinal limite, v # 0.Entonces:

(@+B)+v={(a+p8)+6[6 <7} =sup {a+(B+0) |0 <7}

Observemos que:

sup {B+0|0<~}=pF+r.
y ademas 3 + ~ es limite, en efecto, si & < 4+ v entonces & < [+ § para algin
d<yyentoncesE+ 1< (B+v)+1=04+0+1)<B+7.

Notemos:

(a+B)+y= sup {a+(B+9) |[d<y}=sup{a+{|E{<B+y}t=a+(B+7).
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Asi que, (a+B)+yv=a+ (B+7).
n

El siguiente lema nos muestra que es posible definir la sustracciéon de niimeros ordinales.

Lema 1.2.2

Si o < B entonces existe un unico numero ordinal £ tal que o + & = .

Demostracion.

Como « es segmento inicial del conjunto bien ordenado 5 o a = 3, el teorema 2.2.2
implica que = a+¢ donde € es el tipo de orden del conjunto f—a = {v | a < v < }.
El lema 1.2.1 parte (b) nos garantiza que el ordinal £ es tnico. n

Definicién 1.2.2 (Multiplicacién de Nimeros Ordinales.)

Para todo ordinal (3,

a. 0-0=0.
b. 6-(a+1)=p-a+ f para todo a.

c. B-a= sup {8 7|~ < a} para todo limite o # 0.

Consideremos las operaciones GGy, Gy y G3 donde:

Gi(z,x) =2, Go (z,2) = v+ 2y G3(z,2) = sup (ranx) si x es funcién (y Gs (z,2) =0
en otro caso).

El teorema 1.1.7 proporciona una operacion F tal que para todo z:

(F(2,0)= G4 (,0) =0
Fzya+1)=Gy (2, F, (o)) = F (z,a) + 2
F(z,a)=Gs(z,F. | a) = sup(ran (F, | a)) = sup {F (2,7 | v < a)}),

| para el ordinal limite a # 0.

(1.3)

Si 5 y « son ordinales, entonces escribimos (5 - a en lugar de F'(f, «) y asi observamos
que las condiciones de (1.3) son exactamente los literales (a),(b) y (c¢) de la definicién
1.2.2.
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Ejemplo 1.2.2

1.B-1=p-(041)=5-0+8=0+5=0.
2.6-2=0-(141)=p-14p=p+ 5. En particular, w -2 = w + w.
3. p-3=0-2+1)=p-24+=0+5+0.

4 Brw=sup{f-n|ncwy={F6+50+F+0,. .}

5. 1-a = «, para todo . Demostremos esto por induccion.
Sia =0 entonces 1-0=0;sil-v=~vya=~vy+1entonces1-(y+1) =
l-vy+1=v+1ystparay < «a se tiene 1 -y =~ y a ordinal limite tenemos:
lra=sup {1-y|v<a}=sup {y|v<a}=a

6. 2-w=sup{2-n|necw}=w.

Observacion 1.3 De los ejemplos (2) y (6) podemos concluir que en general la multi-
plicacion de ordinales no es conmutativa.

Como también es posible multiplicar conjuntos bien ordenados tenemos en el siguiente
teorema la compatibilidad entre este producto y el producto de niimeros ordinales.

Teorema 1.2.2 Sea o y 8 nimeros ordinales. Los érdenes lexicogrdfico® y antilexi-
cogrdfico ® son buenos drdenes. El tipo de orden del orden antilexicogrifico de oo x B es
« - B, mientras que el orden lexicogrdafico de o x [ tiene el tipo de orden [ - «

Proposicién 1.2.1 (Propiedades del producto de ordinales)

~

. St ay, as y B son ordinales y B # 0 entonces ay < g s1 Yy s6lo si - < - qs.

IS

CSita, ayBF#O0, Brag=06-as sty solo siag = as.

3. (a-B)-v=a-(B-7), para todo ordinal cv, B y 7.

BN

ca-(B+7)=a-B+a-, para todo ordinal o, B y 7.

&

. Sea o, B y v ordinales y sea o < 3 entonces a -y < 8-, para todo ordinal o, 8
y.

2Sean (A1, <1) y (Aa, <3) conjuntos linealmente ordenados definimos el orden lexicogrdfico < sobre
A1 X Ay ast: (ar,a2) < (by,ba) siy sdlo sia; <1 b1 0 (a1 =b1 yax <g by).

3Sean (A1,<1) y (Ag,<2) conjuntos linealmente ordenados definimos el orden antilexicogrdfico <
sobre Ay X Ag ast: (a1,a2) < (by,b2) si y sdlo siaz <3 by 0 (a3 =by y ay <1 b1).
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Definicién 1.2.3 (Exponenciacién de Numeros Ordinales.)

Para todo ordinal (3,

a. ¥ =1.
b. ftl = B3%. B para todo a.

c. p* = sup {B7 | v < a} para todo limite o # 0

Veamos como la definicién 1.2.3 se ajusta a la versién formal del Teorema de Recursién
Transfinita.

Consideremos las operaciones G, Gy y G3 donde:

Gi(z,2)=1,Gy(z,2) =2-2y G3(2,2) = sup (ran z) si x es funcién (y Gs (z,2) =0
en otro caso).

El teorema 1.1.7 proporciona una operaciéon F' tal que para todo z:

(F(2,0)= Gy (2,0) = 1
F(zya+1)=Gy(z,F, (o)) = F(z,a) - 2
F(z,0) = Gs (2, F. | @) = sup (ran (F; | a)) = sup ({F (z2,7) |7 < @)}),

| para el ordinal limite o # 0.

(1.4)

Si 8 y a son ordinales, entonces escribimos 5 en lugar de F'(f,«) y asi observamos
)

o
que las condiciones de (1.4) son exactamente los literales (a),(b) y (¢) de la definicién

1.2.2.

Ejemplo 1.2.3

1. Bt =B.

2. B =p-p.

3. B=p-p=p5-5-B
4. 8% = sup {B" | n € w}
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5. El ordinal € definido como € = sup {w,ww,www,w“’ww, . } tiene la propiedad
w® = €. Veamos:
Por el Corolario 1.1.1 tenemos si &g = 1, &1 = w y si & = sup{&, | n € wl,
entonces &g = 1,6 = w, & = w?, & = w”, ..., &, = w”.
Luego, £ = sup {1,w,w“’,www, .. .}, por lo tanto

w
& __ w wv wv _
w> = Ssup W, w ,w" ,w ye.. — €.

Proposicién 1.2.2 (Propiedades de la exponenciacién de ordinales)

Para todo ordinal o, B y v tenemos:

1. Sia < 8 entonces o < 7.
2. Sia>1ysiB <~ entonces o’ < a’.
3. Pt =al a0

4. (045)7 = aPr

1.3. La Forma Normal

Usando exponenciacion, podemos representar los nimeros ordinales en una forma simi-

lar a la expansién decimal de enteros.

Anotemos que las funciones ordinales : a + 3, a- 8y o” tienen un comportamiento
continuo en la segunda variable, esto es si # es un ordinal limite entonces o + 3, a. - 8
y o son limites.

Lema 1.3.1

a. 510 < a <y entonces existe un ordinal mdximo [ tal que o - < 7.

b. 511 < a < v entonces existe un ordinal mdzimo [ tal que of < y.

Demostracion.

a. Como - (y+1) > v+ 1 > v entonces existe un 0 tal que -4 > ~. El menor
ordinal ¢ tal que ar- 9 > v debe ser un ordinal sucesor, ya que si § es limite, a -
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es limite y existirfa un « - 9, tal que v < - 6, < - § y esto contradice el hecho

de que av- 0 = sup (a - 6,). Asi que 6 = § + 1. Entonces § es el mayor ordinal tal
vy

que - 3 <.

b. Como o' > v + 1 > ~, entonces existe un ¢ tal que o’ > . El menor ordinal
§ tal que o’ > ~ debe ser un ordinal sucesor, ya que si 6 es un ordinal limite, o’
es limite y asf existirfa un o> tal que v < o’ < a® pero esto contradice el hecho

)

de que a° es el supremo. Luego, 6 = 4+ 1. Asi, 8 es el maximo ordinal tal que

af <.
|

El siguiente lema es analogo al algoritmo de divisién para enteros.

Lema 1.3.2

Sty es un ordinal arbitrario y si o # 0, entonces existe un unico ordinal 5 y un unico
p <« tal que y=a- B+ p.

Demostracion.

Sea [ el mayor ordinal tal que a- 5 < v ( si a > 7 entonces § =0) y sea p el unico
ordinal (Lema 2.1.2) tal que a- 5+ p = . El ordinal p es menor que «, ya que si p > «
tendriamos

at+(B+l)=af+a<af+p=7y

y esto contradice el hecho que S es el mayor ordinal tal que af < ~.

Comprobemos la unicidad. Sea v = a - 1 + p1 = a - B2 + p2 con py, ps < a.
Asumamos que 31 < (33, entonces 81 +1 < fs y tenemos o+ 51+ (o + p2) = (B + 1)+
pe< a-By+py=a-P1+p;yporlema 1.2.1 (a) py > a+ p2 > «, esto es una con-
tradiccion pues p; < a. Analogamente, si Sy < 7 entonces B + 1 < (1 y asi tenemos
a-By+(a-p)) =aPe+1)+p <a-PB1+p = a-Py+ pey por lema 1.2.1 (a)
p2 > a+ p1 > «, y esto es una contradiccion ya que ps < . Por lo tanto, 5, = fs.

Ahora, veamos que p; = ps.

Supongamos que p; < pg. Como [; = Py entonces a - f1 = a - Py, y como p; < po
entonces - B+ p1 < - Pa+ p2 v esto es una contradiccion pues a- 1+ p1 = - Po+ po.
También obtenemos contradiccién si suponemos que p; > po. Por lo tanto, p; = ps. =
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Lema 1.3.3

Si B < 7 entonces W’ - k < w?, para todo k finito.

Demostracion.

WPk < wPw =Wl < WY entonces WP -k < W, [

Del lema anterior tenemos que si @ = w? -ky+w? ko+---+w con B > B > -+ > B,
y los k; con ¢ = 1,...n finitos positivos y v > [, tendremos que o < w?. En efecto,
a:wﬁl k1+w52.k‘2+.+wﬁnkn Swﬁl (k1+.k/‘n) <w7

La forma normal para ordinales es el analogo a la expansion decimal para enteros,
considerando como base el ordinal w.

Teorema 1.3.1

Todo ordinal o > 0 puede ser expresado de manera unica como

a:wﬁl-k1+w52~k2+~--+wﬂ"-kn,

donde k1 > 0,ko > 0,...,k, >0 son finitos y p1 > B > -+ > [,.

Demostracién.

Garanticemos la existencia de la forma normal por induccién sobre «.

Si o = 1, entonces 1 se puede expresar como 1 = w° - 1.

Ahora sea o > 0 arbitrario. Supongamos que lo afirmado es cierto siempre que el ordinal
a representar sea menor que a. Por el lema 1.3.1 (b) existe un maximo 3 tal que w” < a
(si a < w entonces 3 =0). Por el lema 1.3.2 existen J y p tnicos tales que p < w” y
a=w’-§+p. Como w’ < a, tenemos que § >0y p < a.

Si 6 fuese infinito, entonces o > w?-§ > w?-w = W, y esto contradice la maximalidad
de . Luego 9§ es finito.

Hacemos entonces 31 = 8y d = k1. Si p = 0 entonces a@ = w” - k; estd en la forma
normal. En otro caso 0 < p < a y por la hipotesis de induccion

p=w”? ko4 -+ Wk, paraalgunos ko,..., k, finitos y By > --- > Bn.

Como p < w™, tenemos w™ < p < wP en consecuencia 3; > F. De aqui que
a=wh Kk +w”? ky+ -+ WPk, estd expresado en forma normal.
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Comprobemos la unicidad. Mediante induccién sobre a.
Para a = 1, la expresién 1 = w® es claramente tinica. Supongamos valida la unicidad
para todo ordinal positivo menor que « y consideremos

a:w61k1+_i_wlgnkn:w“/lll_i__i_melm

Si 81 # 71 por el lema 1.3.3 conduciria a una contradiccién. Luego §; = 7.

Llamemos § = w’t =w, p=w™ - ky+ -+ W - kyyo=w? -ly+ -+ whm [,
entonces tenemos o« =0 -k +p=09-ky +0 ycomo p <y o <9, porlema 1.3.2 se
tiene que ky =1y, p = 0.

Por hipdtesis de induccion, la unicidad de la forma normal es valida para p. Luego,
m=mn, Bo = Yo,..., 00 = Yn, ko = lo,...,k, = [,. Por lo tanto, la forma normal es
Unica. -



CAPITULO 2

TEOREMA DE GOODSTEIN

2.1. Swucesiones de Goodstein

En este capitulo desarrollaremos el objetivo principal del trabajo presentando el Teo-
rema de Goodstein y su demostracién. Iniciamos con la introducciéon de una notacién
que nos permitird un manejo comodo de los enunciados relacionados con las sucesiones
de Goodstein.

Definicién 2.1.1

Dados dos niimeros naturales m > 0 y n > 2, denotaremos por my, la expresion del

numero m en base n, es decir,

m(n: E ai.nel:al.nel+...+ak.nek7
1<i<k

donde k >0, e1,--- ,e, >0, n>ay, -+ ,a,_1 > 0.

Ejemplo 2.1.1
1. 15 =23 +22 42! + 1.
2.2l =2"+22+1.
3. 3283 =3"+3"+3 +1.

35
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4. 279 =4+ 4> +4' + 3.

5. 17200 = 7° + 7° + 7% + 1.

Definicién 2.1.2

Dados dos niumeros naturales m > 0 yn > 2, la expresion del nuimero m en base pura
n se define como sigue:

Consideremos la expresion de m en base n:

m(n: E ai.nel:al.nel+...+ak.nek’

1<i<k

con las condiciones de la definicion 2.1.1. Entonces la expresion de m en base pura es:

My =M stm<n
.
mp, = Y, a;-n '™ en otro caso
1<i<k

Es decir, expresamos el nimero m en base n, cuidando después de expresar a su vez
los exponentes, los exponentes de los exponentes , etc, también en base n, hasta que no
haya en los exponentes nimeros mayores que n.

Ejemplo 2.1.2
1 2lp=2% 2% +1=2" 42241,
2. 21 =28 4 2% +1=22" 42241 =0" 42241
3. 198473 = 3% +2.3% +2 =3 + 2.3+ 1 2,

4. 4294967559, = 410 4 4% 4% 13 =4 4 4% 444 13

A la representacion de un numero natural en base pura se le conoce como la forma
normal de Cantor.

Definicién 2.1.3

Seam>0,n>2yx>nox=w. Definimos el resultado de sustituir en la expresion
de m en base n (o en base pura n) la base n por x, operaciones que denotamos por me,
y mj, respectivamente, del siguiente modo:
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Calculamos el mayor exponente e de n tal que n® no supera a m

e:mcix{k::nkgm}

y, una vez calculado e, calculamos el mayor coeficiente a tal que a - n® no supere a m:

a= mdz {k:k-n®<m}

Una vez tenemos e y a definimos

T _
m(n_ T

(n

m stm<n
en otro caso

a-z¢+ (m—a-n°)

. m sim<n
m[n:

el e\T
a.gp[n—l—(m—a-n)[n en otro caso

Nota 2.1 Las expresiones m{, (y mg, ) las leemos m cambiado de la base n (base pura

n) a la base x.
Ejemplo 2.1.3

1. Hallemos 21:(32.
21 =24 +22 4 1.
e:mdx{k:nkgm}:él,e:él.
a=max{k:k-n®*<m}=1a=1.

Luego, 213, = 13"+ (21 — 1-24), = 3' 4 5%, =31+ 3 + 13, = 3" + 32 + 1.

Asi, 21?2 =3*+32+1.

2. Hallemos 40?3.
40=3"+3>+3+1.
e:mdx{k:nkgm}:?),e:?).
a=max{k:k-n®*<m}=1a=1.
Luego, 40fy =143 + (40— 1-3%); = 4 + 13, =43 + 42+ 4+ 1.
Ast, 40‘(13:43+42+4+1.

3. Hallemos 25?2.

25 =24+ 23 4 1.

e:mdx{k:nkgm}zél,ezll.
a=max{k:k-n®*<m}=1a=1.

Luego, 25¢ = w' + (25 = 2%); = w' + (9); = w' +w’ + L.
Por lo tanto, 25‘(”2 =wt+wd+ 1.
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4. Hallemos 21?2.
e:ma’x{k:nkgm}:él,e:él.
a=max{k:k-n*<m}=1a=1.

Luego, 213, = 3' 4+ (21 — 24, = 3% 4+ 5%, = 3" + 3 4+ 1.

5. Hallemos 34TJ2.

34 =20 4 2= 2%+
e:mdx{k:nkgm}:5,e:5.
a=max{k:k-n®*<m}=1a=1.
34% = W'k + (34 — 29 = W 4w,

Observacion 2.1 Si « es un ordinal tal que « = W -k, + ...+ w - ko +w™ - ky (con
Qp > Qp_y > -+ > ay > a1 y ki, -+, k, todos naturales), entonces a < w1 < w*
(Lema 1.3.3). Recordemos también que € = sup {w‘”, WL } )

Definicién 2.1.4

Para cada k > 2, definimos dos funciones o), : w — w* y Oy : w — € del siguiente
modo:

o(n) := ”c(uk

Or(n) == n,

Con la notacién introducida presentamos ahora las sucesiones de Goodstein. En primer
lugar una versién débil de las mismas que fue dado a conocer por Beckmann y McAloon.

Definicién 2.1.5 (Sucesiones Débiles de Goodstein)

Sea m un numero natural, hagamos mg = m y construyamos my del siguiente modo:
sustiturmos la base 2 por 3 en la expresion en base 2 de mqg y restamos 1 al resultado,
es decir, en nuestra notacion,

my = (m())?Q —1

Los siguientes elementos m; de la sucesion se construyen aplicando el mismo procedi-
miento. En general,
_ i+3
miy1 = (mi)(i+2 -1
La sucesion de miumeros asi obtenida se denomina Sucesion Débil de Goodstein
comenzando por m en la base 2.
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La definiciéon se generaliza sin dificultad al caso en que comencemos por una base n > 2

cualquiera, en ese caso, la expresion general seria:

mi41 = (mz)z(:f;l —1

y llamarifamos a la sucesiéon: Sucesiéon Débil de Goodstein comenzando por m en la base

n.

Ejemplo 2.1.4

I.m=7,n=3

me=2-5—1=54+4=9
m3=6+4—-1=6+3=9
my=7+3—-1=7+2=9
ms=8+2—-1=8+1=9
mg=9+1—-1=9
m;=10—1=9

m8:9—1:8
m9:8—1:7
m16:1
m17:0
.m=15n =2

my=me=2"4+22+2+1
mlz(mo)?2—1:33+32+3=39
my =43+ 4% 4+ 3 = 83

ms = 5% 4+ 52+ 2 =152

my = 6%+ 62+ 1 =253

ms = T7° + 7% = 392

me =8 +8 —1=8+7.-847=575

Mmoo = 1023 + 4 - (102) + 25 = 1061641
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3 m=21,n=2
mo=me=2"+22+1=21
m1:34+32:90
me =44 4+42 -1 =4*4+4.34+3=271

ms="7'+7-3-1=7"4+7-2+4+6=2421
myp = 13* +13-2 -1 =134+ 13+ 12 = 28586

mas = 25% 4 25 = 390650
may = 26 + 25 = 457001

myg =511 —1=50-513 + 50512 4+ 50 - 51 + 50 = 6765200

La definicién de las sucesiones débiles de Goodstein admite una generalizacién :

Definicién 2.1.6

Seanm € w yn > 2. La Sucesion de Goodstein comenzando por m en base n se
define recursivamente del siguiente modo:

mo =1m

y para cada k > 0,

Mey1 = (mk)fkﬂ:rl -1

Ejemplo 2.1.5

1. m=3n=2
my=2+1=3
m=3+1—1=3
Moy = 2
msg =1

TTL4:O
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2. m=8n=3
mo=2-3+2=38
m =2-44+1=9
me=2-5=10
mg3=2-6—-1=6+5=11

mgz]_]_
mg=12—-1=11

m20:0

3. m=5n=>2
m0:22+1:5
my =3 =27

me=4*—1=3-434+3-42+3-4+3 =255
ms=3-53+3-524+3-5+2 =467
my=3-634+3-624+3-64+1=775
ms=3-T74+3-7>+3-7=1197
me=23-8+3-824+3.8-1=3-8+3-824+2-847=1751

miz = 3-15% +3-15% +2- 15 = 10830
myy=3-162+3-16°+2-16 —1=3-16%+3-16*+ 16 + 15 = 13087

mag = 3+ 313 + 3 - 31% + 31 = 92287
mag=3-322+3-322+32—-1=3-32%+3-32%+ 31 = 101407

me = 363 +3-63% = 762048
meg = 3-64% +3-64*2 —1=3-64%+2-64>+ 63 - 64 + 63 = 798719

Mmigs = 3 - (127)% +2 - (127)% 4 63 - 127 = 6185408
Mg = 3+ (128)3 +2- (128)?+63-128 — 1 = 3 (128)3 +2- (128)? +62- 128 + 127 =
6332287
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4. m="Tn=2
mo=2>+2+1
m1:33+3:30
me =4*+4—1=4*+3 =259

ms = 77 = 823543
meg=8—1=7-8+7-84+7.-8+7-84+7-8+7-8+7-847=16777215

myg=T7-157+7-150+7-15° + 715" +7-15% 4 7- 15> 4+ 7- 15 = 1281445305
mig=7-16"+7-16°+7-16°4+7-16*+7-16* +7-16°4+7-16 — 1 =
7-16"+7-16°+7-16°+7-16*+7-16%+7- 16> +6 - 16+ 15 = 2004318063

Moy =7-31"+7-3154+7-31°+7-31* +7-31° +7- 312+ 6 - 31 = 199007908698
mag=7-32"+7-3204+7-3254+7-320+7-3224+7-3224+6-32—-1=
7-32T+7-32647-32547-3204+7-32347-322+5- 32+ 31 = 248276819135

5. m =2606,n=2
mo = 28 + 23 42 =227 L 9241 4 9
my =3 4P 431 =3 133 L 24441038
me = 44 4 44 41 &~ 3,2 % 10617
ms — 55! 4 55+1 %275*1010922
my=6"" 46 —1=6" +5.60+5-65+5-6'+5-634+5-624+5-6+5
ms =T 4+5-7T+5-T+5- T 4+5-74+5.7245.-7+4

El siguiente lema nos presenta una interesante propiedad de las funciones definidas en
2.1.4. Concretamente, el cambio de la base n a la base w la podemos realizar en dos
pasos sin que se afecte el resultado.

Lema 2.1.1 Para cadam >0, n>2, k>n

a. mf, = (m’(“n)‘("k

b. mf, = (m’fn)ﬁ;

Es decir,



2. Teorema de Goodstein 43

a. 0,(m) = o,(mf,)

b. O,(m) = Op(mk)

n

Demostracion.

a. Usamos induccién sobre m.

i. Sim < n, claramente o,(m) =my mfn = m entonces Qk(m’(“n) = o(m) = m{,

dado que k > n tenemos que o,(m) = m. De aqui que o, (m) = Qk<m](€n).

it. Sim >n,Sean e = max {r : n” < m} y a = mix = {r : r-n® < m} entonces

0,(m) =m, =w-a+(m—a-n)g (1)

Ahora, m’(‘fn =k°-a+(m—n°- a)’(“n

ou(mt,) = o (K-t (m—n®-a)f,) = o, (k*a)+o, |(m—n* - a)f, | (2)

Veamos,

e 0,(k-a) = (k- a)f, = w’a.

e Como a =max{r:r-n°®<m} entonces n®-a <my0<m-—n-a<m
entonces por hipdtesis inductiva tenemos que:

k

O [(m —n°- a)(n =o0,(m —n°-a).

Entonces en (2) tenemos Qk(m’fn) =w’-a+(m—a-n)y (3.
Por lo tanto, de (1) y (3) tenemos que o,,(m) = Qk(mé‘:n).

Luego por Principio de Induccién Matematica tenemos que o,(m) = o, (my. ) para

todo m > 0.

(n
b. Usamos induccién sobre m.

i. Si m < n, claramente O,(m) = m y mfn = m entonces Oy(m) = mj, como
k > n tenemos que Oy (m) = m. Es decir, O,(m) = Ok(mf“n)
1. Sim > n,
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Sean ¢ = max{r:r-n® <m}ye=max{r:n" < m} entonces

On(m) = mg, = a+(m—n°-a)p, (1)

k

Ahora, my, = kK a o+ (m —n°-a)f

n

Ox(mf,) = Oy, (kefn ca+(m—n°- a)f“n> = Op(k-a)+ Oy, |(m — n¢ - o) (2)

Observemos,
= k k w k
[} Ok(k}e[" . CL) = <k’e[n . a)( — we[n - a.
k
* O [(m —nt a)fn} = On(m —n®-a), ya que (m —n®-a) < m entonces

podemos aplicar hipétesis inductiva.

Reemplazando en (2) tenemos , Ok(mfn) =W a+ (m—n-a)i,  (3).

De (1) y (3) tenemos que O,(m) = Ox(mF ).

n

Asf que por Principio de Induccién Matemdtica tenemos que O, (m) = Oy(m*

todo m > 0. ]

Otra importante propiedad de las funciones O y o es la monotonia. El siguiente lema,

nos muestra esto.

Lema 2.1.2 Sean my > mq > 0 y k > 2. Entonces:

a. o,(m1) < oj,(m2)

b. Ok(ml) < Ok(m2>

Demostracién.

a. Hagamos induccion sobre mo: supongamos que siempre que n < msy se tiene que
si 0 <t < n entonces 0,(t) < 0,(n).
Simy < mg < k entonces o, (my) = my < mg = 0,(ms). Si m; < k < my entonces
0p(my1) = m < 0,(m2) pues o, (ms) contiene una potencia de w.
Si k < my < my tenemos: ml?’k =w -a;+ (my —ay - kel)‘("k donde
ep = max{r: k" <mi}y a = méx{r:r-k* <my}y Mo, = W2 - ax +
(mo — az - k), donde ez = max {r : k" < myo}t y ap = max {r : v - k2 < my}
Como my < moy entonces e < es.
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Si e; < ey entonces por propiedad de los ordinales se tiene que:

w ay + (my —ay - kel)fk < W - qs.

Luego 0,,(m1) < 0,(m2). Si e; = ey consideremos los coeficientes a; y ay. Podemos
observar que a; < as por como estan definidos.
Si a; < ag entonces w - a; < w - ag. Luego o,(my) < o (ma).

Ahora, si a; = as y teniendo que e; = e; entonces con m; < my tenemos que
(mq — k' - ay) < (mg — k' - ay). Por hip6tesis inductiva tenemos:

0p(my — k' - aq) < op(ma — k% - ag)
W - a1 + (m1 — ket al)?’k < w?- as + (m1 — k2. CLQ)C(U]C
or(my) < 0r(my)

Por lo tanto, por Principio de Induccién Matematica tenemos que:

0x(my) < 0,(m2),donde 0 < my < mo.

La parte (b.) del teorema se hace de forma similar.

Finalmente el lema 2.1.3 nos muestra una relacién entre las funciones o y O.
Lema 2.1.3 Sin > 2 y 0 < m < n entonces, 0,(m) = O,(m) = m; y si m > n,
entonces O, (m) > o, (m) > m para cualquier m

Demostracién. Si m > n demostremos que O, (m) > o,(m) > m para cualquier m
por induccion.

0,(m) =w-a+(m—n-a);, vy On(m):we%-a%—(m—ne-am.

w

Por hipétesis inductiva tenemos que: (m — n® - a)fjl > (m—nf-a)g,.

. ’ w .

Ahora si e = n entonces ey, = np, = w. Asf, w" = w®. Luego, w® < w®. Sie > n
’ I\ w , ’ . . ’

entonces ef, = w® - a + (e —a' -n° )[n y ademads e < w® - a’ esto implica e < w® - a’ +

I\ W

(e —a -n° )

[n°
Luego por Lema 1.3.3 tenemos que w® - a < W - a.

De lo anterior tenemos O, (m) = w-a+(m — n® - a)?, > o, (m) = w-a+(m — ne - a)(, -
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2.2. Teorema de Goodstein

Teorema 2.2.1 (Teorema de Goodstein.)

Denotemos por m; la sucesion de Goodstein comenzando por m en base n > 2; entonces,
para cada numero natural m > 0 y cada base n, existe un k tal que my = 0.

Demostracién.

La sucesiéon m; se obtiene del siguiente modo:

mo = m[n
my = (mo)ﬁjl -1
Mo = (ml)ﬁjfl — ]_

Consideremos una sucesion paralela de ordinales O; obtenidos mediante

O; = Opyi(my)

es decir,
mo = My, Oy = Oy(my) = Ou(m)
my = (mo)ﬁjl -1 O, = On—i-l(ml) = On+1((m0)&+1> - 1)
mg = (ml)qﬁfl —1 Oy = On+2(m2) = On+2((m1)ﬁl_:21 -1

es decir, para cada k > 0,

Oky1 = Onyrr1(miyr) = OnJr’erl((m’“)?[:;rk’:rl -1

por el lema 2.1.2,

Onsrt ((ma) 155 = 1) < Oppn ((ma) 5T

y por lema 2.1.1,

On+k+1((mk)ﬁ;kk+l) = Onyi(my) = Oy
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es decir, Oy < Oy para cada k, de modo que los ordinales forman una sucesion
estrictamente decreciente

Og>01>-->0p >

como no hay sucesiones estrictamente decrecientes infinitas de ordinales, forzosamente
hay algun 7 tal que O; = 0. pero si ahora aplicamos el lema 2.1.3 | para cada k > 0 es
Oy > my, vy por lo tanto también m; = 0. [ ]

Teorema 2.2.2 Sea m; la sucesion débil de Goodstein comenzando por m en la base
n; entonces, para cada numero natural m > 0 y cada base n > 2, existe un k tal que

Demostracion.

Probemos el teorema para las sucesiones débiles de Goodstein.
La sucecion m; se obtiene del siguiente modo:

mo = m(n
my = (mo)?qjl 1
mo = (ml)?;fl —1

Consideremos una sucesion paralela de ordinales o; obtenidos mediante

0i = 0p4;(Mi)

es decir,
mo mn Og = On(mo) = Qn<m)
my = (mo)(, — 1 01 = 041 (m1) = 0,41 ((Mo)(51) — 1)
my = (ma)(75 — 1 02 = 0, 19(M2) = 0, 4o ((my)1 17 — 1)

es decir, para cada k > 0,

Ok+1 = Qn+k+1<mk+1) = Qn+k+1((mk)?;f;1 - 1)

por el lema 2.1.2

Qn—i—k—i—l((mk)ZIll:—i_l -1)< Qn—i—k—l—l((mk)?:fljl)
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y por lema 2.1.1,

Qn+k+1((mk>zjf;l) = Oy (k) = 0y,

es decir, o, + 1 = o para cada k, de modo que los ordinales forman una sucesion
estrictamente decreciente
00 >01 > >0, > -+

como no hay sucesiones estrictamente decrecientes infinitas de ordinales, forzosamente
hay algun ¢ tal que o; = 0. pero si ahora aplicamos el lema 2.1.3 | para cada k > 0 es

ok > my, v por lo tanto también m; = 0 n



APENDICE A

EL JUEGO DE LA HIDRA

De acuerdo con la mitologia griega Hércules como castigo por haber matado a su propia
esposa e hijos debié cumplir penitencia y trabajos forzados por sus asesinatos, uno de
estos castigos era el de matar a la Hidra quien era un peligroso monstruo de sangre
envenenada y muchas cabezas. Hércules enfrento a la Hidra en una batalla, cortandole
sus cabezas con una espada. Sin embargo cada vez que Hércules cortaba una cabeza,
del cuerpo de la Hidra brotaban muchas mas cabezas en sustitucién de la que cortaba.
Pero de acuerdo con la historia sabemos que Hércules gané la batalla.

Los matematicos Jeff Paris y Leo Harrington quienes demostraron la indecibilidad del
Teorema de Goodstein, también crearon un juego, llamado el juego de la Hidra, tenien-
do como base el comportamiento de las sucesiones de Goodstein.

A continuacién mostraremos un modelo matematico de las Hidras y de la batalla de
Hércules. Representaremos matematicamente a la Hidra como un arbol y a Hércules
como una flecha apuntando a una de las cabezas del arbol.

49
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Definicién A.0.1

Una Hidra H es un drbol, esto es, un grafo finito aciclico y conectado, con un nodo fijo

llamado raiz y denotado por Ryg. Cualquier nodo terminal distinto de la raiz se llama
cabeza.

cabeza

cabeza

ralz

Hidra con 8 cabezas

cabezas

[=]
cabeza?
cuello ¢
tronco®
e raiz |

Hidra estrella Hidra lineal

Hay Hidras que aparte de raiz y cabezas se componen de cuello, tronco y cuerpo. En
las siguientes definiciones veremos esto.
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Definicién A.0.2

Sea v una cabeza de una Hidra H. El nodo anterior a v se llama cuello y se denota
por C,. Si el cuello C, tiene a su vez un nodo que lo antecede en la ruta hacia la raiz
Ry, entonces a este nodo lo llamamos tronco de v y lo denotamos T,. En caso de que
el cuello C, = Ry, entonces decimos que v no tiene tronco.

Hidra H

Definicién A.0.3

Sea H un Hidra y sea v una cabeza de H. Si v tiene tronco, definimos el cuerpo de
v el cual denotamos por B, como el subdrbol que contiene los nodos C, y todos sus
sucesores, eliminando v y luego agragandole el nodo T,, como raiz. En caso de que v no
tenga tronco, decimos que v no posee cuerpo.

cuerpo de v - I,
-

_cabeza
sin cuerpo

Hidra Hy

Hidra Ha



A. Teorema de Goodstein 52

El proceso de reproduccién de las cabezas de la Hidra luego del corte de una de ellas
presentado por Kirby y Paris viene descrito en la siguiente definicion.

Definicién A.0.4

Sea H una Hidra. Una batalla entre Hércules y la Hidra H es una sucesion de Hidras
Hy = H,Hy,Hs,... donde la Hidra H, se obtiene de la anterior, H,_i, mediante el
sigutente esquema de reproduccion: Hércules corta una cabeza cualquiera v € H,_1; en
respuesta la Hidra anade n réplicas del cuerpo de v, a partir del tronco T, st v tiene
cuerpo. En caso de que la cabeza cortada no tenga cuerpo, entonces la Hidra no se
reproduce en esta etapa. Hércules gana la batalla si, despues de un numero finito de
etapas k (el largo de la batalla), la Hidra Hy es justamente la raiz.

J

Btapa 1 Etapa 2
) n
(=]
Etapa 3 Etapa 4

Teorema A.0.3 Contra cualquier Hidra inicial Hy toda estrategia de Hércules es una
estrategia ganadora.
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Existen nimeros ordinales asociados a las Hidras. En la siguiente definicion describimos
el procedimiento para asociarle a la Hidra H un numero ordinal .
Definicién A.0.5

Sea H una Hidra. Podemos asociar a H con un nimero ordinal « = a(H) de acuerdo

con el siguiente procedimiento recursivo: a cada nodo s € H le asociamos un niumero
ordinal:

(a) Si s es una cabeza, le asociamos el nimero ordinal 0.

(b) Si s no es una cabeza, entonces s tiene digamos k nodos sucesores inmediatos.

Sean 1 > [y > --- > Br los numeros ordinales asociados a estos sucesores
inmediatos. Entonces asociamos a s el nimero ordinal wP' + wP? + - -« + WPk,

Finalmente, o (H) serd el ordinal asociado al nodo Ry.

0 0

0?41
w4

RN | + u,.-"""z"'l +1

o = W

Hidra H (o) correspondiente al ordinal o

0 0 0 0 0

; [r) ] o2
8= w T e+

Hidra H (/) correspondiente al ordinal /3
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A continuacién se mostraran dos ejemplos de como se le asignan los ordinales a las

Hidras en una batalla.

0 0

w? +1
Etapa 1

0 ]
]
]
0]
w+ 4

Etapa 3

1
Etapa 11

0 0 0

wtwt1

Etapa 2

o=
—
=

Etapa 4

[ ]

Etapa 12
Muerte de la Hidra
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0o 0

2
o™ +w+1 +®.U+l +I'.b'2
Etapa 1

Oy —

w1 +wd +w?

)] = W W
Etapa 2

2
o = w4 w+w+w et 3

Etapa 3
0 0 1]
o 0 0
¢ 1
2 0 0 0
' wrtw+1

ag = p Bt wtw+4
Etapa 4



COMENTARIOS FINALES

1. La teoria de ordinales presentada en este trabajo fue conocida basicamente en
desarrollo de la modalidad de cursos electivos del Programa de Matematicas. En
este sentido resalto la importancia de dicha modalidad pues contribuye a la forta-
leza académica de los egresados.

2. Una de las motivaciones para la realizacion de este trabajo fue el reconocimien-
to que tiene el Teorema de Goodstein de ser un indecidible en la Aritmética de
Peano. Al presentar el Teorema y su demostracién con Teoria de Conjuntos que-
da abierta en la Universidad una puerta para que se motive el interés por otros
indecidibles y para que ademas se empiece a ahondar en demostraciones de in-
decibilidad.

2. Con la elaboracion y presentacion de este trabajo espero hacer un aporte significa-
tivo de la divulgacion de la Teoria de Conjuntos en la Universidad y una invitacion
a los estudiantes de matematicas a acercarse al estudio de esta importante drea
de la Matemaética.

o6



BIBLIOGRAFIA

Blasco, J.M. Notas sobre el Teorema de Goodstein. Universidad de Barcelona,
2005.

Caicedo, A.E. Goodstein’s function.California Institute of Technology, 2007.

K. Hrbacek, T. Jech. Introduction to set theory. Third Edition, Marcel Dekker,
New York, 1999.

Sladek,Will. The Termite and the Tower: Goodstein sequences and provability
in PA. 2007.

Piza, Eduardo. Hércules contra la Hidra y la muerte del Internet. Revista de
Matemaética: Teoria y Aplicaciones 2004.

57



	Prefacio
	Introducción
	Preliminares
	Números Ordinales
	Ordinales
	Aritmética Ordinal
	La Forma Normal

	Teorema de Goodstein
	Sucesiones de Goodstein
	Teorema de Goodstein

	El juego de la hidra 
	Comentarios Finales
	Bibliografía


