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Introduccion

La geometria Riemanniana es un desenvolvimiento natural de la geometria diferencial,
pues uno de los axiomas de la definicién de variedad diferenciable es un resultado
importante de la teoria de superficies regulares, el cual dice que el cambio de
coordenadas es un difeomorfismo. Gracias a este axioma se puede introducir el
concepto de diferenciabilidad, es decir hablar de funciones diferenciables en variedades y
aplicar ahi los métodos del calculo diferencial. El trabajo una introduccién al gradiente, la
divergencia y el operador laplaciano sobre variedades Riemannianas tiene como eje
principal la geometria Riemanniana, asi como algunos conceptos de analisis y topologia,
que son de gran importancia para el desarrollo de esta monografia. En particular, se
pretende con estas herramientas redefinir los operadores gradiente, divergencia y
laplaciano en espacios mas abstractos que R™, mas concretamente las variedades
Riemannianas. Es de notar que éstos operadores son de gran importancia, dado que
con base a estos se han desarrollado diversas aplicaciones en el campo de la fisica, por
ejemplo en las areas; mecanica clasica, teoria electromagnética, ondas, termodinamica,
Cosmologia [1], entre otras. La relacién de la geometria Riemenniana con el campo de
la fisica, han hecho de ella un instrumento indispensable en la soluciéon de problemas,
por ejemplo el laplaciano aparece en multiples contextos como la teoria del potencial, la
propagacién de ondas, la conduccion del calor, la distribucién de tensiones en un sélido
deformable, etc. De todas estas situaciones ocupa un lugar destacado en la electrostatica
y en la mecanica cuantica.

El ejemplo mas trivial que se tiene de variedad diferenciable es precisamente el espacio
euclideo R”, Por esta razon, en el primer capitulo se da una motivacién a las variedades
diferenciables con las superficies k-dimensionales de R". En el transcurso de la
monografia se toma como ejemplo no trivial de variedad diferenciable el espacio de las

direcciones de R™"! (espacio proyectivo real P"(R)), se prueba que este espacio es una
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variedad Riemanniana y en particular se introduce una forma de medir longitudes de
vectores tangentes sobre P?(R).

Existen diversas formas de dar la nocién de variedad diferenciable, muchas de las
cuales parten de la idea de espacio topoldgico o variedad topoldgica. Se prefiere
introducir las estructuras diferenciables sobre un conjunto sin ninguna otra estructura
adicional, tal y como se hace en los textos de R. Brickell y R.S. Clark y M. Do Carmo. Al
introducir una estructura diferenciable en un conjunto M, ella induce de manera natural
una topologia en M. En el segundo capitulo Se estudia las propiedades mas importantes
de esta topologia, sobre todo en lo referente a la separabilidad y numerabilidad de la
variedad. En general, y puesto que una variedad diferenciable es localmente homeomorfa
a un espacio euclideo, todas las propiedades locales de R™ que involucren a conjuntos
abiertos también se verifican en variedades. Por ejemplo, toda variedad es localmente
conexa y localmente Hausdorff. Los resultados anteriores no pueden mejorarse, ya que es
posible encontrar variedades diferenciables que no son Hausdorff. Sin embargo, para poder
desarrollar un céalculo diferencial sobre variedades se necesita introducir el concepto de
limite, y el axioma de Hausdorff es precisamente el que nos asegura la unicidad de dicho
limite. Por esta razén, en muchas ocasiones se parte de un espacio topolégico Hausdorff
para dotarlo de una estructura diferenciable. Exigir esta propiedad es natural, ya que
R™ la satisface y, en consecuencia, cualquier variedad M C R", que esté dotada de la
topologia relativa, también la satisface.

En el segundo capitulo se justifica también la conveniencia de imponer ciertas restricciones
topoldgicas a la variedad, més concretamente el axioma de separacion T, (Hausdorff) y
el segundo axioma de numerabilidad; entre las razones para aceptar estas restricciones,
es fundamental garantizar la existencia de familias especiales de funciones diferenciables
definidas en la variedad y con valores en R, denominadas particiones diferenciables de
la unidad, que resulta ser 1util para construir objetos globales a partir de otros definidos
localmente, mas concretamente el concepto de métrica Riemanniana, entre otros.

En el tercer capitulo, se da una nocién de paralelismo, introducida por Levi-Civita en 1927,
posteriormente se define una derivacién de campos de vectores a lo largo de
curvas con ciertas propiedades (lo que se conoce como conexién afin). Esto permite
construir una aplicacion entre espacios tangentes denominada el transporte paralelo, que
constituye una herramienta 1til en Geometria Riemanniana. Nuestro interés en
conexiones afines reside en el hecho de poder enunciar uno de los teoremas fundamentales

de este capitulo, el cual afirma que la escogencia de una métrica Riemanniana en una
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variedad M determina univocamente una cierta conexion afin en M, llamada conexion de
Levi-Civita (o Riemanniana) de M.

Fijada la terminologia basica, se estudia dos de los conceptos fundamentales de
geometria Riemanniana, a saber, geodésicas y aplicaciéon exponencial. El hecho de que,
para cada punto, la aplicaciéon exponencial sea un difeomorfismo local permite crear una
parametrizacién en un entorno del punto de la variedad, este sistema de coordenadas
me garantiza la existencia de un referencial (local) geodésico, que es ventajoso a la hora
de hacer calculos sobre una variedad Riemanniana. Finalmente una forma de encarar el
estudio de una variedad Riemanniana es por medio de los espacios de funciones, campos
o formas que soporta. Sobre los espacios de funciones y campos actian ciertos operadores
diferenciales, a saber; el gradiente, la divergencia y el operador laplaciano, que permiten

formular ecuaciones diferenciales que a su vez dan informacién sobre la variedad.



Notaclones

R campo ordenado de los niimeros reales.
R {(z1,29,...;x,) s x; ER, i=1,...,n}.
A para todo.

Int A interior del conjunto A.

R° complemento del conjunto R.

Equivalencia en conjuntos.

~ Relacion de equivalencia de conjuntos.

(,)  Métrica Riemanniana.

0O indica el fin de una demostracion.

X(M) Conjunto de campos de vectores diferenciables sobre M.

D(M) Conjunto de funciones diferenciables de valores reales definidas en M.
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Capitulo 1
Preliminares

La nocién de variedad diferenciable es necesaria para extender los métodos del
célculo diferencial a espacios més generales que R™ (especialmente se tiene en cuenta
en esta monografia el espacio abstracto P"(R)); en esta seccién se veran los conceptos
fundamentales de geometria Riemanniana que se desprenden de dicha definicién, ademés
de los ejemplos mas importantes de variedades diferenciables, que sirven para ilustrar
los conceptos. Las definiciones y algunas proposiciones se presentan de forma que estén
autocontenidas, de tal manera que el lector pueda apreciar mejor el desarrollo del
segundo y tercer capitulo donde se probaran los resultados centrales de este trabajo. La
definicién explicita de variedad diferenciable sera presentada a continuacion, esta sera

dada para una dimensién n cualquiera. Diferenciable significa siempre de clase C**°.

1.1. Variedades diferenciables

Definicién 1.1. Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M con una
familia de aplicaciones biunivocas X, : U, C R™ — M de abiertos U, de R™ en M tales

que:

1. Uxu(Us) =M, a € Q — familia indizada

2. Para todo par de indices v y 3, con x,(Uy)Nx5(Us) = W # ¢ los conjuntos x, (W)

y x5 (W) son abiertos en R™ y las aplicaciones Xgl o0 X4 son difeomorfismos. (Ver



figura 1.1)

3. La familia {(U,,Xx4)} es mazimal con respecto a las condiciones (1) y (2).

El par (Uy,Xa), con p € x,(U,) es llamado una parametrizacion o un sistema de
coordenadas de M en p.
Una familia {(Us,Xa) |0 € Q} que satisface (1) y (2) es llamada una estructura

diferenciable en M.

)

2

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de la parte (2), donde M es la variedad; (Uy,Xa), (Ug,X3)

son dos sistemas de coordenadas cuyos dominios tienen interseccion W y las aplicaciones xgl 0 X, SOn

difeomorfismos entre abiertos x, (W) y x5~ (W) de R™ para todo a y £3.

Observaciéon 1.1. Una estructura diferenciable induce de manera natural una
topologia en M. En efecto, se define la topdlogia & en M de la forma mas natural,
asi:

S={ACM|x,"(ANx.(Ua)) es un abierto de R", para todo o'} .

Para demostrar que en verdad es una topologia, es necesario probar:

1. ®€S, puesto que x; (P Nx,(Uy,)) = x,(P) = & para todo a.
M € S, puesto que x; (M Nx4(Us)) = %, (x4(Uy)) = Uy, por ser x,, inyectiva y

U, es un abierto de R™ para todo « por definicion.



2. Sea G ={G, |yeTl'} CS, dondeI' es un subconjunto de indices. Se debe probar
que la |JG, con v € T" estd en J. En efecto;
x UG, Nx,(Us)) = x. (UG, Nx4(U,))) = Ux NG, Nxa(Us)) € S, puesto

que G, € § para todo v € I' y la unién arbitraria de abiertos es un abierto.

3. Sea {A; |i eI} CS, I finito. Se prueba que la [ A4; con i € I esta en . En efecto;
XM (N AiNx(Us) = x,H N (AN xa(Un))) = N x5 (A Nx,(U,)) € S, puesto que

A; € & para todo ¢ € I y la interseccion finita de abiertos es un abierto.
De (1), (2) y (3) se tiene que J es una topologia en M.

Observe que la topologia esta definida de tal modo que los conjuntos x,(U,) son abiertos
y las aplicaciones x, son continuas. En el capitulo dos, es en realidad donde se hace uso
de dicha topologia. Por ahora se muestran algunos ejemplos de variedades diferenciables.
El espacio euclidiano R", con la estructura diferenciable dada por la identidad es un
ejemplo trivial de variedad diferenciable. El siguiente es un ejemplo no trivial de variedad

diferenciable, que se tiene en cuenta a lo largo de la monografia.

Ejemplo 1.1 (El espacio proyectivo real P"(R)). Se indica por P"(R) el
conjunto de las rectas de R"™! que pasan por el origen 0 = (0,...,0) € R*": esto
es, P"(R) es el conjunto de las direcciones de R™"!. (Ver figura 1.2) Se introduce una
estructura diferenciable en P"(R), para ello se observa inicialmente que

Rn-‘rl {0}

~Y

P'(R) =

(ver figura 1.3) donde 0 = (0, ..,0) € R*™! y ~ es la siguiente relacién de equivalencia:

Sean (1, ..., Tns1) Y (Y1, e, Yny1) en RPTL

(X1, ooy Tng1) ~ (Y1, ooy Yny1) St, solo si, existe N € R, X\ #0

tal que
(@1, o0 Tns1) = AY1s oes Ynp1)-

Los puntos de P"(R) son indicados por [(z1, ..., Z,11)]. Por ejemplo, para n = 1:

R? — {(0,0)}

~Y

= {[(z1,22)] | (21,22) € R* = {(0,0)}},



Figura 1.2: Interpretacién geométrica para el caso n = 2; P?(R) es conjunto de las rectas de R? que

pasan por el origen 0 = (0,0,0) € R3.

dado que para algin A € R, A # 0 se tiene que
[(z1,22)] = {(21,22) | (21,22) = AMx1,22)} = {A(z1,22) | A € R, A # 0}, lo cual es una

recta que pasa por el origen, entonces

R? — {(07 0)}

~

= P'(R).
Como (x1,75) € R? — {(0,0)}, sf se supone que z; # 0, se tiene

(ar,2)] = [(1—)]x7éo

= [(Ly)].

Analogamente si se escoge zo # 0, se tiene

i = [(20)] e

= (= 1)].

Sean:
¢1: R — PY(R); dada por ¢1(y) = [(1,y)]

p2: R — PY(R); dada por ¢5(2) = [(2,1)].

4



Figura 1.3: Interpretaciéon geométrica para el caso n = 2; P?(R) = B —{(0,00)}

~

Se muestra que la familia {(R, ¢1), (R, p2)} es una estructura diferenciable en P'(R). En

efecto:

L aR)Ue®) ={[(Ly)] |y eR}U{[(z1)] | z € R} = P(R).

2. Sea W = ¢1(R) N po(R) # O.
Como ¢1(R) = {[(1,y)] |y € R} y v2(R) = {[(z,1)] | 2 € R} entonces,

e’ (W) = {weR|w#0}
= R—{0},

lo cual es un abierto de R. Andlogamente ¢, ' (W) es un abierto de R.

3. Seay € (W), Ast

(b2t oen)(y) = ' (e1(y))



que es evidentemente diferenciable. Similarmente (¢;' o ¢y) es diferenciable en
s (W).

De (1),(2) y (3) se sigue que la familia {(R, 1), (R,¢2)} es una estructura diferenciable
en PY(R).

Consideremos ahora P™(R), n > 1. Entonces se supone sin perdida de generalidad, que
x; # 0, pues (z1, ..., Toy1) € R™™ —{(0,0,...,0)}. Asi

s X €Ti_ €T T
(1,22, .o, Tpy1)] = {(_1 -2 R 1’1’ z+1’m7 n+1)1.

) )

Se define en P™(R) subconjuntos Vi, Vs, ..., V,,11 dados por:
‘/; = {[(l‘l,ﬂ?g, "'7xn+1)] ‘ X 7é 0}, 1= 1,2, N+ 1.

Geométricamente V; es el conjunto de las rectas de R™™! que pasan por el origen y no
pertenecen al hiperplano x; = 0. Se muestra que se puede tomar los V; como vecindades

coordenadas, donde las coordenadas en V; son:

T T ! _ Int1
Y= — - Yi—1 = y Ui = sy Yn = .

Para esto se definen aplicaciones x; : R™ — V; por:

mi(yhy?a 7yn) = [(y17"'7y’i—17 17yi7"'ayn>]’ (y17y2a 7y7l) eR”

y se muestra que la familia {(R", z;)} es una estructura diferenciable en P"(R). En efecto:

xr; : R" — V; es inyectiva para : = 1,2,....,n+ 1. Para 1 = 1;

Vi ={l(zr, ;)] 21 7 0F = {[(Lyn, - w)] | (w1, 925, 0m) € R}
$1(91,y2, 7yn) = [(Lyh ayn>] :

Ahora se supone que z1(y1, Yo, -, Yn) = T1(21, 22, .-, 2n), entonees [(1, y1, ..., yn)] = [(1, 21, -, 20)],
esto es; (L, y1,...,yn) = A(1, 21, ..., 2,) para algin 0 # X € R, lo que indica que
Y1 = 21, -y Yn = Zp. Por lo tanto xy : R® — V] es inyectiva.

Seguidamente se prueban las condiciones (1) y (2) de la definicién (1.1):

n+1
LU n(®) = P(R)



2. Se prueba que z;'(V; N'V;) es un abierto en R y :z;j_l o x; es diferenciable, para

1,7 =1,2,...,n+ 1. En efecto:

332_1(‘/; ﬂ‘/;) = {(y17y27"'7yn) € Rn’ yj 7é 0}7

lo cual es abierto en R” para j =1,2,....,n + 1.
Ahora se verifica que :Ej_l ox; es diferenciable en z; (VN V). Se puede suponer que

i > j (el caso i < j es andlogo),

(x;loxi)(yl,yg,...,yn) = ‘1<xi(y17y27"'7yn))
(

T
‘Tj_l [(y17 ey Yi1, L Yiyoeny yn)])

j y]? ) y] ) b y] b ) y]? y]? b) y]

i1 Yj i-1 1oy n
- (2""73/] lay]Jrlv"'?y 1a_7y_7"'7y_) con y; 7&0
Yj Y Y Yi Y Yj Yj

Esto indica que :1:]71 o z; es diferenciable en z; '(V; N V}).

En resumen el espacio de direcciones de R"*! (espacio proyectivo P"(R)) esta cubierto
por n + 1 vecindades coordenadas V;, donde V; esta constituido por las direcciones de

R™! que no estan en el hiperplano z; = 0. Adem4s en cada V; se tienen coordenadas:

X1 Ti—1 Ti41 Tp+1
X ’ X X X

. , N ) , donde (21,2, ..., Tny1) son las coordenadas de R™ .

Antes de presentar mas ejemplos de variedades diferenciables, se explora un poco mas las
consecuencias de las definicién (1.1). En adelante se denota una variedad diferenciable de

dimensién n por M™.

Definicién 1.2 (Aplicacién diferenciable entre variedades). Sean M y M va-
riedades diferenciables. Una aplicacion ¢ : M — MJ" es diferenciable en p € M7,
st dada una parametrizacion'y : V. .C R™ — My en ¢(p) existe una parametrizacion

x:U CR" — M enp tal que o(x(U)) Cy(V) y la aplicacion
y ltopox:UCR"—R™

es diferenciable en x(p). (Ver figura 1.4) ¢ es diferenciable en un abierto de M} si es
diferenciable en todos los puntos de este abierto.
La aplicacion definida anteriormente es llamada la expresion de ¢ en las

parametrizaciones X y'y.
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Figura 1.4: Interpretacién geométrica de la definicién(1.2); donde (U,x), (V,y) son sistemas de coor-

\<

1

denadas en p y en ¢(p) respectivamente; p(x(U)) C y(V) y la aplicacién y ! o ¢ o x entre los abiertos U

y V de R™ es diferenciable en x~1(p) € U.

Observacion 1.2. La definicién anterior no depende de la escogencia de las
parametrizaciones x y y. En efecto:

Si existen parametrizaciones x, : U, C R" — M; y x5 : Us C R™ — M, tales que p €
2o(Us) ¥y ¢(24(Uy)) C 23(Up), entonces se debe probar que x;l opoxy: U, CR" - R™

es diferenciable en z'(p). Pero como M7 y M3 son variedades diferenciables, entonces

hi=xtom,:a (A) — x 1(A), 4 =x(U) Ny (U,)

67

hy=y 'oxs: 51351(142) — y (A2), A =y (V) Nas(Up)

son diferenciables por la parte (2) de la definicién (1.1), luego:

T5i0opoze = (yohs) lopo(xoh)
= h;loy_logpoxohl
= h;lo(y_logoox)ohl

es diferenciable en z'(p).



Para poder hablar de la derivada de la aplicacién diferenciable ¢, es necesario dar la

nocion de vector tangente a una curva sobre una variedad diferenciable.

1.2. Vector tangente y espacio tangente

Se sabe que, un vector tangente en un punto p de una superficie regular S es definido
como la "velocidad”en R? de una curva de la superficie pasando por p. En el caso de una
variedad no se dispone del soporte de un espacio ambiente, por tal motivo se utiliza una
propiedad caracteristica del vector tangente que sustituye la nocién de velocidad.

Las consideraciones siguientes motivan a la definiciéon de vector tangente a una curva
sobre una variedad diferenciable. Sea a: (—¢, €) — R™ una curva diferenciable de R", con

a(0) = p. Se expresa
a(t) = (z1(t), - ,z0(t)), t € (—€€), (1, ,x,) € R

Entonces o' (0) = (z}(0), -+ ,2,(0)) =v € R",
Sea f una funcién diferenciable definida en una vecindad de p. Se restringe f a la curva

a y se escribe la derivada direccional siguiendo al vector v € R™ como

B n af B n , a
- Z Ox; = (; xi(o)ébm) I

=0 =1
Por lo tanto la derivada direccional siguiendo a v es un operador sobre funciones

d.fll'i
i

d(f o)

dt

t=0

diferenciables que depende unicamente de v. Esta es la propiedad caracteristica que

se usa para dar la siguiente definicion.

Definicién 1.3 (Vector tangente). Sea M wuna variedad diferenciable de dimension
n. Una aplicacion diferenciable o : (—e,€) — M es llamada una Curva (diferencia-
ble) en M. Se supone que «(0) = p € M y sea D el conjunto de las funciones de M
diferenciables en p. El vector tangente a la curva o ent = 0 es una funcion O/(O) D —R

dada por:

2o =222 cren

Un vector tangente en p, es el vector tangente en t = 0 de alguna curva o : (—€,€) — M,

con a(0) = p.



El conjunto de los vectores tangentes a M en p serd indicado por T, M.

a:(—€€) = M es una curva diferenciable en M con a(0) = p} .

T,M = {o/(())

Observacion 1.3. Si se escoge una parametrizacién x : U C R™ — M en p = x(0) se

puede expresar la funcién f y la curva a en esta parametrizacion por:

f OX(Q) = f(xlaan "'7xn)> q = (.%17.2132, 7xn) cU

x toa(t) = (x1(t), 52(t), ..., zn(1)).

Por lo tanto, al restringir f a la curva «, se tiene:

e T (CIURACRENC i
of / of ,
- {a—m(xl(t),xg(t),...,xn(t))xl(t)+...+axn(xl(t),xg(t),...,xn(t))xn(t)} .

i=1 ¢

- (; 7(0) < 81)()) I3

donde (%) es el vector tangente en p a la curva coordenada x; — x(0,0, ..., 0, z;, 0, ..., 0).
i/o
(Ver figura 1.5)
0

n
La expresion o (0) = 3 z;(0) <%> muestra que el vector tangente a la curva a en p
i=1 */0

depende apenas de las derivadas de a en un sistema de coordenadas.

t=0

Ejemplo 1.2. Con lo anterior se muestra como se calcula un vector tangente en

p € P"(R) a lo largo de una curva « sobre P"(R). Del ejemplo (1.1) se tiene:

PMR) = {[(z1,,@a1)] | (@1, @np1) € R™—{0}}

y X :R" — V; ={[(z1, -+ ,Zpnt1)] | @ #0} C P*(R),i=1,--- ,n+ 1 es una parame-

trizacion dada por

Xy, yn) = (W, ¥imt Ly )] -

10



Figura 1.5: (U,x) un sistema de coordenadas de M en p; t — x(q + te;) y t — x(
en T,M.

curvas coordenadas con sus respectivos vectores tangentes 3@ y 2
T; ox;

p

p

Asi x;': V; € P*(R) — R" esta definida por

_ _ V4 Zi— Zi
Xi1<[(217"'7zn+1)]) _ Xil(K_l’m’ 1717 +17,..

define a =x;0v: I C R — V; C P*(R) por

a(t) =x;0v(t) = x; (x; ' (p) + tv) .

Luego, a es tal que «(0) = x; (x; ') (p) = p.

Ahora sea ¢g : R" — R una funcién diferenciable, dada por g(zq, - -

j=1,---,nysedefine f=gox;':V; C P(R) — R por:

suponiendo que i < j(caso ¢ > j es analogo)

Fume)]) = g5 (s yms)])) s % #0

= Q(Xi_l([(?/lj"' s Yi—1,Yir Yit1, -
vi Ty w Ty
Yi

11

yYjy o

)

yn+ 1
Yi

<)) <o

Sea 7 : I C R — R™ una curva tal que y(t) = x; '(p) + tv, v = (v, ,v,) € R™. Se

) yn-l—l)]))

)

g + te;) son las



Por lo tanto f es una funcién diferenciable de P"(R) en R. Expresando la funcién f y
la curva « en la parametrizaciéon x; : R" — V; C P"(R) se tiene que en coordenadas la

funcién f coincide con la funcién g, asi:

foXi(iUl,"' >xn) = (goxz_l) OXi(xlf" 7xn)
= g(x1, -+, 1)
- Ij7j:17”'7n

y a en coordenadas esta dada:

x;toalt) = x7'(x(v(1)))

= (1)

= x;'(p) +tv

= x; " ([(z1, ,2ns1)]) + v

= x;l <[<ﬂ7 7l’z’—1’1’l’i+1’,.. ’$n+1>]> —i—t(m,"' 71)”)’ T 7,g()
= (ﬂ bty o g T e T —i—tvn) c R™.

Si se restringe f a la curva « se tiene: (suponiendo i < j)

O‘I(O)f = d(fd—ja)ho = % (% + tuy, - 73:;1'1 + v, xl—jl + i, - >$Zjl +tvn) |t=0
_ 4 (ﬂ +tvg, - - ,xifl + tvi_q, Tt + tvgq, - ,ﬁ +tv;, - - ,an +tvn) lt=o
dt \ z; x; T T; i
= i (ﬂ +tv,) ’ .
dt \ x; 7 ) =0
= Uj € R

De la observacién (1.3) se deduce el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea (U,x) un sistema de coordenadas en p € M. Entonces el conjunto
T,M, con las operaciones usuales de funciones, forma un espacio vectorial de dimension

n sobre R, y la escogencia de una parametrizacion x : U C R® — M determina una base

(6,2, () e

12

asociada




Demostracion. Se define en T,M una suma "+" asi: Sean « (0), 3 (0) € T, M;

(@' (0) + B(0))(f) = & (0)(f) + B(0)(f), para todo f € D.

Con D el conjunto de funciones diferenciables de M en p.

Se define en T, M la multiplicacién por escalar asi: sean ¢ € Ry o'(0) € T,M;

! I

(ca'(0))(f) = c(a’(0)(f)), para todo f € D.

Con éstas operaciones T, M es un espacio vectorial sobre R. En efecto:
1. (T,M,+) es un grupo abeliano;

la operacién suma ”+” es una operacién binaria, es decir, para todo o’ (0), 3 (0) en
T, M se tiene que o’ (0) + 3(0) € T,M. En efecto:

e a’(0) = éx;m) <ai>o v F(0)= gy’/’“’) (8?%)0’

donde

x o a(t) = (Il(t)’xQ(t)’ 7xn(t)) Y x'o B(t) = (yl(t)7y2(t)v "'7yn(t))’

tomando

x o (at) +B(1) = x" oy(t) = (@1(t) + ya(t), - 2a(t) + yn(t)) = (21(t), oy 2a(1)),

existe v : J — M tal que v(0) =p y ~'(0) = a'(0) + 5'(0), luego

a'(0) +5(0) =

@0+ (7).

Esto es, ' (0) + 3(0) € T, M.

Analogamente se tiene que para todo ¢ € R; co/(O) € T,M, tomando

x tocalt) = (cai(t), coy(t), ..., can(t)).

13



a. Conmutatividad de la suma.

0450 = S0+ i) (5 )

= Y60 +0) (5)
= F(0)+0a(0)

b. Asociatividad de la suma.

/

@ 0+ (80)+70) = (a'0)+50) +7' (0.

c. Elemento neutro de la suma.
Existe un elemento ©@'(0) € T,M tal que @' (0) = Y o0;(0) <i> donde
0

oz
i=1 ¢

27 o 0(t) = (01(t), 02(t), ..., 0,(t)) = (0,0, ...,0). Asi dado a'(0) € T, M, se tiene:
0 +20) = 30 (50) + 30 (5]

30+ 0)) (81)0

i=1

_ Zf;xxm (;’)

/7

= «a(0).

d. Elemento inverso de la suma.
Para todo o' (0) € T,M existe —a’(0) € T,M tal que o' (0) + (—a'(0)) = @'(0). En

efecto:

a(0) +(-a(0)) =

Asi de (1); (T,M,+) es un grupo abeliano.

14



2. La multiplicacién por escalar es asociativa. En efecto:

Sean ¢,¢ € Ry o' (0) € T,M entonces

c(ea' (0)) = c(czn:x; (a%))

= ¢ (ZZ:;E:U;(O) (ax)())

S (2),

- %(a&)x;m (;’)
- cE)zn:x; (8%)
= (cc o/(O).

3. 1a'(0) = a'(0), 1 € R, para todo a'(0) € T, M.

4. La multiplicacién por escalares es distributiva respecto a la suma de vectores. En
efecto:
Sean ¢ € Ry a(0), 5(0) € T, M, entonces:

(wor+50) = o(Seoion () )

_ gca:;(()) (ax@) +
() an(2),

= ¢a (0) +¢B(0).

5.  La multiplicacién por vectores es distributiva respecto a la suma de escalares. En

efecto:

15



Sean ¢, € R y o' (0) € T, M, entonces:
(c+)a'(0) = cmZx (8)
- i(wax;m) (5.
= > (e +70) (7).
_ icx;@ (ax) +icx ) (2 )
- >0

L 0
3$i)o+cizl #i(0) (8x,-)0

= ¢ (0) +ca' (0).

Por lo tanto de (1), (2), (3), (4), (5); T, M es un espacio vectorial sobre R.

Para la segunda parte de la demostracion del teorema se prueba lo siguiente:

n
1. La expresion o (0) = > ;(0) (5;)0 nos muestra que todo elemento de T,M se

puede ver como combinacién lineal de los vectores (%) , (—) - (i) )
0 0

2. Sean cy,Ca,...,c, € Ry se toma que ¢ (%)0 + co (%)0 +...+c, (%)0 = 0.

Ahora se consideran

m:U CR" — R dada por nn(zy, xa, ..., x,) = @5

x!':x(U)yc M — U CR",

Para definir la funcién f = 7 ox ' : x(U) € M — R diferenciable. Esta funcién

es tal que
0 si k#j
of #J
(%k N
1 st k=

Luego ¢ ((%fl) + ¢ (gx’;)o + ... t¢ (‘?x{c)o + ...+, (%)0 = 0 implica que
d
e

9 el
x2)0 g eeey <%>O Son

c; = 0 para todo j = 1,2, ..., n. Esto es, los vectores: (871)0

linealmente independientes.
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Por lo tanto el conjunto {(%1) , <i> - <%> } forma una base en T,M asociada
0 0 n/o

a la parametrizacién x. 0

En el caso particular cuando se tiene una aplicacion diferenciable entre espacios
euclideos se sabe del analisis como se deriva o se diferencia una aplicacion diferenciable. La
diferencial de una aplicacion diferenciable entre espacios euclideos es una aplicacion lineal,
la més préxima de todas las lineales, cuya matriz asociada es la matriz jacobiana de la
aplicacion. Dada la nocién de espacio tangente, la siguiente proposicion pretende extender

estas ideas a variedades diferenciables.

Proposicion 1.1. Sean M y M3" variedades diferenciables y sea ¢ : M{* — M3" una
aplicacion diferenciable. para cada p € M7 y cada v € T,M7, se escoge una curva dife-
renciable o : (—e, €) — M} con a(0) =p y o' (0) =v. Para B =poa: (—e€) — M} la
aplicacion dp, : T,M? — T, M dada por dp,(v) = 3(0) es una aplicacion lineal que

no depende de la escogencia de .

T~ 7

Figura 1.6: Interpretacién geométrica de la proposicién (1.1); ¢ : M — MJ" es una aplicacién
diferenciable que determina de manera natural, una aplicacién lineal entre los espacios tangentes 1), M{*

Y Tip(p)M3", para cada punto p que se considere en el dominio de .

Demostracion. Sean x y y dos parametrizaciones x : U C R" — M; y

y:VCR"™ - My; xdep y y de ¢(p) respectivamente. Expresando ¢ en estas

17



parametrizaciones, se obtiene;

y logpo x(q) = (y1(x1, T2y ooy Ty ooy Y (T1, T2y ooy T) ),

donde ¢ = (x1,29, ..., z,) €U CR™y (y1,Y2, .., Ym) € V C R™. Asi se identifica ¢ como

2(q) = (y1(x1, 22, ooy )y ooy Y (T1, Ty oy ) ).
Por otro lado expresando « en la parametrizacién x se identifica « asi:
at) =x"oa(t) = (x1(t), za(t), .., wa(t)).

Por lo tanto,

aym / aym /
D 10, a0 + o+ D1 0), ,xn<t>>xn<t>)
5(0) ( < Zgij > gy ;<o>)

Luego 3'(0) depende solamente de la aplicacién ¢ y de las coordenadas (z(0), ...,z (0))

de v en la base {(%) , <%) e (ai) } de T,M asociada a la parametrizacién x.
1o \9%2/9 /0

Por esta razén 3 (0) = dy,(v) es independiente de a.

ﬁ/(O) puede ser escrita:

M) (g - §4(q) 271(0)
Oy2 9ya ... Oy x

ﬁ/(()) _ 8_:c1:<Q) axQZ(Q) axnz(Q) 2:(0) — digy(v).
Qm(q) Gm(q) .- Gm(g) z,,(0)

Por lo tanto dyp, es una aplicacion lineal de T,M; en T, M, cuya matriz en las bases

asociadas a las parametrizaciones x y Yy es precisamente la matriz:

o
(ﬁ) ,econj=12 ... myi=12,....,n
O mxn

18



Definicién 1.4. La aplicacion lineal dy, dada por la proposicion (1.1) es llamada

diferencial de p en p.

La siguiente definicién explica cuando dos variedades diferenciables M; y M, son
equivalentes, es decir cuando hay una relacion biunivoca entre las mismas. Esta
definicién permite cambiar la apariencia de los espacios sobre los que actua una
aplicacion ¢ de la variedad My y M.

Definicién 1.5. Sean M y My variedades diferenciables. Una aplicacion @ @ My — Mo
es un difeomorfismo si ¢ es diferenciable, inyectiva, sobreyectiva y su inversa o' es
diferenciable.

¢ es difeomorfismo local en p € M, si existen vecindades U de p y V' de ¢o(p) en My tal

que ¢ : U — V' es un difeomorfismo.

Observacion 1.4. La relacion de difeomorfismo es una relacién natural de equivalencia

entre variedades diferenciables. En efecto:

1. Reflexividad:

Es evidente, pues i : M — M es un difeomorfismo.

2. Simetria:
Si M; es difeomorfo a M,, entonces existe ¢ : M; — M, un difeomorfismo, luego su
inversa ¢! : My — M, es diferenciable y como ¢ es biyectiva ¢! también lo es y

su inversa (¢*1)_1 = @ es diferenciable, asi que M es difeomorfo a M.

3. Trancitividad:
Si M; es difeomorfo a My y My es difeomorfo a M;z,entonces existen ¢y : My — My
v 9 @ My — Mj difeomorfismos. Luego, s 0 o1 : M7 — Mj es un difeomorfismo.

Esto es, M, es difeomorfo a Ms.

Proposicién 1.2. Sean M", N™, P* variedades diferenciables. Sean o : M™ — N™ y
¢ : N™ — P* dos aplicaciones diferenciables y sea p un punto del dominio de ¢ o ¢,

entonces ¢ o ¢ es diferenciable en p y d(¢ o ), = doyp)depp.

Una consecuencia inmediata de la proposicién (1.2) es:

Proposicién 1.3. Sea ¢ : My — My un difeomorfismo, entonces dp, : TyMy — Ty Mo
es un isomorfismo para todo p € My; en particular las dimensiones de My y My son

1guales.
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Demostracion. Si ¢ : My — Ms es un difeomorfismo, entonces ¢ es diferenciable, inyecti-
va, sobreyectiva y su inversa ¢! es diferenciable. Asi:

¢ o p~! =TI es diferenciable, entonces por la proposicién (1.2) se tiene:

d(p~top), = dgo;(lp) o dyp, = I, de donde d(p;(lp) o dp,(v) = I(v) para todo v € T,M;.
Luego dyp, es inyectiva para todo p € M;. puesto que si dyp,(v1) = dy,(vs) entonces
dgo;(lp) odpy(vy) = dgp;(lp) o dpy(v2), de donde vy = vs.

%)
tal que dg, o dgag(lp)(w) = w para todo w € T, Mo.

Para la sobreyectividad se tiene que dp, o dgp gp)(v) = v, esto es, existe dgo;(lp) (w) € T,,M;

Por lo tanto dy, es un isomorfismo. O

Un reciproco local de la proposicién (1.3) es el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sea ¢ : M — M3 una aplicacion diferenciable y sea p € My tal que

dpy : TyM7 — T,y My es un isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo local en p.

Demostracion. La demostraciéon es una aplicacion inmediata del teorema de la funcion

inversa en R"”. O

1.3. Inmersiones e inmersiones mas profundas

El objetivo principal de este tema es introducir los objetos geométricos que generalicen
a las curvas y superficies del espacio euclideo en cuanto a su relacién con éste, es decir,
como subvariedades. Para ello sera esencial trabajar con aplicaciones diferenciables de

rango maximo, y relativo a esto sera el primer concepto que se introduce.
Definiciones 1.1. Sean M™ y N™ variedades diferenciales.
1. Una aplicacion diferenciable ¢ : M — N es una inmersion si dy, : T, M — T, N
es inyectiva para todo p € M.

En otras palabras, una inmersion ¢ de M en N es la aplicacion diferenciable entre

variedades tal que rango (¢) = dimM = m para todo p € M.

2. Una inmersion ¢ : M — N es una inmersién mas profunda si es un homeomor-

fismo sobre (M) C N, donde (M) tiene la topologia inducida por N.
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3. Si M C N yla inclusion i : M — N es una inmersion mds profunda, se dice que
M es una Subvariedad de N.

(La imagen de una inmersion mds profunda es una Subvariedad).

A continuacién se da algunos ejemplos de inmersiones.

Ejemplo 1.3. La curva a : R — R? dada por a(t) = (t3,1?) es una aplicacién
diferenciable mas no es una inmersiéon. En efecto:
Sea v : R — R una curva diferenciable, dada por ~(t) = p + tv, ésta curva es tal que

7(0) =p y 7 (0) = v para v € T,R = R, asf:
Bt) = a(v(t) = ((p +tv)*, (p + tv)?)

B(t) = (3u(p + tv)%, 20(p + tv))
3'(0) = (3vp?, 2up) = doy,(v)

Asf la day, : R — R? no es inyectiva, puesto que para p = 0y v; # vy en R implicarfa que
day,(v1) = day(va).

Del ejemplo (1.3) se deduce el siguiente resultado.

Observacién 1.5. o : R — R” es una inmersion si, solo si, o' (p) # 0 para todo p € R.
En efecto:

Si a : R — R™ es una inmersién, entonces o (p) # 0 para todo p € R.

Sea v € T,R, como day,(v) = 3(0), donde 3(t) = a (y(t)) y v : R — R es tal que y(0) = p
y 7' (0) = v, entonces da,(v) = o (v(0))7(0) = a'(p)v. Pero como da,, : R — R"
es inyectiva para todo p € R, por ser a una inmersién entonces a’ (p) # 0 para todo
p € R, pues de lo contrario para v; # vy se tiene que da,(vy) = da,(ve), lo cual es una
contradiccion.

Ahora supongamos que o (p) # 0 para todo p € R y probemos que da, : R — R" es
inyectiva para todo p € R.

Como da,(v) = o' (p)v, entonces se supone que da,(v;) = da,(vy) para ciertos v; y vy en
R, entonces o (p)v; = o (p)vy y como por hipétesis o (p) # 0 para todo p € R, entonces

V1 = Va.

Ejemplo 1.4. la curva o : R — R? dada por a(t) = (3 — 4t,t* — 4) es una inmersién que

posee una autointerseccion para t = 0, por lo tanto no es una inmersiéon mas profunda.
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En efecto:
da, : R — R? es inyectiva para todo p € R, puesto que da,(v) = o' (p)v = (3p? — 4, 2p)v

y por la observacién (1.5) se tiene el resultado.

El siguiente ejemplo permite ver que las parametrizaciones x, : U, C R? — x,(U,) de

una superficie regular S son inmersiones mas profundas.

Ejemplo 1.5. Toda superficie regular S C R3 posee una estructura diferenciable la cual
esta dada por sus parametrizaciones x, : U, C R? — S. Con esta estructura, las apli-
caciones X, son diferenciables y en verdad, son inmersiones mas profundas de U, en S,
puesto que x, : U, C R? — S es diferenciable por ser una parametrizacién, ademds
(d%a), : R? — R? satisface la condicién de regularidad, es decir (dx,) , 68 inyectiva para
todo g € U,. Por otro lado x, : U, C R? — x,(U,) C S es un difeomorfismo para todo
@, puesto que h = x_ ' ox4 es un difeomorfismo, lo que indica que x,' : x,(U,) — U, es
diferenciable. Por lo tanto x, : U, C R* — x,(U,) C S es un homeomorfismo, es decir
una inmersién mas profunda.

Ahora se muestra que la inclusién i : S — R?, es una inmersién mas profunda, esto es, S
es una subvariedad de R3. En efecto:

i : S — R? es diferenciable, ya que para todo p € S existe una parametrizacién
x:U CR? - Sde S enpy una parametrizaciéon j : V. .C R3> — V de R? en i(p),

lojox =x

donde V es una vecindad de p en R3 y j es la aplicacién identidad. Asi j~
la cual es diferenciable. Ademds; 4 es una inmersién, pues i(S) = S C R?, entonces
rango i = dim S yi: S — i(S) = S C R® es un homeomorfismo. Luego S es una

subvariedad de R3.

En la mayor parte de las cuestiones puramente locales de geometria es indiferente tratar
con inmersiones o inmersiones mas profundas. Esto proviene de la siguiente proposicion
que muestra que toda inmersién es localmente (en cierto sentido) una inmersién mas

profunda.

Proposicion 1.4. Sea ¢ : M — M3, n < m, una inmersion de la variedad M7 en
la variedad M3". Para todo punto p € M7, existe una vecindad V C M7 de p tal que la

restriccion |y @V — M es una inmersion mds profunda.

Demostracion. Sean x; : Uy C R" — M; y xo : Uy C R™ — M, sistemas de

coordenadas en p y en ¢(p) respectivamente.
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Se indica por (xy,z9,---,x,) las coordenadas de R"™ y por (y1,y2, " ,Ym) las
coordenadas de R™. En estas coordenadas, la expresiéon de ¢, esto es, la aplicacion

O =Xy lo p o x; puede ser escrita como:

@('Tl,l‘g,"' 7'Tn) = (yl(xlax%'” ,ﬂfn),yg(l'l,IQ,"' 7'Tn)7"' 7ym($17m27"' 7‘1:71))

—| . . . - . n m
Sea ¢ = x; (p). Como por hipétesis ¢ es una inmersién entonces dy, : T,M{* — T, M;
es inyectiva. Luego se supone reenumerando las coordenadas de R™ y R™ si es necesario,

que:

(Y1, Y2, "+ Yn)
) 7 ) n O'
a('rlax27"' ,.Tn) <q) ;é
Para aplicar el teorema de la funcién inversa en R", se introduce una aplicacion:

¢ : Uy x R""=k — R™ dada por:
Cb(xl?"' ,l’n,tl,"' atk) = (yl(xlv"' >$n)>"' ayn(xla"' axn)ﬂyn-‘rl(mla”' 7$n) +t17

y " >yn+k<xlax27 to 737”) + tk)u

donde (t1,ty,-+- 1) € R™™"=F_ Se verifica que ¢ restringido a U; coincide con @;
Ply, UL CR" = R™ y p=x,"opox;:x; (W) —x; (W),
con W = x;(U;) Nx3(Uy). Como x; (W) C U, entonces ¢|y, = , ademas;

a(y17y27 e 7yn)
a('rlax27 e ,.’L’n)

det(dog) = (@) #0,con ¢ = (1,29, ,2,,0,0,---,0).

k—veces
Luego d¢z : R™ — R™ es un isomorfismo. Por el teorema de la funcién inversa en R™,
existen vecindades Wy C Uy x R™™"=F de ¢ y Wy C R™ de ¢(q) tal que ¢ : W, — Ws es
un difeomorfismo.
Sea V = W; N U,. Como Pl = ¢l ¥y X es un difeomorfismo para i = 1,2, entonces la

restriccién a V' = x; (V') de la aplicacién:
p=xXp0pox; :VCM'— oV)cC M
es un difeomorfismo, de donde ¢ : V' — (V) C Mj* es un homeomorfismo, es decir ¢|y

es una inmersion mas profunda. O

En la siguiente seccién se da un ejemplo muy importante de variedad diferenciable, el
cual motiva a dar la definicién de lo que es un campo de vectores sobre una variedad
diferenciable, ademas se dara una introduccion a las superficies k-dimensionales de R",

las cuales son la generalizacién de las superficies regulares de R3.
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1.4. Otros ejemplos de variedades.

Ejemplo 1.6 (EIl fibrado tangente). Sea M™ una variedad diferenciable y sea:
TM ={(p,v)pe M" yveT,M"}.

Se dota al conjunto 7'M de una estructura diferenciable de dimensién 2n; con tal

estructura T'M serd llamado fibrado tangente de M™.

Sea {(Uq, Xo)} la estructura diferenciable maximal de M™. Se indica por (z¢, 23, - ,x2%)

0 o ... 9 i i
BT g , 812} las bases asociadas en los espacios

tangentes de x,(U,). para cada «, se define

las coordenadas de U, y por {

Yo : Uy X R" = TM,

por

0
Yo (2T, Uy, uy) = (Xa(x?,n- ,xﬁ),zu1%> ; (uay e up) €R™

Geométricamente, esto significa que se toma como coordenadas de un punto (p,v) € TM

) de p, es decir x;'(p) = (z§, 25, -+ ,2%) = q,; junto con
o o ... 0
ox{? 0x§’ 7 Oz

que (dXq)g, : R" — Ty, (q.)M™ esta dada por

las coordenadas (x{,z§,--- , 2%

’n

las coordenadas de v en la base { }, es decir x,, : U, C R®™ — M implica

(an)qa (Uoz> = ZU}C% =, donde Vo = (ulyu% R 7un)-

Se muestra que {((U, X R™),y,)} es una estructura diferenciable en 7M. Como | x4 (U,) =

My (dxq)q, (R") = Tk, (q)M", qa € Uy, se tiene que

UvaUa xR") = | Jxa(Ua) X (dXa)q, (R")
= MXTxa(qa)Mn
= TM,

lo que verifica la condicién (1) de la definicién (1.1).
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2. Sea yo(Us x R")Nyg(Us x R*) =W # P

Vol (W) = 42" (YaUa x R") Nys(Us x R™))
= Yo' (Xa(Ua) X dxo(R") N x5(Up) x dxs(R"))
o' (Xa(Ua) Nxp(Us) x dxo(R") N dxs(R"))
" (%a(Ua) Nx5(Up)) % (dxa) ™" (dxa(R™) N dxs(R™M))

= yOé
= (X
lo cual es abierto en R™. Esto verifica la condicién (2) de la definicién (1.1).

3. Ahora sea (p,v) € W, entonces (p,v) = (Xa(qa),dXa(va)) = (x5(qp), dxs(vs)),
donde ¢, € U, , qs € Ug y va,vg € R". Por lo tanto

Y5 0 Yaldarva) = Y5 (Xalda); dXa(va))
(xﬁ 0 Xa)(qa), dx5" 0 dxa(va))
= ((x5" 0Xa)(da), d(x5" 0%4)(va))
(g3, vs)-

Como x5' o X, es diferenciable y d(x;' o x,) también entonces yz' o yo es

diferenciable. Luego T'M es una variedad diferenciable de dimension 2n.

Ejemplo 1.7 (Superficies regulares de R"). Una generalizacién natural de la idea de
superficie regular en R? es la nocién de superficie regular de dimensién k& en R”, k < n.
Un subconjunto M* C R™ es una superficie regular de dimensién k si para cada p € M*
existe una vecindad V' de p en R" y una aplicacién x : U C R¥ — M NV de un abierto
U C R* sobre V N M* tales que:

1. x es un homeomorfismo diferenciable.

2. dx,: R¥ — R" es inyectiva para todo ¢ € U.

Un resultado que se extiende a las superficies regulares de R"; es el cambio de parametro,
el cual es la consecuencia mas importante de la definicién del ejemplo (1.7). La siguiente

proposicion lo demuestra.

Proposicién 1.5. Sea p un punto de una superficie reqular M* C R" y sean
x:UCR — Myy :V Cc R — M dos parametrizaciones de M* tal que
p € x(U)Ny(V) =W, entonces la aplicacion h = x Loy : y Y (W) — x YW) es

diferenciable.
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Demostracion. Como x y y son homeomorfismos, entonces h también lo es como
compuesta de homeomorfismos. Se prueba que h es diferenciable, en efecto:
Sea r € y (W), se supone que ¢ = h(r) y x(q) = p € W. Sean (uy,us, - ,u) € Uy

(1,09, ,v,) € R" asi x en estas coordenadas esta dada por:
X<u17u27 e ,Uk) = (Ul(u17u27 e ,Uk), e ,Un<U1,U2, e 7uk>) .

Como x es una parametrizacion se tiene que dx, es inyectiva para todo ¢ € U entonces

se puede suponer que:

O(vy, - -+, vy)

ur, - up)

(q) #0

Se extiende x a una aplicacién; F : U x R"* — R" dada por

Fup, - i,y tn) = (i, - ), ve(ua, - we), Op (o we) + g
R ’Un(uh... 7Uk) _|_tn).

Es claro que F es diferenciable y la restriccion de F' a U x ¢ (0,---,0) ¢ coincide con x.

Por otro lado:

BLG) @ e BE@ 00 0
| @ @ - 2@ o
| e @ - R@ 0

U1 U2 U

Za@)  Ya(@ o L@ 00 1

q=(up, -+ ,ug,0,---,0). Luego
8(1)17... 77))

det(dFq) = —8(u1 ui)

(@) #0

asi que dF; : R" — R" es un isomorfismo y por el teorema de la funcién inversa
existen vecindades T de ¢y @ de F(q) tal que F : T — @ admite inversa diferenciable
F~':@Q — T. Ahora por continuidad de y : V C R¥ — M existe una vecindad R C V de
r tal que y(R) C @, luego

h‘R:X710y|R:F710y’R
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lo que indica que h es diferenciable en r, puesto que y es diferenciable en r y F~! es

diferenciable en y(r), dado que y(R) C Q.

(h=xToyyqg=h(r)=x"oy(r)=x(q) =y())
Como r es arbitrario, entonces h es diferenciable en y~'(W). Andlogamenmte se prueba

que h™! es diferenciable en x~1(W). O

Observacién 1.6. El resultado anterior deduce un argumento interesante: M* es una
variedad diferenciable de dimensién k y que la inclusién i : M* — R", k < n dada por
i(M*) = M* C R" es una inmersién mas profunda, esto es, M* es una subvariedad de
R".

Definicién 1.6. Sea F': U C R* — R™ wuna aplicacion diferenciable de un conjunto U
de R™. Un punto p € U es un punto critico de F' si la diferencial dF, : R" — R™ es no
sobreyectiva. La imagen F(p) de un punto critico es llamada un valor critico de F. Un

valor F(p) € R™ que no sea un valor critico es llamado un valor reqular de F'.

Proposicién 1.6. Si F : U C R" — R™, n > m es una funcion diferenciable y a € F(U)
es un valor reqular de F' entonces la imagen inversa F~(a) C R™ es una superficie reqular

de dimension n —m = k.

Demostracion.
F~Na) = {(x1,22, ,20) €U | Flay,a,+ ,w,) = a}.

Sea p € F~(a). Se indica por ¢ = (Y1,¥2,"** »Ym, T1, T, -+ ,T}) un punto de R*="+* v
por F(q) = (fi1(q), f2(q), -+, fm(q)) la aplicacién F. Como a € F(U) es un valor regular
de F entonces para todo p € F~!(a) se tiene que dF}, : R" — R™ es sobreyectiva, por lo

tanto se puede suponer que:

a(fla"'vfm)
~ () #0
Oy, s Ym)
Asi, se define una aplicacién ¢ : U C R™ — R por ©(q) = (f1(q), -, fm(q@), T1, -+, T1),
asi:
arp) ) o gk) ) - )
do— | W@ TE@ G Ee) o e
P 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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Entonces

_ 8(f17 7fm)
8(yla"' 7ym)

esto es, dp, : R™ — R"=%* eg un isomorfismo. Por el teorema de la funcién inversa existe

det(dpp) (p) #0,

una vecindad @) de p y una vecindad W de ¢(p) tal que ¢ : @ — W admite inversa
diferenciable ¢! : W — Q.

Sea K™% C W C R™* un cubo de centro ¢(p) y sea V = ¢ H(K™*) N Q, entonces ¢
aplica la vecindad V difeomorficamente sobre K™% = K™ x K*. Se define una aplicacién
X :K* =V por

X((Ehx%”' Jxk> = 9071<CL1,(1/2,"' y m, L1, T2, 7xk)7

donde a = (ay,as, -+ ,ay). Asi p: U C R* — R*™™** dada por

SD(X(il’hxz,"' 7~Tk>) = (CL1,CL27"' y Ay L1, T2, ,xk)

satisface las condiciones (1) y (2) de la definicién de superficie regular dada en el ejemplo
(1.7). Como p es arbitrario, F~'(a) es una superficie regular de R™ y por lo visto en el

ejemplo (1.7), F~!(a) es entonces una subvariedad de R™. O

Ejemplo 1.8 (Otra representacién del espacio proyectivo real). El conjunto P"(R)
de las rectas de R"*! que pasan por el origen puede ser representado como el espacio

cociente de la esfera unitaria
S"={peR"™ | |pl=1}

por la relaciéon de equivalencia que identifica cada p € S™ con el de su punto antipode
A(p) = —p. En efecto:

Cada recta que pasa por el origen determina en la esfera dos puntos antipodes y la
correspondencia asi obtenida es inyectiva y sobreyectiva. Teniendo en cuenta este
hecho se introduce otra estructura diferenciable en P"(R). Para esto,
se dota inicialmente a S™ de una estructura de superficie regular, definiendo

parametrizaciones:
xf U — S",x; U, — S",i=1,--- ,n+1
obtenidas del siguiente modo
U={(z1, ,&pp1) ER™ |1, =0; 2} + - +af  +af 4+ +a,,<1}
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+ _
Xi (.Tl,"' y Lj—1y Ljt1y " " 7‘7;71-"—1) — (Jfl,"' 7I‘i—17Di7xi+17"' 7'/'U1’L+1)

Xl-_(wh"' y Li—1, Tig1, " " ,-’En+1) = (951,"' L1, =Dy, i, - ,In+1),

donde D; = \/1 — (23 + - +a? | + a2, +---+22,).

Asi x;" y x; son diferenciables, pues 3 + -+ + a3 | +z, +---+22,,<1, ademds x;" y
x; son homeomorfismos y d(x;"), v d(x; ), son inyectivas para todo ¢ € U;. Por lo tanto
la familia {(Ui,xi ), (Ui, x; )}, 1 =1,---,n 4+ 1 es una estructura diferenciable en S™.
Geométricamente, esto es equivalente a cubrir la esfera S™ con vecindades coordenadas
que son semiesferas perpendiculares a los varios ejes x; y tomar como coordenadas en
ella, por ejemplo, x; (U;), las coordenadas de la proyeccién ortogonal de x; (U;) sobre el
hiperplano x; = 0.

Sea m : 8" — P™(R) la proyeccién candnica, esto es, m(p) = {p, —p}; observe que
7(x}(U;)) = m(x; (U;)). Ahora se define una aplicacién y; : U; — P™(R) por

(3
_ + _ -
yi=ToX, =moXx,,
yi asi definida es inyectiva, dado que 7 restringido a x; (U;) es inyectiva. Luego:

n+1
2. Sea yi(U;) Ny;(U;) = W # ®, entonces y; ' (W) y y; (W) son abiertos de R",

puesto que:

yi (vi(Ui) Ny;(U;)
yi ' ((mox)(Ui) N (o x7)(U;))
= yi (7o (x (U:) Nx[(U)))
()7 (e (U) Nx) (Uj))

i)

7
o (x;°

lo cual es abierto en R™. También y; ' o y; es diferenciable en yj_l(W) para todo

1,5=1,--- ,n+ 1, puesto que

yiloy;=(rox) o

Por lo tanto la familia {(U;,y;)} es una estructura diferenciable en P"(R).

En verdad, esta estructura diferenciable y la del ejemplo (1.1) dan origen a una misma
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estructura maxima. En efecto; las vecindades coordenadas son las mismas y el cambio de

coordenadas esta dado por

T Ti—1 Tip1 Tn41
Tt 7]-7 s T <:>(x17"'axi—laDiaxi—i-lv"'7’In+1)

que como z; # 0y D; # 0 es diferenciable.

Una manera de construir variedades diferenciables, que generaliza el

proceso anterior, esta dada por las siguientes consideraciones:

1.5. Accion discontinua de un grupo sobre una varie-

dad

Ejemplo 1.9. Se dice que un grupo G actia sobre una variedad diferenciable M si existe

una aplicacién ¢ : G x M — M tal que:

I. Para cada g € G, la aplicacién ¢, : M — M dada por ¢,(p) = ¢(9,p), p € M es

un difeomorfismo y ¢, es la identidad.

II. Si g1, g2 € G; Pgigs = Pg1 © Pgo-

Es frecuente, cuando se esta tratando de una tnica accién, indicar ¢(g, p) = gp; con esto,

la condicién (I7) se escribe como una especie de asociatividad:

Pgrg2(P) = Pgy (09, (D)) = g, (92P) = 91(92p) = (9192)(P)-

Se dice que una accion es propiamente discontinua si todo p € M posee una vecindad
U C M tal que U Np,(U) = @ para todo g # e.

Cuando G actia sobre M, la accién determina una relaciéon de equivalencia ~ en M,
donde p; ~ ps si, solo, si p» = @4(p1) = gp1, para algin g € G. Se indica el espacio
cociente de M por esta relacién de equivalencia por M/G. La aplicacion 7 : M — M/G,
dada por

7(p) = clase de equivalencia de p = G,

se llama la proyeccién de M en M/G.

Sea ahora M una variedad diferenciable y sea ¢ : G x M — M una accién propiamente
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discontinua de un grupo G en M.

Se muestra que M /G posee una estructura diferenciable de modo que la proyeccién 7 :
M — M/G es un difeomorfismo local. En efecto:

Para cada p € M se escoje una parametrizacién x : V" — M en p de modo que x(V') C U,
donde U C M es una vecindad de p tal que U Ny (U) = @, g # e.

Asi |y : U C M — M/G es inyectiva , dado que si se supone que 7|y (p1) = 7|v(p2)
entonces G, = G,,, esto es, pa = ¢, (p1) = gp1, para algin g € G. Pero como para todo
g # e se tiene que U N ¢, (U) = @, entonces p; = p,.

Asiy = mox : V — M/G es inyectiva. Se muestra que la familia {(V,y)} es una

estructura diferenciable en M/G. En efecto:

I. Uyi(Vi) = M/G. En efecto:
Sea G, € Jyi(V;) entonces G, € y;(V;) para algin i. Asi existe p € V; tal que
yi(p) = Gy, esto es, m(x;(p)) = G, lo que indica que G, € M/G. Luego

in(Vi) c M/G.

Ahora sea G, € M/G entonces para r € M existe x; : V; — M de r tal que
x;(p) =71, p € V. Asi m(x;(p)) = w(r) = G,, asi que y;(p) = G, para algin i, esto
implica que G, € [Jyi(V;), esto es,

M/G C UYZ(Vz)

II. Sea y; (V1) Nya(Va) = W # @, entonces

yi' (W) = yi' (n(Vi) Ny2(12))

= yi' (moxi(Vi) N7 oxy(15))
i (mo (xi (Vi) Nx2(12)))
X! (1 (Vi) Nx2(V2)) -

Lo cual es abierto por ser {(V;,x;)} una estructura diferenciable en M.

Ahora se prueba que y; ' oy, 1 y; H(W) — y7H(W) es diferenciable.

Para esto, sea m; la restricciéon de 7 a x;(V;), i = 1,2. Sea ¢ € W y sea
r=x,"0om'(q) = y;'(q) € Vo y sea Z C V, una vecindad de r tal que
Ty 0 Xg) (Z) C W, entonces

-1 I R |
Y1 oy2|lz =xX] om = om0 Xy,
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asf basta probar que 7, ' oy es diferenciable en 7, ' (q) = po. Sea p; = 7, o ma(p2),

entonces p; ~ py en M, de donde existe g € G tal que gpy = py. Asi

wfl o WQIXQ(Z) = Spg’m(z)'

Por lo tanto, la familia {(V;,y;)} es una estructura diferenciable en M/G.
Por la manera como fue construida esta estructura diferenciable es tal que 7 : M — M /G

es un difeomorfismo local.

Observaciéon 1.7. Un caso particular del ejemplo (1.9), es el ejemplo (1.8), pues
tomando M = S" y G = {A, ident} el grupo de difeomorfismos de S™,
constituido por la aplicacién antipoda A : S™ — S™ A(p) = —p y la identidad de
S™. Entonces se tiene que (Ver figura 1.7)

S"/G = P"(R).

Figura 1.7: P*(R) visto como S"/G; [z] indica la clase de equivalencia de z, la cual determina dos

puntos antipodas en la esfera S™.

Ejemplo 1.10. Sea G el grupo de traslaciones iteradas de R*. Es decir, si
T. : R* — R* dada por T.(p) = p+c, ¢ € ZF entonces G = {T.. | c € Z*}. Asi la

accién de G en R* esta dada por:
@ G x Rk — ]Rk
(Te,p) — @(It,p) = ¢r.(p) =Te(p) =p +c.

SOTC('Ila"' 7$k) = Tc(xla"' 7$k) = (xl + ny,cc T + nk)a Ny, -, Nk € Z y
p = (v1,---,7;) € RF Se prueba que ¢ : G x R¥ — R* es una accién

propiamente discontinua de G' en R*. En efecto:
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» Para T, € G, la aplicacién @7, : R¥ — R dada por @7, (p) = T.(p) = p + c es un
difeomorfismo:
Inyectividad
Sean p; y po € R¥

o1, (p1) = er.(p2) = Te(pr) = Te(p2)
= p1t+tc=py+cC
= p1 = P2.

Sobreyectividad

Para todo q € R¥ existe ¢ — ¢ € R¥ tal que or.(¢q —¢) = To(q — ¢) = q.
Por otro lado se tiene que @r (z1, - ,2x) = (x1 + ny,---,x + ng) es
diferenciable y su inversa goil : R¥ — R¥ también lo es. Ademas existe Ty € G tal

que o1, (p) = To(p) = p para todo p € R¥, es decir 7, es la identidad.

» Sean T;, y 1., € G entonces
o1, 1.,(0) = To(Te,(p))
- TC1 (p + CQ)
= or.,(p+c)
= ¢, (1, (p))
= ¢r, °¢r,(p)
» Para todo p € R* existe B.(p) C RF tal que B.(p) N ¢7,(B:(p)) = ® para todo

T, # Ty. En efecto:
Se toma ||c|| = 1, ¢ € Z* y se supone que existe z € B.(p) N ¢, (B(p)), entonces

2 € B(p) ={weR| |w—p| <e}

z € pr.(Bc(p)) ={c+ql llp—qll <e},

asi z=c+q, con |p—q| <e y |z—p| <e luego c = z — ¢ implica

lel =1z =all = llz=p+p—dll
< llz=pll+lp—dll
< €e+e=2e
Tomando € = , se tiene 1 = [|¢]| < 1; lo cual es una contradiccion.

33



Por lo tanto ¢ : G x R¥ — R* es una accién propiamente discontinua de G en R*.

El espacio cociente R* /G, con la estructura diferenciable, dada por {(V,y)}, donde

y=nox:V CRFf —R*

m:R¥ — R*/@G

vy x(V) € U C R¥ es tal que U N op,(U) = ® para todo T. # Tp; es llamado el
k-toro T*. Cuando k = 2, el 2-toro T? es difeomorfo al toro de revolucién de R?

obtenido como imagen inversa de el cero de la funcién f : R® — R3, dada por f(z,y,2) =

22+ (/22 +y% — a)* — r?. Es decir
R*/G = T = [7(0)={(v,y,2) eR’| f(2,y,2) = 0}

= {(:c,y,z) cR? | 22:7’2—(\/x2+y2—a)2}.

En la seccion 1.2 se introdujo el concepto de vector tangente a una variedad diferenciable
M en un punto p, esto es, un elemento X, de T,M. Ahora gracias al ejemplo 1.6 en la
siguiente seccion se extiende este concepto; el cual es quizd uno de los més importantes
de esta monografia, dado que motiva a redefinir los operadores gradiente, divergencia y

laplaciano sobre variedades Riemannianas.

1.6. Campo de vectores; corchetes

Definicién 1.7. Un campo de vectores X sobre una variedad diferenciable M es una
correspondencia que a cada punto p € M asocia un vector X (p) € T,M. (Ver figura 1.8)
En términos de aplicaciones, X es una aplicacion de M en el fibrado tangente T'M .

El campo es diferenciable si la aplicacion X : M — T M es diferenciable.

Considerando una parametrizacion x : U C R®™ — M es posible escribir:

X(p) = Y ailp) (L)

=1

)

dz;

1 = 1,2,---,n. X es diferenciable si, solo si, las funciones a; son diferenciables para

donde cada a; : U — R es una funcién en U y { } es la base asociada a x,
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Figura 1.8: M una variedad diferenciable; X un campo de vectores que a cada punto p € M le asigna

un vector tangente X (p) en el espacio tangente T, M

alguna (y por tanto para toda) parametrizacién.
A veces es conveniente utilizar la idea sugerida por (1,1) y pensar en un campo de vectores
como una aplicaciéon X : D — F del conjunto D de las funciones diferenciables en M en
el conjunto F' de las funciones en M, definida del siguiente modo:

(XNw) =3 a) L), (12

i=1 !

donde f indica, por un abuso de notacién, la expresién de f en la parametrizacién x. La
funcién X f obtenida en (1,2) no depende de la parametrizaciéon x. En este contexto, es
inmediato verificar que X es diferenciable si, solo si, X : D — D, esto es, X f € D para
todo f € D.
Sean ¢ : M — M una aplicacion diferenciable, v € T, M y f una funcién diferenciable

en una vecindad de ¢(p), entonces

(dp(v) f)e(p) = v(f o ¢)(p).

En efecto; sea o : (—¢, €) — M una curva diferenciable con o' (0) = v, a(0) = p. Entonces

(o) P)e(p) = (F o p 0 @)leco = v(T 0 0)(0)

La interpretacion de X como un operador en D permite considerar los iterados de X. Por
ejemplo, si X y Y son campos diferenciables en M y f : M — R es una

funcién diferenciable, se puede considerar las funciones X (Y f) y Y (X f). En general, tales

35



operaciones no conducen a campos vectoriales, por envolver derivadas de orden superior

en la primera. Pero, pordemos afirmar lo siguiente.

Lema 1.1. Sean X y Y campos diferenciables de vectores en una variedad diferenciable

M, entonces existe un unico campo wvectorial Z tal que, para todo f € D,

Zf = (XY —YX)f.

Demostracion. Primero se prueba que si Z existe, es tinico. Se admite por tanto, la exis-

tencia de un tal Z. Sea p € M y x: U — M una parametrizacién en p, y sean
0 0
X = i— yY = b —

las expresiones de X y Y en esta parametrizacion. Entonces para todo f € D,

B of c% af
XVf=X <ZJ: bjf)—xj) 8x oz, Z i S, 8x 8%

da; Of
YXf=vy (Z ) Zb] dx; 0z, Z Ll &cjaxz'

)

Por lo tanto Z esta dado, en la parametrlzacwn X, por:

ab; aaj) af

—b;

ZfF=XYf-YXf= Z(

lo que muestra la unicidad de Z.

Para la demostracion de la existencia, se define Z,, en cada vecindad coordenada x,(U,)
de una estructura diferenciable {(U,,x,)} de M por la expresién anterior. Por unicidad,
Zo = Zg en x,(Uy) Nxp(Us) # @, lo que permite definir Z en toda la variedad M. O

Definicién 1.8. El campo vectorial Z dado por el lema (1.1) es llamado el corchete
[(X,Y]=XY —-YX de X yY; el cual es diferenciable.

La operacién corchete posee las siguientes propiedades.

Proposicion 1.7. Si X, Y y Z son campos diferenciables en M, a, b son numeros reales

y f, g son funciones diferenciables en M, entonces

1. [X,Y]=-1Y, X] (anticonmutatividad)
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2. [aX +bY,Z]=a[X,Z]+0b|Y, Z] (linealidad)

3. [[X,Y],Z]+ Y, Z], X]+ [[Z,X],Y] =0 (identidad de de Jacobi)

4 [fX,gY] = fglX. Y]+ [X(9)Y — gV (f)X.

Demostracion. 1.

[X,Y]=XY - YX =—(YX - XY)=—[V, X]

2. [aX +0bY,Z] = (aX +bY)Z — Z(aX + bY'), Ahora;

(aX +bY)Z(f)

i

Z(aX +bY)(f)

por lo tanto de (1.3) y (1.4) se tiene:

[(aX +bY)Z — Z(aX +bY)| (f)

(aX +bY) (Z ¢ gg‘:)
B 9 af
aZai%

i

(1.3)

%

of 9] of

i

Z(aX(f) +bY(f))

of of

(1.4)

B af

i

a

X, Z1(f) +b[Y, Z](f).

3. Para la demostracién de (3), se ve que:

(X, Y], Z]

XY - YX,Z
XYZ-YXZ—-ZXY +2ZYX
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X,[V.Z] = [X.YZ-2ZY]

= XYZ-XZY -YZX+2ZYX (1.6)
= -, 2], X],
y
Y,[Z,X]] = [V, ZX - XZ]
= YZX -YXZ - ZXY + XZY (1.7)
= —[2.X],Y].

Luego, sumando (1.5), (1.6) y (1.7) se tiene

(X, Y], Z]+ (Y. 2], X]+ [[Z,X],Y] = 0.

[fX,gY] = fX(gY)—gY(fX)
= fgXY + fX(9)Y —gfYX —gY(f)X
= fg[X,Y]+ fX(9)Y —gY (f)X.

O

El corchete [X,Y] puede ser interpretado como una derivacién de Y a lo largo de las
trayectorias de X. Para describir esta interpretacion se precisa de algunos preliminares
sobre ecuaciones diferenciales.

Como una variedad diferenciable es localmente difeomorfa a un subconjunto de R”, el
teorema fundamental de existencia, unicidad y dependencia de las condiciones iniciales de
las ecuaciones diferenciales ordinarias (que es un teorema local) se extiende naturalmente

a las variedades diferenciables. Para un uso posterior conviene enunciarlo explicitamente.

Teorema 1.3. Sea X un campo diferenciable de vectores en una variedad diferenciable
M y sea p € M. Entonces existen una variedad U C M de p, un intervalo (—9,5); 6 > 0
y una aplicacion diferenciable ¢ : (=9,0) x U — M tal que la curva t — ¢(t,q);

t € (=4,9), ¢ € U es la unica curva que satisface:

20— X(e(t.9)

y »(0,9) =gq.
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Definiciéon 1.9. Una curva « : (—0,0) — M que satisface las condiciones
X(a(t)) =o' (t) y a(0) = ¢ es llamada la trayectoria del campo X que pasa por q para
t=0.

Observaciéon 1.8. El teorema anterior garantiza que por cada punto de una cierta
vecindad pasa una unica trayectoria de X y que la aplicacion asi obtenida depende
diferenciablemente de ¢t y de la condiciéon inicial ¢q. Es comun utilizar la notacion

©vi(q) = p(t,q) y lamar ¢, : U — M el flujo local de X .
La interpretacién arriba mensionada del corchete [X,Y] estd contenida en la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 1.8. Sean X y Y campos diferenciables de vectores en una variedad dife-

renciable M, sea p € M y sea p; el flujo local de X en una vecindad U de p, entonces

X, Y] (p) = lim (Y — Y} (20(0)).

Para la demostracién se precisa del siguiente lema del calculo.

Lema 1.2. Sea h : (—0,0) x U — R wuna aplicacion diferenciable con h(0,q) = 0
para todo q € U, entonces existe una aplicacion diferenciable g : (—9,0) x U — R con

h(t,q) =tg(t,q); en particular

Oh(t,
9(0,q) = (825 2 |i=o-
Demostracion. Se define U oh(ts. )
s, q
t,q) = ——d
9(t,q) o)

Ahora sea u = ts entonces du = tds, luego
L Oh(ts, q)
t, = ——ds
9(t,q) /0 a(ts)
N / " Oh(u, q) du
0

ou t

1 t
_ _/ Oh(u.q)
0

t ou
1
= —h(t,q).
Sh(t,q)
Por lo tanto h(t, q) = tg(t, q). O

39



Demostracion de la proposiciéon 1.8. Sea f una funcién diferenciable en una vecin-
dad de p. Se hace

h(t,q) = f(ee(q) — flq),

hes tal que h(0,q) = f(vo(q))— f(q) = f(¢)— f(q) =0, para todo ¢ € U (U una vecindad
de p). Aplicando el lema (1.2) a la funcién h;

fowilq) = flq) +tg(t,q),

donde ¢(t, q) es una funcién diferenciable y ademas

Q(OaQ) = ahgt’Q)ho
= D 1(p(t.0)) e donde 9(0,0) =y 22(0) = X(p(0.0)) = X(a) = X,
— Xf(q).
Como
(o)D) = (Y(fop))®)
= (Y(f(p) +tg(t,p))(p)
= Y f(p)+t(Yg(t,p)).
Se tiene que
tim (v~ dpv} (o) = i TN Y0y )
= SY()owuplimo ~ Yolop)
— (XY - VX))
— (XY =Y X)P)(p)
— (XY H).
L]

En este capitulo se mostro que toda variedad diferenciable tiene una estructura topolégica
inducida, pero hasta ahora no se ha fijado restriccién alguna en cuanto a dicha topologia.
En el siguiente capitulo se establecen condiciones necesarias y suficientes para que la
topologia de una variedad diferenciable admita la existencia de un familia de funciones
con siertas propieades, instrumento indispensable en el estudio de ciertas cuestiones sobre

variedades.
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Capitulo 2
Topologia y métricas Riemannianas

La topologia natural de una variedad diferenciable puede ser bastante extrana, en

particular puede acontecer que uno o ambos de los siguientes axiomas no son satisfechos:

1. Axioma de Hausdorff: Dados dos puntos distintos de M existen vecindades de estos

dos puntos que no de intersectan.

2. Axioma de base numerable: M puede ser cubierta por una cantidad numerable de

vecindades coordenadas (dicese entonces que M tiene una base numerable).

Pero, se puede afirmar que la topologia de una variedad diferenciable satisface el axioma
de separacion T y el primer axioma de numerabilidad. Esto es regularmente necesario
para imponer futuras restricciones sobre esta topologia.

Una variedad diferenciable en la cual su topologia satisface el axioma (1) sera llamada
una variedad Hausdorff. Una importante propiedad de las variedades Hausdorff es:

La topologia de cualquier variedad Hausdorff es localmente compacta. Una variedad
diferenciable se dice que es compacta si, con su topologia inducida, esta es un espacio
topolégico compacto. Por otro lado también se requiere que la topologia de una
variedad diferenciable satisfaga el axioma (2), este hecho se sigue del siguiente
resultado: una variedad diferenciable compacta tiene una base numerable para su
topologia. De nuevo, esta restriccion es satisfecha por méas de una variedad. También
se puede afirmar que: Con su topologia inducida, toda variedad diferenciable es
localmente conexa. Una variedad diferenciable M se dice que es localmente conexra con

su topologia inducida si cada punto de M tiene una vecindad conexa.
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Observacion 2.1. Puesto que una variedad diferenciable M es localmente conexa,
cualquier componente conexa de M es un subconjunto abierto de M y estos admiten

la estructura de subvariedad abierta de M.

Una propiedad de las variedades conexas es:

Proposicién 2.1. Sea {U,} una cobertura de una variedad conexa M por vecindades
coordenadas. Si para cada indice o existe solo un numero numerable de indices B para el

cual U, NUg # @, entonces M tiene una base numerable para su topologia.

Una demostracion de esta proposicién y de todas las anteriores puede ser encontrada en F.
Brickell y R.S. Clark, differentiable manifold, Van Nostrand Reinhold Co., London 1970,
Chap. 3.

La introduccién arriba mensionada, en relacién a la topologia de la variedad es justificada

en la siguiente seccion.

2.1. Particiones de la unidad

Una de las razones por la cual se restringio la topologia de una variedad diferenciable M
es asegurar la existencia de un particular sistema de funciones de valor real sobre M el
cual se llama particion de la unidad. Antes de poder describir esto se necesita algunas

definiciones preliminares.

Definiciones 2.1. I Sea M wuna variedad diferenciable. Una familia de abiertos

Vo € M con |JV, = M es localmente finita si todo punto p € M posee una ve-
[e%
cindad U tal que U NV, # ® para a lo mas una cantidad finita de indices.

II. El soporte de una funcién f: M — R es un conjunto cerrado {q € M| f(q) # 0}.

III. Se dice que una familia {f,| o € Q} de funciones diferenciables f, : M — R es una

particion diferenciable de la unidad sobre M si:

» Para todo o, f, > 0 y el soporte de f, esta contenido en una vecindad

coordenada V, = X4(U,) de una estructura diferenciable {(Ug,x5)} de M.

» La familia {V,} es localmente finita.
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» > fo(p) =1, para todo p € M (Esta suma esta bien definida porque cada punto

p se encuentra en el soporte de a lo mas una cantidad finita de f,, esto es,

fa(p) # 0 para lo mas un numero finito de indices).

Definicién 2.1. Dado que {V,} es una cobertura abierta de M 1y el soporte de cada f,
se encuentra en los correspondientes V,, entonces se dice que: La particion diferenciable
de la unidad {f,| o € Q} es subordinada a {V,}.

Muchos de los conceptos que en la teoria de las variedades diferenciables son faciles de
resolver de manera local, esto es, sobre una vecindad coordenada de un punto de la
variedad; una particion de la unidad puede muchas veces ser usada para construir
soluciones globales partiendo de soluciones locales. Uno de los objetivos de ésta secciéon
es establecer condiciones para que una variedad diferenciable admita una particién de la
unidad y hacer uso de dicha propiedad para probar el teorema principal de éste capitulo
(La existencia de métricas Riemannianas en una variedad diferenciable). Primero se da

unas condiciones necesarias.

Lema 2.1. Una variedad diferenciable M la cual admite una particion de la unidad es

una variedad Hausdorff.

Demostracion. Sea {¢,} una particién de la unidad sobre M. Se escoge cualquier par
de puntos m y m’' en M. Para alguna funcién ¢,, da(m) # 0y m esta dentro de una
vecindad coordenada W = x,(U,) la cual contiene el soporte de ¢,, donde x, es una
parametrizacién de alguna estructura diferenciable {(Ug,x5)}.

Si m’ esta en el mismo dominio coordenado entonces, se puede encontrar vecindades
disjuntas V; y V en R™ las cuales contienen a x_'(m) y x;'(m’) respectivamente. Puesto
que X, es continua, x,(V7) v x,(V2) son conjuntos abiertos disjuntos en M los cuales
contienen a m y m' respectivamente.

Sim’' no esta en W entonces ¢q(m’) =0y como ¢q(m) # 0y ¢4 es continua entonces m

y m’ admiten vecindades disjuntas. O

Proposicion 2.2. Si una variedad diferenciable M admite una particion de la unidad,
cada componente conexa de M debe ser una variedad Hausdorff con una base numerable

para su topologia.

., 4 .
Demostracion. Puesto que cada componente conexa M de M es un subconjunto

abierto de M y estos admiten estructura de subvariedad abierta de M, entonces con
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la topologia inducida por M, se sigue del lema (2.1) que M " debe ser una variedad
Hausdorff.

Se supone que ¢, es una particiéon de la unidad sobre M y sea V, = x,(U,) una
vecindad coordenada la cual contiene el soporte Cj, de ¢,. Puesto que la coleccién {V,}
es localmente finita entonces V,, N Vg = ® para todo 3, excepto para numero finito de
indices.

El conjunto W, C V,, sobre el cual ¢, > 0 es abierto en M y por tanto W, es una vecindad
coordenada de M. De donde K, = W, N M’ es vacio o K, es una vecindad coordenada
de M'.

La coleccién {K,} cubre a M y puesto que K, C W, C V,, entonces K, N Kz = ®
para todo 3 excepto un nimero finito de indices. Asi por la proposicién (2.1) la variedad

conexa M admite una base numerable para su topologia. O

Ahora se va a probar que en verdad estas dos condiciones necesarias son también

suficientes. Pero se inicia primro con:

Proposicion 2.3. Una Variedad Hausdorff con una base numerable para su topologia

admite una particion de la unidad.

Para la demostraciéon se necesita.

Lema 2.2. Sea U wuna vecindad coordenada de un punto dado m de una variedad
Hausdorff. Entonces existe una vecindad coordenada U,, de M cuya clausura U,, esta
en U y es compacta, junto con una funcion diferenciable h,, : M — R tal que h,, > 0
sobre Uy, y hy, = 0 sobre M — U,,.

Demostracion. Se escoge una parametrizaciéon x de M cuyo entorno coordenado sea U
y tal que x7'(m) = 0 en R"™. Sea V}, una bola abierta en R™ con centro en 0 € R" y
radio p cuya clausura esta contenida en x~!(U), esto es V,,, C x 1 (U). Se prueba que
Un = x(V,,) es una vecindad de m cuya clausura U,, esta en U y es compacta.

Como x es un homeomorfismo entonces U,, C x(V,,) C U,,. Ahora como V,, es compacta
entonces x(V,,) es un subconjunto compacto de la variedad Hausdorff M y cerrado. Pero
U,, es la interseccion de todos los subconjuntos cerrados de M la cual contiene a U, y

también x(V,,,) = U,,. Por lo tanto U,, C U es compacta.
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Para la otra parte se usa la funcion diferenciable f : R — R dada por

exp(=) si s>0
f(s) =

0 si s<0

para construir una funcion g : R® — R definida por

g(z) = f(p* = lIz]*) -

Puesto que f (p* — ||z[|) > 0si p* > [[2]* ¥ f(p* — ||2[|) = 0si p* < ||2]|, entonces g
es una funcién diferenciable tal que g > 0 sobre V,, y ¢ = 0 sobre R™ — V,,,. La funcion
diferenciable gox~! : M — R sobre U y la funcién nula sobre el conjunto abierto M —U,,
coincide sobre la interseccion de sus dominios y juntas definen una funcién diferenciable

h,, : M — R sobre M. Esta tiene las propiedades deseadas. O

Lema 2.3. Sea M wuna variedad Hausdorff con una base numerable para su topologia,
entonces existe una cobertura {A;} de M por subconjuntos compactos tal que A;

(1=1,2,---) esta contenida en el interior de A;,.

Demostracion. Como M es una variedad Hausdorff entonces M es localmente
compacta. Por la compacidad local se puede escoger un recubrimiento de M por
conjuntos abiertos con clausuras compactas. Por hipdtesis M tiene una base
numerable para su topologia. Por el teorema de Lindelof’s de cualquier recubrimiento
de M se puede extraer un subrecubrimiento numerable. Sea V; dicho subrecubrimiento
numerable.

Se define A; = V. Ahora peguemos a V; los conjuntos abiertos V5, Vs, - - - hasta que su
uniéon Wy cubra a A;. Puesto que A; es compacto, solo necesitamos un numero finito
de éstos conjuntos. Sea Wy = Vi U Vo U ---U V(9 y se define Ay = W,. Puesto que
Ay =V, UVyU---U VT(Q); Ay es la unién de un nimero finito de conjuntos compactos y
ésta es compacta. Su interior contiene a Aj.

Repitiendo éste proceso, A; = W;(i > 2) donde W; = ViU Vo U -+ UV, y (i) es el
primer indice tal que W; D A; 1. Como antes A; es compacto y su interior contiene A; ;.

Asi M es la unién de todos los subconjuntos A;. O

Demostracién proposicién (2.3). Sea M una variedad Hausdorff con una base

numerable para su topologia, por el lema (2.3) existe una cobertura {A;} de
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subconjuntos compactos de M tal que A; esta contenido en el interior de A;,;;. Con
nuestra notacion tendra sentido para todo valor integral positivo proporcionado por ¢ que
Ap v A;_1 sean definidos como el conjunto vacio.
Se afirma que

B, = A, — IntA;

es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto y ademas Bi es compacto. Dado
un punto m € B;, se puede escoger una vecindad coordenada U de m contenida en el
complemento de A; o, pues éste es un conjunto abierto. Usando el lema (2.2) entonces se
asocia con m una vecindad coordenada U, cuya clausura U,, esta en U. Se puede cubrir
el conjunto compacto B; con un nimero finito de estas vecindades U, y a cada una es
asociada una funcion h,, : U,, C M — R, tal que h,, > 0 sobre U,, v h,, = 0 sobre
M — U,,. Llevando a cavo éste procedimiento para cada valor de i se proporciona una
colecciéon numerable {U;} de vecindades con sus correspondientes funciones {h;}. {U;}
cubre a M, y se prueba que la coleccion {Uj} de conjuntos compactos es localmente
finita. Sugiriendo que los conjuntos U; de la cobertura de B; estén en el complemento de
A; 5 y que ellos no se intersecten con Ay si i —2 > k. El interior A? de A es por lo tanto
un conjunto abierto, él cual esta entre solo un niimero finito de conjuntos U;. Puesto que
cualquier punto m € M esta en Ay para algun entero k, {Uj} es localmente finita.

Para cada entero j, se define ahora una funcién ¢; : M — R por

() = _ha(m)
¢;(m) S~ hy(m)’

Por que {Uj} es localmente finita el denominador esta bien definido y porque {U,} cubre
a M éste es diferente de cero. ¢; esta por lo tanto definida sobre M y ésta tiene como U
su soporte. Sobre el interior de Ay (AY), ¢; coincide con la funcién
hj
S

donde la suma es restringida al conjunto finito de valores de I tal que U; estd contenido

en Aj. En consecuencia ¢; es diferenciable en cada punto de M. Sim € M
¢;(m) =0, Y ¢;(m) =1
J
y asi la coleccién {¢;} es una particién de la unidad sobre M. O
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Proposicion 2.4. Si cada componente conexa de M es una variedad Hausdorff con una
base numerable para su topologia entonces la variedad M admite una particion de la

unidad.

Demostracion. Sea M una componente conexa de M y sea j : M — M la
inyeccion natural. Se sigue de la proposicién (2.3) que M " admite una particién de la
unidad {gzﬁ;} donde i € I. Como M  es una subvariedad abierta de M entonces dada
la funcién gb; : M — R existe una unica funcién ¢; : M — R con dominio M’ tal
que ¢; = ¢; 0 j. Porque M es cerrada en M se puede extender este dominio a todo M
definiendo ¢;(m) =0sime& M — M .

Se supone que el soporte C; de ¢; esta en un dominio coordenado U de M'. Sea S C M’
el conjunto de puntos para el cual ¢; = gzﬁ; > 0. Puesto que M es un subespacio cerrado
de M se puede probar que la clausura C’; de S en M’ es la misma clausura C; de S en
M. Como C; es compacto en M y como j es continua; C; = j(C,) es compacto en M.
Asi cualquier dominio coordenado de M’ es un dominio coordenado de M. En consecuen-
cia el soporte C; de ¢; es compacto y éste esta en el dominio coordenado U de M.
Cualquier punto m € M’ tiene una vecindad V en M’ la cual esta solo entre un nume-
ro finito de soportes C;.(por ser {(b;} una particién de la unidad). Puesto que M " es un
subespacio abierto de M, V' es una vecindad de m en M. En consecuencia cualquier punto
m € M’ tiene una vecindad en M la cual esta solo entre un numero finito de soportes C;
y no esta en M — M.

Ahora si se considera todas las componentes M? (8 € B) de M, donde el conjunto de
indices B no necesariamente es numerable. Esto origina una coleccién de funciones dife-
renciables {gf)l’@} donde # € B, i € I(() cada una definida sobre M. El soporte C’f de
gbf : M — R es compacto en M y éste esta en un dominio coordenado de M. Por lo

anterior se puede ver que la coleccion de soportes {Cf } de qﬁf es localmente finita en M

y que las funciones {gbf } forman una particién de la unidad sobre M. O
Con lo anterior el punto de partida serd una variedad diferenciable en la cual

se introduce en cada punto una manera de medir longitudes de vectores tangentes que

varia diferenciablemente con el punto.
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En la siguiente seccion se da una de las definiciones méas importantes de este trabajo, la
cual es uno de los principales objetivos. Dado que con base a ella se redefine el gradiente, la
divergencia y el operador laplaciano en conjuntos abstractos como las variedades y ademas,

algo muy importante me garantizara la unicidad de estos operadores diferenciales.

Nota 1. De ahora en adelante las variedades diferenciables consideradas, serdn supuestas
de Hausdorff y con base numerable, para asi poder garantizar la exsitencia de particiones

de la unidad en dicha variedad.

2.2. Meétricas Riemannianas

Definicién 2.2. Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es una
correspondencia que asocia a cada punto p € M un producto interno <,>p (esto es,
una forma bilineal simétrica, definida positiva ) en el espacio tangente T,M, que varia
diferenciablemente en el siguiente sentido: St x : U C R — M es un sistema de

coordenadas localizado en un entorno de p, con: x(x1,...,2,) = q € x(U) y

83((]) = dx(e;), entonces gij : M — R dada por gij(z1,--+ ,2,) = <£(q),%(q)> ,
2 g J q

es una funcion diferenciable en U.

Las funciones g;; = g;; son llamadas expresiones de la métrica Riemanniana en el sistema
de coordenadas x: U C R"* — M.
Una variedad diferenciable con una métrica Riemanniana dada se llama wvariedad

Riemanniana.

Proposicion 2.5. La definicion anterior no depende de la escogencia del sistema de

coordenadas.

Demostracion. Sea x : U C R® — M un sistema de coordenadas localizado en un

entorno de p, con x(x1,---,x,) = p 'y g; : M — R dada por
gis(@r, -+ ) = (2 (p), 7 (p)) , diferenciable en U

[ 7 P
Seay : V C R" — M otra parametrizacién de M en un entorno de p, con y (y1, - , Yn) =

p, se prueba que (;;(y1, -+ ,Yn) = <aiy(p), aiy(p)> es diferenciable.
7 bl P

Como para x : U C R" — M existe una base {(ai> |i=1,2,--- ,n} de T,(M),
i)o
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entonces

Por lo tanto

Cij(yrs -+ ) = <8i(p)>a%(p)>p
- B (), 2 (),
- 2e{(n), (2),)

= ) Meptagrs(r, o),

k,s=1

esto es diferenciable. O

Referente a la diferenciabilidad de la definiciéon anterior se tiene una definicién equivalente,
la cual consiste en considerar dos campos vectoriales W, Z cualesquiera diferenciables en

una vecindad V' de M vy verificar que la funcién (W, Z) , es diferenciable en V.

Definicién 2.3. Sean M y N wvariedades Riemannianas. Un difeomorfismo f: M — N

es llamado una tsometria si, y solo si, para todo p € M y todo u,v € T,M

(u,0), = (dfy(w), dfy (0)) (2.1)

Definicién 2.4. Sean M y N wvariedades Riemannianas. Una aplicacion diferenciable
f: M — N es una isometria local en p € M si existe una vecindad U C M de p tal que
f:U — f(U) es un difeomorfismo que satisface (2.1).

El siguiente es un ejemplo trivial de métrica en la variedad diferenciable R".

ox;
métrica esta dada por (e;,e;) = 0;;. R es llamado espacio euclidiano de dimensién n

Ejemplo 2.1. Sea M = R" con ( 0 ) identificado con e¢; = (0,...,1,...,0). La
y la geometria Riemanniana de este espacio es la geometria euclidiana.

Para el caso de las superficies regulares de R? se tiene el siguiente ejemplo de métrica.

49



Ejemplo 2.2. Si se considera M como una superficie regular de R?® y la primera forma
fundamental I, : T,M — R entonces I, define una forma de medir longitudes de vectores

en M. (ver figura 2.1) En efecto:

I,(v) = (v, v), para todo v € T,M,
luego
L(u+v) = (ut+v, u+wo)

= (u+v, u)y+(utuv, v)
= (u, uy+2{u, v)+ (v, v).

Asi para todo u,v € T,M se tiene:

(u, v) = 5 {plut0) = L)~ (o)}

Figura 2.1: M una superficie regular de R® y I, : T,M — R la primera forma fundamental, la cual

define una forma de medir longitudes de vectores en M.

Ejemplo 2.3. Sea f : M"™ — N""* una inmersién, esto es, f diferenciable y
dfy + T,M — Ty, N es inyectiva para todo p € M. Si N tiene una estructura

Riemanniana; f induce una estructura Riemanniana en M dada por:

(u,v),, = (dfy(u), dfp(v)) () con u,v € T,M
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La métrica de M es llamada entonces la métrica inducida por f y f es una inmersion
isométrica.

Un caso particular importante surge cuando se tiene una funcion diferenciable
h: M™% — Nk y g € N es un valor regular de h. (Esto es dh, : T,M — TN es
sobreyectiva para todo p € h™!(g)). Como h™'(q) C M es una subvariedad de M de

dimensién n entonces se da la métrica inducida por la inclusion.

Ejemplo 2.4. Sea M; y M, variedades Riemannianas y considere el producto cartecia-
no M; x My con la estructura diferenciable producto. Sean 7 : My x My — My y
o« My X My — M, las proyecciones naturales. Para introducir en M; X M, una métrica

Riemanniana se hace:

(u, U>(p,q) - <(d7"1)(p,q) (), (d71) (p.q) (U)>p + <(d7T2)(p7q) (u), (dm2)(p.q) (U)>q

para todo (p,q) € My x My y u,v € T(p g M; x M.

Ahora se muestra como una métrica Riemanniana puede ser usada para calcular longitudes

de curvas.

Definicién 2.5. Una aplicacion diferenciable ¢ : I — M de un intervalo abierto I C R

en una variedad diferenciable M se llama una curva parametrizada.

Definicién 2.6. Un campo vectorial V' a lo largo de una curva ¢ : I — M es una
aplicacion que a cada t € I asocia un vector tangente V(t) € T,y M. Se dice que V es
diferenciable si para toda funcion diferenciable f en M, la funcion t — V(t)f es una

funcion diferenciable en I.

dc

El campo vectorial dc (%), indicado por %,

es llamado campo velocidad (o tangente) de

C.

Definicién 2.7. La restriccion de una curva ¢ a un intervalo cerrado [a,b] C I se llama

un segmento. Si M es una variedad Riemanniana, se define la longitud de un segmento

o [((55)"

Acontinuaciéon se prueba uno de los teoremas principales de este capitulo y de esta

por

monografia.
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Proposicién 2.6 (Teorema de existencia para métricas Riemannianas). Una
variedad diferenciable M (de Hausdorff y con base numerable) posee una métrica

Riemanniana.

Demostracion. Por la proposicion (2.3) sea {f,} una particién diferenciable de la
unidad sobre M subordinada a una cobertura {V,} de M por vecindades coordenadas.
Como una variedad diferenciable es localmente euclidiana por el ejemplo (2.3) se puede
g en cada V,; la inducida por el sistema de coorde-
nadas y el producto usual de R™. En efecto:

definir una métrica Riemanniana ()

x,' : x,(U,) € M — U, C R" es un difeomorfismo, entonces por la proposicién (1.3)

se tiene que d (x, '), : TpXa(Us) — R™ es un isomorfismo, esto es,

x;'  x4(Uy) € M — U, C R" es una inmersién y por el ejemplo (2.3) para todo

u,v € Txo(Uy,) se define
o -1 -1
(. 0)y = (4 (x"), (@), (1), ), -
Ahora gracias al concepto de particion de la unidad se puede generalizar para todo
x,y € T,M. Asi:
(@,9), =Y _ falp) (x,y)5 para todo p € M.

Se verifica que la anterior definiciéon es una métrica Riemanniana en M. O

Antes de presentar un ejemplo concreto de métrica Riemanniana, conviene garantizar la
existencia de una métrica Riemanniana en todo el espacio proyectivo real P*(R). En el
siguiente ejemplo se prueba que el espacio proyectivo real P"(R) es de Hausdorff y tiene

una base numerable para su topologia, para ello se necesita algunas definiciones y lemas.

Ejemplo 2.5 (P"(R) es una variedad Hausdorff con una base numerable para
su topologia). Sea X un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia sobre X.
Se denota por [z] la clase de equivalencia de x y para un subconjunto A C X denotemos

por [A] = | [a], esto es, todo x equivalente a algin elemento de A. Por otro lado X/ ~
acA
serd indicado como el conjunto de clases de equivalencia y 7 : X — X/ ~ la proyeccién

natural que toma cada z € X y lo envia en su clase de equivalencia 7(z) = [z].
Con esta notacién se define la topologia cociente sobre X/ ~ as:
U C X/ ~ es un subconjunto abierto si 77 1(U) es abierto en X; la proyeccién 7 es

entonces continua.
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Definicién 2.8. Una relacion de equivalencia ~ sobre un espacio X es llamada abierta,

si cada vez que un subconjunto A C X es abierto, entonces [A] es también abierta.

Lema 2.4. Una relacion de equivalencia ~ sobre X es abierta si, solo si, m: X — X/ ~
es una funcion abierta. Cuando ~ es abierta y X tiene una base numerable de conjuntos

abiertos, entonces X/ ~ tiene una base numerable de conjuntos abiertos.

Demostracion. Para la primera parte se asume que 7 : X — X/ ~ es una funcién abier-
ta, entonces para A C X abierto se tiene que 7(A) es abierto y por definicién de topologia
cociente se garantiza que 7~ 1(m(A)) = [A] es abierto en X, esto es, ~ es una relacién de
equivalencia abierta sobre X.

Para la segunda parte, sea ~ una relacion de equivalencia abierta sobre X. Sea A C X
un abierto, entonces por definicién [A] es abierta en X y como [A] = 77 (7(A)) entonces
se tiene que m(A) es abierta por definicién de topologia cociente sobre X/ ~.

Ahora, si se supone que ~ es abierta y X tiene una base numerable {U;} de conjuntos
abiertos:

Sea W es un subconjunto abierto de X/ ~ entonces 7 (W) = |J U; para alguna subfa-

jeJ

milia de {U;}, ast:

jed

de donde se tiene que {7(U;)} es una base numerable de conjuntos abiertos para X/ ~. [

Lema 2.5. Sea ~ una relacion de equivalencia abierta sobre un espacio topoldogico X,
entonces R = {(z,y)| © ~ y} es un subconjunto cerrado del espacio X x X si, solo si, el

espacio cociente X/ ~ es Hausdorff.

Demostracion. Primero se supone que X/ ~ es Hausdorff y se prueba que R es cerrado.
Sea (z,y) € R° (R® denota el complemento de R), esto es, z no esta relacionado con ,
asi m(x) # m(y) y como X/ ~ es Hausdorff, existen vecindades disjuntas U de w(z) y V
de 7(y). Sean U = 7 1(U) y V = 7 (V) conjuntos abiertos que contienen a z y a y
respectivamente.

Si el conjunto abierto UxV que contiene a (z,y) intersecta a R entonces U x V debe
contener un punto (z',7") para el cual 2" ~ y', esto es, m(z') = 7(y) contradiciendo el
hecho que UNV = ®. Por lo tanto U x V no intersecta a R, asi que para (z,y) € R, existe

UxV C R, esto es, el complemento de R es abierto, lo que implica que R es cerrado.
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Para la otra parte se supone que R es cerrado y se prueba que X/ ~ es Hausdorff.

Dados cualesquier par de puntos distintos m(z),m(x) en X/ ~, existe un conjunto abierto
de la forma U x V conteniendo a (x,y) y el cual no tiene puntos en R, pues R es cerrado.
Esto muestra que U = 7(U) y V = (V) son disjuntos y como ~ es una relacién abierta el
lema (2.4) implica que U y V son abiertos. Asi que para todo 7(z) # 7(y) en X/ ~ existen

vecindades U y V repectivamente tal que U NV = &, esto es, X/ ~ es Hausdorff. O
Con lo anterior se prueba lo afirmado para P"(R).

Demostracién. Del ejemplo (1.1) se tiene que P"(R) = X/ ~, donde X = R""™' — {0} y
para x,y € X; x ~ y si, solo si, v =ty, t # 0 en R.

Primero se prueba que 7 : X — P"(RR) es una funcién abierta. Si ¢ # 0 es un nimero real,
sea ¢ : X — X una funcién dada por ¢, (z) = tz, esta funcién es un homeomorfismo,
con gp{l = 1/t

Si U C X es un conjunto abierto, entonces [U] = |J [u] = Jp:(U), siendo esta unién
uel
para todo real t # 0. Como ¢; es un homeomorfismo entonces ¢; es una funcién abierta,

asi que ¢ (U) es abierto en X, lo que implica que [U] es abierto en X, esto es, ~ es una
relacién de equivalencia abierta y por el lema (2.4) 7 es una funcién abierta.

Como ~ es abierta y X = R""! — {0} tiene una base numerable de conjuntos abiertos
entonces por el lema (2.4), P*(R) tiene una base numerable de conjuntos abiertos.
Ahora se prueba que P"(R) es Hausdorff: Sobre la subvariedad abierta X x X C R™"*! x

R"! se define una funcién f: X x X — R por
Fla,y) =) (zy; — z59:)°.
i#]
La funcién f es continua y f(z,y) = 0 si, solo si, y = tz, esto es, si, solo si, z ~ .

Asi f71(0) = {(z,y)| * ~y} = R es un subconjunto cerrado, puesto que {0} C R es

cerrado y f es continua. Por el lema (2.5) tenemos que P"(R) es Hausdorft. O

Dado que P"(R) es una variedad Hausdorff con una base numerable para su topologia el
teorema (2.6) garantiza la existencia de un métrica Riemanniana en P"(R). El siguiente

ejemplo es un caso particular de una métrica sobre P?(R).

Ejemplo 2.6 (Métrica inducida por R* a P%(R)). Sea F' : R®* — R* dada por
F(z,y,2) = (¢* - y*, 2y, 22,y2); (x,9,2) = p € R’
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Sea S? C R? la esfera unitaria con centro en el origen 0 € R3. Observe que la restriccién

¢ = Fg2 es tal que p(p) = ¢(—p), y considere la aplicacién

¢: P’(R) — R*

[p] — & ([p]) = »(p)

Primero se prueba que ¢ es una inmersion:

¢ : P?*(R) — R* es diferenciable en [p] € P?*(R), puesto que para todo [p] € P%(R)
existe una parametrizaciéon x; : R* — P?(R) de P?(R) en [p] y una parametrizacién
j:V CR' — V de R* en ¢([p]) donde V es una vecindad de ¢([p]) en R* y j es la

aplicacion identidad, tal que
jlogox; 1R — V C RY,

es diferenciable en x;*([p]). En efecto:

o o([p))
)

He(z,y,2))

.ZU2 - y27xyaxzvyz)’

jogoxi(x([p) = J
= j

j

= (

Por otro lado, la diferencial d¢y, : T, P?(R) — R* es inyectiva para todo [p] € P*(R).
Como d¢p, es una transformacién lineal se debe probar que ker(déy)) = {0}, lo cual es
equivalente a probar:

Si dop(v) = (0,0,0,0) entonces v es el elemento nulo de T, P?(R). En efecto;

Sea a : R — P%(R) dada por a(t) = x;(x; '([p]) + tv), donde

X1:7T0y1:U1CR2—>P2(R)

esta dada por

xi(u,0) = [(u,0, VT= w2 = 02)]

7: 5% — P%(R) es la proyeccién canédnica, es decir w(p) = [p] = {p, —p} ¥
y1 : Uy € R?2 — S? es la parametrizacién de la esfera S?, dada por

yi(u,v) = (u,v,v/1 —u? —v?), donde
Up = {(u,v)| v* +v* < 1} .
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Asi,

a(t) = xi(u+tvy, v+ tvy)
= [(u—i—tvl , v+tug, \/1—<U+tU1>2—(U+tU2)2>i|.

B(t) = d(a(t)) = ¢ <u b, vty VT — (@t — (0t tvg)Q) .

Bt) = ((u+tv)? = (v+tve)®, (u+tvr)(v+tes),
(w4 to) /1 — (u+tw)? — (v +tw)?, (v+tug)y/1 — (u+tv)? — (v + tv2)2> :

ﬂ/(O) = <2v1u — 209V , Vg +v01 , V1 —u? —1v2—u <Lm}22> ,
v

1—u?—

V1 —u? =02 —w <%)) = dop) (v).
Ahora como,

; o _ (5 Ny u? —uw
ip) 8_x1([p]) - (v ViTum—u Yy s Ay —

—u2 — 2 1 — u?

Son dos vectores linealmente independientes y

0 _ 2
o () = (20— VIm - ),

dop) (Tip P*(R)) = T (P*(R))

entonces los vectores forman una base para Ty ¢ (P*(R)).
Luego, si dipp,(v) = (0,0,0,0) entonces v es el elemento nulo de Tj,) P*(R). Por lo tanto ¢

induce una estructura riemanniana en P%(R) dada por

(@,9),) = (dp) (), doy (y)>¢([p]) , para todo x,y € Ty, P*(R).

En este caso los g;; estan dados por:




Asi la matriz de los g;; es:

g1 912 1 1 —v? uv(6v* + 6u® — 5)
(95) (Ip)) = 122 2 2 2 '
921 G2 1 —u? =02 \ wv(6v? + 6u? — 5) l1—u

El siguiente capitulo es en verdad donde se hace calculo diferencial en variedades
Riemannianas. Se dedicara este tema a dar condiciones para garantizar la existencia
y unicidad de operadores diferenciales como el gradiente, la divergencia y el operador

laplaciano sobre variedades Riemannianas que son objeto de esta monografia.
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Capitulo 3
Calculo en variedades Riemannianas

La introduccién por Levi-Civita del concepto de paralelismo supuso un extraordinario
avance en la geometria diferencial. En el caso de superficies en R? existe un concepto
equivalente, llamado derivada covariante, que puede ser descrito como sigue:

Considere S C R? una superficie regular, ¢ : I C R — S una curva parametrizada en Sy
V : I C R — R3 un campo de vectores tangente a S a lo largo de c. En general, el vector
%(t) no pertenece al plano tangente T, ;)S, por lo que se considera el vector obtenido al
proyectar ortogonalmente %(t) sobre T, S, que se denota por %(t) (ver figura 3.1).
Dicho vector se denomina la derivada covariante de V' en ¢(t), y la importancia de esta
eleccion radica en el hecho de que la derivada covariante es un concepto intrinseco de la
superficie, pues s6lo depende de la primera forma fundamental (ver MANFREDO P. DO
CARrMoO. Differential Geometry of Curves and Surfaces. Instituto de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA). Rio de Janeiro, Brasil. Primera Edicién. New Jersey, 1976. Capitulo
I1, pagina 102).

La siguiente definiciéon da una nocion de derivaciéon de campos de vectores a lo largo de

curvas sobre variedades diferenciables con ciertas propiedades.

3.1. Conexiones afines

Se indica por x(M) el conjunto de los campos de vectores de clase C* en M y por D(M)

el de las funciones reales de clase C*° definidas en M.
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Figura 3.1: S una superficie regular de R?, ¢ : I C R — S una curva parametrizada en S, la proyeccién

del vector ‘%(t) sobre el plano tangente T, ;S denotado £ (t), se denomina derivada covariante en c(t)

del campo vectorial V' con respecto al vector ¢ (0).

Definiciéon 3.1. Una conexion afin V en una variedad diferenciable M es una
aplicacion: V . x(M) x x(M) — x(M) dada por V(X,Y) = VxY que satisface las

siguientes propiedades:

1. fo+gyZ = fVXZ + gVyZ

2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ.

3. Vx(fY)=fVxY + X(f)Y, donde X,Y,Z € x(M) y f,g € D(M).
El propdsito de introducir este concepto es el de desarrollar una teoria satisfactoria de
diferenciacion en variedades, teniendo propiedades similares a las que se satisfacen en R".
El término ”conexion”no tiene un significado especial y hay que interpretarlo justamente

como un operador, en un sentido similar a la derivada direccional.

Para interpretar esta definicion se tiene el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.1. Sea M = R" y sean X , Y € x(R"). Se indica por Y = (y1, Y2, ..., Yn), las

componentes del campo Y en las coordenadas naturales de R", asi se obtiene

-

VxY(p) = (X)), X(y2)() -y X(¥n)(p))

2 twoaln)

N dit (yn 0 a(t))

t=0 t=0

= o (yi(a(t)) , ya(a(t)) ..., yn(a(t)))

t=0

t=0

= dY,(X,), donde a(0) =py o' (0) = X,

-

El siguiente ejemplo se deduce de manera natural del ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2. Dada x : U C R" — M se puede asociar una conexiéon afin en M con
dominio x(U). Si X, Y € x(M) ysiY =3 y;5 se define:

0
VXYIZX(%)%‘

Esta ecuacién satisface las propiedades deseadas.

la definicién 3.1 no es tan transparente en cuanto a lo de estructura Riemanniana. La

siguiente Proposicién, entre tanto, debe aclarar un poco la situacién.

Proposicién 3.1. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Entonces

existe una unica correspondencia que asocia a un campo vectorial V a lo largo de una

DV

curva diferenciable ¢ : I — M wun otro campo vectorial =

a lo largo de ¢, denominado

deriwada covariante de V' a lo largo de c, tal que:

D _ DV DW
1. z(V+W)=Z-+ 5

2. L(fV)= %V + fZY, donde W es un campo de vectores a lo largo de ¢ y f es una

funcion diferenciable en I.

3. STV es inducido por un campo de vectores Y € x(M), V(t) = Y(c(t)), entonces

DV __
2V = VY.

Observacion 3.1. Antes de la prueba, resulta de particular interés la expresion local de

la conexién, ya que asociada a ella aparecen los coeficientes de la conexién o simbolos de
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Christoffel.

La ultima linea (3) tiene sentido, pues VxY (p) depende solo del valor de X (p) y del valor
de Y a lo largo de una curva tangente a X en p. En efecto, la parte (3) de la definicién
anterior permite mostrar que la nociéon de conexién afin es, de hecho, una nocién local.

Escogiendo un sistema de coordenadas x (z1,- -+ ,z,) en torno de p y escribiendo:
Y= YaX V=Y,
( J

donde X; = ==, se tiene

VxY = Z%‘VX,- (Z%Xj>
i J
Yo wy VX, + ) wXi(y) X5,
ij ij

haciendo Vx, X; = Z r* Xk, se concluye que I‘ son funciones diferenciables y que

VY = Z (Z ziy T + X (y )) X,

lo que muestra que V x Y (p) solo depende de x;(p), yx(p) y de las derivadas de las funciones

componentes de Y, esto es, de las derivadas X (yx)(p) de yi en la direccién de X,

Definicién 3.2. Las funciones Ffj se denominan los coeficientes de la conexion o

simbolos de Christoffel asociados a la parametrizacion x.

Observacion 3.2. La proposicién anterior muestra que la escogencia de una conexion
afin en M da origen a una derivada bien definida (satisfaciendo (1) y (2)) de campos de
vectores a lo largo de curvas. La nocién de conexién proporciona, por lo tanto, una manera
de derivar vectores a lo largo de curvas, en particular es posible hablar de aceleracién de

una curva en M.

Demostracion de la proposiciéon 3.1. Se supone inicialmente que existe una corres-
pondencia satisfaciendo (1), (2) y (3). Sea x: U C R®™ — M un sistema de coordenadas
con c¢(I)Nx(U) # @ y sea (x1(t), xo(t), -+ ,x,(t)) la expresién local de ¢(t), t € I.

Sea X; = -2, entonces se puede expresar el campo V localmente como V = STl X
8731 ’ " J
J
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j=1,2,--- ,n,donde v/ = vI(t) y X; = X;(c(t)).
Por (1) y (2), se tiene

DV dvj
R S RPN
J

Por (3) y la definicién de conexién afin,

DX;
@ VN —V@ )
d i .
_ Z Li ij=1,2,...n
Por lo tanto,
Dv va dx;
dt = X Z (% VX
Cambiando j por k en la primera suma y utilizando la expresién Vx, X Z Fk X}, se
obtiene
DV dv* dx;
— = — “ITE Y X 3.1
dt Zk:{dt+ij dt " ”} g (31)

Lo que muestra que si existe una correspondencia satisfaciendo las condiciones de la
proposicion 3.1, entonces tal correspondencia es tnica. Para mostrar la existencia, se
define ¥ en x(U) por (3.1). Verificando que (3.1) posee las propiedades deseadas.

Si y(W) es otra vecindad coordenada, con y(W)Nx(U) # ® y se define 2 en y(W) por
(3.1), las definiciones coinciden en y(W) Nx(U), por la unicidad de 2% en X(U), asi que

dt
la definicién puede ser extendida a todo M. O

La nocion de paralelismo surge ahora de manera natural.

Definicién 3.3. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Un campo
vectorial V' a lo largo de una curva ¢ : I C R — M es paralelo cuando 2 W = 0, para
todot € I.

Ejemplo 3.3. En el caso de las superficies un campo vectorial tangente a un meridiano
(parametrizado por la longitud de arco) de la esfera S? es un campo paralelo en S2.
(Ver figura 3.2). En efecto, como un meridiano es un circulo mximo de S?; la derivada
covariante, que en este caso coincide con la derivada usual en R™ de dicho campo es normal

a S%. En consecuencia, su derivada covariante es cero.
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Figura 3.2: o campo paralelo sobre el meridiano parametrizado por longitud de arco, donde Dd(j =,

la cual es normal a S2.

Proposiciéon 3.2. Sea M wuna wvariedad diferenciable con una conexion afin V.
Sea ¢ : I C R — M wuna curva diferenciable en M y Vo un vector tangente a M en
c(to), to € I (Vo € TepgM). Entonces existe un tinico campo de vectores paralelo V' a lo
largo de c tal que V (to) = Vo, (V(t) es llamado el transporte paralelo de V (to) a lo largo
de c). (Ver figura 3.3)

Figura 3.3: Interpretacién geométrica de la proposicién (3.2), donde Vj es un vector fijo de T, ;) M.
V(t) es el transporte paralelo del vector V (ty) = Vp a lo largo de c.

Demostracion. Se admite primero que el teorema es aprobado para el caso en que ¢([) esta
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contenido en una vecindad coordenada. Por compacidad, para todo t; € I, el segmento
c([to,t1]) € Mpuede ser cubierto por un numero finito de vecindades coordenadas, en
cada una de las cuales V' puede ser definido, por hipdtesis. Por la unicidad, las definiciones
coinciden en las intersecciones no vacias, lo que permite definir V' para todo [to, t1].

Por lo tanto se debe probar el teorema en el caso en que ¢(I) esta contenido en una
vecindad coordenada x(U) de un sistema de coordenadas x : U C R — M en torno de
c(I). Sea

X (c(t)) = (@1(8), ey (1))

la expresion local de ¢(t) y sea
; 0
Vo = g v} X, donde X; = a—mj(c(to)).

J

Se supone que existe un V' en x(U) que es paralelo a lo largo de ¢ con V' (ty) = V4. Entonces
V =Y 1 X; satisface
J

%:Z{ Zd% ﬂr’“} =0

El sistema de n ecuaciones diferenciales en v*,

d
Z TR =0, k=1,2,...,n

posee una tnica solucién satisfaciendo la condicién inicial v*(ty) = v§. Luego si V existe
es unico. Ademas, como el sistema es lineal, la solucién esta definida para todo t € I, lo

que muestra la existencia de un tnico V' con las propiedades deseadas. O

La siguiente seccion es una de las mas importantes de este capitulo, pues motiva a pre-
sentar el teorema de Levi-Civita; el cual garantiza que la escogencia de una métrica

Riemanniana en una variedad M determina univocamente una cierta conexién afin en M.

3.2. Conexion Riemanniana

Definicién 3.4. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y una métrica

Riemanniana (,). La conezion es dicha compatible con la métrica, cuando para toda curva
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diferenciable ¢ - I € R — M y cualquier campos de vectores paralelos P y P’ a lo largo

de c, se tiene que <P, Pl> = constante.

La definicién 3.4 es justificada por la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3. Sea M una variedad Riemanniana. Una conexion en M es compatible
con la métrica si, solo si, para todo par V- y W campos de vectores a lo largo de la curva

diferenciable ¢ : I € R — M se tiene

d Dv DW
— (VW) =(—W V,— ), tel.

Demostracion. Para la primera parte se escoge una base ortonormal {P;(ty), ..., P, (to)}
de Ty)M, to € 1. Utilizando la proposicién 3.2, se extiende paralelamente cada uno de
los vectores Pj(tg), i = 1,...,n, a lo largo de ¢. Como V es compatible con la métrica,
{Pi(t), ..., P,(t)} es una base ortonormal de T.4M, para todo t € I. Luego se puede

escribir

V=> P, W=>) wPh, i=12,.n,
donde v* y w' son funciones diferenciables en I. Siguese de ahi que

DV dv' . DW <~ duw

- — by >} -
dt — dt Ydt — dt

Do DW
() (i) -

P.

Por lo tanto,

(]

dv’ i+dwi :
at T ar

(=)

d
dt
d
—(V, W

dt < Y >

Para la reciproca basta tomar V' y W como campos paralelos a lo largo de ¢, de donde se
tiene que p

—((V, W)=0

dt vV w) ’

es decir que (V' , W) = constante. O
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Corolario 3.1. Una conexion V en una variedad Riemanniana M es compatible con la

métrica si, solo si,

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), X,Y,Z € x(M)

Demostracion. Para la primera parte se supone que V es compatible con la métrica. Sea
p € Myseac:I CR — M una curva diferenciable con ¢(ty) = p, tg € I y con
&l,_,, = X(p). Entonces

XG)Y, Z) = S Dl

DY Dz
- (=, z2)y+(y,K ==

= <VX(p)Y , Z>p—i— <Y, VX(p)Z>

p7
puesto que
DY
Y =Y (c(t)), implica o = VY =VxpV
DZ
Z = Z(c(t)), implica i VaZ =Vxp)Z.

Como p es arbitrario, se tiene el resultado.

La parte reciproca es evidente por la proposiciéon 3.3, pues
X)) (Y, Z)=(VxpY , Z),+{Y, VxpZ),
implica que la conexiéon V es compatible con la métrica. O

Definicién 3.5. Una conezxion afin 'V en una wvariedad diferenciable M es dicha

simétrica cuando
VxY = VyX = [X,Y], para todo X , Y € x(M).

Observacion 3.3. En un sistema de coordenadas (U, x), el hecho de que la conexién V
sea simétrica implica que para todo 7,5 = 1,2, ...,n;

RSN N

lo que es equivalente a

3
Q
|
3
|

esto es, Ffj = T;“Z
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Se puede ahora enunciar el teorema fundamental de este capitulo.

Teorema 3.1 (Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana M, existe una tinica

conexion afin V en M satisfaciendo las condiciones:

1. V es simétrica.

2.V es compatible con la métrica Riemanniana.

Demostracion. Como siempre, se supone inicialmente la existencia de una tal conexion

V. Entonces

X(V,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ), (3.2)
Y(Z,X) = (VyZ X))+ (Z,VyX), (3.3)
Z(X)Y) = (VzX,Y)+ (X, V5Y), (3.4)

Sumando (3.2) y (3.3) y restando (3.4), tenemos, usando la simétria de V, que
=XY.2)+Y (Z,X)—-Z(X,Y)
Por lo tanto

(Z,VyX)= L (X(Y,2)+Y (Z X) (3.5)

- Z<X’Y>_<[X7Z]7Y> - <[KZ]7X> - <[X7Y])Z>}

N

La expresion (3.5) muestra que V esta univocamente determinada por la métrica ().
Por lo tanto si existe la conexién con las propiedades (1) y (2) del teorema (3.1) esta debe
ser unica.

Para mostrar la existencia, se define la conexién V por (3.5). Se verifica que V esta bien

definida y satisface las propiedades deseadas. O

Definicion 3.6. La conexion dada por el teorema anterior es llamada conexion de

Levi-Civita (o Riemanniana) de M.

Observacién 3.4. En un sistema de coordenadas (U, x), de la expresién (3.5) se tiene
S g = e ,9 _9
. i 9k = 5 8xigjk axjgkz axkgm 5

67



Ox; ° Oz

admite inversa (gg,), se tiene que

donde ¢g;; = (X; , Xj) = < o i >
Como la matriz (¢g"™)

1 0 0 0
i 92 Ek {3% g]k: + axj 9ki 8xk gm} g (3 6)

La ecuacién (3.6) es la expresiéon clasica de los simbolos de Christoffel de la conexién

Riemanniana en términos de los g;; (dados por la métrica).

3.3. Geodésicas y aplicacion exponencial

En lo que sigue M serd una variedad Riemanniana, es decir, dotada de una conexion

Riemanniana.

Definicién 3.7. Una curva parametrizada v : I — M es una geodésica en ty € I si
% (i—l) =0 en el punto tg. St v es una geodésica en t, para todo t € I, se dice que v es
una geodésica.

Sifa,b) C I yvy: I — M es una geodésica, la restriccion de vy a [a,b] es llamada

(segmento de) geodésica ligando y(a) a (b).

A veces, por un abuso de lenguaje, se llama geodésica a la imagen (/) de una geodésica

~v. 51y : I — M es una geodésica, entonces

d fdy dy\ 5 Ddy dy\ 0

dt \dt ' dt/ " \dtdt' dt/
esto es, la longitud del vector tangente Z_Z es constante, es decir la velocidad de una geodési-
ca es siempre constante en norma. si se supone, de ahora en adelante, que

o/l I— ;.
|15l = ¢ # 0, esto es, se excluye las geodésicas que se reducen a puntos. La

longitud de arco s de 7, a partir de un origen fijo, t = t,, esta dado por

td’y
s(t) = —||dt = c(t — tp).
0= [ Wl =ctt ~t0

Por lo tanto, el parametro de una geodésica es proporcional a la longitud de arco. Cuando
el pardmetro es la propia longitud de arco, esto es, ¢ = 1 se dice que la geodésica ~

estd normalizada.
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Ahora se determina las ecuaciones locales satisfechas por una geodésica v en un sistema

de coordenadas (U, x) en torno de (). En U,

A(t) = (@1(8), 22(2), oy 2a(2))

v serd geodésica si, solo si,

D (dv " Py pdride; ) 0
et _ & Tk pk &8ty Y
ﬁ(ﬁ) §:<ﬁ2+§;”dtﬁ a0

k=1

Si, solo si, satisface el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

A’z n ,'f'dxz- %
dt? — Y dt dt

’

=0, k=1,2,...,n. (3.7)

El cual tiene solucién tinica para cada eleccién de x4(to), 7,(tg) € R, 1 < k < n (siendo
to € 1).
En realidad este sistema de EDO de segundo orden sobre M puede convertirse en un

sistema de EDO de primer orden sobre el fibrado tangente 7'M .
TM ={(p,v)lpe M" yveT,M"}.

Dado un sistema de coordenadas (U,y) de T'M, se puede ver el fibrado tangente
localmente un producto (I'U = U x R™).
Cualquier curva diferenciable t — ~(t) en M determina una curva t — (v(t), 2 (t)) en

TM. Si~ es una geodésica entonces, en TU, la curva

diL’l

t_e(m@WJM@,E@yw%%@)

satisface el sisitema:
k=1,2,...n (3.8)

en términos de coordenadas (x1, ..., Zn, Y1, ..., yn) de TU. Por lo tanto el sistema de EDO

de segundo orden (3.7) en U es equivalente al sistema de EDO de primer orden (3.8) en
TU.

Para lo que sigue es necesario recordar el siguiente teorema de ecuaciones diferenciales.
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Teorema 3.2. Sea X un campo C™ en un abierto V de una variedad M y p € V
entonces existe un abierto Vo C V., p € Vo, un niumero § > 0, y una aplicacion C*,
0 :(=9,0) x Vo — V tales que la curvat — ¢(t,q); t € (—0,0), es la unica trayectoria
de X que en el instante t = 0 pasa por el punto q, para cada q € Vj.

La aplicacién ¢, : V,, — V dada por ¢;(q) = ¢4(t, q) es llamada el flujo de X en V.

Lema 3.1. Existe un unico campo G en TM cuyas trayectorias son de la forma

t — (y(t),~'(t)), donde v es una geodésica en M.

Demostracion. Se prueba primero la unicidad de G, suponiendo su existencia. Si se
considera un sistema de coordenadas (U,x) en M. Por hipétesis, las trayectorias de
G en TU son dadas por t — ('y(t),”yl(t)) donde 7 es una geodésica. De ahi que
t — (v(t),7(t)) es solucién del sistema de EDO (3.8). Por la unicidad de las
trayectorias de un tal sistema, se concluye que si GG existe, entonces es unico.

Para provar la existencia de G, se define localmente por el sistema (3.8). Usando la uni-

cidad, se concluye que G estd bien definido en T'M. O
Definiciones 3.1. El campo G definido anteriormente es llamado el campo geodésico en
TM y su flujo es el flujo geodésico de T'M.

Aplicando el teorema (3.2) al campo geodésico G en el punto (p,0) € TM, se obtiene el

siguiente resultado:

Teorema 3.3. Para cada p € M existen un abierto @ en TU, donde (U,x) es un
sistema de coordenadas en p y (p,0) € Q, un nimero § > 0 y una aplicacion C*,
¢ (=0,0) x Q — TU; tales que; t — (t,q,v) es la unica trayectoria de G que
satisface la condicion inicial p(0,q,v) = (q,v) para cada (q,v) € €.

Es posible escoger Q) en la forma:
Q={(q,v) €eTU | qeV yveT,Mcon ||v| <e},

donde V' C U es una vecindad de p € M.

Cuando v = mo ¢, donde 7 : TM — M es la proyeccién candnica, se puede escribir el

enunciado anterior del siguiente modo:
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Proposicion 3.4. Dado p € M existen un abierto V.C M, p € V, nimeros § > 0 y

€1 > 0 y una aplicacion diferenciable
v:(=0,0) xQ— M, Q={(q,v) | gV, ve T, M, |v] <e},

tales que la curvat — y(t,q,v), t € (=9,9) es la unica geodésica de M que en el instante

t = 0 pasa por q con velocidad v, para cada ¢ € V y cada v € T,M con ||v|| < €.

Observacién 3.5. La proposicién 3.4 afirma que si ||v|| < €1, la geodésica (¢, ¢, v) existe
en un intervalo (—4,0) y es unica. En verdad, es posible aumentar la velocidad de una
geodésica disminuyendo su intervalo de definiciéon, o viceversa. Esto se deduce del siguiente

lema de homogeneidad.

Lema 3.2 (Homogeneidad de una geodésica). Si la geodésica y(t, q,v) esta definida

en el intervalo (—0,9), entonces la geodésica y(t,q,av), a € R, a > 0, esta definida en el

intervalo; (—2,2) y
v(t, g, av) = y(at, q,v).
Demostracion. Sea h : (—2,2) — M una curva dada por h(t) = v(at,q,v). Entonces

h(0)=qy %(0) = av. Ademas de esto, como n (t) = Cwl(at7 q,v),
D (dh / ’
dt (E) = Vil (8) = *V.(aiq0)7 (at, g, v) = 0,

donde, en la primera igualdad, se extiende A (t) a una vecindad de h(t) en M. Por lo tanto,

h es una geodésica que en el instante ¢t = 0 pasa por ¢ con velocidad av. Por unicidad,

h(t) = ~(at,q,v) = (t, q,av).
O

Ejemplo 3.4 (Ecuacién general de la geodésica en P%(R)). En P?(R) se define una

métrica Riemanniana dada por:

S () = I ), g () = .

gulp|) =
(ip) i L
Asi, P%(R) es una variedad Riemanniana con conexién Riemanniana dada por:

(Z,VyX) = %{X Y,2)+Y (2, X) - Z2(X,)Y) - (X, 2],Y) = ([\, 2], X) = ([X, Y], 2)}.
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De la ecuacion 3.6 se tiene que los simbolos de christoffel en el espacio proyectivo real

P?(R) estan dados por:

thio) = 5 { (o)1) + (25 (0)6) — 5-00)) ) )
F%l(l)) = % ] i

0
(2i(912)(p) - i(m)@)) g™ (p) + 6—2(922)(29)9

85[)1

}

{2 00190+ (2 0)0) - 5-00)0)) 6700}
- }
}

13,00 = 3 { (250 002)0) — 50200 ) °0) + 5 (02 )50

Para hacer este calculo se hace uso del ejemplo 2.6. Asi

a%(gn@) - %(gnooz(t)) _sal0)=py a(0)= a%(p)
= Gmean)|
= LGt t) y
- (el

2u(1 — u?)
(0= (u+ 07— P

donde §11 = g110X; y @ = x ! o @ son las expresiones en coordenadas de la funcién ¢i; y
de la curva a.

Anéalogamente se obtiene

9] 2uv
6—9:2(9”)(p) = m

0 uv (6u? + 6v? + 12uv? + 12u® + 2u — 5)
2 (912)(p) = Y :
O (1 —u?—v?)

0 wv (602 + 6u? + 120° + 12u?v + 2v — 5)
= (912)(p) = Y :
Oy (1 —u?—0?)
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0 Quv?
6_951(922)(p) = m
9, 20 (1 — u?)

6—932(922)(17) = m

Por otro lado, para calcular las funciones inversas de los g;;, 7,7 = 1,2, las cuales se

denotan como ¢, se hace uso del dlgebra lineal.

A [ 9 9 o4 1 922 —G1z | _ gt g"
921 G2 detA \ —gy g1y gt g*
(1 —u?)(1 —u?—?)
(1 —u?)(1 —v?) — uv?(6v2 + 6u? — 5)2
§2(p) = —uv(l —u? — v?)(6u? + 6v2 — 5) — )
(1 —u?)(1 —v?) — uv?(6v2 + 6u? — 5)? '
- (1—0*)(1 —u?—v?)
PI= 02w — ) — u202(60% + 6u2 — 5)2

Por lo tanto la ecuacién de la geodésica en P?(R) estard dada por:

Asi

g (p) =

7(

dle 1 dxy 2 1 dxi dxo 1 dxo 2 o
G T () 2L, G + T, (2) =0.

d%xo 2 dxy 2 2 dxi dzao 2 dxo 2 _
G T () 2L, G + 15, () = 0.

Como se ve, no es facil hallar una solucién a dicho sistema, pero dado que u? 4+ v? < 1 se
puede resolver el anterior sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
para el punto p = [u, 0,v1— uﬂ. En este caso los simbolos de Christoffel en P?(R) estén

dados por:
u

Fh(p) = m; F%l@) =0; F%z(p) =0;

1%2(17) = 0; F%Q(P) =0; F%2(p) =0.

Remplazando se obtiene el siguiente sistema:

A2z u dx1 2
@+ e () =0

d2zo =0

Asi




dxq —

Remplazando lo anterior y haciendo <7t = y; se tiene la siguiente ecuacion:

dy, U
E#—ayf:(), con azl—uZ'
De donde
d[El
y1:O — %:kl - .fl(t):klt—i-k’g

Haciendo uso de las condiciones iniciales y(0) = (z1(0),22(0)) = p y 7' (0) = (1,0).

~ en coordenadas esta dada por:
to— (21(t),22(t)) = (t+u , 0)

y v en el espacio proyectivo real p*(R) sera:

v(t) = x1 (21(t), 22(t)) = Ktw, 0, \/1—(t+u)z>}.

Ejemplo 3.5 (Geodésicas en la esfera S™). Dado p € S" y v € T,5", ||v]| = 1. Sea
v : R — 8™ el circulo maximo v(t) = p - cost + v - sent.
La conexién de Levi-Civita de la esfera VxY(p) = dY,(X,) + (X, yp), implica que

D~

7%—:=dﬁ%6f)+-<V,X%>7,

donde X € x(S™) cumple que X, = 7" localmente, puesto que VX = %—Z. Asi

D’}// ” ’
— =7+ Py=—+v=0

Luego 7 es geodésica. Si ahora se toma cuelquier v € 7,S™ — {0}, entonces por el lema de

homogeneidad implica que:

v v
s(t.p0) = (eltop. o ) =p-costloll) + 725 - senClolo
Estas son todas la geodésicas en la esfera (ademds de las constantes).

Ejemplo 3.6 (Geodésicas en P"(R)). Dado que las isometrias de una variedad
Riemanniana llevan geodésicas en geodésicas y 7 : S™ — P"(R) es una isometria
local, entonces 7 también conserva las conexiones de Levi-Civita. Por el ejemplo 3.5 se
puede interpretar las geodésicas de P"(R) como las proyecciones a P"(R) de los circulos

maximos de S™, recorridos con velocidad constante en norma.
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La proposicién 3.4, junto con el lema de homogeneidad, permite tomar el intervalo de
definicion de una geodésica uniformemente grande en una vecindad de p. Precisamente,

se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.5. Dado p € M, existen una vecindad V' de p en M, un nimero e > 0 y

una aplicacion C®, v : (=2,2) x Q@ — M,
Q={(qw)eTM | qeV,weT,M|w|<e}
tal que t — (t,q,w), t € (—2,2) es la unica geodésica de M que en el instante t = 0

pasa por q con velocidad w, para todo g € V', para todo w € T, M.

Demostracion. La geodésica v(t,q,v) de la proposiciéon 3.4 estd definida para |t] < §

y para ||[v]| < €. Por el lema de homogeneidad, y(t, ¢, %) esta definida para [t| < 2.

der

5t, la geodésica 7(t, ¢, w) esta definida para |t| <2y [[w] <e. O

Tomando € <

Observacion 3.6. Por un argumento andlogo, se puede tomar la velocidad de una

geodésica uniformemente grande en una vecindad de p.

La proposicién 3.5 permite introducir el concepto de aplicacion exponencial de la siguiente

manera.

Definicién 3.8. Sea p € M y Q C TM un abierto dado por la proposicion anterior,
entonces la aplicacion exp : QQ CTM — M dada por

v
exp(q,v) = (1, 4,0) = 7 (Hvu,q, m) (@) eQ,

es llamada la aplicacion exponencial en €2, la cual es diferenciable.

En la mayor parte de las aplicaciones, utiliza la restriccion de exp a un abierto del espacio

tangente T, M, esto es, se define
expy : T.(0) C T,M — M

v — expy(v) = exp(g,v),
la cual es diferenciable y exp,(0) = ¢.

Se indica por B(0) una bola abierta de centro en el origen 0 de T,M y de radio e.
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Proposicién 3.6. Dado g € M, existe € > 0 tal que exp, : B(0) C T,M — M es un
difeomorfismo de B.(0) sobre un abierto de M.

Demostracion. Para la prueba se calcula d(exp,), : ToB.(o) C T,M — Teap, ()M =
T,M. Dado v € T, M

derm)ov) = Glem()| = GOam)|
= L ta o =7 0.0,0) = v

Luego d(exp,), es la identidad de T,M, donde por el teorema de la funcién inversa, exp,

es un difeomorfismo local en una vecindad de 0. O

Ejemplo 3.7. Sea M = R". Como la derivada covariante coincide con la usual, las
geodésicas son las rectas parametrizadas proporcionalmente a la longitud de arco, asi se
tiene que y(t,p,v) = p+tv, para todo v € R" y para todo t € R. Asi, la exp esta definida
en todo TR" =R" x R" y

exp(p,v) = v(1,p,v) = p+ v, para todo p,v € R".

Esto dice que fijando p € R™, la exponencial exp es la traslacion del vector p en R™ y que

exp,(v) = v es la identidad.

Ejemplo 3.8. Del ejemplo 3.5 se tiene que v(0,p,v) =p y
v(t,p,v) = p-cos(||v||t) + o sen(||v||t), si v # 0. Como estas geodésicas estén definidas
para todo t € R, se tiene que exp esta definida en T'S™ y

exp(p,v) = p - cos(||v]|t) + HT -sen(||v]|t), Vpe S"yVveT,S".

v
I

Si se fija p € S™, exp, esta definida en todo 7,5" y puede ser descrita de la siguiente

manera:

exp, transforma B, (0) inyectivamente en S™ — {¢}, donde ¢ es el punto antipoda de p;

la frontera de B, (0) es transformada en ¢; la corona circular abierta By, (0) = B;(0) es

transformada inyectivamente en S™ — {p}. La frontera de By.(0) es transformada en p,

ete. Observe que si se considera la variedad riemanniana S™ — {q}, exp, estaria apenas
definida en B,(0) C T, (S™ — {q}). (Ver figura 3.4)
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eTp,

STL

Figura 3.4: B,,(0), B(0) C T,5™; v vector tangente en p a la geodésica (¢, p,v); los puntos de la
bola B, (0) son enviados en S™ — {q}, donde ¢ es el punto antipoda de p y los puntos de la bola B, (0)

son enviados en S™ — {p}.

Observacién 3.7. En general dado un punto (p,v) € TM, el punto exp,(v) € M es

obtenido recorriendo sobre la geodésica (¢, p, op) una longitud igual a ||v]|, a partir de
P.

Definicién 3.9. Una curva diferenciable por partes es una aplicacion continua
¢ : la,b] — M de un intervalo cerrado [a,b] C R en M satisfaciendo la siguiente
condicion: Eziste una particion a = tog < t1 < -+ < ty_1 < t = b de [a,b] tal que

las restricciones ¢

titia], £ =0,1,2,--- Kk —1 son diferenciables. Se dice que c une los

puntos c(a) con c(b). c(t;) es llamado un vértice de c y el dngulo formado por

lim ¢ (t) con lim ¢ (t)
t—tf t—t;

es llamado el dngulo del vértice c(t;); aquilim, .+ (lim, ,-) significa que t se aprozima

a t; por valores mayores (menores) que t;.

El transporte paralelo puede ser facilmente extendido a las curvas diferenciables por
partes: Dado Vy =€ T,yM, t € [t;, t;11]; tomando V(t;) y V(ti41) como nuevos valores

iniciales, se puede extender V (t) paralelamente al intervalo [t;_1, t;12], y asi sucesivamente.
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Definicién 3.10. un segmento de geodésica v : [a,b] — M es llamado minimizante si
U(y) < L(c), donde (() indica la longitud de una curva y c es cualquier curva diferenciable

por partes uniendo y(a) con y(b).

Observaciéon 3.8. Se puede mostrar que las geodésicas minimizan localmente la longitud
de arco. Este hecho no es global pues si se considera un arco suficientemente grande de
geodésica puede desistir de ser minimizante. Por ejemplo las geodésicas de una esfera que

parten de un punto p no son minimizantes después que pasan por la antipoda de p.

El propésito de introducir el concepto de aplicacién exponencial es el de garantizar la
existencia de un referencial geodésico, que es muy ttil a la hora de hacer calculos sobre
una variedad Riemanniana. La interpretacién mencionada estd contenida en el siguiente

teorema.

Teorema 3.4 (Referencial geodésico). Sea M wuna variedad Riemanniana de

dimensionn y p € M. Entonces existe una vecindad U C M de p y n campos de vectores

Ey, Es, -+ E, € x(U), ortonormales en cada punto de U, tales que, en p,
VgkE; =0.
Definicién 3.11. Una tal familia {E;}, i =1,2,--- ,n, de campos de vectores es llamada

un referencial (local) geodésico en p.

Para la demostracién se necesita:

Dado p € M, existe Vi = B.(0) entorno abierto de 0 en T, M y existe U, entorno abierto
de p en M, tales que exp, : Vo — U, es un difeomorfismo. Esto dice que siempre existe
un entorno U, = exp,(V}) de cada punto p € M.

Si se fija una base B = {v1,v9,...,0,} de T,M se puede construir el sistema de

coordenadas (U,, xp);
xp = exp, o \5' : Ap(Vp) CR" — U, C M.

Donde A\p : T,M — R" es el isomorfismo de espacios vectoriales que lleva cada vector

de T, M en sus coordenadas respecto a la base B.

Proposicion 3.7. En la situacion anterior, los simbolos de Christoffel de M respecto al

sistema de coordenadas (U,,Xp) se anulan en p.
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Demostracion. Sea v = Z)\i%b € T,M. La expresiéon local de la geodésica
7: 1

a(t) = v(t,p,v) respecto a xp es

(xg oa)(t) = Apoexp,'(a(t))
= A (exp, ' (7(t,p,v)))
= Mg (exp, ' (v(1,p, tv)))
= g (exp, ' (expy(tv)))
= Ag(tv)

0
= Ap (Z Mia_:ci|p>

= (A1, tA),
Luego la ecuacién de las geodésicas (3.7) se escribe ahora

Zf‘k i ( = 0 en sierto intervalo (—¢,€), k=1,2,...,n

Evaluando en t = 0y como (A, ..., A,) es un vector arbitrario de R™ se puede organizarlo
y darle valores de tal forma que T'};(p) + IT'%(p) = 0, para todo i, j, k. Como la conexién

de Levi-Civita es simétrica, entonces I‘fj (p) =0 en p. O

Una consecuencia de la proposicion 3.7 se sigue acontinuacion.

Corolario 3.2. Dadop e M yw € T,M, existe W € x(M) tal que W), =w y V,W =0
para todo v € T,M.

Demostracion. Sean B una base de T,M y (a1, as,...,a,) € R™ las coordenadas de w

respecto B. Si se Considera una parametrizacion (U,,xp) definida sobre un entorno de

p como en la proposicién anterior y se define X = > aj% € x(U,) por resultados de
- j

J
extensién de campos, existe V,, C U, abierto de M conteniendo a p y existe W € x(M)
tales que
Wiy, = Xlv,.

Asi, W, = X, = w. Ahora:

V. W = (Vy,), (Zajax ) => aV
J
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Como v = Y b;32-|,, entonces
/i K2

0
va = ZCL]VZ de:r ax

= Zazb VaizaT
- S (sr)
_ (Zazb F’“) . =0.

4,5,k

O

Demostracién teorema (3.4). Por la demostracién de corolario anterior si se aplica
el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base { =2-|,, . |, ¢ se obtie-
Oxq1 1P **) 8:)3 p

ne una base ortonormal de campos {Ej, Es, ..., E,} C x(U,), que cumplen la condicién
Ve l;=0,17=12,..,n. O

Ahora, ya estd todo dado para definir los operadores diferenciales que son objeto de
nuestra monografia.

(M, (, )) denotara una variedad Riemanniana y ( , ) serd la métrica Riemanniana de la
variedad M.

3.4. Gradiente de una funcion sobre una variedad

Riemanniana

Definicién 3.12. Sea (M, ( , )) una variedad Riemanniana y f € D(M). Se define el

gradiente de f como el campo vectorial grad f en M definido por:
(grad f(p) , v) =df,(v) =v(f), pe M, veT,M.
O equivalentemente,

(grad f, X) = X(f), para todo X € x(M).
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Por el teorema (3.4) dado E;, i = 1,2,...,n = dim M, un referencial geodésico en p € M

entonces
n

grad f(p) =Y (Ei(f))Ei(p).

i=1
En efecto:

Como el grad f es un campo vectorial entonces grad f(p) se puede expresar como

combinacién lineal de manera tnica en la base de T,M, {E; | i = 1,2,...,n}. Asi:

grad f(p Zal i

Luego

dfp(Ei) = (grad f(p) . Ei(p))

dfp(EZ) = a1 <E1, Ez>p++a2 <Ez, Ei>p+~-+an <En, El>p

= a;i(p)
= Ei(f)(p)

Remplazando se tiene el resultado.

Por un argumento andlogo al anterior dado el sistema de coordenadas (U, x) para M, se

prueba que
vi=y Yl oy, (39)
= 8;15] Oz;
donde (¢g%);; es la matriz inversa de (g;;); ;. En efecto, dada la base {%|p, o %b} de

T,M, se tiene que grad f(p) = Zbia—xi|p, asi que

0
<sza—xl ) )

9
&xj »

> = Zbigij(p)
9

a—%(f)(p)

, 2(0) =pya(0)=-—

- %foa 8xjp

of
01:j'

t=0
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Luego, > b; = %gij. Remplazando se sigue lo anunciado.
- J
Nota 2. En el caso particular M = R"™ con la métrica euclidiana, se obtiene de (5.9) la

formula cldsica
_(9f of
grad £(p) = ( L axn) |

Proposicién 3.8. Sean f,h € C*(M).

1. grad (f +g) = grad f+ grad g.
2. grad (fh) = fgrad h+ hgrad f.

3. grad (%) = —#grad f, [+#o.

Observacion 3.9. Antes de la prueba es conveniente recordar:
Sea E;, i = 1,..,n = dim M, un referencial geodésico en p € M. Como E;(p) € T,M,
entonces F;(p) : D(M) = C*(p) — R satisface:

» Ei(p)(af + Bh) = aE;(p)f + BE;(p)h, para todo o, 3 € R

= Ei(p)(fh) = (Ei(p)f)h(p) + f(p)(Ei(p)h).
Ademas de una suma y una multiplicacién por escalar para 7, M:
(Ei(p) + BE;(p))f = a(Ei(p)f) + B(E;(p)f), paratodo f € D(M) = C>=(p).

Demostracion proposicion 3.8. 1.

grad (f+h)p) = > (B(f+ ) Eip)
= Z (E:(f) + Ei(h)) Ei(p)

= grad f(p) + grad h(p).
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= D_(BNhE) Eip) + 3 (f(p)E(h)) Ei(p)
= h(p) Y- (E) Bxlp) + 1 () 3 (Ex(h) Eilp)

=1 i=1

= h(p)grad f(p) + f(p)grad h(p).

luego,

= —Fgmd f(p).
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3.5. Divergencia de un campo sobre una variedad

Riemanniana

Definicién 3.13. Sea (M,(, )) una variedad Riemanniana. Sean X € x(M) y
f € D(M). Se define divergencia de X como la funcion div X : M — R dada por
div X(p) = traza de la aplicacion lineal Y (p) — Vy X(p), p € M.

por el teorema (3.4) se prueba que

div X(p Z Ei(fi)(p), donde X = Zn: fiE;
i=1

En efecto:

Ve X = Vg Y fiE
= Zf;ijEﬁZEj(f»E
- iExfi)E |
B By Bi(F)).

Por lo tanto la traza de la aplicacién lineal E;(p) — Vg, X esta dada por:

el =SB

De donde se tiene el resultado.
Ahora dado el sistema de coordenadas (U,x) de M y X|y = Zfia%i con f; € C>(U),

para todo i, entonces

(div X)|v = Z
i
donde G = det(g;;); ;. En efecto:

Para la primera igualdad se tiene

af; 1 «— 0
J +Zfz ] :ﬁ;a—%(ﬂ\/@)? (3.10)

Oh ofh ... Oft 1 of1

oxr1 Oz Oxy Oxy

VE X = o1 Oxo OTn . 0o
1 - . . . . - .
Ooxr1  Oxa Oxy, Oxn,
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Asi que

dfr

X, E) = —
<VE1 ) 1> (9:61
_ 0fs

<VE’2X7 E2> - 61’2
Ofn
(Vg, X, E,) = oz,

Por lo tanto

; (Vg X, E;) Zgﬁ: =Traza(VyX).

Utilizando este hecho y la expresién

:Z (Z fiTL af’) %.

k=1 \i,j=1

Obtenemos

9 | -
<V£1X ax2> = (div X)lu =

J=1

of; = ;
— T
oz, " Zl ! ”]
Para la segunda igualdad: Primero,

O (VG = 5ff+ S oG

Para calcular % se usa la derivada de un determinante. obteniendo g—xi G Z %g;f ki
Asi, ]
0 ofi | fi 9gjr kj
7 = = == . 3.11

Por otro lado,
n

> |2 soary| -3 [543
j=1 J i=1
23 [afz ijz@g]h ag@ gi)gh]

Desarrollando la ultima expresion las sumas segunda y cuarta se cancelan, quedando

=1

8fz fj 89m hz . afz fl agjh h]
Z 2 8% N Z

Comparando esta expresién con (3.11) se tiene la segunda igualdad.
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Nota 3. De (3.10) se deduce que para M = R™ con la métrica euclidiana, la divergencia
de un campo X = (f1,..., fn) € x(R") = C®(R™",R") es

div X = Z gf

Proposicién 3.9. 1. div (X +Y)=div X +div Y, para todo X,Y € x(M).
2. SifeC®M)yX e x(M), entonces

div (fX) = (grad f, X)+ fdiv X = X(f) + fdiv X.

Demostracion. De la observacién (3.9) se tiene:

1.
div (X +Y)(p) = ZE fi+9:)(p), donde X +Y = Zfl—l—gz
=1
= ZE ) +ZE 9:)(
= div X(p) + div Y(p), dondeX:i:fiEiyY:Zn:giEi.
2.

div (fX)(p) = ZE fa;)(p), donde X = ZaE’
1=1

— Z (Ei(f)ai(p) + f(p)Ei(a:)(p))

=1

= X(f)(p)+ f(p)div X(p)
= (grad f(p), X(p)) + f(p)div X(p).
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3.6. Laplaciano de una funcién sobre una variedad
Riemanniana

Definicién 3.14. Sea (M, ( , )) una variedad Riemanniana. Se define un operador
A:D(M)— D(M) (o laplaciano de M) por:

Af =div grad f, f € D(M).
Sea F; un referencial geodésicoen p € M, i =1,2,...,n = dimM, entonces
= E(E
Por otro lado, dado el sistema de coorden;das (U, x) de M se tiene:
B R oY L ST

donde Fk son los simbolos de Christoffel respecto de la parametrizacion (U, x).

Nota 4. En el caso particular M = R"™ con la métrica euclidiana, de (3.12) nos da la

formula cldsica del operador laplace,

Proposicién 3.10. Sean f,h € C*(M).

1. A(f+h)=Af+Ah

2. A(fh) = fAh+hAf+2{(grad f , grad h).

Demostracion. De la observacién (3.9) se tiene:

1.

AU+hMﬁ==§:E i(f + 1)) (p).
- ZE p)+ E;(h)(p)).

- Z Ei(Ei(f))(p) + Z Ei(Ei(h))(p)-

— Af(p) + Ah(p).
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A(fh)

Y E(E(N)h(p) + f(p)E(h)(p)).-

i=1

S E(EDRP) + Y O EEW) ) +2 > E(EMD) )

M)A + F)AR() + 2 (grad J(p) . grad hip)).
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Conclusiones

1.  Se demostré detalladamente el teorema de existencia para métricas Riemannianas,

haciendo uso de la topologia de la variedad.

2. Se probé que el espacio real proyectivo P"(R) es una variedad diferenciable de
Hausdorff y con base numerable para su topologia y en virtud de la proposicién 2.6

garantizar la existencia de una métrica Riemanniana a éste espacio abstracto.

3. Para el caso n = 2; se vio a P?(R) inmerso en R? y se definio una forma de medir

longitudes de vectores tangentes a P*(R).

4. Se demostro el teorema de existencia de una tnica conexién afin simétrica y com-

patible con la métrica Riemanniana (Teorema de Levi-Civita).

5. Se mostré que existe una base ortonormal de campos {Ej, Es, ..., E,} C U, que

cumplen Vg, F; = 0,1 <1,5 <n.

6. Se redefinen los operadores gradiente, divergencia y laplaciano sobre variedades

Riemannianas y se demuestran sus propiedades basicas.
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