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Introduccion

El trabajo tendra como eje principal el estudio de los semigrupos de las ecuaciones del
calor y de Schrodinger. En este estudio se hara una revisién de la teoria de semigrupos,
el espacio de Schwartz y la transformada integral de Fourier para funciones en L!(R™),
L?(R™), en el espacio de Schwartz y en 8. Con relacién a los semigrupos de las ecuaciones
del calor y de Schrodinger se enunciardn y demostraran algunas propiedades que seran

utilizadas en el estudio del problema de Cauchy en los espacios apropiados.

A nivel de motivacion consideramos el siguiente problema de valor inicial

u'(t) = au(t), con t>0
(t) (t) > )
u(0) = uy,

donde a es una constante en los reales y u(t) es la funcién solucién a encontrar, que se
puede interpretar como la densidad de una poblacién en un determinado tiempo ¢. Para
deducir la ecuacion diferencial se supone que la razén de cambio de la poblacion es direc-

tamente proporcional a la poblacion existente.

Para encontrar soluciones al problema (1), utilizamos una de las técnicas de ecuaciones di-

ferenciales ordinarias que esta asociada a ecuaciones de variables separables y asi podemos
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obtener la solucion

u(t) = uge™. (2)

Si consideramos en el modelo anterior una poblacién adicional distinta y asumimos que
estas dos poblaciones son independientes entre si, entonces u(t) es un vector en R? y el

nuevo problema se puede representar de la siguiente forma

u'(t) = Au(t), con t>0

u(0) = uyp,

donde A es una matriz diagonal que estd en Moy o(R).
Este problema se puede llevar al problema (1) considerando que las componentes de u(t)
satisfacen v} (t) = ajyuq(t), us(0) = u[()l) v uh(t) = agus(t), us(0) = uéQ) y asi obtenemos

la correspondiente solucién de (3) a partir de (1), esto es

0= (“® ug et
u g g
uo(t) u(()2)e“22t

También podemos considerar la solucién de (3) andloga a la expresién dada en (2) con la

siguiente modificacién

u(t) = ey = e w(0) : (4)

donde et se define como

o0 k
PP
' k!
k=0
siempre que dicha serie “converja”.

Cabe senalar que en este, como es un problema donde estan involucradas dos funciones



a encontrar (dos tipos distintos de poblaciones), se puede asumir que w;(t) representa la

densidad de la poblacion 1 y usy(t) representa la densidad de la poblacién 2.

— (tA)*

Para demostrar que la serie es convergente utilizaremos el siguiente teorema

k=0

Teorema 0.1. (Criterio de convergencia para series de matrices). St { A} es una sucesion

[e.e] [e.e]
de matrices nxn tales que E | Ax|| converge, entonces la serie de matrices E Ay también
k=1 k=1

converge.

Demostracién. Ver [1, P4g.240].
Vale la pena senalar que el teorema anterior es valido también para matrices de tamano

n xm.

Consideramos A, = % con A en M, «,(C). Puesto que

(tA)*

tA)||*
al < II(k!)H

y la serie

%0 k
tA
numérica E TeA)I converge para todo nimero real ||(tA)||, por el criterio de compa-

R
k=1
(tA)"
Kl

(o]
racién la serie Z también es convergente; luego del Teorema (0.1) se sigue que

k=1

)k

[o.¢]
la serie Z ( o converge para toda matriz A en M,,,(C).
k=0 )

Ahora, si se asume que las poblaciones en el problema (3) no son independientes, es decir,
las poblaciones interactiian, por ejemplo la poblacion 1 es presa (alimento) de la poblacién

2 (predador), el modelo de nuestro nuevo problema serd el siguiente

u'(t) = Au(t), con t>0

u(0) = uyp,

con A una matriz en Moy(R).
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La solucion de este problema estd dada por (4) que, a diferencia del problema (3), no se
puede calcular de manera directa. Existen técnicas que nos permiten hacer estos calculos,
dichas técnicas dependen de las propiedades de la matriz A. Por ejemplo, si la matriz A
puede diagonalizarse, entonces existe una matriz C' no singular tal que D = C~tAC es

una matriz diagonal, luego A = CDC~' y A* = CD*C'. Asi,

tA __ - (tA)k _ - tkAk _ - tk ky—1 __ - tk k -1 __ tD ~—1
e _kz T T_kZH(JDO —C(;HD)C = CetPC
=0 =0 =0 =0

Para el caso en que A es cualquier matriz de tamano n x n (diagonalizable o no) existe un
método practico que fue desarrollado por E.J. Putzer conocido como el método de Putzer

para determinar e4.

Otro problema interesante que difiere de los anteriores, resulta cuando la funcién den-
sidad u(t) depende de la posicién en la regién donde habita la poblacién, es decir, la
funcién u(x,t) determina la densidad de la poblacién en la posicién z y en el instante t.
Ahora bien, para poblaciones que se reproducen de forma continua y que se extienden por
una regién de manera aleatoria (como es el caso de las moléculas y los microrganimos en
la biologia) una descripcién adecuada a este comportamiento la hace la ecuacién lineal
del calor, es por ello que dicha ecuacion esta asociada a un modelo de difusion.

El problema de Cauchy asociado a la ecuacion del calor es

% =Au (z,t) € R" x R, ©)
u(x,0) = ug(x).

Un modelo que por su interés matematico incluiremos en este trabajo es la ecuacién lineal
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de Schrodinger

% =iAu (z,t) € R" x RT ™)
u(x,0) = uo(x),

donde A = —.
2 o
A partir de la funcién de onda u(z,t), solucién de la ecuacién de Schrédinger, se podran

obtener los valores medios de las distintas magnitudes observables asociadas a un sistema,

asi como la probabilidad de encontrar a las particulas en distintos puntos del espacio.

Para encontrar y/o establecer propiedades de la solucién a estos nuevos problemas surgen
varias preguntas tales como

. Tendria sentido definir dichas soluciones de forma similar a la de los anteriores proble-
mas, es decir, u(x,t) = e"®ug(x) en el caso de la ecuacién del calor y u(z,t) = e ug(x)
para el caso de la ecuacién de Schrodinger?, ;Cémo definir los operadores e'® y ¢2?, ;En
qué tipo de espacios estan bien definidos estos operadores y qué propiedades tienen?.
Para dar respuesta a algunas de estas preguntas es necesario abordar el estudio de los

espacios de Schwartz, de la transformada de Fourier y la teoria de semigrupos, que van a

ser de gran utilidad en el desarrollo de este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

A continuacién mencionaremos algunas definiciones y resultados relacionados con el es-

pacio de Schwartz, su dual S’ y la transformada de Fourier en dichos espacios.

1.1. Espacio de Schwartz, S(R")
Definicién 1.1. Sea f: R" — C, f € S(R") si
1. f e C®R").
2. Para todo o, B € Ny multi-indices se tiene que ||f||, 5 < oo, donde

)

1Fll0.5 = €Y D?fl. = sup oD’ /(@)

18l
con 2 = aitas?..afr, DO f(x) = oy |B] = 1+ B2 + - + B
1 2 n

En el caso B = (0,---,0), D°f = f.

Definicién 1.2. Una sucesion {fy : k € N} en S(R") converge a f € S(R")

si|[fx = fllag — 0, cuando k — oo para todo o, B € Np.

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

El conjunto S(R™) dotado de esta convergencia se denomina espacio de Schwartz y se
denotara por S(R").
Propiedades: Sean f,g € S(R"™), a multi-indice, L un operador diferencial y P(z) cual-

quier polinomio. Entonces,

Def e S(R")

P()f() € S(R™)

= L(P()f()) € S(R)

= P()L(f()) € S(R")
Proposicién 1.1. Sea 1 < p < +o0, entonces S(R") C LP(R™).
Proposicién 1.2. Sea 1 < p < 400, entonces S(R™) es denso en LP(R").

Demostracién. Ver [7, Pag.21].

1.2. La Trasformada de Fourier definida para funcio-
nes de S(R") y algunas de sus propiedades.

La transformada de Fourier es un elemento muy importante en nuestro trabajo, pues nos
ofrece técnicas que facilitan el desarrollo de nuestra teoria, ademas la transformada de
Fourier en el espacio de Schwartz tiene la propiedad interesante de ser un automorfismo,
esta propiedad permite extender la definicién de la transformada de Fourier a funciones
generalizadas pertenecientes al espacio dual 8’ del espacio de Schwartz.

Daremos a continuacion la definicion de transformada de Fourier.
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Definicién 1.3. Sea f : R™ — R, se definen la transformada directa e inversa de Fourier

de f, mediante las formulas

Foe [f(@)] (€) = (2m)° / &6 f(2)dr 2 (),

n

not
@) © = em)F [ o )i fie),
siempre que dichas formulas tengan sentido y donde (£, x) representa el producto interno

en R™.
Notemos que si f € S(R™), entonces
F©) <0t [ 15@dr= @m0 | fl

de donde

O] = Cm Il (L.1)

sup
¢eRn

Asi,

HfHLoo(Rn) S(Zﬂ')_% ||f||L1(Rn).

Entonces podemos concluir que si f € S(R"), f es bien definida y ademés f € L=(R™),
es decir, la transformada de Fourier es un operador de S(R") en L>*(R").

Propiedad 1. (Transformada de la derivada) Sean f € S(R") y a multi-indice, entonces

Fyse [D°f(2)] = i€ f(€), donde € € R, 0 € Nj y €% 1= &)1 €57 -+ €0m,

Propiedad 2. (Derivada de la transformada) Sean f € S(R") y a multi-indice, entonces

D*f(&) = (=) [(-)*/T7(&).
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Observaciéon
» De (1.1) y la propiedad 1, se tiene

sup
£eRn

£ f(6)] < @m) 1D fllpsgan) < +oo.

Asi a mayor suavidad de f, mayor es la rapidez con que f (&) — 0 cuando |£] — oc.

» De (1.1) y la propiedad 2 tenemos

sup [D°f(6)] < (2m)7F () £y < +o00.

£eRn

Esto es, a mayor velocidad con que f — 0 cuando |x| — oo, mayor es la suavidad
de f(&).
De las observaciones anteriores se puede concluir que la transformada directa e inversa de

Fourier son operadores de S(R") en si mismo.

Propiedad 3.

» Para S(R") dotado con la norma de L?*(R™) F es una isometria de S(R") en si

mismo, esto es, si f € S(R") entonces

RERIES

= Si f,g € S(R™) entonces

L2

fgdx = fgdzx.

Rn RTL
» La Transformada inversa es el operador inverso de la Transformada de Fourier en
S(R™), es decir,
Ft=(F)"

Demostracién. Ver [3, Cap.6].
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1.3. Dual de S(R"), S’

Para los matematicos de los ltimos anos, las funciones generalizadas son un tema muy
importante tanto a nivel teérico como aplicado. El concepto de funcién generalizada sur-
gi6 de la necesidad de dar soporte matematico a ciertos pensamientos idealizados en la

fisica, con el fin de extender la nocion clasica de funcién.

Definicién 1.4. Sea S(R") el espacio de Schwartz. Las aplicaciones del espacio lineal
S(R™) en el conjunto de nimeros complejos, reciben el nombre de funcionales definidos
sobre S(R™) o simplemente funcionales. El valor del funcional f en ¢ € S(R™) se designa

mediante (f,p) y se lee “f actuando sobre ¢”.

Los funcionales f, g son iguales (f = g) si y sélo si para todo ¢ € S(R"), (f,¢) = (g, ¢).
Por otra parte f se llama funcional lineal, si para todo ¢,¢ € S(R") y para todo

a, f € C, se cumple la igualdad

(fs o+ B9) = alf, ) + B(f, 9).

Definicién 1.5. El funcional f definido sobre el espacio de Schwartz se denomina con-
tinuo, si para cada sucesion {¢g},cy en S(R™) convergente a ¢y € S(R™), se cumple
que

Y (f, o) = (f, #0)-

Definicién 1.6. Todo funcional lineal y continuo definido sobre S(R™), recibe el nombre
de funcion generalizada. El espacio lineal dual (con las operaciones estandar de adicion

y multiplicacion por escalar) de todos estos funcionales lineales y continuos se denota por

S (R") := S
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Definicién 1.7. Operadores lineales y continuos sobre S'.
Sean { fi}ren una sucesion en 8"y f € §. Se dice que {fi},en converge a f y se nota

fx — f, cuando k — oo si
Vo €8 lim (fy, ) = (f,¢)-
Definicién 1.8. El operador A: S — S es lineal si
Vf,g€ S yVa,B € C: A(af + Bg) = aAf + BAg

Definicién 1.9. Se dice que el operador A : 8§ — 8 es continuo, si fi, — f implica

que Af, — Af, cuando k — oo en S'.

A continuacién mostraremos que mediante una identificaciéon se tiene que LP(R™) con

1 < p < o0 estéd contenido en §'(R™). Para cada f € LP(R"), Ty de S(R") en C dado por
(T, ¢) = . f(@)p(x)de (1.2)
satisface que
» T} es lineal: scan ¢, ¢ € §(R™),
(Ty, ap + ) = . f(@)(ap + ) (z)dz
=of f@)p(@)de + 8 | f(x)y()ds

Rn

= a(Ty, ) + B(Ty, ).

= T es un funcional continuo: sea {¢i},cy € S(R™) una sucesion tal que ¢ — o,
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cuando k — oo, en S(R"),

lim (T, o) = lim f(@)or(x)dx
k—oo k—oo R™
— [ i f@)enta)ds
Rn k—oo

- [ @i
= (T, @o).

Por lo tanto, Ty € S’(R") para toda f € LP(R"), 1 < p < .

Obsérvese que la funcién definida de LP(R") en S'(R") es inyectiva.

1.4. La Trasformada de Fourier para elementos de S’

y algunas de sus propiedades.

1.4.1. Operador de transformada de Fourier de las funciones

generalizadas.

Teniendo en cuenta la propiedad 3 y usando la identificacién Ty para f € S(R") C LP(R")

se tiene que

(T5.9) = | f@pde = | J@)pde = (Ty.e).

Si denotamos T simplemente como f tendriamos que (f,p) = < 1, g0>, lo cual motiva la
siguiente definicion.
Para f € S’ se define transformada de Fourier de f al funcional f definido segin la

formula

Vo e SR™), (F(f), ) = (f,0) == ([, ).
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Probemos que f € §’, es decir que f es lineal y continuo. En efecto, sean f € S’

v, € S(R") y a, 5 € C, entonces

(frap +B0) = (f, (ap + B6)7) = (f.aB + 89) = a(f,¢) + B(f, 9).

Ademads sean {¢y}, .y una sucesién en S(R") y ¢o € S(R"). Si o —> o en S(R"),

entonces

(f,x) = (f:@8) — (£,%0) = (f,%0), cuando k — 400, (1.3)
dado que si ¢p — g en S(R™) entonces pr — Py en S(R™).
Esto es, (f, oK) — (f, ¢0), cuando k — 4o00. Hemos probado hasta aqui, que fes.
Probemos ahora que F' (operador transformada de Fourier) es un operador lineal y con-

tinuo de 8’ en §’. En efecto, sean f,g € §',p € S(R"),,y € C. Luego

A

((af +79)",0) = (af +79,0) = alf, &) + (g, ¢) = a(f, ) + (3, ¢)- (1.4)

Es decir, F' es lineal.

Ademds, sean f, € 8', para cada k € N, f € §’. Supongamos que f, — f en S’, es decir
Vo € S(R™) (fr,) — (f,¢), cuando k — +o0.

Ahora,
(frr ) = (fr: @) — (f.%) = (f.), cuando k — +o0.

Por lo tanto ( f, v) — ( 1, ¢), cuando k — 400. Por lo anterior F' es un operador lineal

y continuo de 8" en §’.

1.4.2. Transformada de Fourier para funciones de L!(R").

Hemos probado que LP(R™) C §'(R") para 1 < p < 0o, de esta manera existe la transfor-

mada de Fourier para las funciones de L'(R") en el sentido de S’ y ademés existe dicha
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transformacion en el sentido habitual.

Introduciremos una notacién que nos permite distinguirlas.

1. La transformada habitual

for=0n 8 [ e ),

donde la letra s hace referencia a “strong” que significa fuerte, por ello la llamaremos

transformada fuerte de Fourier.

2. Dado que f € L'(R™), entonces Ty € S'(R"). Asf la transformada en el sentido de
S’(R™) viene dada por

Vo € SR, (f,¢) = (f, >”:\<fw, ¢,

si denotamos por f a T%.
Donde la letra w hace referencia a “weak” que significa débil, por ello la llamaremos

transformada débil de Fourier.

Veamos ahora la relacion que existe entre las transformadas débil y fuerte para funciones

en L'(R").

Teorema 1.1. Si f € LY(R™) entonces fy = fu en el sentido de S'.

Demostracién. Ver [2, Pag 48|.

1.4.3. Transformada de Fourier para funciones de L?*(R")

Sea f € L*(R") C §'(R™). Entonces existe f,, en el sentido de S’, definida de la siguiente

manera

Vo € SR™), (fur0) = (f,¢).
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Pero nos preguntamos entonces ;qué sucede con la transformada fuerte de Fourier? Para
dar respuesta a esta pregunta debemos observar que la definicién anterior de transformada
fuerte de Fourier puede carecer de sentido, puesto que en general si f € L*R™), no

necesariamente |e~"¢®) f(z)| = | f(z)| € L'(R"). Por ejemplo la funcién

18tz >1
fx) =

0, si |z| <1,

estd en L?(R) pero no en L*(R). Esta situacién hace necesario otro mecanismo para definir

fs con f e L*(R™).

Lema 1.1. Para todo ¢, € S(R™), es vdlida la formula

| etwremas = [ gueEw@E

Como para z € C, 2z = \z|2, entonces para ¢, € S(R").
3 3
([ tetora) = ([ jpera)’
Rn R"

Vo € S(R"), ||90||L2(Rn) = ||S55||L2(Rn) '

es decir,

La expresion anterior es llamada la igualdad de Parseval. Ademés esta indica que Fj es
una isometria en S(R"), en el sentido de la métrica inducida por la norma de L*(R™).

Recordemos también que F,, F,! son inversas en S(R"), es decir,
Vo € S(RY), F [F;H (p)] = FHFi(9)] = ¢

El siguiente teorema permite definir la transformada fuerte de Fourier en L*(R") con la

ayuda de la transformada de Fourier en S (dado que el espacio de Schwartz es denso en

L2(R™)).
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Teorema 1.2. (Plancherel) Supéngamos que f € L*(R™).

1. Sea {¢@m},,en una sucesion en S(R™). Si Hrf om = [ en L?, entonces {{m}
—+00

m meN
Y {Pm fmen cOnVETgEN €N L?, cuando m — +oo. Haciendo f, ;== lim ¢, en L* y
m—r+00
fs = lUm @, en L% estos limites no dependen de la escongencia de la sucesion
m—+00
{Qom}meN :

2. Es wvdlida la 1gualdad de Parseval:

Vf € LARY), ( I3 7

sy~ W2y = 15l aeny-

3. Fy y F7! transforma L*(R") en L*(R") de manera biunivoca y son inversas entre

si en L?(R"); es decir,
Ve LR, F [FOU(f)] = Fo RN = f.

4. Las transformaciones débil de Fourier (en el sentido de S )y fuerte (en el sentido

de L?) coinciden en S'.

Demostracién. Ver [2, P4g.50].
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Introduccion a la teoria de

semigrupos

A continuacién presentaremos una introduccion a la teoria de Cy-Semigrupo, comenza-
remos con algunas definiciones y ejemplos. Posteriormente se enunciaran algunos teoremas
clasicos de la teoria de semigrupos.

En adelante a menos que se diga lo contrario V' denotard un espacio de Banach.

Definicién 2.1. Sea {S(t)},5, una familia de operadores lineales acotados en V. Se dice

que {S(t)},5o es un Co-Semigrupo si cumple que
1. S(0) =1, donde I es la identidad en V.
2. S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s >0.
3. Para cada u €V, S(t)u — u (convergencia en V') cuando t | 0.

Noétese que el término Cy, hace referencia a la continuidad del semigrupo en t = 0. Por

otro lado la segunda propiedad es llamada propiedad de semigrupo donde S(t)S(s) se

23
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entiende como la composicion de operadores. La tercera propiedad esta relacionada con
la continuidad de S(t) con respecto a t.

Asociado a los Cp-Semigrupos esta lo que se conoce como el generador infinitesimal.

Definicién 2.2. Sea {S(t)},5, un Cyo-Semigrupo en V. El generador infinitesimal

del semigrupo es el operador lineal A definido por

Au=1im 2= e pray (2.1)
tl0 t
con
D(A) = {u eV/ 1151}(1)1 w e:m'ste} . (2.2)

El siguiente ejemplo mostrara la relacién de semigrupos y el operador exponencial, el cual
en algunos casos nos permite expresar la solucién de problemas de valor inicial.
Ejemplo

Si A es un operador lineal acotado en V (V' espacio de Banach arbitrario), entonces

S(t) := e define un Cy-Semigrupo, donde €' se define mediante la serie

e AR (tA)?
e ._; o s LA e
=0

la cual estd bien definida gracias a que el operador A es acotado.
Recordemos que si A : V — V es un operador lineal y acotado se define la norma de A

como

I Au]
1A] = sup 12Uy
50 ally

Obsérvese que la norma definida anteriormente satisface las siguientes propiedades

< 400 (2.3)

Si Ay B son operadores lineales y acotados, entonces

= [AB|| < |A]l]1B]
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= Si A= B tenemos que ||A%|| < ||A|*, en general | A*|| < |A||*, para k = 2,3..., en

donde A* se entiende como la composicién de A consigo mismo k-veces.

Veamos que S(t) = e satisface las propiedades de Cy-Semigrupo en V.

1. S(0) :eOA=I+0A+%+--- =1
2. Como S(t Z k;' Z (Sﬁ) , entonces
k=0 =0
= (tA)* 2. (sA)
k=0 J=0

= (AR (sA)F O 1 o mltFARgm R Amh
SMS(s) =) kz:: B = 2 i 2= R Rl

m=0 0 m=0 k=0
. 1 - m kE_m—k Am - 1 m Am
:2%;X0m A7 = 3 o AT = S+ ),
m= :0 m=

3. Veamos que S(t)u — w cuando t | 0, donde S(t)u =

OO — (tA)* = || (tA)*
et —ul],, = Z ZT Y
k= v k=1 v k=1 14
Vv
Tomando j =k — 1
tF 1A P IIAlP
}j'””MWQMMHMZU%i-MHHMWWL%O
7=0

cuando t | 0.

Asi hemos probado que ||etAu — uHV — 0,cuando t | 0, con lo que se verifican las

tres condiciones de la definicién de Cy-Semigrupo para e*4.
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Veamos ahora, que el generador infinitesimal de e!” es A, esto es, para cualquier uy € V

se verifica que

S(t)ug —
T UL i N
t10 t
En efecto
etAuo — g o0 tk_lAk o0 tk_lAk
—t — AU,O y = AUO + Z Ll Uy — AUO = k! U
k=2 % k=2 1%
[t )A)® HAII [t]" | A]* HAII 2
Z luolly < e IIA]* flu Hvz = [t [|A])* [fuolly €M — 0,
cuando tl0.

En el siguiente ejemplo mostraremos que el operador traslacion en un espacio apropiado
define un Cj-Semigrupo cuyo generador es un operador no acotado.

Ejemplo

Sea V' el espacio de todas las funciones uniformemente continuas y acotadas en R con
la norma del supremo. Se define S(¢)f(xz) = f(t + x) (Operador traslacién), entonces
{S(t)},50 define un Cp-Semigrupo en V.

Primero mostraremos que V' con la norma del supremo es un espacio de Banach.

Sea { f,} una sucesién de Cauchy en V', entonces || f, — fm|| — 0 cuando n, m — +o0,

es decir,
Ve > 03dn. € Ntal que Vn,m > n.y Vo € R, |f,(z) — f(2)| <€ (2.4)
Como para cada = € R la sucesién {f,(x)} es de Cauchy en R,

3 lim f,(z):=L,

n—oo

Consideremos la funcién f : R — R tal que a cada x en R le asigna L,, y mostremos

que la sucesion {f,} converge uniformemente a f cuando n — +oo.
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Por (2.4) se tiene que para todo € > 0, existe n. € N tal que
Vm>n. y Ve € R, lm [fu(r) = ful@)] < M fu— full <
Luego por la continuidad de la norma tenemos que,
Ve >0 dn. € Ntal que Vm > n.y Vo € R, |f(z) — fi(2)] <e.

Asi,
sup [ f(z) — fin(z)] <€
zeR
por lo tanto ||f — f,.|| = 0 cuando n — +oc.
Demostremos ahora que f es uniformemente continua y acotada en R.

La funcion limite, f, es uniformemente continua. En efecto, para ¢ > 0 y n € N se tiene

que f, es uniformemente continua, es decir,

36.(n) >0 |7 —y| < 6. (n) = |fulz) = fuly)] < § (2.5)

y como {f,} converge a f, cuando n — oo, entonces existe N € N tal que si n > N
entonces |f(x) — fu(7)| < § para todo x € R. Para n* > N tenemos que existe d.(n*) que

satisface (2.5). Por lo tanto si |z — y| < d.(n*) entonces

[f (@) = fW)] < |f(@) = for (@) + [fre (@) = fre )] + [ (y) = F(y)] <€

Por otro lado, para cada z € R,

[f (@) < [f(2) = fulz)] + [ fulz)] < sup [f(2) = ful@)| + [fo(2)] < €+ My, sin > N.

Asi, f es acotada, de donde f € V', lo que prueba que V' es un espacio de Banach.
Mostraremos que los operadores {S(t)},5, con S(t)f(x) = f(t + z), definidos en V' son
lineales y acotados.

Sean a, 5 € Ry f,ge V.
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1. Linealidad.
St)(af+Bg)(x) = (af +B8g)(t+x) = af(t+x)+LBg(t+r) = aS(t) f(z)+BS(t)g(x)

2. Acotacién.
S f = 22£|5(t)f(flf)| = ilelg\f(ﬂrx)l = ilelglf(x)l = [/

luego

15 = sup O
revirzo ISl

Verifiquemos que el operador traslacién define un Cyp-Semigrupo
1. S(0)f(x) = f(0+z) = f(z) (Identidad en V)
2. 5(t+s)f(x)=ft+s+x)=50)f(s+z) =S5()S(s)f(x).
3. Dado g €V,

1S(t)g — gl = sup 1St)g(x) — g(z)| = sup l9(x +t) —g(x)| — 0 cuando ¢ | 0.

Es decir para cada g € V se cumple que S(t)g — g cuando ¢ | 0.

Determinemos el generador infinitesimal del semigrupo asociado a los operadores de trans-
lacion.

Notemos que

, siempre que dicho limite exista,
£10

donde DT es la derivada por derecha de la funcién f.

Asi podemos ver que, si f € D(A), entonces DT f existe para cada punto, ademds es
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acotada y uniformemente continua.

Usando la formula de Taylor tenemos que

f(x)_j:(x_t) _D+f<x_t)_|_@—>D+f(x) cuandotio

por la continuidad de DT f. Por lo tanto,

_ - S@) = flaz—1)
D™ f(z) = lim ;

i = D" f(x)

existe en todo punto y ademds D~ f = DT f. Se sigue que f es diferenciable en todo punto.

Asi,

D(A) = {f € V/f existe en todo punto y f" es uniformemente continua y acotada en R}

T S(t)f_f_ !
Af=tm—=—+=/

Teorema 2.1. Sea {S(t)},5, un Co-Semigrupo en V. Existe M > 1 y w tal que
1S#)]| < Me™, para todo t > 0.

Observacion. Cuando t =0 ||[S(t)|| = ||| ¥ [[{z] < ||| ||z] de donde ||z|| < ||I]| ||z]], es
decir 1 < ||I]| € M lo cual explica que M > 1.

Demostracién. Ver [7, P4g.175].

Teorema 2.2. Sean {S(t)},5, un Co-Semigrupo en V', sea A su generador infinitesimal

yu € D(A), entonces

S(t)u € C([0,00); V) N C([0, 00); D(A)) y

d

E(S(z&)u) = AS(t)u = S(t)Au.
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Demostracién. Sea u € D(A)

(S@%J)S@ SISt — St S(h+tu—SHu  SE)S(hyu— Sty
h “= h - h - h

= S(t) <S(h)]1; — u> — S(t)Au, cuando h ] 0.

Luego para todo u € D(A), S(t)u € D(A). Ademas AS(t)u = S(t)Au = D*S(t)u.

Por otro lado

S(t)u — S(t —h)u

Asi,

— S(t)Au

h

stu—iu—mu

gHsa—m(Eﬁﬁiﬂ-ﬁm>wﬂw@—hy—awpmw

Pero

S(h)u —u

Hs@—m( ) _AOHSARM S(h)u—u

h

— AuH — 0 cuando h | 0

I(S(t = h) = S(@)Aul| = [|S(t = h) Au — S(t) Aull

<|IS(t—h

)

= [I5(t = h)Au = S(t = h)S(h) Aul|
) [Aw = S(h) Aull
(

< Me™ ||S(h)Au — Au|| — 0,cuando h | 0.
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Asi D= S(t)u = S(t)Au = D*S(t)u. Por lo tanto,

d

a(S(t)u) = AS(t)u = S(t)Au.

Por otro lado como S(¢)u es continua en V', entonces también lo es en D(A). Esto completa

la demostracion del teorema.

Observemos que si {S(t)},-, es un Cy-Semigrupo, con generador infinitesimal A, entonces

puede mostrarse que u(t) = S(t)uy define la tinica solucién del problema de valor inicial

uw'(t) = Au(t), con t>0

u(0) = uo,

siempre que ug € D(A). Esto muestra que existe una estrecha relacién entre los semigrupos
de operadores y las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Antes de enunciar el siguiente lema notemos que *

: /t " S(r)udr — /t " S(t)u df}

/t S(r)udr —[(t+ h)S(t)u — tS(t)u]}

t+h
% /t (S(r) — S(t))udr =

/t " s dr hS(t)u]

SIS

t+h
/t S(T)udr — S(t)u.

Lema 2.1. Para todo u € V, se tiene la siguiente igualdad

1 t+h

1}%1 il S(T)udr = S(t)u.

1Las integrales correponden a la integral de Bochner, para mayor detalle ver Fundamentos de Analisis

Matematico, B. Cascales y S. Troyanski, Universidad de Murcia 2007.
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Demostracién.

I3 [ somar—stou = |5 [ isw-stpuar

Como S(8)S(t)u — S(t)u cuando ¢ | 0, para cada € > 0, existe 6*(e) > 0 tal que si
|0] < 0% entonces ||S(6)S(t)u — S(t)ul| < e.

1 t+h
<i [ 18- s@ul
t

Es decir, ||S(t + 6)u — S(t)u|| < € siempre que 0 < § < §* = h, por lo tanto si 7 =t +0 se
tiene que 0 < 7—t = § < h, que es equivalente a tener |7 — t|| < h, con h suficientemente
pequeno implica que ||S(T)u — S(t)ul| < e.

De donde

< € y asi obtenemos el resultado.

H% /t " S yudr — S(t)u

A continuacion presentaremos algunas propiedades del generador infinitesimal de un Cj-

Semigrupo, para ello usaremos las siguientes definiciones.

Definicién 2.3. Sean V' y W espacios de Banach, A un operador lineal (con D(A) C V')
tal que A : D(A) — W.
1. Diremos que A es un operador acotado si existe C' > 0 tal que
| Aullyy, < Cu|ly , para cadauw € D(A)
de lo contrario se dice que A es no acotado.

2. Diremos que A es un operador densamente definido si D(A) =V.

3. Diremos que A es un operador cerrado si para toda sucesion {v,} CV tal que

v, — v, cuando n — oo y Av, — u, n — 0o se tiene que

veDA) yAv=u.
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Teorema 2.3. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-Semigrupo {S(t)},, en V.

Entonces para todo u € V,

/ot S(rjudr € D(4) y 4 (/Ot S(r)u dr) = S(t)u —u.

Demostracién. Dado h > 0,

(S0=1) [ st -

{ /0 t(S(T + h)u — S()u) dr]

[/OtS(T%—h)udT—/otS(T)udT}.

> = =

De aqui, haciendo y = 7 + h,

(%) /0 S(rudr =

t+h

S(y)u dy — /0 Sy dT}

tS(T)u dr + /t " S(r)udr — /0 ' S(r)udr — /h t S(r)u dT]

t+h

S= = S

S(r)u dr — /0 S dT} |

Ahora por el Lema 2.1

) 1 t+h ) 1 h
iy [ SEudr =1 /0 S(r)udr = S(t)u — S(0)u = S(t)u —u,
de donde
_ t
lim (M) / S(T)udr existe,
hl0 h 0
es decir,

/t S(t)udr € D(A).

Ademas por la definicién de generador infinitesimal

A ( /O Sy dT) — S(tu—u.
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Corolario 2.1. Si A es el generador infinitesimal de un Cy-Semigrupo {S(t)},5,, entonces

A es cerrado y densamente definido.

Demostracién. Sea u € V. Entonces

/h S(t)udr € D(A),

por el Teorema 2.3 y por el Lema 2.1 tenemos que
1 [k
E/ S(r)udr — S(O)u = u,
0

asi D(A) es denso en V.
Probemos ahora que A es un operador cerrado; supongamos v, € D(A) tal que v, — v
en V y ademds Av,, — u en V, debemos mostrar que v € D(A) y que Av = u.

Obsérvese que

S(h);: —v _ nlggo S(h)v;: — Uy
ademds como
d(S(t)vn)
_— A
o S(t)Avy,

integrando respecto a t tenemos

/0 %dt: /0 S(t) Av, dt

y
h
S(h)um — S(0)u, = / S(t) Av, dt
0
de donde
Sthjv—v . Shyv,—v, I
i St () A
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Pero como Av,, — u se sigue que

_ 1 [P
S(h);: v_ E/ S(7)u dr — u cuando h — 0.
0

Esto es v € D(A) y Av = u. Con lo cual se finaliza la prueba.
Este corolario implica que si un operador no acotado genera un Cp-Semigrupo entonces

dicho operador debe ser cerrado y densamente definido.

Teorema 2.4. Si dos Co-Semigrupos {S1(t)},~q y {Sa2(t)} s, tienen el mismo generador

infinitesimal A, entonces ellos son identicos.

Demostracién. Para u € D(A) y t > 0, consideremos la siguiente funcién
F(s) = Si(t — 5)Sa(s)u.

Del Teorema 2.2, podemos afirmar que

dZ_{(:) = —AS;(t — 8)S2(s)u+ Si(t — s)ASa(s)u =0

de donde la funcién F'(s) es constante, y asi F'(t) = F'(0). Luego
Sl (0)32(15)71 = Sl (t)Sg(O)u
So(t)u = Si(t)u, para todo t > 0.

Pero como D(A) es denso en V entonces Sy(t)u = Si(t)u, para todo u € V' y para todo
t > 0, lo que prueba el resultado.
El siguiente corolario establece una relaciéon entre el operador exponencial y los semigru-

pos.
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Corolario 2.2. Si {S(t)},5, es un Co-Semigrupo con A un generador infinitesimal aco-
(tA)"
Kl

o
tado entonces S(t) = et = Z
k=0

Definicién 2.4. Sea {S(t)}t20 un Cy-Semigrupo. Decimos que es un Semigrupo con-

tractivo (Semigrupo de contraccion), si se cumple que ||S(t)|| < 1, para todo t > 0.

Teorema 2.5. (Hille-Yosida) Un operador lineal no acotado A en un espacio de Banach

V' es el generador infinitesimal de un Semigrupo contractivo, si y solo st,

1. A es cerrado.

2. A es densamente definido.

3. Para todo A > 0, (A — A)_1 es un operador lineal acotado y H()\I — A)_lH < %
Demostracién. Ver [7, P4dg 178]

Definicién 2.5. Sea {T'(t)},2 __ una familia de operadores definidos en un espacio de

Hilbert H que satisfacen las siguientes propiedades

1. Para todot € R, T(t): H— H es una isometria; lo que implica
IT@) Nl = £l > para todo f € H.

2. T(t)T'(s) =T(t+s) para todo t,s € R.
3. T(0) =1, con I la identidad en H.

4. Fijando f € H, la funcion ¢ : R — H definida por ¢¢(t) = T(t)f es una funcion

continua.

Entonces {T'(t)},> . es llamado un grupo unitario de operadores.
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Ejemplo

En este ejemplo consideraremos una vez mas el operador traslacién del que ya probamos
que define un Cp-Semigrupo en un espacio de Banach V' adecuado (funciones uniforme-
mente continuas y acotadas en R). Ahora si lo definimos en el espacio de Hilber L?(R),
se puede demostrar que define un grupo unitario de operadores y ademas que describe la
solucién u(z,t) = T'(t) f(z) del problema

du(z,t)

Ou(x,t)
= Ty z,t €R

u(z,0) = ug(x).

A continuacién enunciaremos un teorema conocido como teorema de M.H. Stone que nos

permite caracterizar los grupos unitarios de operadores.

Teorema 2.6. (M.H Stone) La familia de operadores {T'(t)},> . definidos en un es-
pacio de Hilbert H es un grupo unitario de operadores si y solo si existe un operador A

autoadjunto (no necesariamente acotado) tal que

si se considera D(A) el dominio del operador A, el cual es denso en H, y f € D(A),
entonces tenemos que
t—0 t

=iAf.
Demostracién. Ver [15].

Otros resultados que seran de gran utilidad en el desarrollo del siguiente capitulo son

enunciados seguidamente

Definicién 2.6 (Convolucién). Formalmente la convolucion de dos funciones fy g

se define como la funcion

U*m@ﬁz]wf@—yM@M%
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siempre y cuando dicha integral ezista.

Dicha funcion satisfase las siguientes propiedades
Propiedades Sean f y g funciones para las cuales los términos que aparecen a continua-

cion esten definidos.

1. Si a es un multi-indice,

D*(fxg) =D x*g= fxD%.

2. fxg=gx*f.
3. (f*9)7(€) = (2m)% f(©)g(€)
4. (f*9)1€) = (2m) 2 f(£)g(9)

Obsérvese que de la primera propiedad, si f es |a|-veces diferenciable independiente de

que g lo sea se tiene que
D*(fxg)=D"f=g.

En el caso que g sea diferenciable del mismo orden, tendremos la otra igualdad.

Para consultar las demostraciones de estas propiedades ver [3, Cap. 6].

Teorema 2.7 (Desigualdad de Young). Supongamos que p,q,r € [1,+00] cumplen que
1= % + % —1. 8i f € LP(R") y g € LYR") entonces f g € L"(R™) con la estimacion

r

1f = gll, < I£1l, llgll,

Demostracion ver [4, Pag. 17].



Capitulo 3

El semigrupo de la Ecuacién del

Calor

En este capitulo consideraremos el problema de Cauchy asociado a la ecuacién del calor

% =Au con (z,t) € R" x RT, (3.1)

u(z,0) = up(x).
Para dar solucién a este problema vamos a utilizar fuertemente la teoria desarrollada en
el primer capitulo, inicialmente supondremos que nuestras funciones u(z,t) pertenecen
al espacio de Schwartz. En tal caso para resolver dicho problema vamos a aplicar pro-
piedades de la transformada de Fourier y utilizaremos resultados de la convolucion y de

aproximaciones de la identidad. Comenzaremos con la siguiente definicion

Definicién 3.1 (Aproximacién de la identidad). Para cada a > 0 sea ¢, € L'(R") y

supongase que cumplen las siguientes propiedades

1. pa(x) >0 Vo e R™

39
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2. |lall, =1 Va > 0.

3. Para todor >0

lim wa(z)dr =0,

al0 |z|>r

en este caso decimos que {¢,} es una aproximacién de la identidad.
Es necesario mostrar que tal objeto existe. Con el siguiente teorema se prueba tal exis-

tencia.

Teorema 3.1. Sea ¢ € L'(R™) tal que p(z) > 0 Va y |||, = 1. Entonces la familia de

funciones
ws(x) = <1> © (E) con s € (0,00),

es una aprorimacion de la identidad.

Demostracién. ver [6, Cap. 7).

El siguiente teorema justifica el nombre de aproximacién de la identidad.

Teorema 3.2. Para toda f € LP(R™),1 < p < oo se cumple que
I o= fll, =
im 1f*¢a—fll,=0

Demostracién ver [4].
Volviendo al problema de valor inicial (3.1) y haciendo uso de las propiedades de la

transformada de Fourier podemos escribir nuestro problema inicial de la siguiente forma

dugt) _ _ |§|2@(§ t) con t>0
ot (3.2)

/&(’57 O) = ﬁO (5) 5 - parémetro,

que es un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual resolvemos con una de

las técnicas asociada a las variables separables, para asi obtener la siguiente expresion
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para la solucién

(€, t) = e a,(¢).

Por otro lado si g(x) = e_%, se puede probar que §(&) = (2t)ze e,
lo cual permite escribir e‘t‘5|2ﬁ0(£ ) en términos de la transformada de Fourier.

En ese caso tenemos que

@& ) = (2)72g(&)io €)
= (2)75(2m) 2 (g uo)(§)

= (dmt) % (g * o) (€)-

N3

Ahora si aplicamos transformada inversa de Fourier a la anterior igualdad obtenemos que
la solucién de (3.1) esta dada por
u(z, 1) = (4m)~% (g % o) (v)

12

= (47rt)’%(e ar k) ()

_n _le—y[?
= (4mt) 2/ e 1 ug(y)dy.

La expresion anterior estd bien definida debido a que uy € S(R").
Consideremos la funcién K (z) llamada el nicleo del calor, definida por
_n =2 n
K(z) = (4m)"ze” 3+ 2 € R", (3.3)
que es una funcién infinitamente diferenciable, integrable, acotada y ademas
K(x)dx = 1.
R
Ahora si definimos

1

n
2

~+
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se puede probar que su transformada de Fourier viene dada de la siguiente manera
Ri(€) = (2m) el

y que ademéas {K; : t > 0} es una aproximacién de la identidad en R", ya que satisface
las condiciones del Teorema (3.1) con ¢(x) = k(z) y s = V1.

A K,(z) se le conoce como solucion fundamental de la ecuacién del calor, y ademas se
tiene que

2|2
| Ky (z)| dx = (4tm) "2 / e dy = 1 (tomando u = z/2V/t).

n

Rn
Esto es, || K}||, = 1, para todo ¢t > 0.
Dada f € LP(R™), 1 < p < oo, definimos

Tif(z) = (Ky x f)(x) = (47375),; /n 6_%f(y)dy _ (471)2 /Rn Flo+ \/Ey)e‘%dy,

la ultima igualdad se obtiene haciendo el cambio de variable u = y_f,t > 0. Parat =10

=

se define Ty f = f.
Obsérvese que, por la desigualdad de Young, T;f estd bien definida para f € LP(R™) con

1 < p < oo. En particular para f € L*(R") tenemos que
(T.f)7(€) = (K= )7(€) = (2m)"Ku(€)](§) = e f(©),

y dado que el operador transformada es inyectivo, usando la definiciéon de transformada

inversa de Fourier, podemos escribir a T; f(z) de la siguiente forma

T,f(x) = (2m) " / e UeF ()¢S dr.

n

A continuacién enunciaremos un teorema que nos proporciona propiedades importantes

asociadas a la familia de operadores {7}},,.
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Teorema 3.3. La familia de operadores {Tt}tzo satisface las siquientes propiedades

1. Cy-Semigrupo: Dicha familia es un Cy-Semigrupo en LP(R™),1 < p < oc.
nooo2
2. Generador infinitesimal: el operador Laplaciano A = Z 922 es el generador infi-
T4
i=1 i
nitesimal de {Ti},,-
3. Propiedad conservativa y de positividad: T;1 =1 y si f > 0 entonces Ty f > 0 para
todo t > 0.
4. Propiedad de contractividad: para todot >0 y 1 < p < o0,
1T A1, < A1, -
5. Propiedad de continuidad fuerte en LP: para todo 1 < p < oo y todo f € LP(R") la
aplicacion t — Ty f es continua de [0,00) en LP(R™).
6. Propiedad de simetria: para todo t > 0, Ty es un operador autoadjunto en L*(R™),
es decir:
| nt@a@de= [ fang(s
n R?’L
Demostracion
1. Dicha familia es un Cy-Semigrupo en el espacio de Banach LP(R"), 1 < p < oc.

La linealidad de estos operadores se obtiene gracias a las propiedades de convolucion,
la acotacién se sigue de la continuidad del operador T; que se probara mas adelante.

A continuacién probaremos las tres condiciones de la definiciéon de semigrupo.

» Ty f = f por definicién.
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» Propiedad de semigrupo: T3, 14, f = T3, (11, f)
Inicialmente haremos la prueba para funciones f en el espacio de Schwartz.
Usando las propiedades de la transformada de Fourier respecto a la convolucion

tenemos que

~

(Toa £ (€)= (Koyyry % 1) (€)= (21)"2(Kiy10,) " f(6)
— e*(t1+tz)|£|2j?(§) _ 67t1\£|2(67t2\£|2f(§)
= (2m)" Ky, (€) (2m)" P Ky (6) f (€)
= (K, * (K, + f))(8)

Por la inyectividad del operador transformada de Fourier en S(R") se tiene

que

Ty i f () = (K (K % f)) (@) = (Ko % (T f)) () = (T3, (Ti f ()

Por otro lado, veamos que para cada t > 0 T; es un operador continuo, esto
es, dado f € LP(R™) y {p,} una sucesién en LP(R™) tal que ¢, — f entonces
Tipn — Tif en LP(R™). En efecto,

| Tyon — Tif|l, = [1Ks * on — K¢ * f1|,, (prop. convolucién)
— 1K, # (¢ — ), (Desig. de Young)

< 1Kl llen = 111,

= |jon — pr — 0, cuando n — oo.

Ahora bien, como S(R") es denso en LP(R") para 1 < p < oo y T; es un ope-
rador continuo entonces la propiedad de semigrupo se satisface para funciones

en LP(R") con 1 <p<oo.
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» Veamos que para un f fijo en LP(R™) con 1 < p < oo, Ty f — f, cuando ¢t | 0,
en efecto,

dado que K; es una aproximacion de la identidad tenemos que
lim 1K+ £ = f1l, = tim Tof = £1, = 0.

2. Para probar que el generador infinitesimal del semigrupo del calor es el operador
Laplaciano, definiremos u(x,t) = T, f(z), usaremos el resultado del Teorema (2.2) y
la propiedad del operador derivada respecto a la convolucion.

Sea A el generador infinitesimal del semigrupo {Tt}tzm veamos que A coincide con

el operador Laplaciano. Como

B 1 lz]> n e
AKy(x) = 2(ant)? {— - —} e (3.4)

entonces

Au(x,t) = A[K,; x f](z) = [AK; % f](2)

1 ly— x> n| _jeu?
— — - — it d
2(4t)3 / . [ oz | " Wy

ou
— E(

x,t)

Dado que el generador infinitesimal de un Cy-Semigrupo es tnico (Teorema 1.5.4)

y ademds 4 (T,f) = AT, f entonces A = A.

3. Propiedad conservativa y de positividad

La primera igualdad se obtiene de forma inmediata haciendo el siguiente cambio de

— Yy

= v

1 z—y 2 2 n 1
El —= = / 6——‘ 4t—‘ 1dy — ﬂ\/ 6_‘U|2du — — / e—ly‘Zdy _ 1
(Amt)2 Jgn (Art)z Jgn (m)z Jge

Con respecto a la positividad de T} f es clara dado que K; es siempre positiva.

variable u esto es
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4. Propiedad de contratividad: Utilizando la desigualdad de Young (Teorema 2.7) con

r=pyq=1tenemos que

TN, = e+ Fll, < A e lly = 1A,

Podemos decir entonces que {7;},., es un semigrupo contractivo en LP(R") con

1 <p<oo.

5. Propiedad de continuidad fuerte en L
Para todo f € LP(R™) la aplicacién ¢ — T} f es continua de [0, +00) en LP(R™).
Veamos que para un f fijo en LP(R™) Ty f — Ty, f, si t — to. En efecto,

Hin 1T = T fll, = Jim WK S = Koo+ 11,
= lim [|(5, — 15, £,

< Hm [|(K: = Kao)ll 1],

= lim |[(4t7) " 2e” S (4tom) " Ze ‘“0 ||f||
t—to
h’m(4t7r)_%e S (4tgm)~ ze” 4t0 HfH =0.

t—to

6. Propiedad de simetria
Para probar que

| Tr@gtes = [ f@imois

se usa el Teorema de Fubini y se obtiene que

1 _le—y]?
/n Tif(x)g(x)de = ()3 /n(/n e @ f(y)dy)g(z)dx

= G L L s

~ [ Tty

|3
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A continuacién enunciaremos una proposicion que es muy importante ya que garantiza la
existencia de la solucién del problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon del calor, también
dice que la solucién es C*°(R"™ x R*) a pesar de que su dato inicial es una funcién en

LP(R™).

Proposicién 3.1. Si f € LP(R") con 1 < p < 0o y u(x,t) = Ti f(x) entonces u(x,t) es

una funcion C°(R™ x R™) y es solucion del siguiente problema

9u(x,t) = Au(z,t) con (x,t) € R" x RF

u(z,0) = f(z).
Demostracion.

Como A es el generador infinitesimal de {7}, , por el Teorema (2.2) se tiene que

ou _OLf

Ademas u(x,0) = Tof(z) = f(x).

(x,t) = ATy f(x) = Au(z, t).

Dado que K;(z) es infinitamente diferencible se obtiene u(x,t) es de clase C*°(R™ x RT).
En este momento estamos en condiciones de responder parte de las preguntas que se
plantearon al inicio de este trabajo, esto gracias a los resultados del Teorema(3.3) y a la

proposicion anterior.

= ;Tendria sentido definir la solucion de la ecuacion del calor de forma similar a la
de los problemas planteados en la introduccién de este trabajo, es decir, u(x,t) =
ePug(z)?
Si, pues sabemos que {Tt}tZO es un Cy-Semigrupo cuyo generador infinitesimal es A
de donde T} f = e f, asi que por la proposicién (3.1) se sigue que u(z,t) = Tiug =
tA

e'“ug(x) es la tnica solucién del problema de valor inicial (3.1), ademés recordemos

que para los problemas planteados a manera de motivacién en la introduccion de
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A

este trabajo se definié u(t) = e'uy como su tnica solucién (para A un nimero real

o A una matriz cuadrada).

oo
tA)k
Nétese que en dichos problemas se define et = Z ( k') , mientras que para la
k=1 '
ecuacién del calor no es posible definir el operador e*® como una serie dado que no
o0 k
. : A (tA)
tiene sentido la expresion e~ = Z o
k=1

» ;Cémo definir el operador e2?

Si consideramos el problema de valor inicial

% =Au con (z,t) €R" xR,
u(z,0) = ug(x).

A

el operador e asigna a ug la solucién u del problema anterior, es decir,

e ug(z) == u(z, t).

Por otro lado si f € LP(R"), 1 < p < oo podemos definir ¢'® como

) = gt o S0

A

Las definiciones anteriores para e> con 1 < p < oo son equivalentes, dado que

1 _le—y?
o) = ) = s [ vy

para uy € LP(R").

= ;En qué tipo de espacio estd bien definido dicho operador y qué propiedades tiene?
Para que la expresion anterior tenga sentido es suficiente que el operador e!® esté de-
finido en los espacios LP(R™) con 1 < p < 00; este operador cuenta con muy buenas

propiedades que enunciaremos a continuacion
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1. La familia de operadores {em} es un Cy-Semigrupo contractivo en LP(R™) con

t>0

1 < p < oo cuyo generador infinitesimal es el A.
2. El operador T} es un operador continuo de LP(R™) en LP(R™) con 1 < p < 0.

3. Para todo 1 < p < oo y todo f € LP(R™) la aplicacién t — e f es continua de
[0,00) en LP(R™).

4. Para todo t > 0, ' es un operador autoadjunto en L?(R"), es decir
| e t@gtis = [ ey
n ]Rn

5. La funcién u(x,t) = e®ug con ug € LP(R"), 1 < p < 0o es una funcién C°(R" x RY)

y ademas es solucion del siguiente problema de valor inicial

%(l’at) = Au(z,t) con (z,t) € R" x RT

u(z,0) = ug(x).
Para el caso de la ecuacion del calor no homogénea

% (r,t) = Au(r,t) + f(z,1) con (r,f) € R x R (35)

u(z,0) = ug(x),

una solucién se puede determinar usando el principio de Duhamel, esto es, si consideramos
la funciéon definida por

w(z,s) =Ti_su(z,s), 0<s<t

con u(z,t) una solucién de (3.5),
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entonces
a—w(x, s) = —AT,_su(x,s) + Tt_s@(x, s)
0s t
= AT, qu(z,s) + Ti_sAu(z, s) + T,_s f(x, s)
= Tt*Sf(% 5)‘

Integrando respecto a s desde 0 hasta ¢, tenemos que

w(z,t) —w(x,0) = /o Ti—sf(x,s)ds

es decir,

u(x,t) = Tyug + /t Ty of (x,8)ds = e ug(x) + /t A f () 5)ds (3.6)
0 0

1 _lz—y? t 1 _%
— (47rt)% /ne t uo(y)dy+/0 w/ne ( >f(y73)dyd5_ (3.7)

Obsérvese que si en (3.5) el dato inicial es identicamente cero entonces la solucién esta

dada por

! 1 _leyl?
u(zx,t) :/0 m/ne =9 f(y, s)dyds. (3.8)

A continuacién introduciremos un teorema que nos dé condiciones bajo las cuales podemos
garantizar la existencia de solucion del siguiente problema
% (x,t) = Au(z,t) + f(z,t) con (z,t) € R" x R*

o (3.9)
u(x,0) = 0.

Teorema 3.4. Sea u dada por (3.8) y f € C*YR"™ x [0,00)) con soporte compacto,

entonces
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» y e 'CH(R" x (0,00))

= B(1,t) = Au(x,t) + f(z,t) con (z,t) € R* x R

» u(z,t) = 0, cuando (x,t) = (x0,0), para cada punto o € R", (x,t) € R" x R*.

Demostracién Ver [10, Pdg 50].
Considerando los teoremas de existencia de solucién del problemas de Cauchy asociados
a la ecuacién del calor homogénea (3.1) y no homogénea (con dato inicial identicamente

cero) (3.9) se puede garantizar la existencia de solucién para el siguiente problema

% (x,t) = Au(z,t) + f(z,t) con (z,t) € R* x RF

u(z,0) = ug(x)
Considerando la funcién

w(z,t) = uy(z,t) + ug(z, t),

donde u; (z,t), ug(z, t) son soluciones de (3.1) y (3.9) respectivamente.

Obsérvese que la afirmacién anterior tambien se ve reflejada en (3.7) en donde el primer
término de esta expresion es la solucién del problema homogéneo con dato inicial distinto
de cero y el segundo término es la solucion del problema no homogéneo con dato inicial
identicamente cero.

Hasta aqui hemos discutido la existencia de la soluciéon del problema de Cauchy asocia-
do a la ecuacién del calor (homogénea y no homogénea), pero es natural preguntarnos
jserd unica esta solucién?, jbajo que condiciones se garantiza unicidad de la solucién ?

El siguiente teorema nos permite dar respuestas a las anteriores preguntas.

Teorema 3.5. (Unicidad para el problema de Cauchy)
Sea T > 0, supongamos que f € C°(R" x [0, T]) y up € C°(R™). Entonces el problema

LC2L(R™ x (0, T)) = {u DU, %’ 822(91;_7.7% € CO(R™ x (O,T))}
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(3.9) admite a lo sumo una solucién cldsica u € C*'(R"™ x (0, T]) NCY(R™ x [0, T]) dentro

de la clase de funciones que, para ciertas constantes positivas A y a, verifican
Ju(z,t)] < Ae®l® Yz e R 0<t< T

Demostracién. Ver[10, Péag. 59



Capitulo 4

El semigrupo de la Ecuacién de

Schrodinger

En este capitulo estudiaremos el semigrupo para la ecuacién de Schrodinger, cuyo proble-
ma de Cauchy asociado es el siguiente

%:iAu (z,t) € R* x R, (1)

u(0, ) = ug(x).
Para dar solucion a este problema de ecuaciones en derivadas parciales, supondremos
inicialmente que las funciones u(z,t) pertenece a los espacios de Schwartz; usaremos la
transformada de Fourier en § y 8’ con algunas de sus propiedades.
Tomando transformada de Fourier respecto a la variable espacial x € R™ en (4.1) se tiene

=—i[&["u(&,t) con teR
o (4.2)

93
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La solucion de este problema de ecuaciones ordinarias, con parametro £ se puede escribir
como

ae,t) = e Ml g (€).

ilzl2 ~ . ~ T
Considerando g(x) = it probaremos que §(£) = C,(2t)"/2¢= ¢ con C), = eii.

Obsérvese que la funcién g no pertenece a LP(R"), con 1 < p < oo, pero si a L>(R™), por
lo tanto no es posible calcular su tranformada de Fourier en dichos espacios, asi que lo
haremos en el sentido de S’.

Dado que g esta en L*°(R"), usando la identificacién, existe una funcién generalizada
T, € S'. De donde Tg € S’, por otra parte de existir una funcién h € LP(R™), tal que
1y = Tg entonces podemos decir que § = h en el sentido de S’.

Luego de esta observacién podemos determinar la transformada de Fourier para la funcion
g de la siguiente manera

ilz|2 (i+olzl? |

9(§) = (e #7)7(§) = lm[(e” 3+ ")7({)] en &'

e—0

(i+e)|x|? (i+eo)z]?
4t

e € LR, con (WY€) = [2e + i) e (P

entonces tomando limite cuando € — 0 obtenemos que

ifa|?

(€75 )7(€) = C(2t)2e e,

Luego e " = €, (2)7/2§(&) con C,, = e~™7, asi la solucién del problema (4.2) est4 da-

da por la siguiente expresion

W&, ) = Co(2t)2G(&)0(€) = (dmit) (g x ug) " (€).

Teniendo en cuenta los andlisis que se han hecho hasta el momento definiremos la siguiente

familia de operadores
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T(t)uo(x) = (Cop(dt) e 5 % ug) ()

= C(ant) ™ [ (g)dy = ue

n

Donde el operador T'(t) con t € R, definido en un espacio funcional H adecuado, le asigna
a up(x) la expresién dada por una candidata a solucién u(z, t) del problema de valor inicial
(4.1).
Observacion. De la definicién del operador T'(t) se tiene que
~ 2 i ~
T(tyuo(€) = ((Culdmt) ™% % ug)) ™ (€)
il.|2

= O (dmt) 2 (2m) 2 (e ) () (€)
= (71 (€)).

Asi,

T(t)un = (=" (&))" (@),
La buena definicién de estos operadores se probard més adelante, inicialmente de L?(R")
en L*(R™), posteriormente de L'(R™) en L*(R") y finalmente en el teorema (4.2) se

probara de LP(R") en L?(R™) con p el conjugado de ¢ y 1 < p < 2. Para demostrar dicho

teorema es necesario el siguiente resultado

Teorema 4.1. (Teorema de interpolacion de Riesz-Thorin)

Sean 1 < po,p1,qo, 1 <00, y0 <0 <1, pyq tales que

1 1—-06 0 1 1—-46 0 ) .
— + —, = + — (combmaczon convexa.)
p Do b1 q qo q1

Si T es un operador lineal de LP° + LP' en L% + L9 tal que

1Tl < Mol fll,, para f e L
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ITflly, < Myl fll,, — para fe L™,

entonces

ITfll, < My~ MY | fll, para f € LP.

Demostracién. Ver[4, Pag. 16]
A continuacion se enunciard y probara ciertas propiedades que satisface la familia de

operadores {T'(t)},= .
Teorema 4.2. La familia de operadores {T(t)},°__ satisface las siguientes propiedades

1. Grupo unitario: La familia {T(t)};=___ es un grupo unitario de operadores en L*(R").

)

2. Generador infinitesimal: El operador 1A = i g 922 es el generador infinitesimal
4
j=1 "3

del grupo {T'(t)},= .. -
3. Propiedad de continuidad: Sit # 0, 213 + é =1y1<p<2 entonces tenemos que
T(t): LP(R") — LYR")

es continuo y

—n/2(1/p—1
T f1, < clt] 2V 1)
Demostracion.

1. Grupo unitario de operadores en L*(R") = H
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» Para todo t € R, T'(t) : L*(R") — L*(R") es una isometria, en efecto,
para todo f € L?(R") se tiene

IT®) 1, = || € fe) ()

. He*itlf f<.)H2 (igualdad de Parseval)
= ([ Jeeriof ac) "

- ( RG] dé) "

= ([ |7 )"

= £, = 10,

2

» Veamos que T'(t+s)f = T(t)T(s)f para todo f € L*(R") y t,s € R (Propiedad
de grupo).

T(#)T(s)f = T(t)(e ™ fY()
= (e e (eI )~ ()
_ (e—i(t+s)lf\2f)v(w)

=T(t+s)f.
» Tof = f para todo f € L*(R").
Tof = (e f) (@) = f

» Dada f € L*(R") fija, la funcién ¢; : R — L*(R") definida por ¢;(t) = T(t)f

es una funcién continua, esto es describe una curva en L*(R"). Nétese que por
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la propiedad de grupo es suficiente probar que la funcién ¢ es continua en ¢ = 0.

T f = fllz = ITOF = f)71l3

= ||l -7
2 A 12
_ e—zt|-| f . f
2
2 A2
— e -1y
2

(e 1) fe)]

:/n
:/n

Lo anterior se obtiene por el teorema de la convergencia dominada.

dg

(e7iHEl — 1)‘ ‘f(f)‘ d¢ — 0, cuando t — 0.

Asi podemos concluir que {T'(¢)};2

o, €5 un grupo unitario de operadores.

2. Generador infinitesimal.

Definiendo
Li(z) = Cy(4mt) ™2 5
entonces,
C, T[in |z]*] a2
AL =— | —— — v, 4.3
@) 2(4rt)5 [t oz | (4.3)

luego si u(x,t) = T(t)f tenemos que

iAu(z,t) = zA[Lt x fl(x) = [iAL; % f](m)
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Se ha probado que %—f(t) f=14AT(t)f de donde iA es el generador infinitesimal del
grupo unitario de operadores {T'(t) iozofoo, Obsérvese que para el cédlculo anterior
se us6 el teorema (2.2) y el hecho de que las familias de operadores {Sy(t)},5o ¥
{S1(t)},5¢ definidas por

So(t) =T(t), t =0
Si(t) = T(—t), t >0,

son Cy-semigrupo cuyos generadores infinitesimal coinciden y son 7A.

3. Propiedad de continuidad.
Para realizar esta prueba utilizaremos la desigualdad de Young y el teorema de
Riesz-Thorin.
Sean qg = 0o, po =1, p1=q¢ =2,0< 60 <1, py q tales que

L, 0 1_1-0 0
p 2" ¢ o0 2’

de donde
2 1 1
- =0y 1—0=—-——.
q p q

Ahora, dado que T'(t) es una isometria de L?(R") en L*(R™) tenemos que en parti-

cular

IT@)flly < flly vt € R.

Por otro lado usando la desigualdad de Young, para f € L'(R"™), tenemos que

Tl = \

il.)2
Cn(47rt)*”/QelT‘f *fH

il.|2
< ch(zm)"/%u

/11y

~11—n/2
i Tl
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Por el teorema de Riesz-Thorin obtenemos que para f € LP(R")
17011l < @2 NF, = elt 2P0 £,

por lo tanto T'(t) es un operador lineal continuo definido de LP(R™) en L?(R™), esto
es,
n n 1 1
T(t): LP(R") - LYR") con —+-=1, 1 <p<2
q D
Esto finaliza la demostracion de las propiedades.
Obsérvese que por la propiedad (1) del Teorema (4.2) y por el Teorema de Stone (2.6)
podemos garantizar la existencia de un operador A autoadjunto en L*(R™), tal que la

familia de operadores {T'(¢)},°_ verifica la siguiente igualdad
T(t) =™ Vvt € R.

Entendiéndose lo anterior en el siguiente sentido

es decir, iA coincide con el generador infinitesimal del grupo de operadores {T'(¢)};> _,

pero por la propiedad (2) del Teorema (4.2) tenemos que iA = i/, asi
T(t) = e, Vvt € R.

A continuacién enunciaremos algunos teoremas relacionados con la existencia y unicidad
de la solucion del problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Schrodinger homogénea,
cuyas demostraciones se omitiran, pues requieren de un estudio detallado de los espacios

de Sobolev, el cual no es objeto de estudio en este trabajo.

Teorema 4.3. (Existencia del problema de Cauchy homogéneo) Sea T > 0,
uy € L2R™) y u € L>([0, T); L?> N LP) dada por u(x,t) = e uy, entonces u(x,t) es
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solucion del siguiente problema

% =1Au (x,t) € R" x [0, T},

u(0, ) = ug(x).

Demostracién Ver [12, pag.17]

Teorema 4.4. (Unicidad del problema de Cauchy homogéneo) Sea uy € L*(R"),

T* >0, siu yv en L>®([0,T*]; L> N LP) son soluciones del siguiente problema

a“gi’t) =1Au (z,t) € R" x [0,T%

u(0,z) = uo(x),
entonces u = v.

Demostracién Ver [12, pag.18].

Despues de los anteriores resultados es posible dar respuesta a algunas de las pregun-
tas planteadas al inicio de este trabajo relacionadas con la ecuacién y el semigrupo de

Schrodinger.

» ;Tendria sentido definir la solucién de la ecuacion de Schrédinger de forma similar a
la de los problemas planteados en la introduccion de este trabajo, es decir, u(x,t) =
e Bug(x)?

La respuesta es parcial, pues inicialmente se probdé que {T'(t)};° __ es un grupo
unitario de operadores cuyo generador infinitesimal es ¢A, luego el teorema de Stone
itA

nos permitié escribir T'(t)uy = e"“uyg, finalmente se puede afirmar que u(x,t) =

T (t)up = e uq es una solucién del problema (4.1), bajo las condiciones que plantea
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el Teorema (4.3) para u(z,t).
Recordemos ademés que para los problemas planteados a manera de motivacién en

A

la introduccién de este trabajo se definié u(t) = e*ug como su unica solucién (para

A un numero real o A una matriz cuadrada).

» ;C6émo definir el operador e*A?

El operador e estd definido para todo ¢t # 0 por la siguiente expresién

; Cn i\w—y\Q
esz 32@4 e 3t f(y)dy.

Si consideramos el problema de valor inicial

%:iAu con (z,t) € R" xR,

u(z,0) = ug(x).

A

el operador e asigna a v una solucién u del problema anterior, es decir,

e Pug(z) == u(x, t),
siempre y cuando u cumpla con las condiciones del Teorema (4.3).

= ;En qué tipo de espacio estd bien definido dicho operador y qué propiedades tiene?
El operador e® est4 bien definido de LP(R") en L(R") con % + é =1,1<p<2

y satisface las propiedades enunciadas en el teorema (4.2).



Capitulo 5

Conclusiones

A modo de conclusion, luego de realizar este trabajo acerca de las ecuaciones del calor y

de Schrodinger pudimos observar

= Si bien las ecuaciones del calor y de Schrodinger son muy parecidas, difieren de una

constante ¢, describen fenomenos fisicos muy distintos.

= Aunque la metodologia de convertir un problema de EDP a uno de EDO utilizando
la técnica de la transformada de Fourier en los espacios de Schwartz, fue usada para
resolver los problemas de Cauchy asociados a las ecuaciones de calor y de Schrodin-
ger; pudimos observar que dichas soluciones tienen propiedades muy distintas, por
ejemplo, para el problema de Cauchy asociado a la ecuacién del calor tenemos que

con la expresion

1 z—y|?
U(l’,t) = W/Rn 6_‘ 4t| uO(y)dy = etAUo(fE)

se define un Cy-Semigrupo {em} cuyo generador infinitesimal es A y donde estos

t>0’

operadores estéan definidos en los espacios LP(R™) con 1 < p < oo; mientras que para

63
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el problema de Cauchy asociado a la ecuacion del Schrodinger tenemos que con

Cn z—y|?

u(z, t) = 1) /n e ug(y)dy = e Pug(x)

se define un grupo unitario de operadores {e”A}z_oo, cuyo generador infinitesimal
es 1A y donde estos operadores se definen de LP(R™) en L(R™) con i + % =1y
I<p<2

= La ecuacion del calor es irreversible en el tiempo, pues existe el semigrupo {em} >0 9
lo que no sucede con la ecuacién de Schrordinger, ya que para esta tltima conocemos

el grupo {e“A}Z

-0’

A asociado a la ecuacién del

» Otro hecho que podemos destacar del operador e
calor, es su enorme efecto regularizante, ya que si el dato inicial uy no es suave,
up € LP(R™), la solucién del problema de Cauchy es siempre una funcién suave,

estd en C°(R" x RT).

= Por otro lado para garantizar la existencia de una soluciéon para el problema de
Cauchy asociado a la ecuacién de Schrodinger es necesario imponer condiciones tanto
en el dato inicial u como en u(z,t) := e*®ug; lo que no sucede con el problema de
Cauchy asociado a la ecuacion del calor en donde las condiciones sélo se imponen

al dato inicial.
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