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Introduccion

En diferentes ciencias naturales, como Biologia, Quimica y en Ingenierias aparecen problemas
que conllevan a resolver ciertos tipos de sistemas de ecuaciones, bien sea ordinarias o parciales. En
consecuencia, es necesario desarrollar elementos que ayuden a establecer cuando estos sistemas
tienen solucién y ademas determinar condiciones que garanticen que esta solucion es tinica. Por
lo tanto es importante conocer diferentes herramientas que ayuden a resolver situaciones que se
modelan en las tantas disciplinas donde se estudian fenémenos de la naturaleza y asi utilizar la
matematica como medio para resolver dichos problemas.

El principal objeto de estudio para este trabajo son algunas EDP (Ecuaciones diferenciales
parciales), por ello es imprescindible estudiar elementos del andlisis funcional que ayudan a
comprender y manejar este tipo de problemas.

Existen diferentes formas en el planteamiento de las EDP, muchas de ellas se resuelven gracias
a resultados conocidos del andlisis funcional, tal es el caso del lema de Lax-Milgram (ver
Corolario 5.8 de [5]) el cual establece cudndo una formulacién variacional (eliptica ) de la forma:

Hallar v € X tal que
a(ua U) = f('U) Vo e X, (1)

donde X es un espacio de Hilbert, a: X x X — R es una forma bilineal y f € X', tiene so-
lucion y cuando es tnica. Muchas ecuaciones diferenciales parciales (tales como la ecuacién de
Laplace) conducen a una formulacién variacional de la forma (1) (ver, por ejemplo [17]). Pero
no siempre las formulaciones variacionales son de este tipo, en muchos casos se debe recurrir a
otro tipo de formulaciones que ayuden a resolver EDP y para ello se necesitarda conocer otras
teorias importantes como la dada por el matemdtico checo Ivo Babuska [3] y el matemético
italiano Franco Brezzi [6], conocida como Teoria de Babuska-Brezzi que estudia las llamadas
formulaciones variacionales mixtas y serd el principal objeto de estudio de este trabajo.
La Teoria de Babuska-Brezzi también incluye el andlisis de discretizacion de las formulaciones
que se tratan en su teoria, es decir incluye la aproximacién en subespacios finito dimensionales.
En particular la mencionada teoria incluye analisis de aproximacion a través de subespacios de
elementos finitos [4]. Sin embargo, en el presente trabajo solamente se estudiaran los problemas
continuos, sin considerar sus discretizaciones.

Como aplicacién de la Teoria de Babuska-Brezzi, estudiaremos los problemas de Stokes y
Darcy, los cuales describen fenémenos que se presentan en el estudio de la dindmica de flui-
dos y que son de particular importancia en problemas industriales relacionados con oleoductos,
acueductos, tratamientos de aguas residuales, etc, donde se requiere el estudio de ecuaciones que
modelan el comportamiento de fluidos en general.



Notaciones

0 Conjunto vacio
R Conjunto de los nimeros reales

VAl Conjunto de los enteros no negativos
Q Subconjunto abierto de RY

oY) Frontera del conjunto €2
U Campo escalar
u Campo vectorial

V-u Divergencia de u

9] Medida de Lebesgue del conjunto €2

ck(Q) Conjunto de funciones k-veces continuamente diferenciables en 2

Co(92) Conjunto de funciones continuas de soporte compacto en €2
C5o () Conjunto de funciones infinitamente diferenciables y de soporte compacto en (2
Cc*(Q) Conjunto de funciones en C*(Q) las cuales son acotadas k-veces diferenciables en

O Culminacién de una demostraciéon
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos del Analisis Funcional

Las definiciones y resultados que se presentan a continuacién son muy importantes en el
Anélisis Funcional, los cuales son ampliamente conocidos y pueden ser consultados en [1], [5],[10],

1], [12].

Definicion 1.1.1. Sean X, M espacios de Hilbert reales y B: X x M — R. Se dice que B es

una forma bilineal sobre X x M si
1. B(au + fv,w) = aB(u,w) + B8B(v,w) Vu,ve X Ywe M
2. B(u,aw + fw) = aB(u,v) + B(u,w) Vue X Yo,weM
B es acotada, si existe C' > 0 tal que
|B(u, v)| < Cllullx[[vlar,

para todo u € X y para todo v € M.

Ademas, si X = M, entonces :
B se llama eliptica si existe o > 0 tal que

B(v,v) 2 allvl%,

para todo v € X.
B se llama simétrica si
B(u,v) = B(v,u) VYu,v € X.

B se llama positiva si
B(v,v) >0 YveX.

Ya, 5 € R.
Va, B € R.

Definicion 1.1.2. Sea B: X x M — R una forma bilineal, donde X y M son espacios normados.
B se dice continua en (xg,qp) € X x M si para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para todo

(z,q) € X x M se tiene

I(x,q) = (20, q0) || xxm < 0 = |B(x,q) — B(xo,q0)| < e.

B se dice continua si B es continua para todo (z,q) € X x M.



Observacion 1.1.3. Si en X x M consideramos la norma
()| xxpr = Nlullx + vl V(u,0) € X x M,

podemos mostrar que para B una forma bilineal, ser continua es equivalente a ser acotada. En
efecto, supongamos que B es acotada, luego tenemos que existe C' > 0 tal que

|B(u,v)| < Cllul|x||v]ar, YueX Yve M.
Sean {un}pez+ C X ¥ {Un}tnez+ € M tales que
(Un,vp) = (u,v), n—>00 en X x M,

asi,
Up = U, Nn—00 en X y v,—v, n—>o0 en M.

Luego, por ser {up },ez+ ¥ {vn}nez+ convergentes entonces son acotadas, de donde

| B(tn, vn) — B(u,v)]| (Un, vn) — B(u,vy) + B(u,v,) — B(u,v)|

= ’B

< |B(tn, vyn) — B(u,vy)| + | B(u,vy,) — B(u,v)]
= |B(un — u,vn)| + [ B(u, vy — v)|

< Cllun — ullxllonllar + Cllullx[lvn — vl[a

< Chl|un — u|lx + Caljvn, — v||m Vn e Z"t.
En consecuencia,

nlin;o B(up,vy,) = B(u,v),

lo que implica que B es continua en (u,v).

Supongamos que B es continua, asi en particular B es continua en (0,0), es decir

lim  B(u,v) =0.
(u,v)—(0,0)

Asi, para € = 1 tenemos que existe § > 0 tal que
vl < 8= |Blu,v)]| < 1.

Sea z = (u,v), con u # 0y v # 0. Si definimos

) ( U v )
Z == s ]
4 \flullx " lollm

s (nurx HvHM) 56
=2 + —% -2y
=3 Ul T olr ) =227 2

ou ov
B (, )‘ <1,
‘ Alullx ™ 4l|vlla

16
|B(u,v)| < 5 llullx[vllar-

se tiene que

y en consecuencia

de donde

Dado que esta ultima desigualdad se cumple si u =0 6 v = 0, se tiene que B es acotada.



Definicién 1.1.4. Sea T': X — M un operador. Entonces se define la Imagen y Kernel (Nticleo)
de T respectivamente por
ImT :={T(x)e M :z2€ X} vy

KerT := {x € D(T) : T'(z) = 0}.
Definicion 1.1.5. Un operador lineal es un un operador tal que

1. El dominio e imagen de T son espacios vectoriales sobre el mismo campo K, donde K
denota a R o C.

2. Para todo x,y € D(T) y para cualquier o € K se tiene que
Tx+y)=Tx)+T(y) vy T(az)=aT(x).
Se dice que T es lineal conjugado si satisface que
T(az + By) = al(z) + BT(y),
donde @ y B, representan el conjugado de a y 3 respectivamente.

Definicion 1.1.6. Sea T': X — M un operador lineal, con X y M espacios normados. Entonces
decimos que el operador T' es acotado si existe S > 0 tal que

1T(x)|[m < Bl x,
para todo = € X.

Definicion 1.1.7. Sea T': X — M un operador, no necesariamente lineal con X y M espacios
normados. Entonces T es continuo en xg € D(T) si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para
todo x € D(T) se tiene

[z —zollx <6 = |T(x) —T(xo)llar <€

T sera continuo si T' es continuo en cada x € D(T).

Teorema 1.1.8. Sea T': D(T) — M un operador lineal, donde D(T) C X y X, M son espacios
normados. Entonces

1. T es continuo si, y solo si, T es acotado.

2. 8iT es continuo en un punto del dominio entonces T es continuo.

Demostracién. Ver Teorema 2.7-9 de [12]. O

Definicion 1.1.9. Sea X un espacio normado sobre K , donde K es R o C. Entonces f es un
funcional, si este es un operador
X =K

Un funcional f es lineal y acotado, si como operador lo es.



Definicion 1.1.10. Dado X un espacio normado, entonces el conjunto de todos los funcionales
acotados constituye un espacio normado, con norma definida por

1]l = sup L&)

zaHH

Este espacio es llamado el espacio dual de X y se denota por X’. Si en el contexto se sabe el
espacio dual en el cual se esta trabajando, escribiremos || f|| en lugar de ||f]|x’.
La forma bilineal
(,): X' x X =R,
tal que
fw) = (f,v),
es llamada producto de dualidad en X.

Teorema 1.1.11. (Teorema de Hahn-Banach.) Sea f un funcional lineal y acotado sobre
un subespacio Z de un espacio normado X. Entonces existe un funcional f lineal y acotado
sobre X, el cual es una extension de f y ademds

1£llxr = 1111z,

donde

|f(2)]

Il = sup o 1]l = sup L&)

xgHH

Demostracién. Ver Teorema 4.3-2 de [12]. O

Lema 1.1.12. Sean X y M dos espacios de Hilbert, [: X x M — R wuna forma bilineal y
continua. St para cada x € X definimos

Azx: M — R,

tal que
Ax(q) = l(z,q) Vg€ M,

entonces Ax € M'. Ademds, el operador
A X — M,

es también un operador lineal y continuo.

Demostracién. Sean o, € Ry ¢q,p € M. Luego

Az(ap + Bq) = l(z,ap + Bq)
= l(z, ap) + l(z, Bq)
= al(z,p) + Bl(z,q)
= aAz(p) + BAz(q),

es decir Ax es lineal. Ahora, veamos que Ax es acotado. En efecto, dado que [ es acotado, para
q € M se tiene que

|Az(q)| = [U(z, )]
< Cllzlflqll;
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y por tanto

Aol _
lqll
con C = C||z||, por lo cual )
[Az] < C,

y asi Ax es acotado. Por tultimo, mostraremos que A es lineal y acotado. Para ello, tomemos
z,y € X, a, B € R, luego

Aoz + By)(q) = l(az + By, q)
= l(az,q) +1(By. q)
= al(z,q) + Bl(y, q)
= aAx(q) + BAy(q) Vg€ M,

de donde vemos que A es lineal. Ademas, para x € X se tiene que

[Az]| < Cllz]],
por lo cual
[Az|
el —
es decir
Al < €,
y con esto se prueba que A es acotado o equivalentemente es continuo. ]

Definicién 1.1.13. Sean X un espacio normado, V C X y W C X’. Se define el anulador de
V y el anulador de W, denotados respectivamente V° y W9, como

VO={feX :(f,v)=0 YweV},

WO ={veX:(fv)=0 VfeW}
Ademas se define el conjunto ortogonal de V' como

Vi={yeX: (v,y)=0 YweVl]

Observacion 1.1.14. Deseamos resaltar que la definicién de anulador de un conjunto es dife-
rente para subconjuntos de X que para subconjuntos de X’. De hecho, V°® C X’ para V C X,
mientras que W% C X para W c X'

Lema 1.1.15. Sea X un espacio Banach yV C X. Entonces V9 es Banach.

Demostracién. Dado que X un espacio Banach es suficiente probar que V% es un subespacio
cerrado en X'. En efecto, sea {f, }nez+ C VY tal que f,, — f en X’. Tomando v € V y usando
la continuidad de los funcionales f y f, para cada n € ZT se sigue

(o)l =IF = ot Fo o)l = (F = Fr0) + (£, 0)]
[(f = Fn0)[+0

|

|

<F = Fallxr ol -



Ahora, haciendo que n — oo en la desigualdad anterior se sigue

[(f;v)] =0
y asi (f,v) = 0 para todo v € V. Es decir, f € V% y por lo tanto V? es cerrado. O

Definicion 1.1.16. Un espacio vectorial X se dice que es la suma directa de dos subespacios
Y,Z de X y se escribe
X=Yop_Z

si cada ¢ € X tiene una unica representacién
rT=y+z yeyYy zelZ.

Teorema 1.1.17. (Teorema de Suma directa.) Sea Y un subespacio cerrado de un espacio
de Hilbert X. Entonces
X=YaY"

Demostracién. Ver Teorema 3.3-4 de [12]. O

Teorema 1.1.18. (Teorema de Representacion de Riesz.) Sea f un funcional lineal y
acotado sobre un espacio de Hilbert X. Entonces, existe un unico elemento z € X tal que

(fyu)y = (u,z) Yu e X (1.1)
y ademds
[ fllxr = 12l
Demostracién. Ver Teorema 1.2.3 de [17] o ver Teorema 3.8-1 de [12]. O

Observacién 1.1.19. El elemento z € X que satisface (1.1) se denomina representante de
Riesz de f y se denota por R(f). Ademds, para V' C X se puede mostrar que el operador
representacién de Riesz

R: VO = V+

es un isomorfismo. En efecto, por Teorema 1.1.18 sabemos que para f € V9 existe z € X tal que

IR(Nx = llzllx = lIfllx, (1.2)

y como

(0, R(f)) = (f,v) =0 YoeV,

entonces R(f) € VL y por la igualdad (1.2) se tiene que el operador R es inyectivo. De otro
lado, para z € V+ C X tenemos que por ser

R: X' — X

un isomorfismo, existe f € X’ tal que

z=R(f),



ahora veamos que f € VY. Para esto, tomemos v € V cualquiera, asi utilizando el hecho de que
z € V1 tenemos que

(f,v) = (0, R(f)) = (v,2) =0,

es decir
(f,v)=0 YveV

y asi f € VO, En consecuencia, existe f € V tal que
z="R(f),

es decir R es sobreyectiva.

De lo anterior tenemos que
R: X' - X

es un isomorfismo (isométrico) y ademas R|yo es un isomorfismo entre V0 y V+.

Teorema 1.1.20. Sea X un espacio de Hilbert. Entonces el espacio dual X' es un espacio de
Hilbert.

Demostracion. Basta observar

(f:9)x = (R(f), R(9))x;

define un producto interior en X', el cual induce la norma

N

1fllxr = (R(), R(S))

donde R es el operador representante de Riesz. ]

)

Definicion 1.1.21. Sea X un espacio normado. La funcién
C: X = X",

definida por
C(x) =h, € X",

donde
(her f) = {f,3) paratoda fe X/,

es llamada la funcién candnica (de X en X”). Notamos que
C(x),fy=(fz) VfeX VreX

Lema 1.1.22. Sean X un espacio normado y C : X — X" la inyeccion candnica dada en la
definicion anterior.

i) C es una isometria, es decir C es lineal y
HC«THX” = ||xHX Vo € X. (13)

Ademds, la identidad anterior implica que C es inyectiva y ||C|| = 1.



i1) Si X esun espacio de Hilbert, entonces C es biyectiva. Ademds, si M es un espacio normado

Yy
T: X" M

es lineal y acotado. Entonces se cumple
[T o Cll = [IT]- (1.4)

Demostracién. i) La linealidad de C y (1.3) se demuestran en el Lema 4.6-2 de [12]. De (1.3)
se sigue que el nucleo de C es trivial, por lo que C es inyectiva. Adem4s,

e = sup TETX" — gy 171X _
sex zllx sex llzllx
z#0 x#0

i1) La sobreyectividad de C en el caso de que X es Hilbert se demuestra en el Teorema 4.6-6 de
[12]. Para demostrar (1.4), primero observamos que

el < ITiel = 1. (1.5)
Por otro lado, se tiene que para cada f € X" existe z € X tal que
Cx=7f
y asi,

1T fllar = [ITCx|[a
< |ITC|arll ]l x
= | TC||mlICe]|
= [ITCllarll Fll

por lo tanto

LIV < ey vy e xM\job,
11l x
en consecuencia
1T < ||T°C] (1.6)
y asi, por (1.5) y (1.6) se obtiene
7] = 1T oCJ|.
O

Lema 1.1.23. (Lema de Lax-Milgram.) Sean X un espacio de Hilbert, a: X x X — R bili-
neal y acotada, F: X — R lineal y acotada. Si existe a > 0 tal que
a(v,v) > a|lv|5 Vv € X,

entonces para el problema
Encontrar u € X:
a(u,v) = F(v) Yu e X, (1.7)

tiene solucion unica y allul|x < ||F|x-



Demostracién. Ver Teorema 1.2.4 de [17] o Colorario 5.8 de [5]. O

Lema 1.1.24. Sean X y M espacios de Hilbert y T: X — M wun operador lineal y acotado. Si
existe C' > 0 tal que
lullx < Cl|Tullar Vu € X, (1.8)

entonces T es inyectivo e ImT es cerrado.

Demostracién. Notemos que (1.8) implica que si u € X es tal que
Tu =0,
entonces u = 0. Asi, T" es inyectivo. Por lo tanto
T: X — ImT,

es biyectivo y asi existe
771 ImT — X,

lineal y biyectivo. Ademads, (1.8) es equivalente a
1T || x < ||ullpr Vu € ImT,
de donde T~! es continuo y por tanto
Im7 = T71(X)
es cerrado. ]

Definicion 1.1.25. Sea B: X — M un operador lineal acotado, donde X y M son espacios
normados, entonces el operador Adjunto! de B, denotado por B*, es el operador

B*: M — X/,

tal que para todo g € M’
(B*g,y) = (9, By) Vye€ X,

donde X’ y M’ son los respectivos espacios duales de X y M.

Teorema 1.1.26. Sea B: X — M un operador lineal acotado, entonces el operador Adjunto
es lineal, acotado y ademds

1Bl = [1B"-

'En algunos textos, como por ejemplo Kreyszig [12], se denota el operador adjunto como B* y reservan la
notacién B* para el operador Adjunto de Hilbert (ver Seccién 3.9 de [12]). Dado que en este trabajo no se hace
mencién al operador Adjunto de Hilbert, el uso de la notacién aqui usada no causard confusién y estd acorde con
la notacién usada en otros textos mas avanzados como Brezis [5] y Zeidler [22].



Demostracién. Ver Teorema 4.5-2 de [12]. O

Veamos a continuacién una importante relacién para el operador adjunto de B: X — M un
operador lineal dado, con X y M espacios normados. Para ello supongamos que B es un operador
lienal biyectivo, asi B! existe y es un operador lineal. Ademds, se puede mostrar que (B*)~!
existe y

En efecto, sea g € M’ tal que
luego

(B*g,z) =0 Vre X & (¢g,Br)=0 VzelX,

pero como B es biyectivo, tenemos que para todo ¢ € M existe x € X tal que

Bzx =g,
con lo cual
(99)=0 Vge M
y por tanto g = 0 en M’, es decir B* es inyectivo. De otro lado, podemos ver que B* es

sobreyectivo, para tal hecho tomemos f € X’ y x € X, luego existe ¢ € M tal que
r =B g,

de donde

(1.9)

Asi, para g = (B~1)*f € M’ tenemos que
(f,x) = (B*g,z) VzelX,

esto es
B*g = f,
con lo cual, B* es sobreyectivo. En conclusién tenemos que (B~1)* existe y por la tltima expre-

sion de (1.9) se tiene que
(Bfl)* — (B*)fl7

luego, de esta ltima expresién y de (1.1.26) se sigue que
1B = 1B~ = 1B~

Definicion 1.1.27. Sean E y F' dos espacios normados y A: E — F un operador lineal. Se dice
que A es cerrado si

G(A) ={(u,Au) con we D(A)} escerradoen FE x F.

10



Teorema 1.1.28. Sean E y F dos espacios normados. Si A: E — F es un operador lineal
y acotado, entonces A es cerrado. Ademds, si B y F son espacios de Banach, las siguientes
afirmaciones son equivalentes

i) ImA es cerrado.
it) ImA* es cerrado.
iii) TmA = (KerA*)°.
iv) ImA* = (KerA)°.
Demostracién. En el Lema 4.13-5 de [12] se verifica que todo operador lineal y acotado es
cerrado. Finalmente en el Teorema 2.19 de [5] se demuestra que las condiciones 7)-iv) son equiva-

lentes para operadores cerrados (incluso se demuestra que son equivalentes atin para operadores
cerrados no acotados). O

Teorema 1.1.29. Sean E, F espacios de Banach y A : E — F un operador lineal acotado. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

i) A es sobreyectivo, es decir ImA = F.

it) Eriste una constante C' > 0 tal que

Il < ClA fllg VfEF.
i11) A* es inyectivo e ImA* es cerrado.

Demostracién. Ver Teorema 2.20 de [5]. O

1.2. Espacios de Sobolev

En esta seccién y a lo largo del trabajo Q es un subconjunto abierto y no vacio de RV. A
continuacién mencionamos resultados importantes que surgen en el estudio de los Espacios de
Sobolev y que seran de gran importancia en el desarrollo del trabajo.

Definicion 1.2.1. Si f: & — R es continua se define el soporte de f como

Suppf :={x € Q: f(x) # 0}.

Diremos que f tiene soporte compacto si Suppf es un subconjunto compacto de RY.

Definicion 1.2.2. Se define el conjunto de funciones infinitamente diferenciables y de soporte
compacto incluido en €2 como

CrQ)={f:Q=>R: feC>®Q) y SuppfCQ es compacto}.

Definicién 1.2.3. Para Q acotado, diremos que 992 es de clase C*(k € Z*) (Lipschitz continua),
si para todo z¢ € 0f, existen ry, > 0y Vg RV-1 — R tales que

QN B(xg,ry) = {x € B(xo,T2y) 1 TN > Vo (X1, .-, ZN-1)} Y
NN B(xo,r2,) = {x € B(xo,T2y) : TN = Yao (1, ..., TN-1)},

con 7., € C* (Lipschitz continua).

11



Definicién 1.2.4. Para Q acotado, 1 < p < ooy f: Q — R, decimos que f € LP(Q) si f es

medible y
1< o,
Q

Definicién 1.2.5. (Derivada débil) Sea f € L*(Q). Parai = 1,2,..., N, la i-ésima derivada

débil de f (si existe) es una funcién w; := g—é € L?() tal que
99
= ; 5°(92).
| == [we  wecr®

Observacion 1.2.6. Cuando las funciones w; existen se puede probar que estas son tinicas en
el séntido de L%(Q2). Ademsds si f es lo suficientemente suave, las derivadas en el sentido cldsico
coinciden con las derivadas débiles. Con la definicién anterior se definen los espacios vectoriales
HY(Q) y H*(Q) que involucran las derivadas en este sentido, donde H'() tiene en cuenta las
derivadas de primer orden y H?(2) involucra tanto las de primer orden como las derivadas de
segundo orden, es decir

of
ox;
of
ox;

HY(Q) := {f c L) : cL*(Q),i=1,2, N}

H?*(Q) := {f c L*(): cHY(Q),i=1,2, N} :

Estos espacios son de Hilbert con los productos interiores dados por

() m) = /Q (fg + V-Vg),

Y (af by
(f?g)HQ(Q) = (f7 g)LZ(Q) + ( ) ) )
; Oz 0%i ) (g

donde Vh := (wy,...,wy) con w; := gz]?"

Teorema 1.2.7. Si Q es acotado y con frontera de clase C*,
OT@)H'”Hl(Q) — H'(Q), CT@H~IIH2<Q> — H2(0).
Ademds, existen operadores lineales y acotados
Yo: HY(Q) = L2(09Q),  v: H*(Q) — L*(09)

tales que

0 _
Y0(v) =vloe, M) = 8—2 Yo e C (),
G}

donde n es el vector normal exterior a 0. Los operadores vy y 1 son llamados traza y derivada
normal.

Demostracién. Ver Teorema 4.4.1 de [1]. O
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Observacién 1.2.8. Para u € HY(Q) y v € H?(), en lugar de yo(u) y 71(v) usaremos la
notacién

| ov
ulp Y 7
on |5
Asi, en lugar de escribir
/ Yo(u)y1(v),
00
escribiremos
ov
U——o-.
o0 B’I’L

Ademsds, dado que 79 y 71 son lineales y acotados se tiene que existen constantes positivas
C4 y (5 tales que
1
[ullz2o0) < Crllullgrqy — Vue H(Q) (1.10)

<Cylvllgzy Yo HXQ). (1.11)

H(‘)n L2(69)

Definicién 1.2.9. Para Q acotado y con frontera de clase C! se define
Im(q0) := H?(99),

dotado con la siguiente norma:

0013 oy =, 8, {190 ) 20(6) = 0}

Ademds, definimos (H2(99)) := H~2(99).

Teorema 1.2.10. Sea Q C RN un dominio acotado con frontera OQ Lipschitz continua. Enton-
ces el operador
1
Yo: HY(Q) — H2(0Q)

tiene una tnversa continua a la derecha.

Demostracién. Ver Teorema 1.5.1.3 de [11].

Definicién 1.2.11. El espacio H}(2) denota a los elementos de H'(Q) que poseen traza cero.
Ademas,

1 () = O (@,
y se define (H}(2)) := H-1(Q).

Teorema 1.2.12. (Desigualdad de Poincaré.) Sea §) acotado, entonces existe C > 0 tal que

/ W2 < C / VP,
Q Q

para toda v € HE(Q).

Demostracién. Ver Proposicién 4.3.10 de [1]. O
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Teorema 1.2.13. (Identidades de Green.) Sea ) acotado y de clase C'. Las siguientes
tdentidades son validas

1. Para todo v € H'(Q) yu € H?() se tiene
/UAu:—/Vu-Vv—i— v@
Q Q oo On

2. Para todo v € H*(Q) yu € H*(Q) se tiene

ou ov
/Q[UAU — uAv] = /89 [van — u@n]

donde n es el vector normal exterior a 02 y Au es el operador laplaciano de u.

Demostracién. Ver Teorema 4.3.30 de [1]. O

Observacién 1.2.14. Notemos que si v € H&(Q) la primera identidad del Teorema 1.2.13 se
transforma en

/vAu:—/Vu~Vv Yu € H*(Q).
Q Q

Definicién 1.2.15. Sean Q C RY abierto y uw,v € (L2(Q))Y = L%(Q) x ... x L%(Q2) . Entonces

el producto interior para (L?(Q))" se define como

N
(’LL,’U)(LQ(Q))N :/QZU{UZ
=1

Definicién 1.2.16. Sean u € (H'(Q))" y v € (H?(2))V. Se define el gradiente de u como la
matriz

ouq Ouq
ox te ox
duy Duy
V'U/ — |:8UZ:| _ ox e oxr N
O ij=1,...,N : :
8uN 8uN
ox1 e oxr N
Ademas, el naplaciano de v se define como
A’Ul
Av = :
AUN
) du; Ov;
y la cantidad L~ se denota por Vu : Vo.
. 8.7}]' 8.23]'
i,5=1,....N

Definicién 1.2.17. Para Q un dominio abierto en RY se define el espacio
(HY Q)N = {v="(v1,...,0n) 10 € HY(Q) Vi=1,...,N},

dotado de la siguiente norma

N

Il = (lolzaayy + IVolFa@ymen )

donde HVUH%Q(Q)NxN = / Vv :Vo .
Q
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Observacién 1.2.18. i) Sean u,v,w € (H'(Q))" y a,3 € R. Asi, teniendo en cuenta las
definiciones anteriores y propiedades de derivadas se tiene que

Vu:Viewtpw) = Y ud(avit fui)

ij=T N ij al‘j
B Ou; <8avi N 6,8wi>
i =T N a’E]’ al‘j altj
_ Z 8uz <a c%i T B(‘)u%)
N Ox; Oz, Ox;j
Oou; Ov; Ou; 0w
ij=1,..,N Oz;  Ox; z,j:%; N Oz; O
8’&1' 8’Ui 8u1 8wi
it 05 0% zg; Oz; dz;

=a(Vu:Vv)+ 3 (Vu: Vw).
Similarmente se puede mostrar que
V(au + fv) : Vw = o« (Vu : Vw) 4+ (Vv : Vw) .
ii) Teniendo en cuenta la definicién 1.2.16 se puede ver ficilmente que

N
Vu: Vo= ZVui-Vvi
=1

para todo u,v € (H'(Q))V.
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Capitulo 2

Teoria de Babuska-Brezzi

Los resultados que se presentan en este capitulo pueden ser consultados ampliamente en los
siguientes libros: [5], [9], [12].

2.1. Formulaciones variacionales mixtas: Un problema de Neu-
mannmn
En esta seccion se estudiaran resultados de la Teoria de Babuska-Brezzi para la existencia y

unicidad de las llamadas formulaciones variacionales mixtas, que son el eje central en el presente
trabajo.

Sean  C R? abierto y acotado de clase Ct, f € C(Q),g € C(99). El problema de Neumann
consiste en encontrar u: £ — R tal que

—Au=f en €,

2.1
% =g en 0f), 21)
on

donde n denota el vector normal unitario exterior a 0f).
En primer lugar deduciremos una formulacién variacional eliptica para el Problema de Neumann.

Para ello, comenzamos multiplicando por v € H!(Q) en la primera ecuacién e integramos sobre
Q, luego aplicando la primera identidad de Green se obtiene

/—Auv—/ﬂ)(:)/Vu-Vv—/ auv—/fv
0 Q Q a0 On 0
<:>/VU-VU—/ gv:/fv
Q o0 Q

/Vu-Vv:/ gv—i—/fv Yo € HY(Q).
Q o0N Q

a(u,v) ::/QVu-Vv, F(v) = /mgv—i-/gfv,

entonces el problema anterior es equivalente a hallar v € H' () :

o equivalentemente

Si hacemos

a(u,v) = F(v) Yo € HY(Q). (2.2)
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Dado que a es una forma bilineal sobre H!(Q2) y F es un operador lineal sobre H'(§) entonces
la expresién anterior es una formulacién variacional para (2.1).
Notamos ademas, que si consideramos v : {2 — R definida por

v(r,y) =1 Y(z,y) €Q,

tenemos que a(v,v) = 0 con v # 0. Por lo tanto, la forma bilineal a no es eliptica en H'(Q)
y asi el Lema de Lax-Milgram (ver Lema 1.1.23) no puede garantizar existencia y unicidad de
solucién para el problema (2.2).

El inconveniente de la no unicidad de solucién del problema (2.2), se supera proponiendo
una formulacién mixta para el problema (2.2). Mas precisamente, exigiendo que la solucién u
de (2.2) satisfaga la restricccién

/ u=0. (2.3)
Q

Esta restriccién garantiza que la inica solucién constante del problema es la solucién nula, puesto
que si

u(x,y) =C Vl’,yEQ,

o:/u:/czc/:cm,
Q Q Q

C=0.

De acuerdo a lo anterior, para garantizar unicidad de solucién, debe incorporarse la restriccién
(2.3) a la formulacién variacional (2.2). Para ello es necesario que (2.3) se escriba también en
forma variacional, lo cual puede hacerse por ejemplo exigiendo

entonces

y como || # 0 se sigue que

u/u—O Vi € R.
Q

Asi, considerando tal restriccién se obtiene la formulacién: Hallar v € H'(2) tal que

/Vu-Vv:/ﬁH—/ gu Yo e HY(Q),
Q Q o0

(2.4)
7 / u=0 Yu e R.
Q
Dado que en el problema (2.4) hay una incégnita (u € H'(Q)) y dos ecuaciones, en lugar de
(2.4) consideramos el siguiente problema:
Encontrar (u,\) € H(Q) x R

/Vu'Vv—l—)\/v:/fv—i—/ gu Vo € HY(),
Q Q Q onN

(2.5)

1 / u=20 Vi e R.
Q

Es facil mostrar que si u es solucién de (2.4), entonces (u,0) es solucién de (2.5) y que si (u, A)

es solucién de (2.5), entonces con A = 0 tenemos que (u,0) es solucién de (2.4), es decir estos

dos problemas son equivalentes en cierto sentido.

El problema (2.5) es un caso particular de las llamadas formulaciones variacionales mixtas, las

cuales se definen a continuacion.
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Definicion 2.1.1. Sean X y M dos espacios Hilbert, a y b dos formas bilineales, donde a: X x
X - Ryb: X x M — R. Entonces una formulacién variacional mixta consiste en: Hallar
(u,p) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,p) = f(v) Yo € X,
g(q)  Vqe M,

donde f e X'y ge M.

En la siguiente seccién se estudiardn las condiciones bajo las cuales una formulacién varia-
cional mixta tiene solucién tnica. La teoria que determina dichas condiciones es llamada Teoria
de Babuska-Brezzi que como se dijo antes serd de vital importancia en el desarrollo del pre-
sente trabajo. En particular se usard la Teoria de Babuska-Brezzi para mostrar que (2.5) tiene
solucién unica.

2.2. Teoremas de existencia y unicidad

Sean X y M dos espacios Hilbert, a y b dos formas bilineales, donde a: X x X — R
y b: X x M — R. Consideramos la formulacién variacional mixta (ver Definicién 2.1.1) que
consiste en hallar (u,p) € X x M tal que

a(u,v) + b(v,p) = f(v) Vv e X,

b(u,q) =g(qg) Vge M, (26)

donde fe X'y ge M.
Sean A: X — X', B: X - M’y BT: M — X’ operadores lineales y acotados definidos de la
siguiente manera:

(Au,v) = a(u,v) V(u,v) € X x X,

(Bu,w) = b(u, w) V(u,w) € X x M,

Luego, usando los operadores definidos anteriormente para el problema (2.6) tenemos que

f(v) Yu e X,
=g(qg) VgeM,

a(u,v) + b(v, p)
b(u, q)
T

(Au,v) + (BTp,v) = (f,v) YoeX
<BU7Q> < > Vqe M

)
(Au+ BTp,v) =
(Bu,q) =

(2.7)

(f,v) YwelX
(9.9) VgeM

De donde este problema se convierte en : Hallar (u,p) € X x M tal que para todo (v,q) € X x M
se cumpla que
Au+BTp=f en X'

2.8
Bu=yg en M. (28)
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Ahora notemos que BT definido anteriormente no es exactamente el operador Adjunto B*
(ver Definicién 1.1.25), por lo cual mostramos a continuacién la relacién existente entre estos
operadores.

Lema 2.2.1. Sean X, M espacios de Hilbert, b: X x M — R una forma bilineal. Entonces para
B: X — M', BT: M — X' mencionados anteriormente, B*: M" — X' el operador adjunto
de B (ver Definicion 1.1.25) y C: M — M" (ver Definicion 1.1.21) la inyeccion candnica. Se
tienen las siguientes relaciones

i) B*oC = BT.

ii) |B* oCll = | BT| = |IBJ.
i) ImB* = ImB7 .
iv) KerB* = C(KerBT).

v) Si B es biyectivo, se tiene que BT es biyectivo y

I =B =187

Demostracién. i) Es facil verificar que
B*oC: M — X',

y asf notamos que el operador BT definido anteriormente y B* o C tienen el mismo dominio y
codominio. Resta mostrar que para todo ¢ € M se tiene que

(B*oC)q=BYq en X' (2.9)
En efecto, si g € M y x € X se sigue que

((B*0C)g,x) = (B*(Cq), x)

=
= (Cq, Bx)
= (B, q)
= (B'q,2),
lo cual muestra (2.9). En consecuencia
B*oC=B".
ii) Dado que se satisface i) se obtiene de inmediato que
IB*oCl| = || BT

En consecuencia, usando el Lema 1.1.22 y el Teorema 1.1.26, se tiene que

IBY[| = ||B* o C|| = || B*|| = || BII (2.10)
i11) Podemos observar que

feImB! = feImB*oC
=3dge M: f=B"Cq (2.11)
= f € ImB*.
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Ahora bien,
felmB*=3ge M": f = B'g
=3dge M : f=B*Cq
=3JgeM: f=B"yq
= f eImBT,

(2.12)

por lo tanto de (2.11) y (2.12) se concluye que ImB* = ImB”.
iv) Sea f € M". Luego

feKerB*< B*f=0
s BTclf=0
& C'f e KerBT
& f e C(KerBT).

En consecuencia, KerB* = C(KerBT).

v) Supongamos que B es biyectivo. Mostremos primero que BT es biyectivo. En efecto, dado
que B es biyectivo entonces B* es también biyectivo y como M es un espacio de Hilbert tenemos
que C: M — M" es un isomorfismo, por tanto B” = B*C es biyectivo. Ademads, con este tltimo
hecho se garantiza que (B7)~! existe. Ahora, veamos que se cumple

IBH =B =187

Primero podemos notar que al ser C una isometria entonces C~! : M” — M es también una
isometria, es decir HC‘lgHM = ||lg|l,;» para todo g € M". Asi, utilizando propiedades de C~! y
B* se tiene que

I8 = e = e s = By = ey = 5 (2as)
De otro lado, utilizando i) y 4i) para el operador B~! tenemos que (B~1)T = (B~1)*C y ademas
lB=H =Bl =B~ (2.14)
En consecuencia, de (2.13) y (2.14) se sigue que
IBH =187 = E=HM]-
O

A continuacién presentaremos un teorema que garantiza existencia y unicidad para el problema
(2.6). Antes de ello denotemos por

Vi=KerB={ue X:Bu=0}={ue X :b(u,q) =0 VYqe M}

Vi={heX :(hv)=0 YveV}
Ademads definamos
I: X' — V',

la inclusién candnica que se define para cualquier h € X’ por:

(ITh,v) = (h,v) Yv e V. (2.15)
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Teorema 2.2.2. Sean f € X' y g € M'. El problema (2.8) tiene tnica solucion si y sdlo si se
cumplen las siguientes dos condiciones:

i) o A es un isomorfismo de V en V',
ii) B: X — M’ es sobreyectivo.
Demostracién. =) Supongamos que (2.8) tiene solucién tinica para todo f € X'y g € M.
Demostracién de i) Sea h € M’ cualquiera. Sea (u,p) € X x M la solucién de (2.8) consi-

derando f =0y g = h. Asi,
Bu=h en M’

y por lo tanto B es sobreyectivo.

Demostracién de i) Primero mostremos que II o A es sobreyectivo, para ello tomemos f €
V’. Como f es un operador lineal y acotado tenemos por el Teorema Hahn-Banach (ver
Teorema 1.1.11), que existe f € X', extensién de f a todo X. Asi, existe (u,p) € X x M tal que

Au+BTp=7 en X/,
Bu=20 en M.

Luego, para todo v € V = KerB C X se tiene

<Auv v) + <BTpv v) = <fvv> = (f,v>,

pero, dado que
(BTp,v) = (Buv,p) =0,

usando (2.15) se sigue
(ITAu,v) = (Au,v) = (f,v) Yo eV

y asi
[MAu = f en V',

En consecuencia IT o A es sobreyectivo. Ahora debemos verificar la inyectividad de IT o A, para
lo cual consideramos u € V talque

[MAu =0 en V'
Luego, para cada v € V tenemos
(ITAu,v) = (Au,v) =0
y ast Au € VO = (KerB)°. Por otro lado, como B es sobreyectivo tenemos que
ImB = M,

el cual es cerrado en M’ (pues todo espacio es cerrado en si mismo) entonces por el Teorema
del rango cerrado (ver Teorema 1.1.28) y el Lema 2.2.1 se sigue que

VO = ImB* = ImB”.

Luego
Au € ImB7,
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y asi, existe p € M tal que

de donde

Au+BTp=0 en X',
Bu=0 en M’

Asi, (u,p) es solucién de (2.8) con f =0y g = 0. Luego dado que (0,0) es también solucién de
dicho problema, y por hipétesis este tiene solucién tnica, se sigue que (u,p) = (0,0) y asi con-
cluimos que u = 0, de donde se deduce la inyectividad de Il o A.

<) Supongamos que se satisfacen i) y ii). Probemos que el problema (2.8) tiene solucién
unica. En efecto, sean f € X' y g € M’. Dada la sobreyectividad de B se garantiza que existe
ug € X tal que
Bug=yg en M.

Ademds, dado que IT: X' — V' y A: X — X’ se tiene que
If — HAug, € V'

y como ITo A : V — V'’ es isomorfismo por hipdtesis, existe ug € V tal que

ITAug = I1f — ITAu,.
Ahora, si tomamos u = ug + u, tenemos que

TAu = I1f,
con lo cual, de la linealidad de II, tenemos que
0= II(f — Au),v) = (f — Au,v) Yo eV,

y asi
f— Au € (KerB)". (2.16)

Por otro lado, como por hipétesis B : X — M’ es sobreyectivo, se tiene que su imagen es
M, el cual es cerrado. Luego, el Teorema del rango cerrado (ver Teorema 1.1.28) garantiza que
(KerB)? = ImB7, con lo cual, por (2.16), existe p € M tal que

f—Au=BTp en X'.
Ademss, dado que u = ug +ug y up € V = KerB se tiene
Bu = Buy+ Bug=Buy,+0=g en M.
En consecuencia se ha demostrado que

Au+BTp=7f en X',
Bu=g en M’,

lo que demuestra que (u,p) es solucién de (2.8).
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Resta probar la unicidad de solucién. Para ello supongamos que (u,p) € X x M y (u,p) €
X X M son soluciones de (2.8), es decir

Au+BTp=Au+BTp=f en X',
Bu=Bu=yg en M’

En consecuencia

Alu—u)+BT(p—p)=0  en X', (2.17)

de donde
MA(u —a@) +OBT(p—p)=0 en V'’ (2.18)

Sin embargo, puesto que
(BT (p - p),v) = (BT (p = p),v) = (Bu,p—p) =0 VeV,
se tiene IIBT (p — p) = 0 en V' y asf, de (2.18) se obtiene
HA(u—a)=0 en V'

Luego, dado que por hipdtesis II o A es inyectivo, se tiene u = .
Resta demostrar que p = p. Para ello notamos que al ser u = @, de (2.17) obtenemos que

B (p—p)=0. (2.19)

Finalmente, dado que B es sobreyectivo se tiene que B* es inyectivo (ver Teorema 1.1.29), y por
ser BT = B* o C, se deduce que B” es inyectivo. Asi (2.19) implica p = p. O

2.3. Condicién inf-sup

Una formulacion equivalente para la parte dos del Teorema 2.2.2 se da gracias a la condicion
que mostramos en seguida.

Definicion 2.3.1. Sean X, M espacios de Hilbert. Decimos que una forma bilineal
b: X xM—>R

satisface la condicién inf-sup, también conocida como condicién Babuska-Brezzi o condi-
cién LBB (por Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi), si existe 5 > 0 tal que

b
inf sup (v.q)

Y >3 Vg € M. 2.20
9eM yex [[vllx[lallm (220

Observacion 2.3.2. Es fécil ver que (2.20) es equivalente a

pb(v, q)

vex [[vllx

> Bllallar - Vg€ M.

La condicién inf-sup esta relacionada con la existencia y unicidad de la solucién del problema
(2.8). Méas exactamente, se encuentra relacionada con la condicién i del Teorema 2.2.2, como
se demuestra a continuacién.

Teorema 2.3.3. Sea b: X x M — R una forma bilineal y acotada. Entonces, para 8 > 0 los
tres resultados siguientes son equivalentes
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i) La condicién inf-sup se satisface con constante 3.

i)
IBTq|x > Blla|m Vg€ M. (2.21)

i)
| Bu|lar > Bllullx Yu e Ve . (2.22)

Ademds, las condiciones (2.21) y (2.22) implican que BT es un isomorfismo de M sobre VO y
B es un isomorfismo de V+ sobre M’ respectivamente.

Demostracién. i) = ). En primer lugar notamos que para ¢ € M se tiene que

BT
1B gl = sup 2 00x
veEX HUHX

= supM (2.23)

veX ||U||X
b(v,q)
veX HUHX

y asi, (2.21) es equivalente a la condicién inf-sup. Resta demostrar que
BT: M — VY

es un isomorfismo. En efecto, usando el hecho de que b es acotada, se deduce que

b(v,q Cllv| x|lqllar
HBT(]HX':SUP ( )<Su H ” H ”

< =Cllglle Vg M,
vex Vllx Teex  Ivllx

lo que muestra que B” es acotado. Ademds, observamos que (2.21) y Lema 1.1.24 implican que
BT es inyectivo e ImB” es cerrado. Asi, usando Lema 2.2.1 y Teorema 1.1.28, se obtiene que
ImB” = ImB* = VO y en consecuencia BT : M — V? es un isomorfismo.

it) = 1). En la demostracién i) = i) se mostré que la condicién inf-sup es equivalente a la
condicién (2.21).

i1) = iii). Primero demostraremos que B : V1L — M’ es un isomorfismo. En efecto, dada
la biyectividad de BT tenemos que ImB” = X', lo que implica que ImB7” es cerrado. Luego,
usando el Teorema del rango cerrado (ver Teorema 1.1.28), el Lema 2.2.1 y recordando que BT
es inyectiva, se tiene que

ImB = (KerB*)" = (C(KerBT))° = (C({0}))° = {0}° = M.

Asi, B: X — M’ es sobreyectiva. Ademaés, por ser B continuo se tiene que V := KerB es cerrado
y por lo tanto X =V @ V+. En consecuencia

M' =ImB = B(X)=B(\V + V') =B(V)+B(WVY) ={0} + BV =BV,

de donde B : V+ — M’ es sobreyectiva.
Para concluir que B : V- — M’ es isomorfismo, resta probar su inyectividad. En efecto, si
2z € V+ es tal que Bz = 0, entonces z € VNV = {0} y asi z = 0. Luego, por ser B lineal
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se tiene que B : V1t — M’ es inyectivo. En consecuencia, se tiene que B : V+ — M’ es un
isomorfismo.
Finalmente deduciremos (2.22). Notamos que (2.21) implica

(BT <

™|

Asi, del Lema 2.2.1 se deduce
_ _ _ 1
1B~ = 1B HT = 1B") < 3,
B
de donde
—1 1 /
1B~ gllx < Zllgllar - Vge M,
0 equivalentemente
|Bullar > Bllullx  Yue V™

iii) = 1ii). La prueba se hace similar al caso i) = iii). O

Teorema 2.3.4. (Babuska-Brezzi.) Sean X y M dos espacios de Hilbert, A: X — X' y
B: X — M’ los operadores inducidos por las formas bilineales y acotadas a: X x X — R y
b: X x M — R. Supongamos que

i) 38 > 0 tal que

b(v,
sup 150 > glgly va e (2.24)
vex [vllx
ii) Jo > 0 tal que
a(v,v) > aljv||5% Vv eV =KerB. (2.25)

Entonces para cada f € X' y g € M’ existe una tnica pareja (u,p) € X x M tal que

Au+Blp=f en X',

2.26
Bu=g en M. (226)

Ademas existe una constante C positiva tal que
ullx + [[pllar < C (I fllx + llgllar) - (2.27)

Demostracién. Parte 1:Unicidad. Demostraremos que existe a lo mas una solucién (u, p) del
problema (2.26). En efecto, sean (u1,p1), (u2,p2) soluciones de (2.26). Asi,
en X',
en M’

A(ur — ug) + B (p1 — p2) = 0 (2.28)
B(u1 - ’UQ) =0 '
Luego, u; —ug € V := KerB y ademés, para todo v € V se tiene

0 = (A(u1 — ug),v) + (B (p1 — p2),v) = (A(u1 — uz),v) + (Bv, (p1 — p2)) = (A(u1 — ug),v)

y asi
0= (A(u1 —u2),u; — uz) = a(u; — uz,u; — u2).
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Luego, (2.25) implica u; = ug. Asi, de (2.28) se sigue que B” (p; — p2) = 0. En consecuencia,
dado que el Teorema 2.3.3 garantiza que (2.24) implica

HBT(pl —pz)HX, > Bllp1 — p2lly,

se sigue, p; = pa.

Parte 2: FExistencia. En primer lugar demostraremos que existe uv € X tal que Bu = g.
Dada la hipétesis i) tenemos por el Teorema 2.3.3 que B: VL — M’ es biyectivo, luego para
g € M’ existe ug € V* tal que Bug = ¢ y ademés, el mismo Teorema 2.3.3 garantiza que

I9llazr = |1 Buollarr = Blluollx

O Ssea 1
luollx < = llgllar- (2.29)

Por otro lado, dado que B es continuo entonces V = KerB es cerrado y por tanto X =V @ V+
(ver Teorema 1.1.17). En virtud de esta descomposicién de X mostraremos que la u buscada
tiene la forma u := @ + ug, para algin @ en V. Para ello observamos que si (u,p) es solucién
del problema (2.26), entonces de la segunda ecuacién de dicho problema se sigue que para todo
veV:

(f,0) = (Au + BTp,v) = (Au,v) + (Bp,v) = (Au, v} + (Bv,p) = (Au,v),
Luego, dado que u := @ + ug, se tiene que
(Au,v) = (Aa,v) + (Aug, v) = a(a, v) + (Aug, v)

y asi, u debe ser solucién del problema:
Hallar w € V tal que
a(t,v) = (f — Aug,v) Yv e V. (2.30)

Dado que a es lineal, acotada y ademas satisface (2.25), el Lema de Lax-Milgram (ver Le-
ma 1.1.23) garantiza que el problema anterior tiene una tnica solucién. En consecuencia u =
u + ug satisface

(Au,v) = (f,v) Yv e V. (2.31)

Ademads, dado que @ € V := KerB, se tiene
Bu=Bi+ Buy=0+g¢g=uy,

es decir u satisface la segunda ecuacién de (2.26).
Resta demostrar que existe p € M tal que (u,p) verifica la primera ecuacién de (2.26). Para
esto, observamos que (2.31) implica

(f — Au,v) =0 Yo eV,
de donde f — Au € V°. Luego, por ser BT: M — V? isomorfismo, existe p € M tal que
BTp = f — Au, (2.32)

que es justamente la segunda ecuacién de (2.26).
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Parte 3: Demostracion de (2.27). Dado que @ es la solucién de (2.30), cuya existencia es
garantizada por el Lema de Lax-Milgram, se tiene que

. 1
lallx < ~IIf = Auollx,

asi, usando (2.29) se sigue

- 1 1
Jallx < 2l + S ol
° » (2.33)
< — ’ —_— ’ .
< Ll + Al ol
Ademis, recordando que u := 1 + up usando (2.33)
lullx < llallx + lluollx
< ~fllx + =l lgllae + 5ol
= X’ 04,8 X9l M7 6 glim’ (234)
1 1 /1
= — ’ — | — A ’ 1 /.
2flx+ 5 (3040 + 1) gl

Por otro lado, usando (2.21) (que se garantiza por el Teorema 2.3.3) y (2.32), se obtiene

T
Bllpllar < 1B pllxr = If — Aullxr < (Ifllx + [ Allxlullx)
o equivalentemente

1
[pllar < 5 (F e+ ALl

Por consiguiente, haciendo uso de (2.34) en la acotacién anterior se tiene que

1 1 Allx (1
ot < (5 + aglalle ) 1o+ (P50 (G4 +1) ) lollar

y por lo tanto
lullx + lpllar < C(1flx =+ lgllar)

(1 (11 1 /1 1Allx (1
donde €' = max {a + <5 + a/B‘AHX’> 5 (a\AHX' + 1) + ( e Al +1) ) O

El Teorema anterior es el resultado principal de la Teoria de Babuska-Brezzi y se aplicara para
demostrar existencia y unicidad de solucién para los Problemas de Stokes y Darcy en los siguien-
tes capitulos de este trabajo. Antes de ello, mostraremos como se aplica el mencionado Teorema
para deducir existencia y unicidad de solucién para el problema de Neumann que se introdujo
en la Seccién 2.1.

Ejemplo 2.3.5. Problema de Neumann

Recordemos que en el problema de Neumann (2.1) no se tenia la condicién de elipticidad de la
forma bilineal correspondiente y con ello no se podia garantizar la unicidad a través del Lema de
Lax-Milgram, por lo tanto fue necesario replantearlo como el siguiente problema de estructura
mixta (2.5):

Hallar (u,\) € HY(Q) x R tal que

a(u,v) + b(v, \) = F(v) Vo € HY(R),

bu) = Gu)  VueR, (2.35)
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donde a: HY(Q) x H'(Q) = R, b: H'(Q) xR - R, F: H'(Q) - Ry G : R — R estdn dados
por:

a(u,v) :—/QVu-Vv, b(v, 1) :—,u/Qv

F(v) = /mngr/va, G(p) := 0,

para todo u,v € H'(Q) y para todo u € R.

Demostraremos que (2.35) tiene una tnica solucién usando el Teorema de Babuska-Brezzi.
En primer lugar, notamos que es sencillo verificar que a y b son formas bilineales acotadas y que
F y G son funcionales lineales acotados. Ademds, en virtud de la desigualdad de Poincaré (ver
Teorema 1.2.12) se deduce que

a(v,v) = /QVU -Vou > CHUH%ﬂ(Q) Yo € HY(Q).

En particular, para V = KerB donde B es el operador inducido por b, tenemos que a es eliptica
en

KerB={ve H'(Q): Bv=0}={ve H(Q): (Bv,u)}
= {ve H(Q): b(v,n) = 0}

:{yeHl(Q):u/v:O Vu e R}

Q

:{veHl(Q):/v:O}CHl(Q).
Q

La tnica hipétesis del Teorema de Babuska-Brezzi que resta demostrar es la condicién inf-sup
de b. En efecto, por ser ) acotado, tenemos que para todo p € R la funcién constante

7:0Q =R, O(x):=p VreQ

pertenece a H'(Q) y 10 g1 () = 1 |Q|1/2. Luego, si p # 0 se tiene

b(v, b(3, R 210) .
N YD (YY) BN s T
vere IVIlE @) — Ollmey  10lm@)  |u)|0)z
v#0
Asi, si definimos 8 := |Q\% se obtiene
b
sup blo ) =Bl VueR.
veH1(Q) HUHHl(Q)
v#£0

En consecuencia, el Teorema de Babuska-Brezzi garantiza que existen tinicos u € H*(Q) y p € R
que verifican (2.35) y que ademaés existe C7 > 0 tal que

lall g ey + Il < Cu Pl gy - (2.36)

Finalmente, podemos notar que para todo v € H'(Q) se cumple

/mgv—i—/ﬂfv

[(F,0)| =

séﬂm+4umgwwmwmmmﬂﬂm@wm@
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y usando la desigualdad de trazas (1.10), existe Cy > 0 tal que

(F0)] < Ca (9l 2omy + 12y ) 0l ey -

En consecuencia
IE Ny < 119l z200) + 1 2o
y asi, de (2.36) se sigue

il + il < C (lglzqomy + 1fl ey - O
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Capitulo 3

H(div,§2): El espacio de funciones con
divergencia de cuadrado integrable

Los resultados que se mostraran en este capitulo pueden ser consultados de manera detallada
en los siguientes libros: [1], [9], [10], [11], [15].

3.1. Motivacion

En esta seccion mostraremos un importante espacio funcional que surge cuando los proble-
mas de Stokes y Darcy se llevan a una formulacién variacional mixta, la cual serd tratada gracias
a la Teoria de Babuska-Brezzi que se estudi6 en el segundo capitulo. Antes de presentarlo se
veran importantes conceptos que llevan de manera natural a dicho espacio.

Definicién 3.1.1. Sea Q C RY un conjunto abierto y f = (f1,..., fx) un campo vectorial
continuamente diferenciable. Entonces se define la divergencia de f como
N
divf:=V-f= afl. (3.1)
= O
Observacién 3.1.2. Podemos observar que para f = (f1,...,f~n), 9 = (g1, .., 9n) continua-
mente diferenciables y «, 8 € R tenemos
N N
- d(afi+ B gi) dafi  0Bgi
d = _—_— =
a (af + ﬁg) Z_Zl 8:61 ; 837@ + a.m
ofi dgi
- i=1 <aaxi +ﬂaxi>
N N
8f1 agz
N N
H 0% 0%
=qadiv f+ Bdivg

Es decir, el operador divergencia es lineal.
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A continuacién daremos una motivaciéon a la definicién formal de divergencia. Para esto,
recordemos el Teorema de integracién por partes (ver Corolario 3.2.3 [1]), el cual garantiza que
para € C RV abierto y acotado, con 02 de clase C' se obtiene

Ov / g Yo e CY(Q), (3.2)
o0

Q Ox; -
donde n; representa la i-ésima componente del vector unitario n ortogonal a Of).
Ahora, tomemos f = (f1,...,fn) € CYQ)" un campo vectorial. Aplicando (3.2) a cada f;
tenemos

on = finq
Q011 Joq ’
0

O _ fnnn

o OrN o9

y asi, sumando estas expresiones y usando la linealidad de la integral se deduce

N N
ofi _ .
/S) axl _/BQ;on27

=1

esto es
/ dvf=[ fn (3.3)
Q oN

Por otro lado, si u: RY — R es continuamente diferenciable, se verifica que div(uf) = Vu - f +
udiv f. En efecto,

divuf =div(ufi, ..., ufn)

o al ouf;

_izl Oz

_ (ou oNn Ou 203 (3.4)
_(8x1f1+u8x1)+"+(8foN+“axN)

_ ou Ou oh v
—(C,)IlflJr...JrafoN)ﬂL(ua + +“8xN)

=Vu- f+udiv f.

Luego, usando (3.4) y (3.3) se obtiene que

[aivur = [ Gu-prudivy= [ ufon,

/Qudivf:—/QVu'f—i—/aQuf'n. (3.5)

En particular, si ¢ € C§°(£2) se tiene

/ngdivf:—/ﬂv¢-f. (3.6)

La integral anterior tiene sentido atin en casos en los cuales f ¢ C1(Q)". Por ejemplo, si f €
(L2(Q)N y div f € L?(Q), entendiendo la div f es este caso como (3.1), donde gii (i=1,...,N)
son las derivadas débiles de f. Lo anterior motiva a la siguiente definicion.

o lo que es equivalente

31



Definicién 3.1.3. Sean Q C RY abierto y acotado, con 9Q de clase C'. Ademds, sea w €
(L2(22))N. Diremos que I € L?() es la divergencia débil de w (divw = 1) si

/gol——/Vgo-w Vo € C5°(Q).
Q Q

Observacién 3.1.4. Unicidad de la divergencia débil. Sea w € (L?(Q2))". Supongamos
que existen I1,ly € L?(2) tales que divw = I y divw = ly. Asi, por la definicién anterior se
sigue

/ng(ll—lg)—o \V/(pECgO(Q)

Luego, se tiene que I; — lo = 0 y asi [; = lo. Es decir, tenemos que la definiciéon de divergencia
débil esta bien definida.

Definicién 3.1.5. Para Q C RY abierto y acotado, se define el espacio
H(div,Q) := {u € (L2(Q)N :divu =V -u € L}(Q)},

dotado de la norma

N

el e ) = (el + | divel3ag) (3.7)

3.2. Propiedades del espacio H(div,{2)

Lema 3.2.1. La forma bilineal
(.,,.): H(div,Q) x H(div,Q) = R

dada por

(u,'v):/u‘v+/divudivv,
Q Q

define un producto interior en H(div,Q), que induce la norma (3.7).
Demostracién. Sean u,v,w € H(div,Q) y a € R.

i) (U, V) gaiv,0) > 0, ya que

u-v=(u"v
/Q (w, ) (p2(0))~

/ divudive = (divu,dive) 2
Q
definen productos interiores en (L?(Q2))" y L%(Q) respectivamente, asi

(u, 'U)H(div,ﬂ) = (u, ’U)(L2(Q))N + (diV u, div ’U)LQ(Q) >0

Ahora bien,
(w,u) m(aiv) = 0 & [[ul[{r2 v + [dive|jzg) =0 u=0.
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i) Dada la linealidad de los productos interiores de (L%(Q))N y L?(2) se sigue
(u, v+ w)H(div,Q) = (u, v+ w)(LQ(Q))N + (le u, divv + div w)Lz(Q)
= (u, 'U)(LQ(Q))N + (diV u, div v)L2(Q) + (u, ’U])(LQ(Q))N + (diV u, div 'LU)LQ(Q)
= (4, V) g(giv,0) + (W, W) g (div,0)-
i4i) Dada la conmutatividad en los productos interiores de (L?(Q))"V y L?(Q) se obtiene
(V) H(div,) = (8, 0) (20 + (divu, div o) 2
= (’U, ’LL)(LQ(Q))N + (le v, div u)LQ(Q)

= (v, u)H(div,Q)-

(au, U)H(div,ﬂ) = (au, 'v)(Lz ()N + (le au, div ’U)LQ(Q)
= o(u, ’U)(L2(Q))N + (adiv u, div U)Lz(Q)
= a(u, ’U)(L2(Q))N + Oé(diV u, div 'U)L2(Q)
= a(u, 'U)H(div,Q)'

v) Podemos observar que

1 2 ) 2 3
(uau)fq div.Q) — HU’H L2(Q)N T Hdlvu’HL2 Q ’
(div,Q) (L*()) (@)

que es efectivamente la norma definida en H(div, ) por (3.7). O

Teorema 3.2.2. H(div,Q) es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Sea {k,},cz+ C H(div,{) una sucesién de Cauchy. Luego, para todo € > 0
existe M € Z* tal que para todo n,m > M se sigue

lkn — Kl aiv,0) < €

esto es

”kn - km”%}ﬁ(g))N + || div(kn - km)H2L2(Q) <

De esta tltima expresion se observa que

{kn}neZ+ Yy {diV kn}nez+

son sucesiones de Cauchy en (L?(92))" y L?(Q) respectivamente. Luego, usando el hecho de que
(L2(Q))N y L?(Q) son espacios completos, entonces existen w € (L2(Q))N y z € L?(Q), los
cuales satisfacen

lim k, =w en (L2(Q)N y lim divk, =2 en L*(Q).

n—oo n—oo

Probemos que divw = z o equivalentemente
/cpz:—/Vgo-w Vo € C5°(Q).
Q Q
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En primer lugar, mostremos

n—oo

lfm Vgo k, = / V- w Vo € C5°(92).

En efecto, sea ¢ € C§°(f2) cualquiera. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

R R BT

< ||VQOH(L2(Q))N”kn — 'UJH(LZ(Q))N — 0, n = oo.

De la misma forma

—/ch-k:n—>—/V<p~'w,n—>oo. (3.8)
Q Q
Similarmente, se prueba
/ pdivk, — / ©zZ, N — 00 Vo € C§°(9). (3.9)

Q Q
En segundo lugar, debemos mostrar que

/Vgo-kn:/godivkn Vo € C5°(9).

Q Q

Para esto, tomemos ¢ € C§°(Q2) cualquiera y recordemos que k,, = (ky,, ..., kny) para todo
n € ZT. Asi, usando la linealidad de la integral y la definicién de derivada débil

/godivan/@ Ofin, +--~+ak”N
Q Q o1 oxN

al Oy,
Z /Q 7 o
Q

1=

dp

>

ke,
8Ii ¢

1=

1
N
=1
N
ox;
Q4= 9t
/Vgo'kn.
Q
— lim /Vgo'k'n = lim [ ¢divk,. (3.10)

En consecuencia,

Finalmente, de (3.8), (3.10) y (3.9) tenemos

—/ch-w:— h’m/V(p-k‘n: h’m/godivkn:/cpz Vo € C5°(Q).

Es decir, se prob6 que divw = z y asi el espacio H(div,2) es completo. ]
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Observacién 3.2.3. i) Recordemos la igualdad que se establece en (3.5), ahora veremos su
equivalente para campos vectoriales. Para tal hecho, tomemos u € (HY ()N y v € (H?(Q))V
con u = (u1,...,un)y v = (vi,...,vn). Teniendo en cuenta (3.5) se obtiene

/ (Vuy - Vo + ug div Vo) = / u1Vup - n,
Q

o0
(3.11)
/ (Vuy - Vo + un divVoy) = / unVoy - n.
Q o0
Adema&s, podemos notar que divVwv; = Awv; para cada ¢ = 1,...,N. Luego, sumando las
ecuaciones de (3.11) y recordando la parte ii) de la Observacién 1.2.18, la cual establece que
N
Vu: Vv = Z Vu; - Vu; para todo u,v € (H'(2))", obtenemos
i=1
N N
/ Z (Vu; - Vo + u; div V) = / Z (Vu; - Vo + ujAv;)
Q=1 Q=1
:/Vu:Vv—i—u-Av (3.12)
Q
N
= / Z u; Vu; - n.
el e
Ahora bien, podemos notar que
g—;i g%v g—;’:im +- gm%mv
@ 8’02 nl @n + P + 8’02 n V/Ul n
AU RN N I I N )
y ' i ny ’ Vun - n
%’T’lv % ?Tflvnl +et &Z—xm\/
Por lo tanto
N
u- (Vo)n = Zuini ‘n
i=1
y asi, por (3.12) se deduce
/ Vu: Vv +u- Avdr = / u- (Vo)n Yue (HHQ))Y Voe (HX2(Q)N. (3.13)
Q o0

ii) Veamos una importante relacién entre las normas de (H'(2))" y el espacio H(div, ). Para,
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ello, tomemos v € H(div, ). Luego,

. 81}2
101 %) = 0 2n + 1div ol ey = [0l @pn + o,
‘ 2( )
ov;
2 7
< olfye@ o P
0v;
< [[ollfa gy + :
(L2(%) ”ZI Oz 12

= [wllz2 @y + IVOl 72w xn
= |0 lIEer
En consecuencia, se tiene
10l r(aiv,) < N0l an @)y - (3.14)
Teorema 3.2.4. Sea Q C RY un dominio Lipschitz. Entonces

-1l £ aiv, )

(C(Q))N = H(div, ).
Demostracién. La demostraciéon de este resultado usa el Teorema de suma directa (ver Teo-

rema 1.1.17), ya que al ser W”'HH(‘“W)
garantiza

un subespacio cerrado en H(div,(2) entonces se

H(div, Q) = (C=(Q))N @ (C=(Q))N)*.
Luego, probaremos que si u € H(div,{2) es tal que
ul (C°(Q)N (3.15)

con el producto interno de H(div,(2), entonces u = 0. Con este hecho se habra probado que

((C**(Q))N)L = {0} respecto al producto interior de H(div,(2) y asi del Teorema de suma
directa (ver Teorema 1.1.17) se sigue

H(div, ) = (C@N " @ o) = (C=@)r .
En efecto, sea u € H(div, ) tal que u satisface (3.15). Es decir,

(w, )2y + (V-u, V- @) 20y =0 Vo e (CF(Q)". (3.16)
Ademas, sean Du := V - u y u, Du las extensiones de u y Du a RN por cero fuera de

respectivamente. Podemos observar que / |a|? = / lul> < ooy / |Dul? = / |Du|? < oo,
RN Q RN Q

es decir @ € (L2(RM)N y Du € LA(RY).
Luego, dada la eleccién de u tenemos

(@, @) 12y~ +(Du, V- @) 2wy = (4, @) (r2())n +(Du, Vo) 1200y =0 Vo € (CEP(RN)N
lo que es equivalente a

(@, @) r2@nyy = —(Du, V- @)ramyy Vo € (CRY))N
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Ahora, usando la conmutatividad en el producto interior, tanto en (L?(R™))Y como L2(RY) se
sigue que la ecuacién anterior es equivalente a

(6, @) 2@y = —(V &, Du)ayy Vo€ (CRRN)N

y asi, usando (3.6) se obtiene que

—(V : ¢, b\a)LQ(RN) - (d), V/D\’l;)(LZ(RN))N.
Por lo tanto, tenemos
(¢, — VDu)2@vyy =0 Vo € (CERN)N

y asi -
VDu =a e (L2(RV)N
Con este ultimo hecho podemos observar que @ € L?>(RYN) para todo i = 1,..., N, es decir

Du € HY(RY) y ademas Dulg € H*(Q).
Ahora, sea O una bola tal que Q C O. Luego O\ es un dominio Lipschitz y teniendo en cuenta
la definicién de Du se obtiene que Du| o = = 0. Entonces, usando el Teorema de Trazas (ver

Teorema 1.2.7) aplicado a O\ se tiene que Du = 0 sobre 9 (O\Q) y por lo tanto Du = 0 sobre
09, con lo cual Du € H(9).
De otro lado, como C§°(€2) es denso en H}(f2) existe una sucesién {¢n, }nez+ C C5°(Q) tal que

¢n — Du en H(Q).
Ademads, por la continuidad del operador V podemos observar
Vo, = VDu en (HY(Q)N.
Asi, por (3.16) con ¢ = V¢, y recordando que u = VDu se deduce
(w, w) 2@y + (V-u, Vo) 2y = (w, VDU) 2@y + (V- u, Du) 2@y
= (V-u, lim Vo) z@vyy +(V-u, lim ¢)2gy)
lim. {(U, Vén) 2@y~ + (V- u, ¢)L2(RN)}
= 0.

Con lo cual, se concluye que ||| (qiv,0) = 0 y por lo tanto u = 0. O

Teorema 3.2.5. Sea Q C RY un dominio Lipschitz acotado con frontera 02 y vector normal
exterior n. Si € € C1(Q) yu € (CH(Q))N entonces

Demostracién. Para demostrar esta igualdad haremos uso del Teorema de divergencia (ver
Teorema 3.19 [15]), el cual garantiza que bajo las mismas hipétesis de este Teorema y con
F:RY — RY un campo vectorial, donde F € (C'(Q))" se tiene que

/divF—/V~F— F-n.
Q Q ig)
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Luego, para F' := £u tenemos

/(Vf-u—i—fv-u): fu-n
)

o0

[

El siguiente resultado requiere de precisar el significado de solucién débil de un problema de
la forma:
Hallar ¢: Q2 — R tal que:

y recordando (3.4) se sigue

o lo que es lo mismo

(3.17)

Para ello, notamos que si £ € H}(Q) y ¢ es la solucién de (3.17) se tiene por la primera identidad
de Green (ver Teorema 1.2.13)

Kﬂf:‘szg+é¢*?év¢vf+ﬁ¢§

La identidad anterior permite definir una solucién débil de (3.17) como sigue:

Definicién 3.2.6. Diremos que ¢ € H'(Q) es una solucién débil de (3.17), si
pe{uc H(Q): u=p en 0Q}

y se cumple

/QW-VéJr/Qqﬁé:/Qfé ve € HY(9).

Observacién 3.2.7. Para que exista por lo menos una solucién débil de (3.17), es necesario
que p € H%(aﬁ), pues en caso contrario {u € HY(Q): u=pu en 9Q} = 0.

Teorema 3.2.8. Sea Q) un dominio Lipschitz. Sea j € H%(ﬁﬁ) y f € H-Y(Q). Entonces, existe
una tnica solucion débil ¢ € HY(Q) de

7Ad)+¢:f en Qv

(3.18)
o=pu en ON.
Ademas, existe una constante C' que cumple
1911y < C (1l 3,y + 1711101 (3.19)
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Demostraciéon. Sea vy, ! una inversa continua a la derecha del operador traza ~o: H'(Q) —
H%(aﬁ) (ver Teorema 1.2.10). Asi, existe be H'(Q) tal que ’yo(d;) =uy

HngHl(Q) <C ”’uHH%(aQ)' (3.20)

i) Ezistencia. Consideremos el problema :
Hallar ¢ € HJ(Q):

/va-vévL/QdJé:/Qfé“—/QV<5-V£—/Q¢35 Ve € HY(9). (3.21)

Mostraremos que el problema anterior tiene solucién unica usando el Lema de Lax-Milgram (ver

Lema 1.1.23). En efecto, si hacemos a(u,v) := / Vu- Vv —I—/ uv'y
Q Q

Fv) = / fv— / Vé-Vu — / ¢v para todo u,v € HZ () entonces el problema (3.21) se
Q Q Q

convierte en:
Hallar ¢ € H(Q) :
a(,v) = F(v) Vv e Hy(Q),

con a: H}(Q) x H}(Q) =Ry F: H}(Q) — R.

Procedamos a verificar que este problema satisface las condiciones del Lema de Lax-Milgram
(ver Lema 1.1.23). Primero, dada la linealidad de la integral y del operador V se observa que a
es bilineal y que F es lineal. En segundo lugar veamos que a es continua y eliptica. En efecto,
para u,v € Hj () usando desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

/Vu-Vv+/uv
Q Q

la(u,v)| = < |IVull 2y VUl 20y + llull 2y 10l 220

1 1
2 2 2 2 2 2
< (Ilullfzgay + IVulEay) " (10132 + V0l 72ey)
= llwll g1 @) vl 1) -
Ademas, para a se verifica que es eliptica, ya que
a(v,0) = ol Vo€ Hy(9).

Resta mostrar que F' es continuo. Para ello, podemos observar que f es un funcional definido en
H(Q) y como H}(Q) es un subespacio de H!({2) entonces se sigue que para v € H} ()

F(v)| = \/va— </Q¢3U+WB-W>‘ () — B0y
< (£, 0)] + (, V) (o)

< I Na-2oy W0l oy + [[9)],1 oy Mellirscay

HY(Q)
= (Wlsy + ] ) Wi

En consecuencia, F € H1(Q) y
1l 0y < 1y + 9] -
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Por lo tanto, por el Lema de Lax-Milgram se tiene que (3.21) tiene solucién tnica y ademads
¥l < IF @) < 1o+ 9], - (3:22)
Ahora, consideremos ¢ € H}(Q2) la solucién de (3.21). Asi,

p=P+¢ (3.23)

es la solucién débil de (3.21), ya que 4o(¢) = v0(¢) + @) = Y0(¢)) +70(¢) = 0+ p = pu y ademés
para toda & € H} () se tiene

/ﬂv¢‘vg+/g¢£=/ﬁw+&>'V£+/ﬂ<w+¢~>>5

:(/va-vf+/g¢f)*(/QV‘ZB'V“/Q&)
;/Qfg/Qvé,vg/g&>+</gvgg.v£+/ﬂéé>

ii) Unicidad. Sean ¢1, ¢2 soluciones débiles de (3.18). Entonces,
Y= ¢1 — P2

satisface que ¥ € H} (Q) y / Vi - VE +/ Y€ =0 V¢e Hi(Q). En particular:
Q Q

0= [ 96Vt | wo= [l
Q Q
de donde, ¥ =0 y asi ¢1 = ¢psa.

Finalmente, probaremos (3.19). Debido a la unicidad de solucién, la solucién del problema
(3.18) esta dada por (3.23). Asi, usando (3.22) y (3.20) se sigue

191y < Wl + |81 g < 17100 + ] + 9]
= 1700 +2[|9]] 1 o1

< 1=y + 2C 1l

<€ (I + 13,0, )-

HY(Q)

O
Ahora presentaremos el significado de solucién débil para un problema de la forma:
Hallar ¢: 2 — R:
—Ap+¢d=0 en
Ao (3.25)

a—n:,u en 0f2.
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Notamos que si ¢ € H'(Q) y ¢ es solucién de (3.25) tenemos que usando la primera identidad
de Green (ver Teorema 1.2.13) se sigue

0_/ A¢¢+/¢¢ /w Vi — (22 0w /mb,

donde es una notacion para V¢ - n.

La igualdad anterior pemite definir una solucién débil de (3.25) como sigue:
Definicién 3.2.9. Diremos que ¢ € H'(Q) es solucién débil de (3.25), si

ou
1 . —
qu{uEH(Q).an—,u en 0N}

y se cumple

/w Vi (52 nofa >>m+/g¢¢=o v € H'(Q).

Observacién 3.2.10. Para que exista por lo menos una solucién débil de (3.25), es necesario
que € H_%((‘)Q), pues en caso contrario {u € H(f) : g—x =pu en 00N} =0.

Teorema 3.2.11. Sea Q un dominio Lipschitz con frontera 0S) y vector normal exterior n. Sea
we H™ (aQ) Entonces existe una tnica solucion débil ¢ € H'(Q) de

—Ap+¢p=0 en Q,
¢ (3.26)

8771,:” en 0f),

Ademds, existe una constante C' tal que

191730 < C 1l -y -

Demostracion. Consideremos el siguiente problema:
Hallar ¢ € H'(9) tal que:

/ V-V — <8¢)’% )>aQ —i—/Q@/J =0 V¢ e HY(Q), (3.27)
o lo que es lo mismo
[ vo v [ ov= (G20 = e W e HIQ).

Por lo tanto, el anterior problema toma la siguiente forma:
Hallar ¢ € H'(Q) tal que
a(¢,v) = F(v)  Yve HY(Q),

donde a: H'(Q) x HY(Q) = Ry F: H'(Q) - R con a(u,v) ::/Vu-Vv—f—/uva(v) =
Q Q

(11, 70(v)) s para todo u,v € H'(Q). Observemos que a tiene la misma estructura que re-
sulté para la forma bilineal en el Teorema 3.2.8, luego tenemos que a es continua y eliptica.
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Resta probar que 1F es un operador continuo. Para esto, notemos que usando la continuidad del
operador p € H™2(0NQ) se tiene

[E(0)] = [{1:70(0) pal < HMHH—%(aQ) |’70(U)”H%(89)

y recordando la norma en H 2 (09) (ver Definicién 1.2.9) tenemos que en particular
HWO(U)”H%(M) < vl -

Por lo tanto
P < 11l gy 1030

y asi tenemos que F' es continuo con

1F 1 sy < Il - (3.25)

En consecuancia del Lema de Lax-Milgram se sigue que (3.27) tiene solucién dnica y ademas
ol i) < 1F 1oy -
Asi, usando (3.28) y la desigualdad anterior se obtiene

Finalmente, recordando la definicién de solucién débil de (3.25) se tiene que ¢ € H'(Q)
solucién unica de (3.27), la cual se probd anteriormente, es tdmbien la tnica solucién débil de
(3.18) y asi concluimos esta demostracién. O

Definicién 3.2.12. Sea Q C RY un dominio Lipschitz acotado. Para una funcién v € (C>(Q))V
se define la traza normal de v por

(V) = v|sq - n.

Teorema 3.2.13. Sea Q C RY un dominio Lipschitz acotado en RN con vector normal exterior
n. Entonces

i) La definicion de traza normal indica un operador lineal y continuo:
ot (CR@)N — H2(00),
donde (C®(Q))N es considerado un subespacio normado de H(div,Q) y

(T (v), D)9 = (v, V) + (V-v,0) Vv e (C®Q)Y V¢e H'(Q).

i1) El operador traza normal puede ser extendido continuamente a un operador sobreyectivo
de H(div,Q) en H 2 (99).

iii) La siguiente identidad de Green se cumple para funciones v € H(div,Q) y ¢ € H(Q)
(v, Vo) H(div,0) + (V- 1,0) 1) = (1 (v), ) g

donde (.,.)5q representa el producto de dualidad en H_%(('?Q) X H%(aﬁ)
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Demostracién. i) Usando el Teorema 3.2.5 para ¢ € C®(Q) y v € (C*(Q))" se tiene

/QV-UQS:—/Qv-ng%—/aQ(v-n)gb

(v,V¢) + (V- v,0) = (v-n,0)s0 = (W(v), ) yo-

0 equivalentemente

Ahora, usando la densidad de C*°(Q2) en H'(Q) (ver Teorema 1.2.7) se tiene como consecuencia
que esta igualdad también es vdlida para ¢ € H(Q), es decir

(v, V) + (V- 0,0) = (m(v),0)ag Vo€ H'(Q) Yve (C®@Q)". (3.29)
it) Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.29) se sigue

(7 (v), P)aal = [(v, V) + (V- v, 9)]
<|[(v, V)| +[(V - v,9)|

<Al 2@~ VOl 2@y + IV -2l 20 191l 22(q) (3.30)
1 1
< (W01 0w + 1V - 2l3200)) " (I8lF200) + 190020y

= ||”HH(div,Q) H¢HH1(Q)

para todo v € (C*(Q2))V y para todo ¢ € H'(Q2). De otro lado, sea u € H%(E)Q) y definamos
¢ € H*(Q) la solucién débil de

—Ap+¢p=0 en

¢p=pn en ON. (8:31)

En virtud del resultado de regularidad para el problema eliptico en el Teorema 3.2.8 tenemos

191l (@) < Cliell g g, -

luego, de (3.30) se obtiene
[(m(v), a0l < Cllvllgaiv,o) H’UHH%(aQ) ;

o lo que es equivalente
[(m (V) 1)

|
el 2 #<C ”UHH(div,Q)
Ml a0
para todo p € H 3 (09) y para todo v € (C>(2))". Este resultado implica, usando la definicién
de norma en H~2 (092), que
@l 0y < € Mol

Entonces,
Tn: U — V- ngn
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es un operador lineal y acotado (continuo) definido del conjunto (C°°(Q))™ en H ~3 (092). Luego,

como (C*®(2))V es denso en H(div,Q) (ver Teorema 3.2.4) tenemos que 7, puede ser exten-
dido de manera continua de H(div,2) en H _%(89).

Ahora, procedamo a probar la sobreyectividad. Este hecho se probard de manera natural, es
decir que para p € H™2(0f2) se mostrara que existe v € H(div, §2) tal que v,(v) = u. Para ello,
recordemos el problema que se plantea en el Teorema 3.2.11 en el cual, usando una identidad de
Green se obtiene la formulacion variacional:

Hallar ¢ € H'(Q) tal que:

(Vo, Vib) (2~ + (6, 9) 120) = (1,70(¥) g Vb € H'(), (3.32)

Entonces, si denotamos v = V¢ € (L?(2))" tenemos que tomando 1 € C$°(Q) en (3.32) se
obtiene

(v, V) (2~ +(9:9) 20 =0 V¥ € C5°(Q),
o lo que es lo mismo

(0, V) r2) = — (v, V) 12y Vo € C5°(Q)

y como consecuencia de (3.6) tenemos que dive = V-v = ¢ € L*(Q). Asi v € H(div,Q) y
Wmv)=mn-v=n-V¢= g—i’ = u, lo cual prueba la sobreyectividad.

i4i) Dado que (C*(Q2))V es denso en H(div,) (ver Teorema 3.2.4) tenemos que para v €
H(div, Q) existe una sucesién {vy, }pez+ C (C®(Q))Y la cual satisface

v, > v, n—oo en H(div,Q),
ast, usando (3.29) se tiene para todo n € Z*
(’Un, V(b) + (v " Un, (b) = <7n(vn)7 ¢>BQ ng € Hl(Q)

Entonces, pasando al limite cuando n — oo y usando la continuidad del producto interior de
(L2(Q))N, L?(Q) y del operador V se sigue

(v,VP) + (V- 0,8) = (1 (v), ®)pq Vv € H(div,Q) Vo€ HY(Q).
O

Definicién 3.2.14. Para © un dominio Lipschitz y acotado en RY con vector normal exterior
n se define el espacio

Hy(div, Q) := W”-Hmdiv,m '

Teorema 3.2.15.
Hy(div, ) = {v € H(div,Q) : v - n|spg = 0} .

Demostracién. Para demostrar este resultado usaremos el Teorema de suma directa (ver Teo-
rema 1.1.17). Dado que (C§°(2))V es un subespacio cerrado en Hy(div, ) respecto a la norma
en H(div, ) tenemos

Ho(div, Q) = (G ()N) @ (C5e()N)+.
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Luego, mostraremos que si
ve (CEOM)T vy Am(v) =0 (3.33)

entonces v = 0.
Supongamos que v satisface (3.33). Luego,

(’U,u)(Lz(Q))N + (V -V, V- ’LL)L2(Q) =0 Yuce€ (CSO(Q))N,
y si definimos Dv = V - v se obtiene gracias a (3.6) que
0= (v,u) 2@~ + (D, V- u)r20) = (v,u) 12y — (V(DV), w)r2))n,

o equivalentemente

(v—V(Dv),u) 2@y Yu € (C5o(Q)Y,

con lo cual v = V(Dv) y asi v € (L*(Q))Y y Dv € HY(Q).
Ahora bien, aplicando la parte i) del Teorema 3.2.13 con v = u y ¢ = Dv y recordando que
Yn(v) = 0 se tiene

(’U, ’U)(Lz(Q))N + (V -V, V- ’U)LQ(Q) =

= 0.
Lo que muestra que ||v]| iy, 0) = 0 ¥ por lo tanto v = 0. O

3.3. Propiedades de los operadores divergencia y gradiente

De ahora en adelante, denotaremos el espacio de funciones de divergencia nula como:

V= {v e (HL))Y : dive = 0}.
Definicién 3.3.1. Para f € L?(Q)’ tenemos que Vf € (H~1(Q))" donde
(Vh0)i= = [(@voR(n)  voe m@)",
Q

donde R(f) es el representante de Riesz de f. En particular, cuando v € L?(f2) tenemos que
R(u)=uy

(Vu,v) = — /Q(div viu Yo e (HF Q).

Observacién 3.3.2. Si u € H'(2) notamos que usando la definicién anterior e integracién por
partes (ver Corolario 3.2.3 [1]), tenemos

- [@vou= [ Voo = (Vuw) o @),
QO Q

es decir, la definicién anterior tiene sentido.
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Definicién 3.3.3. Dado Q C RY abierto y acotado se definen los espacios vectoriales
@ = {rerr@: [ 1=of v rH@R={1]: ] e @)},
donde [f] = {g € L*() : g — f € R}. Ademds, para [f] € L*(Q)/R se define su norma como

1710 z2eym = it {llgll2qe 2 9 € (1}

Teorema 3.3.4. LZ(Q) es un espacio de Banach.

Demostracién. Dado que L3(Q) € L?(Q) y L?*(f) es un espacio de Banach, basta probar que
L2(Q) es cerrado en L%(2). Para esto, es suficiente observar

G: L*(Q) — R,

definico por:

G(f) = /Q fovfe LA

es lineal y continuo. En efecto, sean a, 3 € Ry p,q € L?(€2). Por la linealidad de la integral

G(aerBQ):/Q(aerﬁq /ap+/ﬂq—a/p+5/

Ademas, por desigualdad de Cauchy-Schwarz

1
p)l = P s €202 [Pl L2
Finalmente, podemos notar que

KerG = {f € L*(Q): / f= 0} = L3(D)
Q
y como el nicleo de todo operador lineal y continuo es cerrado, concluimos que L%(Q) es cerrado.

O]

Lema 3.3.5. El operador
J: L2(Q)/R — L3(Q)

dado por
_ s 2
J([f]) :== |Q‘/f V[f] € L*(Q2)/R

es una isometria biyectiva.

Demostracién. En primer lugar, mostremos que J es independiente del representante. En
efecto, sea g € [f], luego f — g = C, donde C es una constante, asi tenemos que g = f+C'y
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ademas por definicién

o) =9~ ng(f+C)—|(12‘</ﬂf+/ﬂC>
=<f+c>—|§2‘/gf—,g‘/g
=(f+0)—|(12‘/9f—,g‘lﬂ\
=(f+0) —|(12‘/Qf—0

f
i o
=J(f
En segundo lugar, podemos ver que J esta bien definida, ya que para f € [f] se sigue
1
0= ()= Lo o
foo= (- o fo?)
y esto muestra que J(f) € L3(Q2) para todo f € L%(Q2)/R.

Por dltimo, mostremos que J es una isometrfa biyectiva de L?(2)/R en LZ((2). Para esto,
debemos probar que J es lineal, sobreyectiva y [|J(f)|2(q) = [I[f]llz2(q)m para todo [f] €
L?(2)/R. En efecto, sean o, 3 € Ry f,g € L?*(Q)/R. Usando la hneahdad de la integral se tiene

J((af + Ba)) = (af + Ba) - ,QM /Q (af + Bg)

1 1
~af+h— g [ af - [ 89

= (g f7) e (o )
= aJ([f]) + A ([g)).

lo cual muestra la linealidad de J.
Ahora bien, notemos que

1 20y =

-oad)
(/Q{ m|/f+|m?</>}>2

(/Q a1 > |s21|</9f>> .
(

(

=

L) 1 \?zr}f

1

2 1 2 2
112 + {MMD |



De otro lado, usando la definicién de norma en el espacio L?(Q2)/R se sigue

11 2y = it { gl =y = 9 € 11}
= inf {[lgll o0y : F —9=C}
= inf {lgll 20 : 9 = f — C'}
= inf {If = Clla }

Ademss, para todo C € R

uf—CMMD:(ljf—oﬁ)

(/ {f? —2Cf+02}>
OW@mVJCAf+WMO,

luego, con C = |§12|/ f se obtiene
Q

| QU““”+{@\,3}<Aff>é

y asi, usando la definicién de infimo y recordando (3.34) se tiene

1/ Mz2@ym = it {If = Cllizey } < |

Q) = ”J(f)HLQ(Q)7

CeR
es decir, |[|[f]ll2)/r < IJ(f)ll12(q)- Para mostrar la otra desigualdad, notemos que
WD~ f= g | 1=C
€ Jo 7
es decir J([f]) € [f] y por lo tanto |[J([f])]l12() < [f]llz2()/m- En conclusién, tenemos que
2 = 2 esto implica la 1n ect1v1 ad de ora mostremos que J es
1Dl 2 = NN z2@m ¥ lica la inyectivid 0de 7. Al J

sobreyectiva. Para ello, tomemos f € L(Q). Luego, definiendo § := f € L*(Q)/R se sigue

J@D—g—gﬂég—f—gﬂéf—f—O—f

Por lo tanto, J es una biyeccién y asf tenemos que J~1: L2(Q) — L?(Q)/R también es una
isometria biyectiva. O

Teorema 3.3.6. Sea 2 un dominio abierto Lipschitz acotado y conexo. Entonces el rango del
operador gradiente V: L*(Q) — (H~Y(Q))V es cerrado.

Demostracién. En primer lugar, demostraremos que

V(L)) = V(L5(Q).
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En efecto, sea f € L?(Q) y definamos

_ 2
fimmr | e @)

(V) =—(dive, f)

/ﬂmw
:—f/QdiVLp

=0 Ve (HH®)Y,

Notemos que

asi, para todo f € L?(Q) se tiene que Vf =0 en (H'(Q))" y por tanto
VI =V(f-[)€VLi®).
Es decir, V(L%(Q)) C V(L3(Q)).

De otro lado, dado que LZ(Q) C L?(2) entonces V(L(Q2)) C V(L?*()). De esta manera,
usando las dos inclusiones anteriores concluimos que

V(L§(Q) = V(L*(9).

Ahora bien, por la tiltima igualdad se tiene que mostrar que V(L?(f2)) es cerrado en (H~1(Q))¥,
es equivalente a demostrar que V(L3(Q)) es cerrado en (H~1(2))". Para demostrar esto, hare-
mos uso del Lema 1.1.24, por lo cual mostraremos que se cumplen las condiciones de este Lema.
Es decir, debemos :

Probar que V es un operador lineal acotado y ademés mostrar que existe C' tal que

Ipll 20y < CUIVPN -1 Vp € L§(Q). (3.35)
()

En efecto, sean u € LE(Q) y ¢ € (H'(Q))". Usando la definicién del operador V (ver Defini-
cién 3.3.1) , la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la parte ii) de la Observacién 3.2.3 tenemos

(Vu, )| = ‘_(diV‘P7U)L2(Q)‘ < HUHL2(Q) ”diV‘PHL2(Q)
< lull g2y el gy~

de donde,
IVull g1 yn < llull 2o

Dada la linealidad del operador V se obtlene entonces que este es un operador continuo.

Ahora, usando el hecho de que J=1: L3(Q) — L%*(Q)/R es isometrfa biyectiva (ver Le-
ma 3.3.5) tenemos que para p € LZ(Q2) existe [u] € L*(Q)/R tal que p = J([u]) y asi

Vo= V() =¥ (w1 [ ) = Vu= V() = v
Finalmente, dada la isometrfa de J~!, la igualdad anterior y (ver Corolario 2.1 [10]) entonces

”pHLQ(Q) = HJ_lpHL2( < C HVJ p” H-1@Q)N — =C HVPH H-1(Q)N
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es decir,
1Pl 20y < C VDl -1y ¥p € LE(Y).

Por lo tanto hemos probado las dos condiciones del Lema 1.1.24 para el operador V y asi con-
cluimos que V(L2(Q)) = V(L?(Q)) es cerrado en (H~1(Q))V. O

Lema 3.3.7. Sean Q) un dominio Lipschitz acotado. Si
fevi={fe@ Q)" : (fiv)=0 YweV}
entonces existe p € L?(2) tal que Vp = f.

Cuando € es conexo, p es unico salvo una constante aditiva.

Demostracién. En primer lugar, mostraremos que existe la siguiente relacién entre el operador
adjunto de V (ver Definicién 1.1.25) y el operador div, la cual usando la linealidad de estos

operadores es:
div =R(-V*)C = —RV*C, (3.36)

donde R: L?(Q)" — L?(Q) representa el operador representante de Riesz y C: (H} ()N —
(H=1(92))N) 1a funcién canénica (ver Observacién 1.1.19 y Definicién 1.1.21 respectivamente).
Es decir, para u € (H}(Q))" debemos verificar

divu = —RV*Cu
o equivalentemente (Por la densidad de las funciones C§°(£2) en L*(Q))
(g, divu)r2q) = —(p, RV Cu)20) Yo € Cg°(2) Vu € (H3 ()N,

En efecto, sean u € (HE(Q))N y ¢ € C5°(Q). Luego, usando propiedades de los operadores R,
V*, C y la definicién del operador V se tiene que

(@7RV*CU)L2(Q) = <V*CU7 ()0> = <CU, V(P> = <v¢>u> = _(907 div u)LQ(Q)'
Usando (3.36) y el hecho de que el operador Representante de Riesz es biyectivo se sigue

NN —RV*Cv = 0}
NN RV*Cv = 0}
QNN Vv = 0}
NV :Cv € KerV*}

con lo cual, se obtiene
CV = KerV*. (3.37)

Ademss, dado que ImV es un subespacio cerrado en (H~1(Q2))" (ver Teorema 3.3.6) entonces
por el Teorema del rango cerrado (ver Teorema 1.1.28) se sigue que ImV = (KerV*)? y usando
(3.37) obtenemos

ImV = (CV)°.
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Pero, recordando las propiedades del operador C tenemos que

CV) ={feH )N :(p,f) =0 VpecCV}
={feH YN : (Cv,f)=0 YveV}
={feH YN (fiv)=0 YweV}
=V

Asi, se ha demostrado
ImV =V

y por lo tanto, para cualquier f € V0 existe p € L2(Q) tal que
f=Vp.

Ahora bien, supongamos que ) es conexo y supongamos que para f € VO existen p,q € L*(Q)
tales que Vp =Vq = f. Asi, V(p — q¢) = 0 y por tanto p — g = C para alguna constante C' (ver
Teorema 5.49 [18]). Es decir,

p=q+C,

con lo cual, culmina esta demostracién. ]
Corolario 3.3.8. Sea Q2 un dominio Lipschitz acotado y conexo. Entonces

i) El operador ¥V es un isomorfismo de L3() en V°.

ii) El operador div es un isomorfismo de V+ sobre L(Q).

Demostracién. i) Dado el Lema anterior (ver Lema 3.3.7) tenemos que V: L?(2) — V" es un
operador lineal sobreyectivo. Mostraremos que V: L3(2) — V? es un isomorfismo (Operador
lineal y biyectivo). En efecto, sea p € L3(f) tal que

Vp=0 en (HYQ)V,
luego p € H'(2). Asi, al ser © conexo tenemos que
b= Ca

para alguna constante C' en L?(£2). Ademds,

1 C
ol Jo? = !

con lo cual p = 0 y asi tenemos la inyectividad.

Ahora, probemos la sobreyectividad. Para esto, tomemos f € V. Por el Lema 3.3.7 tenemos
que existe un tnico p € L?(f), salvo constante aditiva, tal que

Vp=Ff.

Si definimos p :=p — |—1| Jo p tenemos que p € L§(Q) y

1
Vﬁsz—V(/p) =Vp—-0=Vp=Ff.
Q] Ja
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En conclusién tenemos que V: L2(Q) — V? es un isomorfismo.

Ahora demostremos que se satisface ). Para esto, mostremos en primer lugar que C(V1) =
(V9 donde C: (HE(2))N — ((H~1(Q))V) es la funcién canénica. En primer lugar, notemos que
al ser (H=(Q))" un espacio de Hilbert, entonces ((H~!(Q))"V)" es un espacio de Hilbert (ver
Teorema 1.1.20), ademés como VO ¢ (H~1(Q))" es un subespacio cerrado (ver Lema 1.1.15)
entonces

H @)Y =V (V) (3.38)
con lo cual, para todo f € (H~1(Q))" existen tinicos f; € VOy fa € (VO)* tales que f = f1+fo.

Por otro lado, tomemos F' € (V') es decir
F:V? >R,

es un operador lineal y acotado. Mostremos que F = Cw para algin w € V1. En efecto,

Definamos ~
F: (H Q)Y =R,
dado por }
F(w) := F(f),

donde w = f+ f, con f € VOy f e (V0L Mostremos que F € ((H~'(Q))N). Para esto,
tomemos g1,92 € (H1(2))" y a € R. Usando (3.38), tenemos que existen tinicos a,b € V9 y
a,b e (VO tales que )

gi=a+a, y g2=b+b

Luego,

F@m+gﬁ:me+a)(b+w) F((aa+b) + (aa + b))
F((aa+b))
=aF( )+ F(b)
:aﬁ(91)+ﬁ(92),

lo cual muestra la linealidad de F.
De otro lado, notemos que

lg1ll7s-1 0y~ = (91,91) = (@ + @,a + &)
=(a,a) +2(a,a) + (a,a)
= llaltr-1 @y~ + lallts-1 @)~

2
> llallg-1 )~
y asl, |lall g-1qy~ < 191l (-1~ En consecuencia,
[F(g1)| = [F(@)| < IFll oy lall -1 @yn < IF oy lgall -1y -

es decir, F es continuo. Ahora, usando el hecho de que C: (HE(Q)N ((H_l(Q))N)’ es una
biyeccion y que F' € (H™1(Q))V) se tiene que existe u € (H ()Y tal que Cu =
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De otro lado, dado que div es un operador lineal y acotado entonces V = Ker div C (H(Q))V
es cerrado. Asi, (H}(2))Y =V @ V. Con lo cual, para u € (H(Q))" existen tinicos v € V' y
vy € V- tales que u = v + vg. Por tanto,

Cu=Cv+Cvy=F
y asi, vg = C"1F — v. Mostremos que Cvg = F en (VY es decir

(Cvo, f) = (F. f) VfeV"

En efecto,
(Cvo, f) = (F = Cv, f)
= (F, f) — (Cv, f)
=(F.f) = (f.v)
=(F.f)
= (F.f) VfeV’
esto es, Cvg = F' y por tanto hemos probado que
VO cewt). (3.39)
Mostremos la otra inclusion, es decir
c(vh) c (vOy. (3.40)

En efecto, sea v € V*. Asi, Cv € (H~1(Q))" y por tanto
Cv =G,

para algiin G € ((H~*(Q))")". Dado que V° es un subespacio normado de (H~1(22))"¥ podemos
definir )
G:= G|V0.

Ahora, notemos que para f € VO,
(G ) = G, )] < 1G] -y 1l - < G ar-s vy 1 F o

lo cual muestra la continuidad de G. Aderpés, dada la linealidad de G se tiene que G es lineal
y ast G € (V?)’. Resta mostrar que Cv = G en (V). Para esto, tomemos f € V°. Luego,

<C’U,f> = <G7f> = <G'vf>7
lo cual muestra que Cv = Gy asi, se cumple (3.40). Por tanto, usando (3.39) se obtiene que
c(vh) = (v, (3.41)

Finalmente, usando i) tenemos que —V: L3(Q) — V? es un isomorfismo y asf, (=V)*: (V%) —
L%(Q)" también es un isomorfismo. De otro lado, podemos observar que C: V+ — C(V*1)
es un isomorfismo y usando propiedades del operador Representante de Riesz tenemos que
R: LE(Q) — L3(Q) es un isomorfismo. Por tltimo, usando (3.41) y recordando que  div =
—RV*C concluimos que

div: V+ — L3(Q)

es un isomorfismo. O
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Capitulo 4

Aplicacion de la Teoria de
Babuska-Brezzi a los problemas de
Stokes y Darcy

La dindmica de fluidos es la ciencia natural de los fluidos (liquidos y gases) en movimiento.
Cuenta con diversas subdisciplinas que incluyen la aerodindmica (el estudio del aire y otros gases
en movimiento) y la hidrodindmica (el estudio de los liquidos en movimiento). La dindmica de
fluidos tiene una amplia gama de aplicaciones, incluyendo el calculo de fuerzas y momentos en
los aviones, la determinacién de la tasa de flujo de masa de petrdleo a través de oleoductos, la
prediccién de los patrones del clima, la comprensién de las nebulosas en el espacio interestelar.
Algunos de los principios de la dindmica de fluidos incluso se utilizan en la ingenieria de trafico,
donde el trafico es tratado como un fluido continuo. La solucién a un problema de dindmica de
fluidos tipicamente implica el calculo de distintas propiedades del fluido, tales como velocidad,
presién, densidad y temperatura, como funciones del tiempo y el espacio.

La teoria matematica de la dindmica de fluidos comienza en el siglo XVII con el trabajo de
Isaac Newton, quien fue el primero en aplicar sus leyes de la mecanica a los movimientos de los flu-
jos. Posteriormente, Leonhard Euler escribio por primera vez (1755) las ecuaciones diferenciales
que rigen el movimiento de un fluido ideal, es decir, en ausencia de disipacion debido a la inter-
accién entre moleculas. Finalmente, de forma independiente C. Navier (1822) [16] y G. Stokes
(1845) [61] introdujeron en el modelo el término de viscosidad y llegaron a las ecuaciones que hoy
en dia reciben el nombre de “Ecuaciones de Navier-Stokes”, las cuales son consideradas la base de
la dindmica de fluidos. Las Ecuaciones de Navier-Stokes conforman un sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciales no lineales y el andlisis de existencia y regularidad de su solucién constituye
uno de los siete problemas matematicos del milenio (http://www.claymath.org/millennium/).

En el caso de fluidos de baja viscocidad [19] las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser re-
emplazadas por el llamado “Problema de Stokes no estacionario”, que resulta ser un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales més sencillo y cuya solucién aproxima de manera razonable a
la solucién del sistema completo de Ecuaciones de Navier-Stokes [14, Seccién 1.3]. Las ecuaciones
que conforman el problema de Stokes forman un sistema de ecuaciones parabdlicas lineales que
pueden expresarse en su forma débil como una formulacién (parabdlica) mixta. Un paso inicial
para estudiar el problema de Stokes no estacionario, consiste en analizar el “Problema de Stokes
estacionario” (conocido simplemente com Problema de Stokes), el cual puede expresarse como
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una formulacién variacional mixta y por lo tanto para su andlisis puede aplicarse la Teorfa de
Babuska-Brezzi estudiada en el Capitulo 2.

La descripcion del flujo en medios porosos es muy complicada a escalas inferiores a los poros
(escalas del orden 10~5cm), se torna mas facil cuando se consideran escalas grandes con res-
pecto al tamafio de los poros. Por otra parte tales flujos o filtraciones, suceden a tan pequenas
velocidades que los términos de inercia son despreciables en comparacién con los de presion y
viscocidad. La fuerza externa es usualmente la gravedad y se tiene en cuenta cuando el fluido es
un liquido y el movimiento no es horizontal. El Ingeniero francés Henry Darcy (1803-1858), que
trabajaba para el consorcio de aguas de la ciudad francesa de Dijon, propuso en 1856 una ley,
llamada la Ley de Darcy la cual estaba basada en sus experimentos en las “ fuentes ptublicas de
la villa” como dice la memoria. Esta ley, que describe adecuadamente la dinamica del flujo de
un fluido incompresible! en un medio poroso, abrié el anélisis racional de los flujos de las aguas
subterraneas y otros fluidos que fluyen a través de medios porosos. La ley ha sido ampliada
posteriormente para cubrir las diversas situaciones que aparecen en la teoria de la filtracion. La
ley de Darcy al igual que las Ecuaciones de Stokes se plantea en un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales (Problema de Darcy), el cual se puede llevar a una formulacién
variacional mixta en la que se puede aplicar la Teoria de Babuska-Brezzi. Cabe resaltar que la
ley de Darcy, una ley de origen experimental sustituye la ley dindmica usual de Navier-Stokes
en la que se tiene en cuenta la interaccion con el medio a través del cual fluye el fluido.

El propésito de este capitulo es analizar la existencia y unicidad de solucién tanto para el
Problema (estacionario) de Stokes, como para el Problema de Darcy. Para ello, se expresaran
ambos problemas como formulaciones variacionales mixtas y se aplicard la Teoria de Babuska-
Brezzi desarrollada en el Capitulo 2. En la Seccién 4.1 se desarrollara el material concerniente
al primero de estos problemas, mientras que en la Seccién 4.2 se presentaran los resultados co-
rrespondientes al Problema de Darcy.

Los resultados que se presentan en este ultimo capitulo pueden ser consultados en los si-
guientes libros: [2], [8], [9], [13].

4.1. Problema de Stokes

Antes de presentar el problema de Stokes y su respectiva formulacién variacional mixta,
daremos unos resultados que ayudaran a garantizar las condiciones que se requieren para que
dicha formulacién tenga solucién tnica.

En el problema de Stokes, como veremos mas adelante surge una forma bilineal b, para la
cual tendremos que probar la condicién inf-sup y con ello garantizar una de las hipdtesis del
Teorema de Babuska-Brezzi. Tal condicion se prueba en el siguiente Lema y mas adelante se
podré observar que es efectivamente la condicién inf-sup de la forma bilineal b del problema de
Stokes.

'La incompresibilidad se refiere a que el fluido mantiene su densidad constante.
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Lema 4.1.1. Para Q Lipschitz acotado y conexo se tiene que existe B > 0 tal que

— / qdivv
sup 22

> Bllgll 2y Va € L§(9)- (4.1)
vE(HE ()N [[v]l (HY(Q)N

Demostracién. En primer lugar demostraremos que
[ll 2y < K ldive o) Vu e (Hg (). (4.2)

En efecto, sea u € (HY(Q))V. Dado que C: (H(Q)N — (H1(2))N) es un isomorfismo
entonces Cu = f para algin f € (H~1(Q))N) C (V )y ademds,

el v = IC@) (-1 @yvy = IF -1~y - (4.3)

De otro lado, por el Corolario 3.3.8 tenemos que V: L%(Q) — VY es un isomorfismo y como V',
L%(Q) son espacios de Banach ( ver Lema 1.1.15 y Teorema 3.3.4 respectivamente) se tiene por
el Teorema 1.1.29 que existe K > 0 tal que

£z pry < BNV 2y VF € (VO
Asi, por (4.3) obtenemos
el oy < KNIV Fll2y = K IV C) |2y V€ (Hy(Q).

Ademaés, usando que el operador representante de Riesz R: L2(Q) — L3(9) es una isometrfa,
es decir, |R(f)ll 2@ = [Ifll12() para todo f € L3(Q) y recordando que divu = —RV*C
entonces

lwll g @yny < KNIVC(u)| 2y = K [[R(VC(w))] 120
=K H—diV’LLHLQ(Q)
= K ||divul 2 Ve e (Hy(Q)",

lo que prueba (4.2).

Finalmente, para probar (4.1) notemos que al ser div: V+ — L2(Q) un isomorfismo (ver
Corolario 3.3.8) entonces para —q € L%(Q) existe v € V+ tal que divv = —¢ . En consecuencia,

usando (4.2)
—/qdivu —/qdivv
sup Q > Q

wenr @)~ 1wl iy = 1wl oy

/ g2
Q

 ullg v

_ gl 720
el gy

1
> K H‘Z”LZ(Q) )
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para todo ¢ € L3(Q) y asf, hemos probado (4.1). O

Tomando en cuenta los resultados previos de este tltimo capitulo, consideremos el Problema
de Stokes, el cual a menudo es usado para modelar fluidos incompresibles.
Hallar u: Q — RY y p: Q — R tales que

—Au+Vp=Ff en €,
divu =0 en £, (4.4)
u=20 sobre  Of.

donde f € (L2(Q))N

Aqui, u y p representan la velocidad y presion del fluido respectivamente. Notemos que en la
ecuacion la variable p esta precedida del operador gradiente, es decir aparece unicamente Vp. Por
lo tanto, si p es solucién del problema también lo serd p+ C con C una constante cualquiera. En
consecuencia, el espacio en el que se debe buscar p debe ser en principio L?(£2)/R. Sin embargo,
para evitar el uso de clases de equivalencia y la norma del espacio cociente, es preferible trabajar

con el espacio
L3<9>:{qeL2<ﬂ>:/q—o},
Q

el cual como ya se sabe es isométrico a L?(2)/R (ver Teorema 3.3.6).

A continuacion veremos como se lleva este problema a una forma variacional mixta en donde
se podra aplicar la Teoria de Babuska-Brezzi.

Si en la primera ecuacién de (4.4) multiplicamos por v € (H}(22))" y la segunda ecuacién
por ¢ € LE(Q) e integrando sobre (2 se tiene

/Q(—Au-v—l—Vp-v):/Qfm
/quivu:O.

Ahora bien, usando (3.13) y recordando que u = 0 en 0f2, se sigue

/Auv—/Vu Vv—/ (Vo)n /Vu Vv,
o0

ademds, por (3.6) obtenemos

/Vp-'u:/ p'v-n—/pdivvz—/pdivv.
Q o0 Q Q

Luego, dadas las dos igualdades anteriores podemos denotar

a: (HY Q)N x (H} Q)N » R, b (HY(Q)Y x L3(Q) - R

F: (HY Q)N R, G:L3(Q) =R
definidos por:
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a(u,v) = /QVu : Vo, b(v,p):= —/deivv

=Afm7G@=0

para todo w,v € (H}(Q))YN y para todo p € L2(£2). Entonces, (4.4) es equivalente a:
Hallar (u,p) € (H(Q))Y x L3(Q) tal que
a(u,v) +b(v,p) = F(v) Vo € (Hy()",

b(u,q) =0 Vg L3(Q). (4.5)

Este problema claramente es una formulacién variacional mixta. Mostraremos que se satisfacen
las condiciones del Teorema de Babuska-Brezzi (ver Teorema 2.3.4) para garantizar existencia y
unicidad de solucién. En efecto, notemos que al ser GG el operador nulo, entonces este es lineal y
continuo. Ahora, para F' tomemos o, € Ry u,v € (Hg(Q))N . Por la linealidad de la integral
y el producto punto tenemos

F(au+,8v):/ﬂf-(au+ﬂv):/f'ozu—k/f-ﬁv

_g/fu+ﬂ/fv

= aF(u) + F(v

lo cual muestra la linealidad de F. Ademads, por desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce

v»{ﬁfw

<l 2~ 10l p2)~
< ez~ 10l p2@yn + 1 2w VOl 2@y

1

| 1
< (20 ) " (o lFza@py + 1702 pyven )
= \@HfH(m(Q))N 101l (21 0y
=C Hf”(LQ(Q))N ”"’”(Hl(ﬂ))N ’

donde C = v/2 || Fll(z2(0))~ v asf hemos mostrado la continuidad de F'.
Mostremos que a y b son formas bilineales continuas.

i) a es una forma bilineal continua. En efecto, sean u,v,w € (H} ()N y o, 8 € R.
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Teniendo en cuenta la Observaciéon 1.2.18 se tiene
a(u,av + fw) = /QVu : V (av + fw)
:/QVU:VOAH-Vﬁw
:/QVu:on'ijBV'w
:/Vu:aVv+/Vu:BVw
Q Q

:a/Vu:VU—i-B/Vu:Vw
Q Q
= aa(u,v) + fa(u, w).
Similarmente se prueba que a(au + fv,w) = aa(u, w) + fa(v,w) para todo a, 8 € R y para

todo u,v,w € (H&(Q))N , lo cual prueba que a es una forma bilineal. Resta probar que a es
continua. En efecto, gracias a la parte ii) de la Observacién 1.2.18 obtenemos

N N
/Vu:Vv = /ZVW'V%‘ <
Q Q=1 i=1

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

/ Vu; - Vv,

a(u,v)| = i - Vo

)

< Z HVUiHL2 Q) ||VUiHL2(Q

N
ZHVUZHLQ Vil 20y + [luill 20y vill L2y

IN

1 1

<> (IiliFaey + IVuiliFaey)* (loilla) + IV 0illFey)

'Mz H

s
Il
—

[
WE

lill gy 10ill 7o o)

N
Il
i

N % N 2
< (Z HUZ'H%P(Q)> (Z ”viH%{1(9)>
=1 i=1

= HU||(H1(Q))N HUH(Hl(Q))N )

esto es, a es continua.
i) b es una forma bilineal continua. En efecto, sean o, 8 € R, u,v € H}(Q) y p € L3(Q).
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Por la linealidad de la divergencia

b(au + fv,p) / pdiv(au + o)
Q

/p (adivu + Bdivw)
Q

([ [ prao)
(fypieu) e (= fppave)

ab(u,p) + Bb(v,p).

(07

Ahora, sean u € (H}(Q))V, o, B € Ry p,q € LE(2). Tenemos por la linealidad de la integral
que

b(u,oszrﬁq):/Q(aerﬂq)divu:</Qapdivu+/gﬁqdivu)

:—a/deivu—ﬁ/ﬂqdivu
—@(—/szpdivu> —i—ﬁ(—/quivu)

= ab(u,p) + Bb(u,q).

Es decir, se mostré que b es una forma bilineal. Resta probar su continuidad, para esto tomemos
v e (HH Q)N y p e LE(Q). Usando desigualdad de Cauchy-Schwarz, se cumple

o)l =|- [ paive
Q

< Pl 2 (e l1div ol L2 g

< HpHL2(Q) HU”(L2(Q))N + ”pHL2(Q) ||diV”HL2(Q)

1 1
< (Ipl3ec) + IpllEe) * (I01pe@ys + IdivolZa)®

1

2 2
= (2 ||PHL2(Q)) 10l fr(aiv,0)
= \/§||p||L2(Q) ||U||H(div,ﬂ) :
Es decir, b es continua.
Por ultimo, para demostrar todas las condicones del Teorema de Babuska-Brezzi, necesita-

mos mostar que a es eliptica y que b satisface la condicién inf-sup (ver Definicién 2.3.1). En
primer lugar, mostremos la elipticidad de a. En efecto, gracias a la linealidad de la integral y la
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desigualdad de Poincaré (ver Teorema 1.2.12) se sigue

N N
a(v,v) = /QVu :Vu = /QZ V| = Z/Q |V |2
i=1 i=1
N
1
> Z C ”UiH%Il(Q)
i=1

R
- C Z HUZ'H%P(Q)
=1

1
=5 [ty Yo e (Hg(Q)".

Luego, a es eliptica. En particular, tenemos que a es eliptica en V = KerB C (HZ(Q))" donde
B es el operador inducido por la forma bilineal b (ver Lema 1.1.12).

Finalmente, usando (4.1) tenemos que b satisface la condicién inf-sup y por lo tanto, del
Teorema de Babuska-Brezzi se tiene que el Problema de Stokes tiene solucién unica. O

4.2. Problema de Darcy

Un problema similar al Problema de Stokes es el Problema de Darcy, el cual a diferencia del
primero tiene en cuenta factores como la permeabilidad en donde se mueve el fluido. Antes de
presentar este problema veamos unos resultados importantes acerca de matrices.

4.2.1. Repaso de calculo de matrices

En esta seccién repasaremos importantes conceptos relacionados con matrices, los cuales
seran de gran importancia en el momento de garantizar las hipétesis de la Teoria de Babuska-
Brezzi y asf verificarlas en la formulacién variacional mixta del Problema de Darcy.

Definicién 4.2.1. Una matriz A € RV*N es ortogonal si
AT = A7t
donde AT representa la matriz transpuesta de A.

Definicién 4.2.2. Dos matrices A, B € RY*N son ortogonalmente semejantes si existe una
matriz P € RV*Y ortogonal tal que
B=P'AP.

Observacion 4.2.3. i) Notemos que si A es ortogonal entonces
|[Au| = |ATu| = |u| YueRY.
En efecto, para u € RY se sigue
|ATu)? = (ATw)TATu = uT (AT ATu = u AATw
=ulAA u
= uTINu

=ulu = |ul?,
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donde Iy representa la matriz identidad de orden N. Asi, de la igualdad anterior tenemos que
|ATu| = |u| para todo u € RY. Similarmente se demuestra que |Au| = |ul.

ii) Si A, B € RV*VN son ortogonalmente semejantes entoces det A = det B. En efecto, al ser

Ay B ortogonalmente semejantes entonces existe una matriz P € RV XN ortogonal para la cual
B=P AP,
o lo que es equivalente
PB=AP

y asi, usando propiedades del determinante y el hecho de que det P # 0 tenemos
det Pdet B = det PB = det AP = det Adet P,

con lo cual, det A = det B.

iii) Si A y B son ortogonalmente semejantes entonces A y B tienen los mismos valores
propios. Para esto, basta observar que si A € Ry P es una matriz ortogonal tal que A = P~'BP
entonces

det(A — M) = det(P~'BP — My) = det(P"'BP — AP~ 'IyP)
=det(P~}(B — My)P)
= det(B — My),

donde la tltima igualdad se tiene por lo demostrado en la parte ii) de esta observacion.
Definicién 4.2.4. Una matriz A € RV*N es simétrica si

A= AT,
donde AT es la matriz transpuesta de A.

Definicién 4.2.5. Una matriz A € RV*¥ simétrica es definida positiva si para todo u # 0 € RV
se tiene
ul Au > 0.

Teorema 4.2.6. Sea A € RV*N yna matriz simétrica. Entonces existe una matriz ortogonal U

tal que
UTAU = D,

donde D es una matriz diagonal.

Demostracién. Ver Teorema 4.4 de [13].

Observacion 4.2.7. Teniendo en cuenta el Teorema anterior y la parte iii) de la Observa-
cién 4.2.3 se deduce que los elementos de la matriz diagonal D son precisamente los valores
propios de A.

Finalizamos este repaso exhibiendo un resultado importante para matrices definidas positi-
vas.
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Teorema 4.2.8. Sea A € RV*N wuna matriz simétrica. Entonces A es definida positiva si, y

solo si, los valores propios de A son positivos.

Demostracién. Ver Teorema 3.3.2 de [2].

Corolario 4.2.9. Si A € RN*N ¢s simétrica y definida positiva entonces
(Au) - u > Apg|ul> Vu e RY,

donde Apin €s el minimo de los valores propios de A.

Demostracién. Al ser A simétrica, por el Teorema 4.2.6 y la Observacion 4.2.7, existe una

matriz ortogonal U tal que
A=UDU7,

donde D es una matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal son los valores propios de A.

Luego, para u € RY se tiene
(Au) - v = (Au)Tu = (uTAT)u
= ul(UDUT)Tu
= u (U DTUTu
=u'UDU"u
= (UTuw) "' DUTu

Asi, si A1, Mg, ..., An son los valores propios de A (los cuales son todos positivos por el Teore-

ma 4.2.8) y si y := UTu, entonces

N
y' Dy =[y1, ..., yn][Myr, . Avn] T = Z i

> (i 1) > Zyz
ml’n|y‘ )

En consecuencia,
(UTw)TDUTu > Apiu|[UTu? Yu € RV,

Finalmente, utilizando la parte i) en la Observacién 4.2.3 tenemos que |UTu| =

u € RN y asf concluimos

(Au) - u = (Auw)Tu = (UTw) ! DUTu > | ul?

A continuacion, consideremos el Problema de Darcy:
Hallar uw € Hy(div,Q) y p € L3(9) tales que

M lu+Vp=f en €,
divu =g en €,
u-n=>0 en 0.

63

|u| para todo

(4.6)



donde f: Q = RN ¢g:Q = Ry M e RV*N es una matriz simétrica y definida positiva.

Ahora, similarmente como el Problema de Stokes llevaremos el problema de Darcy a una
formulacién variacional mixta. En efecto, multiplicando la primera ecuacién por v € Hy(div, §2)
y multiplicando la segunda ecuacién por —q € Lg(Q) e integrando ambas sobre () tenemos

/Mlu-v—i-/Vp'v:/fm

0 Q Q
/—qdivu:/gq,
Q Q

/Vp-v:/ pv-n—/pdivv
Q a0 Q

y como v € Hy(div, ) entonces v - n = 0 sobre 9€). En consecuencia, las ecuaciones anteriores

se convierten en
/M_lu-v—/pdivv:/f-v
Q Q Q

/—qdivu:/gq,
9 0

para toda u,v € Hy(div,Q) y para toda p,q € L%(Q). Por lo tanto, si hacemos

pero

a: Ho(div, Q) x Ho(div,Q) = R, b: Ho(div,Q) x L3(Q) = R

y
F: Hy(div,Q) - R, G:L3(Q) =R
dados por
a(u,v):/M_lu-v, b(u,q):—/qdivu
Q Q
y

F(v)Z/Qf'v, G(Q):—/ng

para todo w,v € Ho(div, ) y ¢ € LZ(2) entonces (4.6) se transforma en:
Hallar (u,p) € Ho(div, Q) x L?(Q) tal que

a(u,v) + b(v,p) = F(v) Yov € Hy(div,Q),

b(u,q) = G(q) Vq € L§(Q). )

Este problema claramente tiene la estructura de una formulacién variacional mixta. Ahora pro-
baremos las hipétesis del Teorema de Babuska-Brezzi para asi garantizar existencia y unicidad
de solucion.

En primer lugar, mostremos la linealidad y continuidad de F' y G. Recordemos que en el
Problema de Stokes se llegé a una formulacién variacional donde surgié el mismo operador
F con diferente dominio, el cual se probé que era lineal y continuo. Dado que el dominio no
influyé en la linealidad de este operador, restaria probar que F' es continuo. En efecto, sea
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v € Hy(div, Q). Usando desigualdad de Cauchy-Schwarz y recordando la norma en el espacio
Hy(div, 2) obtenemos

v)\z’/ﬂf-v

<N F ez 10l p2@)»

<NF ez 1l 2@y + 12 @yn 1divoll 2 q)
1 1

< (212 ) (I10Ecaayy + v ollFey )

= V2| £l z2cn 191l rav.

En consecuencia, F' es continuo.

Ahora, para G tomemos p,q € LZ(2) y «, 8 € R. Por la linealidad de la integral

G(ap+pBq) = —/Qg(apﬂ%q) = —/Qozgp —/Qﬁgq =« (—/Qgp> +8 <—/ng) = aG(p)+BG(q),

es decir, GG es lineal. Ademas, por desigualdad de Cauchy-Schwarz

e N ey
Por tanto, G es continuo.

En seguida mostremos que a y b son formas bilineales continuas.

i) a es una forma bilineal continua. En efecto, sean o, f € Ry u,v,w € Hy(div, ). Por
la linealidad de la integral y del producto interno se deduce

a(u,av+6'w):/M_lu-(av+ﬁw):/ (M_1u~av+M_1u-,8'w)
Q Q

/aM uv—i—/ﬁM u-w
_a/M uv—i—ﬁ/M u-w

= aa(u,v) + fa(u, w).

Andlogamente, se puede mostrar que a(au + fv, w) = aa(u, w) + fa(v, w) para todo u, v, w €
Hy(div, Q) y para todo «, 5 € R, es decir a es una forma bilineal. Ademds, por desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene

la(u,v)| = '/QM_lu~v <

= HM_IUH(LQ(Q))N [0l (2w

< HM_IH ”UH(L2(Q))N ||’UH(L2(Q))N

<|[|m | <HUH(L2(Q))N [l L2y + [[divell 2 HdiVU||L2(Q)>

1 1
< 7| (el ey + Idiv ullfagy ) (1ol + IdivolZa)®

= [|a7| ]l g aiv,0) 101 aive) »
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lo cual muestra que a es continua.

i1) b es una forma bilineal continua. En efecto, sean u,v € Hy(div,Q), o, € Ry
p,q € L3(). Por la linealidad de la integral y del operador divergencia tenemos

blau + fv,p) = —/deiv(au—i—ﬁv) =— </ pdivau—i—pdivﬁv)

<pdmu> (/Q pdivgv>
<a pdwu) —<ﬂ/ﬂpdivv>
(L) s (-

= ab(u, p) + Bb(v,p)
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b(u,ap-hBQ):—/Q(Ozp—i-ﬁq)divu:—/Q(apdlvu—i—ﬂqdlvu
(—oe/pdivu) < ﬂ/qdwu)
< pdivu) + 5 <—/ qdivu)
Q

ab(u, p) + Bb(u, q).

Por lo tanto b es una forma bilineal. Ademés, usando desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

|b(u,p)| = ’—/pdivu’ </ |p div u|
Q Q

< ”pHL2(Q) [div u”L2(Q)
< Ml p2o) l1div el 2 + 121 20 1wl 2 @)~

1 1
< (2220 + 1ol 2ge) * (leliv alZeqay + el ey )

1 1
= (21p1220))* (ldivaelZaqy + 1ulZrzoy )
= \/§Hp”L2(Q) ||u||H(div,Q) :

Es decir, b es continua.

En seguida mostraremos que a es eliptica y que b satisface la condicion inf-sup y asi garantizar
todas las hipétesis del Teorema de Babuska-Brezzi. En primer lugar, mostremos la elipticidad
de a. Antes de esto notemos que

KerB = {u € Hy(div,Q) : divu =0} := V.
donde B es el operador lineal inducido por la forma bilineal b. Asi, para v € V tenemos que

2 2 2
105 aiv.0) = 10ll720) + ldivollz.g) = H’UHL2 +0= HUHL2
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Ahora bien, por el Corolario 4.2.9 y la ultima igualdad se tiene que para todo v € V/

a(v,v) = /Q (M~'v)-v> min X / 02 = a o220 = @ 10l 2 -

1<i<N

donde « = min A;. Es decir, a es eliptica en V = KerB.
1<i<N

Finalmente, probemos que b satisface la condicién inf-sup. Es decir, probemos que

/qdlvu
sup L > Bllg  Va € LY(Q). (4.9)
ueHo(div,Q) HuHH(div,Q)

Para mostrar (4.9), mostraremos en primer lugar

[l g aiv,0) < K lldivullpzq)  Vu € Ho(div, Q). (4.10)
En efecto, usando (4.2) tenemos que

ull gy < Klldivulg) Yue (H ()N,
Ademas, recordando la parte ii) en la Observacion 3.2.3, la cual establece que

el i) < 1wl gy~

para toda u € Hy(div, 2), entonces

1wl gaiv,0) < K [divul[ 2y Vu € Ho(div, ),
lo que prueba (4.10).

Finalmente, para probar (4.9) recordemos que div: V+ — LZ(Q). Asi, para —q € L3(Q)
existe v € V1 tal que divv = —¢. En consecuencia, por (4.10) tenemos

/qdivu /qdivv
sup &2 > 52

u€Ho(div,Q) ”UHH(diV,Q) HUHH div,Q)

| 1o

”uHH (div,Q2)
2
lallz2(o

B ||UHH(diV,Q)

1
2 3¢ ldllzz )
para todo ¢ € L3(€2). Es decir, se cumple (4.9).

Por lo tanto, hemos probado que b satisface la condicién inf-sup y asi, todas las condiciones
Teorema de Babuska-Brezzi. En conclusién, el Problema de Darcy tiene solucién tnica. O
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Conclusiones

1. Se estudié la Teoria de Babuska-Brezzi para abordar las formulaciones variacionales mixtas
y asi garantizar existencia y unicidad de dichas formulaciones.

2. Se mostraron las principales propiedades del espacio H(div, 2).
3. Se estudiarén propiedades importantes de los operadores divergencia (div) y gradiente (V).

4. Bajo cierta condicién se garantizé la existencia y unicidad de los problemas de Stokes y
Darcy con ayuda de la Teoria de Babuska-Brezzi.
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