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INTRODUCCION

Definicion 1. Una derivacion D de un anillo B es un homomorfismo de grupos

D : B — B tal que para todo f,g € B, se satisface D(fg) = D(f)g + fD(g).

Dada una derivacién D de un anillo B se define el nticleo de D como el conjunto

Ker(D) = {x € B|D(x) = 0}. Un primer resultado relacionado con éste conjunto es que define
un subanillo en B.

Como un ejemplo clasico de derivacion se tiene que, si R es un anilloy B = Rz, ..., z,] = R[X],
para cada ¢ = 1,...,n, la derivada parcial % es una derivada de B. En este caso se tiene que
para cada p(z1,...,z,) € B, existe m € Z tal que a%im[p(acl, ..ty Zpn)] = 0, de ahi que D es una
derivacién localmente nilpotente de B.

Las Derivaciones Localmente Nilpotentes han sido utilizadas, en la solucién de diversos proble-

mas. Uno de los mas relevantes es el Décimo Cuarto Problema de Hilbert, que es enunciado

asi: Sea B = k[x1,...,x,] el anillo de polinomios en n wvaridbles sobre un cuerpo k de ca-
racteristica cero, y k(x1,...,x,) su cuerpo de fracciones. Suponga que L es un subcuerpo de
k(z1,...,zy) conteniendo k. ;Entonces, la k- subdlgebra L N B de k(x1,...,x,) es finitamen-

te generada? En 1954, O. Zariski, presenta una respuesta positiva si trgr, L < 2. Un caso
particular cuando n > 3, es preguntarse si el nicleo de una derivacién localmente nilpoten-
te de B es finitamente generado. En este caso ya fueron obtenidos varios ejemplos de deri-
vaciones localmente nilpotentes, cuyo ntcleo no es finitamente generado, por ejemplo, en A
counterexample to Hilbert’s Fourteenth Problem In Dimension Siz, Transform. Groups 5 (2000)
69-71., G. Freudenburg presenta una de tales derivaciones cuando n = 6, luego la conjetura en

este caso es falsa.

Por otro lado un problema clasico en algebra conmutativa, y resuelto parcialmente, es el Pro-
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blema de Extendibilidad, que tiene como objeto decidir cudndo una n-upla es extendible.

Definicién 2. Sean Fi, Fy,...,F,_1 € C[X] = C"l. Decimos que la n— 1-upla (Fy, Fs, ..., Fy_1)
es extendible si existe un polinomio F,, € C[X] tal que C[X| = C[F}, ..., F}].

Con relacion a las derivaciones localmente nilpotentes, un problema actual es determinar si una
derivacién localmente nilpotente D definida en un anillo B = C" tiene o no, un Slice es decir

un elemento s € B tal que D(s) = 1. Este problema del dlgebra conmutativa se denomina
Problema del Slice.

El Problema de Extendibilidad y el Problema de Slice estan fuertemente relacionados. Se pre-
tende mediante éste trabajo mostrar un resultado publicado en la articulo Locally Nilpotent
Automorphism and the jacobian conjecture progress in Mathematics, de la revista JOURNAL
OF PURE AND APPLIED ALGEBRA que muestra como una solucién al problema del Slice

implica una solucién al problema de extendibilidad.
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Capitulo

DERIVACIONES DE UN ANILLO

1.1. Derivacién

En el presente capitulo se desarrolla la teoria bésica sobre derivaciones en un anillo, la cual
permite abordar el estudio del problema de extendibilidad.

Es necesario tener en cuenta que siempre que se hable de un anillo B este se considera conmu-
tativo con unitario. Se escribe A < B para indicar que A es un subanillo de B, se denota por

Al al anillo de polinomios en n variables sobre un anillo A y K denota un campo.

1.1.1. Derivacion de anillos

Definicion 3. Una derivacion D de un anillo B es un homomorfismo de grupos D : B — B

que satisface que para todo f,g € B, D(fg) = D(f)g+ fD(g).

El conjunto R = C*°(R) de las funciones reales de variable real x e infinitamente diferenciables,
junto con la suma y producto usual de funciones forma un anillo . El operador lineal denotado
por % , conocido del célculo y denominado la derivada con respecto a x definido en R satisface

las condiciones de la definicién anterior, el cual, es un ejemplo clasico de derivacién.

Ejemplo 1. Sea el anillo R = C*°(R), entonces D = % es una derivada del anillo R.

Dado que una derivacién D de un anillo B es un homomorfismo aditivo, se define su nicleo de

la siguiente manera.



Definicion 4. Dada una derivacion D de un anillo B se define el nicleo de D como

ker(D) = {xz € B: D(x) = 0}.

Por teoria de grupos el nicleo de un homomorfismo D de B es un subgrupo normal de B. A

continuacién se prueba que ker(D) < B

Teorema 1. Si D es una derivacion definida en un anillo B, entonces ker(D) es un subanillo

de B.
Demostracion. Sean z,y € Ker(D), entonces

D(zy) = xD(y) + yD(x)
=204 y0

=0.
Es decir zy € Ker(D) y asi se tiene que ker(D) es un subanillo de B. O

El ntcleo de una derivacién D, es llamado anillo de constantes y se denota por BP.

Definicion 5. Si A < B y D una derivacion de B, se dice que D es una A-derivacion de B si

satisface que D(A) := {D(a) : a € A} = {0}.

Observacién. De la definicién anterior, se tiene que A < ker(D) < B.

El conjunto de todas las derivaciones de un anillo B se denota por Der(B) y al conjunto de las
A-derivaciones de B por Der4(B). Note que Der(B) # () ya que el homomorfismo nulo definido

en B es una derivaciéon de B.

Como se muestra a continuacién el conjunto Der(B), junto con la suma usual de funciones,
tiene una estructura de grupo. Ademés, B actiia linealmente sobre éste mediante el producto

por escalar definido asi:

Definicién 6. Sean B un anillo, b € B y D,D; € Der(B), se define la funcion producto por

escalar ast

bD : B — B

x +— bD(x).



Y la suma de derivaciones como la funcion
D+Dy:B—B
x +— D(x) + Dq(z)

Lema 1. Sean B un anillo, b € B y D, D; € Der(B). Entonces bD — Dy € Der(B).

Demostracion. Sean x,y € B. Note que

[bD — D1](z +vy) =bD(z +y) — Di(x + y)
— bD(x) 4+ bD(y) — [D1(z) + D1 (y)]

= [bD — Di](z) + [bD — D1](y)-

Ahora,
[bD — D1](xy) = (bD)(zy) — Di(zy)
= bD(xy) — Di(xy)
= bD(2)y + bD(y)x — [D1(x)y + D1(y)z]
= y[bD(z) — Di(z)] + z[bD(y) — D1(y)]
= y[bD — D1)(x) + z[bD — D1)(y).
Por tanto bD — D, € Der(B). 0

Del lema anterior, tomando b = 1, se concluye que el conjunto Der(B) junto con la suma es
un subgrupo del grupo abeliano de homomorfismos de B y por tanto Der(B) es un grupo. Este
grupo junto con el producto por escalar tiene estructura de B- mdédulo como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 2. Si A < B, entonces Der(B) es un B-mddulo y Dera(B) es un B-submddulo de

Der(B).
Demostracion. Sea z € B. A continuacién se probara que Der(B) es un B-médulo.

1. Siz,y € By D € Der(B), entonces

[(z +y)D](2) = (z +y)D(2)

=xzD(z) +yD(z).

Luego (z +y)D = xD + yD.



2. Six € By D1, Dy € Der(B), entonces
[2(D1 + D2)](2) = z[(D1 + D2)(2)]
= z[D1(2) + D2(2)]
=xD1(z) + zD2(z2)
= (zD1)(2) 4+ (zD2)(z).
Por lo tanto, (D1 + Dg) = xDy + xDs.
3. Siz,y € By D € Der(B), entonces
[(zy)D](2) = (xy)D(z)
= z(yD(2))
= z(yD)(2).
De ahi que (xy)D = z(yD)

4. Claramente 1D = D.

De lo anterior se tiene que Der(B) es un B- médulo.

Ahora se muestra que Der(B) es B-submédulo de Der(B). Como toda A—derivacién de un
anillo B es en particular una derivacién de B, se tiene que Dery(B) C Der(B). Ademas,
Der4(B) es un subgrupo de Der(B), para esto es suficiente ver que si Dy, Dy € Der(B),
entonces Dj(a) — Da(a) =0 — 0= 0 para todo a € A. Asi D1 — Dy € Dera(B).

Por otro lado, si # € B y D € Dery(B), entonces zD(a) = z0 = 0, para todo a € A,y
asi D € Der4(B). O

A continuacién se muestra cémo a través de iteraciones de composicion de derivaciones es posible

obtener la n—ésima derivada para una derivacién D de B.

Definicion 7. Sea B un anillo y D una derivada en B. Se define recursivamente la n—ésima

derivada para D en b € B como
1. D°(b) = Ig(b) = b, donde Ip es la funcién idéntica en B.
2. D"(b) = D(D""*(b)) paran > 1.

Una de las principales reglas al respecto es dada a continuacion.
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Teorema 3. (Regla de Leibniz) Sea B es un anillo. Si D € Der(B),z,y € B yn € N, entonces

Dy =S [ " | pi@Diy).

i=0 7

Demostracion. Se probard por induccién sobre n. En el caso de n = 1 la igualdad es verdadera

pues D € Der(B). Sea n > 1. Suponga que la igualdad es valida para todo k < n, asi se tiene

que
n n—1 [ n-1 n—1—i i
D'xy) = DD 'ay)=D(> |  |D"'"(=2)D(y)
i=0 ?
n—1
n—1 ) .
= , D (D" (z)D'(y))
=0 1
([ n-1 n—i i n—1—i i+1
= . (D" (2)D'(y) + D" (2) D (y))
i=0 ?
n—1 n—1
n—1 , ) n—1 ) )
= ) pepm e X [T | o)
=0 i =0 i
(-1 n—i i ~ [ n-1 n—i i
= D" (z)Di(y) + > D" (z) D' (y)
i=0 i =1 \ 1—1
n - n—1 n—1 n—1i 7 n
= D'(a)y+ Yy + D" (x)D'(y) + =D"(y)
i=1 1 i—1
n—1
n n n—i 7 n
= D'a)y+Y | | D" @)D'(y) +aD"(y)
i=1 1
~ [ n n—i i
= > | | @)Dy
i=0 ?
Luego la igualdad se cumple para todo n € N. O

Para finalizar esta seccién, se presenta una relacién para calcular D(b™) conociendo D(b), donde

D es una derivacién de un anillo By b € B. Note que, dado f(t) = 3 bt € B[t] = B, f(b) € B
i=0

n .

para cada b € B, luego tiene sentido evaluar D en f(b). También se tiene que Y D(b;)t' € Blt],
i=0

y se denota como fP)(t).

El siguiente teorema muestra la relaciéon entre las anteriores expresiones.



Teorema 4. Sean B un anillo y D : B — B una derivacion de B. Las siguientes afirmaciones

son verdaderas.

1. D(b") = nb"1D(b), para todo b€ B ,n € N yn > 2.

2. Sea f(t) = 3. bit' € B[t] = BW. La siguiente igualdad se cumple para todo b € B
=0

D(f(b)) = fP)(b) + f'(b)D(b), (1.1)

donde f'(b) = > ibb' 1.

=1

Demostracion. Sean B un anillo, D : B — B una derivacién, b € By n € N.

1. Por induccién sobre n se prueba que D(b") = nb" 1 D(b).

Sin =2, se tiene que

D(b*) = D(bb)
= D(b)b + bD(b)
= 2bD(b)
= 2071 D(b).

Ahora suponiendo que la igualdad es verdadera paran = k > 2, esto es D(b*) = kb*~1D(b),

se prueba que la afirmacién 1 se cumple para n = k + 1.

DY) = D(b*b)
= D(V*)b+ b*D(b)
= k" 1D(b)b + b D(b)
= kb*D(b) + b*D(b)
= (k+1)b"D(b)

= (k+ 1)p**+D=1D(b).

Luego, por el principio de induccién matemética se tiene que, D(b") = nb" 1 D(b) para

todon > 2 con n € N.

2. Ahora se probard que

D(f (b)) = fP)(b) + f'()D(b) (1.2)



D(f(b)) =D (Z bdf')
1=0
= f: D(bb')
=0
= Zn: [D(bi)b" + b D(b")]
=0

= Z D(b)b" + i biD(b)
=0

=0
= En: D(b;)b + zn: biib" 1 D(b)
=0 =1

= fP)(b) + f'(b)D(b).
O

Observacién. Si b; € ker(D), para todo i € {1,2,...,n} entonces la férmula (1.2|) se simplifica

a D(f(b)) = f'(b)D(b).

1.1.2. Derivacién en anillos de polinomios

Sea B = Alx1,22,...,%,) = Al un anillo de polinomios. Por el Teoremase sabe que Der4(B)
es un B-submédulo de Der(B). El objetivo fundamental en esta seccién es mostrar que Der4(B)
es un B-modulo libre.

Observacidn. Si se considera el anillo de polinomios B = A[t] como una A-dlgebra se tiene que
un conjunto generador de B es {t}. Por el Teorema |4l para definir una A-derivacién en el anillo

B = Al basta conocer cémo actua la derivada en t.

Una derivacion particular en el anillo de polinomios estd dada por la siguiente definicion.

Definicién 8. Sea A un anillo y B = A[t]. Se define la aplicacion % : B — B por la formula
%(E a;t’) = Y da;t'! donde a; € A para todo i € {1,2,...,n}.
i=0 i=0

n .
Del Teorema 3 se deduce que para t" € B, 4 (t") = nt" L. En general, para p(t) = a;it' € B,
dt

d N i =
() = > dait"™.
=
d

Notacién: Para p(t) € B se denota p'(t) = £ (p(t)). Andlogamente, dado n € N,

p™M(t) = %(p(t)) denota la n—ésima derivada (%)n (p(t)).
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El ntcleo de la derivada con respecto a t en K[t] depende de la caracteristica de K. En general
calcular el niicleo de una derivacién en B = K es un problema abierto en algebra conmutativa;
en este sentido cabe resaltar que este problema esta resuelto para n = 1,2 y parcialmente resuelto

para n = 3, como se muestra en el siguiente teorema para n = 1:

Teorema 5. Sea D la derivada con respecto a t en KJt].
1. Si la caracteristica de K es cero entonces ker(D) = K.

2. Sila caracteristica de K es p > 0 entonces ker(D) = K[tP].

Demostracion.

1. Sea K es un campo de caracteristica cero, se prueba que ker(D) = K. Es claro que
m .
K C Ker(D). Ahora si se toma ¢(t) = ) a;t" € ker(D), entonces se tiene que ia; = 0,
i=0
para todo ¢ € {1,2,...,n}. Como la caracteristica de K es cero entonces a; = 0 para todo

ie{l,...,n}.Asi, ¢(t) = ap € K de donde Ker(D) C Ky ker(D) =K.
2. Sea K un campo de caracteristica p > 0, entonces

a) K[tP] C Ker(D).
En efecto sea ¢(t?) = 3" a;(t?)* € K[t?], derivando se tiene que D(q(t?)) = 3. (pi)a;tP—1) =

i=0 i=1
in: i(pal-)t(pi_l), como la caracteristica de K es p, entonces pa; = 0 para todo i €
(1.2, n} luego D(g(t)) = 0y q(t?) € Ker(D).
b) Ker(D) C K[tP],
Se probard por contradicién. Supdéngase que existe un polinomio ¢(t) = i a;it’ €
Ker(D) y que ¢(t) no estd en K[tP], entonces existe un término j— ésimézrolo nulo
a;t! de q(t), tal que j = kp + s donde k,p € Ny 0 < s < p. Derivando ¢(t) se tiene
que i ia;t"~! = 0, por igualdad de polinomios ia; = 0 para todo i € {1,2,...,n}, en
partgllﬂar para j
ja; =0
(kp+s)aj =0

saj = (sl)a; = 0.
Esto es una contradicién, ya que a; # 0y 0 < s1 # 0. Por lo tanto, ¢(t) € K[t?].

8



De lo anterior Ker(D) = K[tP]. O

Ejemplo 2. Sean B = Zs[t] y D = %. Esta es una Zs—derivacion en B, ademds por el Teorema
4. se sabe que Ker(D) = Zs[t7].

En particular, para p(t) = 4°+3t+1, D(p(t)) = %(4t5—|—3t—|—1) =3 ypara q(t) = t2042t1°—>+4,
la derivada

D(q(t)) = Lt 4 2t15 — 5 + 4) = 0, ya que q € Zs[t7).

En general para un anillo de polinomios con n indeterminadas se puede definir la derivada con

respecto a alguna de sus variables asi:

Definicién 9. Sea A un anillo y B = Alx1,x2,...,2,] = Al el anillo de polinomios sobre A.
La derivada parcial, B%i es la inica A-derivada de B definida por a%i(:vi) =1y a%i(xj) =0,

para todo 1 # j.

Observacién. Sean A un anillo y el anillo de polinomios B = Alzy,za,...,2,] = Al y
n

fi, f2,..., fn € B. Como Der4(B) es un B—mddulo entonces ) fl-% € Dery(B), ain més
i=1 !

cualquier A-derivacién de B puede expresarse de esta forma, como se prueba a continuacién.

Teorema 6. Sean A un anillo y B = Alzy, ..., z,] = A" Entonces:

k3

-

1. 8i D € Dera(B) y f € B entonces D(f) =

=1

2. 8i f1, fa, ..., fn € A" entonces existe una inica A—derivacién D de B, tal que

D(z;) = fi para todo i € 1,2, ...,n. Esta derivacion es dada por D = fla%l 4+ -+ fn%.

Demostracion.

n
1. Sea D € Dera(B) y se verifica que el conjunto M = {g € A"; D(g) = 3 £_gD(xi)} es
=1

una A—subdlgebra de B:

a) Primero se prueba que M es un subanillo de B.

1) Para cada a € A, se tiene que D(a) =0 ya que D € Ders(B),y
S 2 aD(x;) = Y 0D(z;) = 0= D(a), ast M # 0.
=1 i=1



2) Sean f,g € M, entonces

Luego, f —g e M.

3) Ademas si f,g € M entonces fg € M. Veamos:
D(fg) = fD(g) + 9D(f)

_fza gD (i +gz ~fD(y)

Zn:[ 88 nggaa ]fD(sz)

I
‘M: H

@
Il
—

o (fg)D(ﬂfz‘)-

Luego, M < B.

b) Ahora se prueba que si g € M y a € A, entonces ag € M.

D(ag) = aD(g) + gD(a)

"~ 0
= az G:U,-QD(%) + g0

0
= Za gD X —l—ga—aD(acz)

= Z ~—(ag)D(x:).
i=1 "

De ahi que ag € M. Luego, M es una A-subdlgebra de B.

Ademés, z; € M para todo i € {1,2,...,n}, ya que ax () =1y 8$ (xzj) =0 para i # j,
n Pa
entonces se tiene que » a%j(xi)D(:L‘j) = a%(xz)D(:m) = 1D(z;) = D(z;). Como {1, 2, ..., Tn}
j=1 '
genera a B, entonces M = B.

n
. Por la anterior observacién se sabe que D = ) fi% € Dery(B) y D(z;) = f; para
i=1 ¢

todo ¢ = 1,2,...,n. Para probar la unicidad se stone que D; € Dery(B) y que satisface
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D1 () = fi.
Ahora si f € B, por el item(1) se tiene que:

Z g D1(a2)
= Z; axiffi

= D(f).
Luego D1 = D y esta derivacién es tnica.
O
El teorema anterior permite concluir que si A es un anillo y B = Alz1,22,...,2,] = Alnl
entonces Der4(B) es un B-médulo libre con base {8%1, 8%2, Cee %}.

Ejemplo 3. Sean B = Zy[z,y] y fi(z,y) = 2z —y, fo(w,y) = 322 — 1 € B, si se considera la
Zy-derivacion D : B — B, tal que D(z) = f1 y D(y) = f2 entonces D = fl% + fga% y para:

1. f(z,y) =2z — 3y € B se tiene que

D(f) = (20~ y) 5 (20 = 3) + (o = 1) (20— 3)

= (22 — )2+ (322 - 1)(-1)
=2y — 327 +1

=22+ 2y + 1.

2. g(z,y) = 22%y? — 3 € B se tiene que

22%y* — 3) + (3% — 1)2

Dlg) = (20 ) o 5

ax(
= (22 — )0 + (32% — 1)0

(22%y* - 3)

= 0.
Entonces g € ker(D).

Para finalizar esta seccién, se determinara bajo que condiciones el nticleo de una derivacién D

de un anillo B es algebraicamente cerrado en B.
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Definicién 10. Sean A < B anillos. Un elemento b € B es algebraico sobre A si existe un
polinomio no cero f € A[t] tal que f(b) = 0; si b no es algebraico sobre A, se dice que b es
transcendental sobre A y se dice que A es algebraicamente cerrado en B si cada elemento de

B\ A es trascendental sobre A.

Lema 2. Si B es un dominio de caracteristica cero y D € Der(B) ,entonces ker(D) es alge-

braicamente cerrado en B.

Demostracion. Sea A = ker( ) < By consideremos b € B algebraico sobre A, es decir existe un
polinomio no cero f = Z bit' € A[t] de grado minimal tal que f(b) = 0 entonces 0 = D(f (b)),

1
luego por la ecuacién se tiene que

FP() + f/(b)D(b)
=> D)V + f'(b)D(b).

1=0

0=D(f(b)) =

Como b; € A[t] entonces D(b;) = 0 para todo i € {1,2,...,n}, por tanto
f'®)D(®) = 0.

Dado que f es el polinomio de grado minimal tal que f(b) = 0, entonces f’(b) # 0, asi D(b) =0
luego b € ker(D) = A. Esto indica que no hay elementos algebraicos de B\ A sobre A. O

Observacidén. Sea B un anillo de caracteristica n > 0y sea 0 # D € Der(B). Para cada b € B
es facil probar que b" € ker(D). En efecto, dado que la caracteristica de B es ny b"~! € B, se
tiene que D(b") = nb" "1 D(b) = 0. Es decir, b" € ker(D).

De lo anterior se puede concluir que, ker(D) no es algebraicamente cerrado en B, ya que para
cualquier elemento b € B, existe p(z) = 2" — b" € ker(D)|x] tal que p(b) = 0" —b" = 0, de

aqui que b es algebraico sobre ker(D), luego ker(D) no es algebraicamente cerrado en B.
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1.1.3. Derivacién Jacobiana en K[

Se puede construir una derivada en el anillo de polinomios B = K[ como en la Definicién 12
y se denomina Derivacién Jacobiana. El estudio de esta derivacién es de gran importancia para
el desarrollo de este trabajo, como se vera més adelante esta estrechamente relacionada con el

Problema de Extendibilidad.

Definicién 11. Sea B = K[z, 22, ...,2,] = KM y f = (f1, f2,..., fn) € B", se define la matriz

jacobiana de f por

Definicién 12. Sean B = K[z, o, ..., 20 = KM y f = (f1, fo, ..., fu_1) € B""1, se define la

Derivada Jacobiana Ay en g € B por
Ag(g) = det(J(f,g)), donde J(f,g) es la matriz jacobiana de (f1, fa,..., fn=1,9) € B".

Un resultado clésico con relacién a esta derivacién se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 7. Si B, f y Ay son como en la definicion anterior, entonces Ay € Derg(B).

Demostracion. Para g, h elementos de B, se tiene que

0
Af(g+h) = det ( (4 h>)
=(f) =) 72 (f1)
- (f2) 72 (f2) 72 (f2)

= det

13



= det

= det

Af(gh) = det(

= det

+ det

0

e -axn—lvxn)

(fn—l) aim(fn—l) T
72 (gh)

14

’ %(fn—l)

7e, ()




6%1(101) 322 (f1)
s (F2) 5= (f2)
= det
oz1 (fnfl) %(fnfl)

ooy (1) 7—(f1)
507 (f2) 5o (f2)
= det . + det

%(fn—l) e %(fn—l)
hote(g) -+ hyZ(9)

%(fl) agn (fl)

8%31(]02) 32 (f2)
%(fn—l) : %(fn—l)

ooy (9) 72-(9)

= hAf(g) +gAf(h).

Luego Af € Der(B).
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Sea k € K. Entonces

0
Af(k) = det <a($1 P xn)(f, k:)>
s () o) 2 ()
() o (f) 2 ()
= det
i (fa1) g=(fa1) o 32 (fa1)
- (k) 2k) - (k)
2 &) 2 (f1)
o) 3 (f) 22 (/)
= det
Bwl(fn—l) 3$2(fn—1) 8mn(f"—1)
0 0 0
=0

De lo anterior, se tiene que Af € Derg(B).

O]

Nota 1. Si g = f; para algin i € {1,2,...n—1} entonces Af(g) = A¢(fi) =0 y como ker(Ay)
es un subanillo de B se tiene que K[f1, fa,..., fn—1] C ker(Af).

Ejemplo 4. Sean fi = z® + 4% y fo = 2y + yz + xz elementos de B = Rz, y,z] = RB. Si
consideramos f = (f1, f2) € B? entonces la derivacion jacobiana D = Ay : B — B para h € B
esta dada por
2x 2y 0
Agp(h)=det | y+2 v+2 y+x
Oh Oh Oh
ox oy 0z

Y para los elementos generadores de B

A¢(x) = det
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2x 2y 0
=det| y+2z z+2z x+y
1 0 0

= 2y2 + 2yz = g1.

S (f) () ()
Ag(y) = det a%(fz) a%(fz) %(fz)
0 1 0

=det| y+z xz+z x+y
0 1 0

= —22% — 22y = ¢o.

2(H) a%(fl) 2(f1)
Ap(z)=det | 2(f2) 2Z(f2) £(f2)
0 0 1

=det| y+2z x+2 z+y
0 0 1

=222 + 202 — 2yz — 2y% := g3.

Luego, como Ay € Derg(B) por el Teorema@ para cada h € B se tiene que Ay(h) = gl% +

oh oh
925, + 935,
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Capitulo

DERIVACIONES LOCALMENTE
NILPOTENTES

En este capitulo se presentan algunos resultados bésicos sobre la teoria de derivaciones local-

mente nilpotentes, que son fundamentales para el desarrollo de este trabajo.

2.1. Conceptos y Resultados Basicos

Definicién 13. Sean B un anillo y D € Der(B). Se define el conjunto

Nil(D) = {z € B,3n € N|D"(z) = 0}

Observacidén. El nicleo de una derivacién D estd contenido en Nil(D) ya que para x € ker(D)
existe n = 1 tal que D!(z) = D(x) = 0. Ademés, Nil(D) es una subalgebra de B como se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema 8. Sean B un anillo y D € Der(B). Entonces el conjunto Nil(D) es una A—subdlge-
bra de B, donde A = ker(D).

Demostracion. 1 € Nil(D) ya que 1 € ker(D).
Sean z,y € Nil(D). Entonces existen n,m € N tales que D"(x) = D™ (y) = 0.

18



Considere M = max{m,n}, luego existen k,t € N tales que M =k+ny M =t +m. Asi
DM(z —y) = DY (2) + DM (~y)
= DM(z) - DM(y)
= D (x) — D™(y)
= D*(D"™(x)) — D'(D™(y))
= D*(0) — D'(0)
=0-0=0.
Por lo tanto = — y € Nil(D).

Ahora, usando la regla de Leibniz se tiene que

m—+n
m-+n ) )
D™y = 3" | T | D) Di(y)
=0 1
m—+n m-+n

Dm+n—i ($)DZ (y) )

=2
i=0 D)

Como 0 < i < m + n, se consideran dos casos para ¢ con respecto a m.

7

1. Si ¢ > m, entonces
D'(y) = D'"™™(D™(y))
= D'""™(0)
=0.

Luego D™"~¢(z)D*(y) = 0.

2. Ahora si i < m, entonces m +n —i = (m — i) +n > n. Luego D™ %(x) = 0, de donde

se tiene que D™~ () Di(y) = 0.

De 1 y 2 se concluye que D™ "~%(x)D(y) = 0, para todo i € N es decir, D™ (zy) = 0. Por

lo tanto xy € Nil(D). De lo anterior se concluye que Nil(D) es un subanillo de B. Ademas, si

a € ker(D), x € Nil(D) y n € N, entonces D"(ax) = a™D"(x), de ahi que facilmente se verifica

ax € Nil(D).

El estudio de las derivaciones D de un anillo B que satisfacen la propiedad Nil(D) = B es

fundamental para el desarrollo de este trabajo. A continuacion se presentan hechos importantes

con relacién a este tipo de derivaciones.
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Definicion 14. Sea B un anillo. Una derivacion D de B es localmente nilpotente si y solo si

Nil(D) = B.

En otras palabras una derivacién D de un anillo B es localmente nilpotente si para cada b € B,
existe n € N tal que D™(b) = 0. El conjunto de todas las derivaciones localmente nilpotentes de
un anillo B se denota por LN D(B).

Cada derivacién localmente nilpotente de un anillo B induce una funcién grado de B en NU{—o0}

como sigue.
Definicién 15. Sean B un anillo y D € LND(B). Se define la funcion

degp : B— NU{—00}
dada por degp(x) =mdx{n € N|D"(x) # 0} para x € B\{0} y degp(0) = —c0.
Observacién. Si degp(r) = n para x € B\{0}, entonces D"(z) # 0 y D"*1(x) = 0.
Ejemplo 5. Sean A un anillo, B = Alt] = Al y D = % la derivada con respecto a t de B.
zn: a;t' € B, se tiene que p(t) € Nil(D) por ser Nil(D)

=0
una A—subdlgebra de B. Asi se concluye que, en este caso, Nil(D) = B y por tanto % es una

Entonces t € Nil(D), luego si p(t)

derivacion localmente nilpotente de B.
En el caso en que A sea un dominio de caracteristica cero, la funcion degp asociada a la derivada
con respecto a t coincide con la funcion grado definida en B, la cual asigna a cada polinomio

su grado. En efecto, si p(t) = > i_gait’ es un polinomio de grado n (an, # 0), se sabe que

d n+1

g (@) =0y %n(p(t)) = nla,, como a, # 0 y la caracteristica de A es cero entonces

nla, # 0 esto indica que degp(p(t)) = n.

Ejemplo 6. Sean A un anillo y B = Alzy, ..., z,] = A™. La derivada parcial 6%1 € LND(B)
para todo i € {1,2,...,n} ya que para p(x1,x2,...,2x,) € B\ {0}, (%)miﬂ[p(ml,...,xn)] =0

donde m; es el grado de p(x1,x2,...,x,) en la variable x;.

Teorema 9. Sean B un anillo, D € LND(B) y A = ker(D). Entonces

1. Sia € A entonces (aD)" = a" D™ para todo n € N.

2. Sia € A entonces aD € LND(B).

Demostracion. Sean B un anillo, D € LND(B) y A = ker(D)
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1. Seana € Ay z € B, por induccién matematica sobre n € N se muestra que (aD)"™ = a™D".

Para n = 0:
(aD)’(z) = =
=1lx
= a’D(x)
Para n = 1:
(aD)(z) = aD(x)
=a'DY(x)
Para n = 2:

Luego (aD)?(z) = a>D?*(x) para todo = € B.
Ahora suponga que (aD)¥ = a¥*DF, para todo n < k. Se debe probar que, (aD)**!(x) =

a** 1 DF1(z) con x € B
(aD)**!(z) = (aD)[(aD)* ()]
~ (D) DH(2)

= a(D(a*)D*(x) + " DF 1 (2))

a(ka* 1 D(a)D*(z) + a* D** 1 (x))
— a(aka+1(1:))
— ak+1Dk+1(x)

Luego (aD)k1(z) = a*1DF1(z).
Por lo tanto (aD)™ = a" D", para todo n € N.
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2. Sea a € A, se debe mostrar que aD € LN D(B), es decir, para cada elemento = € B existe
n € N tal que (aD)"(x) = 0.
Dado que D € LND(B), para cada = € B existe n € N tal que D"(z) = 0y por 1 se tiene

que
(aD)"(x) = a" D" (z)
=a"0
=0.
Asf, aD € LND(B).

O

Observacion. El conjunto de derivaciones localmente nilpotentes de un anillo B no tiene

estructura de anillo, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Para B = K[z,y] = K2 se sabe que {8%, 8%} es una base para Derg(B) y como
cada derivada parcial es una derivacion localmente nilpotente de B, se puede pensar que cualquier
K-derivacion de B es una derivacion localmente nilpotente de B.

Sin embargo, si D = ya% + xa% € Derg(B), z,y ¢ Nil(D). En efecto, dado que D(z) = vy,

D(y) = x para n € N se tiene que

" r,8 M es par
D™(x) =
Y,8t nes impar

Verificar que una derivacién de un anillo de polinomios es localmente nilpotente, no es facil. Por
ejemplo, slas derivaciones Dy = xa% y Dy = ya% del anillo B = K[z,y] = K2, son localmente
nilpotentes?, responder a esta pregunta a partir de la definicién de derivacién localmente nilpo-
tente es complejo, aunque la respuesta es afirmativa. El lema siguiente muestra un criterio que
permite decidir si una derivacién de un anillo de polinomios es localmente nilpotente; antes de

enunciarlo es necesario tener en cuenta la siguiente definicion.

Definicién 16. Sean A un anillo y B = Alxy,x9,...,Tn] = Al Una derivacion D : B — B es

triangular si D(A) = {0}, D(x;) € A[x1,x2,...,x;-1] para todo i € {2,...,n} y D(x1) € A.

Observacién. De acuerdo con la definicién anterior, toda derivacién triangular D de B = A"

es una A-derivacién de B.
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Lema 3. Sean A un anillo y B = Az, xo,...,x,] = Al Entonces toda derivacion triangular

de B es localmente nilpotente.

Demostracion. Sea D : B — B una derivacion triangular. Para demostrar que D es una deriva-
ci6én localmente nilpotente se debe mostrar que B = A[z1, 2, ..., x,] € Nil(D).

Sea x1 € B, como D es triangular D(x1) = a € A, luego existe n = 2 € N tal que

D*(z1) = D(D(z1)) = D(a) = 0, asi 1 € Nil(D).

Ahora para zo € B, se tiene que D(x2) € A[zi] C Nil(D), luego existe n € N tal que
D"(D(z2)) =0, asi n+1 € Ny D" (z9) = 0, por tanto x9 € Nil(D).

Mediante un proceso inductivo se concluye que, 1,2, ...,z, € Nil(D) y como Nil(D) es una
A-subdlgebra de B, se tiene que A[z1,za,...,x,] C Nil(D). Por lo tanto, B = Nil(D). Esto es,

D es una derivacién localmente nilpotente de B. O

Ejemplo 8. Sea B = K[z,y] = K2 un anillo de polinomios. Las derivaciones Dy = x%,

Dy = ya% de B son triangulares ya que para Dy se tiene que

Por el Lema anterior se concluye que las derivaciones Dy y Do son derivaciones localmente

nilpotentes.

A continuacidén se estudiaran algunos resultados béasicos de derivaciones en un anillo cociente.

Si B es un anillo, D € Der(B) y S es un subconjunto multiplicativamente cerrado de A =

Ker(D), entonces la funcién

S'D:.:S'B—S'B
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definida por la férmula

$-1p (f) _ D)

S S

parar € By s € S, es una derivacién S~'B que extiende D.

En efecto para £,% € S~IB se tiene que

s (2 -2) s ()

_ D(xt — ys)
st
_ D(at) - D(ys)
st ’

dado que S C A = ker(D) lo anterior es iagual a

tD(z) — sD(y)
st
_D(z) Dy
S t

-sip(5)-570 ().

Ademss S~!D es un homomorfismo de S~!'A- médulos ya que si tes 1A se tiene que

() () =571 ()

_ D(ax)
o1
y como a € A = ker(D) lo anterior es igual a
aD(x)
s

_ aD()

r s

- 95—11) (f)

T s

Luego S™'D : S7'B — S7!'B es un homomorfismo de S~!A-médulos.

Ahora, una pregunta natural es ; si D es localmente nilpotente es S~ D localmente nilpotente?.
El siguiente teorema muestra que en efecto, cuando B es un dominio de caracteristica cero S~1D

es localmente nilpotente .

Teorema 10. Sean B un dominio de caracteristica cero, D € LND(B), con D # 0,

A =ker(D)y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado. Entonces

1. ST'D € LND(S™'B).
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2. ker(S7ID) = S71A.

Demostracion. 1. Si D € LND(B) y S C kerD, sea = € S~ D; luego
(57'D) (%) = @. Por induccién sobre n se tiene que (S~1D)" (L) = %(7’) y de D™(r) =
0 se tiene (S™'D)"™ (£) = 0. Es decir, S~'D es localmente nilpotente.
2. Dado ¢ € S~1B tenemos que S™'D (%) = %, de ahf que claramente S™'A C KerS~!D.
Para la otra inclusién, se tiene que % = 0si ysolosi D(a) = 0. Luego kerS—1D = S~1A

O]

2.2. Derivaciones localmente nilpotentes de Q-algebras

Dado que B = C[X]| = C[" es una Q— algebra y que el problema de extendibilidad estd definido
en B, se requiere estudiar algunos resultados basicos sobre derivaciones localmente nilpotentes
definidas en Q—algebras, los cuales son fundamentales para abordar el objetivo principal de este
trabajo que es presentar la relacién que existe entre las derivaciones localmente nilpotentes y el

problema de extendibilidad.

Teorema 11. Si B es una Q-dlgebra, entonces Der(B) = Derg(B).

Demostracion. Como B es una Q-dlgebra, Q < B. Asi se puede hablar del conjunto

Derg(B) C Der(B).

Para mostrar que Der(B) = Derg(B) solo resta verificar que Der(B) C Derg(B).

Sea D € Der(B) se debe mostrar que D(Q) = 0. Dado que Q es el cuerpo de fracciones
del dominio entero Z, basta mostrar que la derivada se anula en cada entero y en su inverso
multiplicativo.

Verifiquemos que D(Z) = {0}. Como < 1 >= Z, es suficiente mostrar que D(1) = 0.

D(1) = D(1%)
=2D(1)
y como B es un dominio de caracteristica cero D(1) = 0. Ahora se muestra que para cada
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n € Z\{0} D(n~') = D(1/n) = 0. Como

y n # 0, entonces D(n~!) = 0.

En general, para 7 € Q

Es decir, D € Derg(B). O

De lo anterior, se concluye que para el anillo de polinomios B = Q|x1,x2, ..., Zy] = Q" toda

derivacién definida en B es una Q-derivacién (Q C ker(D)).

Definicién 17. Sea B una Q-dlgebra. Dada D € LN D(B) se define la funcion

fD:B%B[t]

]' n n
=Y D (o)
neN

llamada la funcion exponencial asociada a D.

Observacién. Para cada b€ B, Y, .y 2D"(b)t" es un polinomio en Blt], ya que

D € LND(B) y &p(b) = X490 ®) 1 pr(p)en.

Ejemplo 9. Sean B = Q[z] = QM y D = A Parap(z) = 2>+ 1 € Qlz] la funcién {p asociada
a D, asigna a p(z) el polinomio, ép(p(z)) = 3 ,en o D™M(@% + 1" y como degp(p(z)) = 2

entonces

1
=D2* + 1)+ D'(2® + D)t + 5DQ(a:2 + 1)#?
) !
= (2% 4+ 1)+ (22)t + 5(2)t2

=2? + 142zt +t* € Q[z, t].
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Teorema 12. Sean B una Q-dlgebra y D € LND(B). Entonces la funcion £p : B — Blt] es

un homomorfismo inyectivo de A-dlgebras, donde A = ker(D).

Demostracion. Veamos que £p es inyectiva. Para ello se considera x,y € B y

{p(x) = ¢p(y)

> D@ =Y D)

neN neN

por igualdad de polinomios se tiene que

1. 1 .

EDl(x)t’ = 5D7’(y)tZ

D'(z) = D'(y)

Dz —y) =0
para todo i € N, en particular con i = 0, se tiene D°(z — y) = 2 — y = 0, entonces x = y.
Asi &p es inyectiva.
Ahora se prueba que {p es un homomorfismo de A-dlgebras donde A = ker (D).

Sean z,y € By a € A. Luego D(ax +y) = aD(xz) + D(y) y por induccién sobre n se tiene que
D™(ax +y) = aD™(z) + D"(y) para todo n € N, y por tanto £(ax + y) = a&(z) + £(y). Resta

probar que £(zy) = £(2)¢(y), esto es,

<ZN D(x ) Z DJ :(Z;!D”(a:y)tn>. (2.1)

jGN neN

Ahora, el coeficiente de t" em &(z)&(y) es

> D@D = Y D)D)

141 i1
waiy 209! aiy 72! j
Lm () i 1,
= n!ZO ; D" (x) D (y) = HD (zy)
]:

donde la tultima igualdad sigue de la regla de Leibniz. Luego la igualdad (2.1) es vélida. Se

concluye que £ es um homomorfismo de A-algebras. O

En particular si D es la funcién nula, £p es la funcién inclusién.

Lema 4. Sea B una Q-dlgebra y D € LN D(B). Entonces {p es la funcion inclusion si y solo
st D =0.
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Demostracion. =). Se tiene que &p : B — Blt] es la funcién inclusién, es decir £p(b) = b para

b € B. Luego

1 n n
> D" =1b
neN

Por igualdad de polinomios se tiene que %D”(b) = 0 para todo n > 1. Como B es un anillo de
caracteristica cero por ser una Q-élgebra, entonces D"(b) = 0 para todo n > 1. En particular
paran =1, D(b) =0 esto es D = 0.

«). Si D es la derivacién nula, claramente {p(b) = 3, o 4 D™ (b)t" = b. Es decir, &p es la

funcion inclusién. O

Ejemplo 1. Sean B = Clz,y,z] = cBly D = a;a% + y%. Dado que D es una derivacion
triangular D € LND(B). Teniendo en cuenta que {p : B — B[t] es un homomorfismo de C-

algebras, £p esta descrito por las imdgenes de los generadores de B como C-dlgebra y en este

caso Ep(x) =0, Ep(y) = ot y Ep(2) = yt + yat’.

2.3. Slice y Preslice

El objetivo ahora es determinar cudndo B = Al con A siendo el nicleo de una derivacién

localmente nilpotente.

Definicién 18. Sean B un anillo, D € LND(B) y s € B. Se dice que s es un slice de D si
D(s) =1y s es un preslice de D si D(s) #0 y D?*(s) = 0.

Ejemplo 10. Sea B = C[z,y, z] = CBl. Entonces
1. x es un slice de a% € LND(B), ya que %(z) =1.

2. Si D€ LND(B) es tal que D(z) =y, D(y) =z, D(z)=0, entonces para f € B.

D(f) = fxD(l') + fyD(y) + sz(Z)

= xfy +yf

esto es D(B) estd incluido en el ideal de B generado por x ey, por lo tanto D no tiene slice.

Del ejemplo anterior se puede concluir que no toda derivacion localmente nilpotente de una ani-

llo B posee un slice. En la actualidad, el problema de determinar condiciones para la existencia
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de un slice se conoce como El Problema del Slice.

La existencia de un slice en una derivacién localmente nilpotente definida en una Q-algebra,
garantiza que B es un anillo de polinomios sobre el nicleo de D como se demuestra en el

siguiente teorema.

Teorema 13. Sea B un dominio que contiene a Q. Si D € LND(B) tiene un slice s € B
entonces B = Als] = AVl donde A = ker(D) y D = % s Als] — Als].

Demostracion. Sea s € B con D(s) =1y

t)=> ait’ € Alt]\{0}

i=0
donde n > 0, a; € Ay a, # 0. Del Teorema [4] se tiene que D(f(s)) = f'(s)D(s) = f'(s) y por
induccién DI (f(s)) = DI (37 ais’) = fU)(s) para todo j € N, donde fU)(t) € AJt] indica la
j-ésima derivada de f . En particular, D"(f(s)) = nla, # 0 y por tanto f(s) # 0. Luego s es
trascendente sobre A, esto es, A[s] = Al Ahora se prueba que B = Al Si se considera la

funcién € : B — B dada por
00 s
Di(z)
{(z) = Z T(—S)Ja
§=0
para cada x € B. Siendo v = —s y ¢ = b se sigue del Teorema [12] que £ es un homomorfismo de

A-algebras y que
D]+1 j >
D(f(%))ZZ— Y (=1 =0.

7=0 7=0

Luego &(B) C A. Siendo £ un A-homomorfismo se sigue que £(B) = A. Por induccién sobre
el degp(x), se muestra que x € A[s] para todo z € B. Es claro que si degp(z) < 0 entonces

x € Als]. Sea degp(z) > 1. Como x = &(x) + (z — &(7)) y

o0

x—¢&(x) = Z D;('x) (—s)! € sB se tiene que

J=1

r=a+a's, (2.2)

para algin a € A e ' € B. Luego, D(z) = D(a’)s 4+ 2/ y por induccién sobre m se tiene que
D™(z) = D™(2")s + mD™ !(z') para todo m > 1. Siendo D nilpotente, existe m; € N tal que
D™~1(z') #£ 0y D™ (z') = 0. Entonces

D™(z) = mD™ Na')£0 y

D™t (z) = 0,
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luego degp(x’) = degp(x) — 1. Por la hipdtesis de induccién se tiene que ' € Als] y por la

igualdad ([2.2) finalmente se concluye que = € Als]. O

Si B = Afz] = Al existe una derivacién D localmente nilpotente de B tal que D tiene slice.

Corolario 1. Sean B una Q-dlgebra, D € LND(B) y A = ker(D). Si s € S satisface que D(s)
es una unidad de A entonces B = A[s] = Alll

Demostracion. Sea s € S tal que D(s) es una unidad de A, esto es, existe a € A tal que
aD(s) = 1.
Como A = ker(D), D(as) = aD(s) = 1, esto es, as es un slice de D. Por el teorema anterior

B = Alas] y como a € A, B = A[s]. O

Ejemplo 2. Si B = Q[z,y| = Ql y D= %, entonces se tiene que x + 10 es un slice. Por lo
tanto Q[z,y] = Qly][x + 10] = Q[z + 10, y]. En general, Qlz,y] = Qx + a,y] donde a € Q.

Observaciéon. La hipétesis de que B es una QQ dlgebra es necesaria en el teorema anterior como

se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Sean B = Z[z,t] = ZP¥ y D = % + t% una derivacion de B. Ademds, D es
triangular ya que D(t) = &(t) + t2(t) = 1 € Z. Ademds, D(z) = & (z) +t2(z) =t € Z[y].
Por lo tanto, D es localmente nilpotente en este caso t es un slice de D, de la cual se conoce
ker(D) = Z[2x — t?], la prueba de este hecho requiere teoria adicional no estudiada en este
trabajo, por ello no se presenta(Ver apéndice).

Sin embargo se puede notar que ker(D)[t] # Z[x,t] debido a que para x € Zlx,t] se tiene que

x ¢ Z[2x — t?)[t]. Esto dltimo se verifica utilizando igualdad de polinomios.

Corolario 2. Sean B una Q-dlgebra, D € LND(B) y A = ker(D). Si s € B es tal que
D(s) =a #0yD'(s) #0, entonces By, = Ay[s]. En este caso By, y Ay son los anillos localizados
S7IB y S7'A por S = {1,a,0?,...}.

Demostracion. Sean s € B un slice de D y D(s) = a € B\{0}. Se tiene que el conjunto

S ={1,a,a?,...} C B, por construccién S es un conjunto multiplicativamente cerrado. Por el
Teorema 10| S~'D € LND(S™'B) y ker(S™'D) = S~1A.

Como s/1 € S7!B, entonces (S~'D)(s/1) = D(s)/1 = a/1 € (S7'A)*. Por el Corolaridl| se
tiene que B, = S71B = (S71A)[s] donde o = D(s). O
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Capitulo

EL PROBLEMA DE EXTENDIBILIDAD

El principal objetivo de este capitulo es presentar una aplicacién de la teoria de las derivaciones
localmente nilpotentes definida en el anillo de polinomios al problema de extendibilidad, dicha
aplicacion fue tomada de el articulo Locally Nilpotent Automorphism and the jacobian conjecture
progress in Mathematics publicado por Arno Van den Essen, de la revista JOURNAL OF PURE
AND APPLIED ALGEBRA en la que se muestra que si Fy,..., F,,_; € C[X], la n — 1- upla
(Fy, ..., F,—1) es extendible si y solo si existe una derivacién jacobiana D definida en Clx, ..., 2]
que posee un Slice y tal que Ker(D) = C[F},..., Fj,—1]. Asi, una solucién al problema del Slice

implica una solucién al problema de extendiblidad.

Definicién 19. Sean fi,..., fn—1 € Clz1,...,x,). Se dice que la n — 1 upla (f1,..., fu—1) es

extendible si existe un polinomio f, € Clxy,...,xy,] tal que C[f1, ..., fn-1, fn] = Clz1, ..., 2p].

Lema 5. Sean fi,..., fn—1 € Clx1,...,xy] = clhl. sif= (f1,-, fn—1) es extendible, entonces la
derivada jacobiana Ay es una derivacion localmente nilpotente, Ker(Ay) = C[f1,..., fa—1], Ay

tiene un slice s y Clxy,...,xn] = C[f1, ..., fu—1, 5]

Demostracién. Sean fi, ..., fu—1 € Clxy,...,x,] = CM.Si f = (f1,..., fu_1) es extendible, en-
tonces existe g, € Clxy,...,x,] tal que Clxy,...,x,] = C[fi1, ..., fn—1,9n]. Asi para x; con i €

1,2,...,n existe G; € C[zy, ..., zp] = C[f1, ..., fa—1,9n] = Cl tal que x; = Gi(fiy s fn=1,9n)-
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Por la regla de la cadena se tiene que

9 —a . 9 9 9
oz, (z;) 2 aftl(Gz‘)aT;i(fi) + aTn(Gn)a n(gn)
_ 1,5t i=7
0,50 ©#].
Luego, si se considera el determinante de la matriz jacobiana J(f) con f = (z1,22,...,2y), se
tiene que
10 0
0 1 0
1 =
0 0 1
821 (1) 822 (1) agn (71)
- ail ) 822 (22) ain (22)
oz (l'n) 0z (xn) OTn (xn)
7 (G1)  #-(Gh) 7= (G1) || 22 (f1) %) 72 (f1)
o5 (G2)  55(Go) a5 (G2) || a0 (f2) 525 (f) g (f2)
_ Oto 2 Oto 2 Oto 2 ox1 2 Oxo 2 Oxn 2
52 (Gn) 507 (Gn) o (Gn) || 92-(9n) 5% (9n) 52— (gn)

=p(x1, .oy n)q(x1, .y )

De ahi que ¢ = Af(gn) € C. Sea q(1,...,xn) = k. Asi Af(g,) = k. Si se asigna f, = k™ 'g,
entonces Afr(k7lg,) = 1. Ademds, A¢(fi;) = 0 para i € {1,2,...,n — 1} de donde se concluye
que Ay es localmente nilpotente de Cl y £, es un slice.
Por otro lado, haciendo uso del Teore1r1r1a|§|7 Ay = %Af(f1)+a%2Af(f2)+. . .—|—%Af(fn,1)+
aianf(fn) = aifn y por tanto Ker(Ay) = C[fi,..., fa]).
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Ejemplo 11. Sea fi = x —y € Clz,y]. Luego f1 es extendible, ya que existe un polinomio
f2 = 20—y € Cla,y) tal que Cla,y] = Clfi, fol, en efecto

r=—(x—y)+ 2z +y).

y=2(z-y) - (2z—y).

por otra parte se tiene

A (fs) = 2(f1) %(fl)
2(f2) a%(fz)
_ |t —1-(-2)=3
2 1

Ahora, si se toma fo = 3(2z +y), se tiene Ay, (f2) = 1. Asi Ay, es una derivacién localmente

nilpotente, fo es un slice de Ay, y ker(Ay, ) = Clz —y].
Observacién. Por el Teorema (13| se tiene que para B = C[zy,...,x,], si D € LND(B) tiene
un slice s € B entonces B = A[s] = Al donde A = ker(D) y D = % : Als] — Als].

Por el Lema [5] y la observacién anterior se tiene el principal resultado de este trabajo

Teorema 14. Sea f1,..., fn—1 € Clz1,..;xn] vy f = (f1,..s fa—1). Entonces (f1,..., fn—1) es
extendible si y solo si Ay es una derivacion localmente nilpotente en Clxy, ..., x| que tiene un

slice s y Clay, ...,xp)? = C[f1, ..., fu1]-

Asi se concluye que una solucion al problema de extendibilidad implica una solucién al problema

de extendibilidad y viceversa.
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Apéndice

En este apéndice se presenta la demostracién del Ejemplo 3 en la seccién 2.3, la cual fue realizada

por Ph. Daniel Daigle profesor de la Universidad de Ottawa Canada.
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