Teorema de Goodstein : un Teorema no Demostrable

Jorge Armando Ortega Erazo

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Programa de Matematicas
Popayan
2013



Teorema de Goodstein : un Teorema no Demostrable

JORGE ARMANDO ORTEGA ERAZO

Trabajo de Grado
En modalidad de Seminario de Grado, presentado como requisito parcial

para optar al titulo de Matematico

Director

FREDDY WILLIAM BUSTOS RENGIFO

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matemaéticas
Programa de Matematicas
Popayan
2013



Nota de aceptacién

Director: Mat. Freddy William Bustos

Jurado: Mg. Diego Fernando Ruiz

Jurado: Esp. Diego Ramiro Correa

Popayan, 30 de abril de 2013



Dedicado a mis padres

y mis hermanos.



AGRADECIMIENTOS

Doy infinitas gracias a:
Dios por darme salud para poder cumplir mis metas.

A mis queridos padres y hermanos por su apoyo incondicional y la confianza y paciencia

puestas en mi.

A mi director el profesor Freddy Bustos por su gran colaboracién en esta etapa de mi

carrera.

A los miembros del comité de seguimiento por sus aportes y en general a todos los profe-

sores que estuvieron presentes durante todo mi proceso de formacion.

A mis amigos y companeros por la ayuda y compania en toda esta etapa de mi vida.

Jorge Armando Ortega Erazo

Universidad del Cauca

Abril de 2013



[NDICE GENERAL

Indice general
. INTRODUCCION . . . .. ... ...
1. PRELIMINARES . . . . . . . . .

1. FUNCIONES PRIMITIVAS RECURSIVAS Y FUNCIONES RECUR-
SIVAS
1.1. Funciones Primitivas Recursivas . . . . . . . . . .. ... .. ... .. ...
1.2. Ejemplos . . . . . . . e
1.3. Propiedades de las funciones pr . . . . . .. ...
1.4. Minimizacion . . . . . . . . . .

1.5. Funciones Recursivas . . . . . . . . . .

2. FUNCION DE ACKERMANN
2.1. Definicidn . . . . . . . .,
2.2. Propiedades . . . . . . ..

2.3. La funcién de Ackermann noes pr . . . . . . . . . . ... ... ... ...

3. SUCESIONES DE GOODSTEIN

3.1, Las Sucesiones . . . . . . ..o



4. SUCESIONES FUNDAMENTALES 32

5. FUNCIONES O, Gy P 37
5.1. Funcién O . . . . . . . . 37
52. Funcidn G . . . . . oL 38
5.3. Funcion P . . . . . Lo 42

5.4. Construcciéon de las sucesiones de Goodstein a partir de las funciones O, G

Y P e 43

6. JERARQUIA DE HARDY 45
6.1. Funciones de Hardy . . . . . . . . . . . . .. ... 45
6.2. H,r es Ackermanniana . . . . . . . . . ... 52

7. LA AXIOMATICA DE PEANO NO DEMUESTRA EL TEOREMA
DE GOODSTEIN 58

Bibliografia 60



1. INTRODUCCION

Uno de los grandes resultados de los trabajos de Géddel fue demostrar que cualquier

sistema formal lo suficientemente potente para describir la aritmética de los nimeros
naturales contiene proposiciones indecidibles. Estas son proposiciones enunciadas en el
lenguaje del sistema de las cuales no se puede demostrar ni que son falsas, ni que son
verdaderas por medio del lenguaje del sistema.
Godel en su trabajo mostré como ejemplo de este tipo de proposiciones, una proposicion
«rebuscada», dejando a la comunidad matematica una pregunta: ;Si las proposiciones in-
decidibles que existen son sentencias tan raras, que mas da que existan o no, si al parecer
no afectardn la matematica?

L en 1977 donde se empezd a darle impor-

Fue hasta los trabajos de Paris y Harrington
tancia real a los indecidibles, pues fueron estos matematicos los primeros en encontrar un
indecidible matemdtico el cual lleva el nombre de Teorema de Ramsey. Después de este
hallazgo matematico empezo6 un real interés por encontrar proposiciones indecidibles, y es
en esta busqueda donde se encontré uno de los mas famosos, el Teorema de Goodstein,
cuya indecibilidad fue demostrada en 1982 por Kirby y Paris 2.

El Teorema de Goodstein fue planteado y demostrado en 1944 por el matematico inglés
Rouben Louis Goodstein pero utilizando una teoria mas alla de los niimeros naturales, la

teorfa de ordinales 3. En 1983 Cichon publicé una demostracién diferente a la presentada

por Kirby y Paris, y es esta demostracion la que se describe en este trabajo.

1Paris, J. and Harrington, L. A Mathematical Incompleteness in Peano Arithmetic. In Handbook for

Mathematical Logic (Ed. J. Barwise). Amsterdam, Netherlands: North-Holland, 1977.
2L. Kirby, J. Paris, Accessible independence results for Peano Arithmetic, Bull. Lon. Math. Soc. 14

(1982) 285-293.
3Goodstein, R. (1944), «On the restricted ordinal theorem», Journal of Symbolic Logic 9: 33-41



1. PRELIMINARES

Las siguientes definiciones y pruebas de los teoremas se puede consultar en [6].

Definicién 0.1. Diremos que dos conjuntos A, B son equipotentes (tienen el mismo car-
dinal) y escribiremos |A| = |B| si existe una funcion biyectiva f : A — B. Si solo sabemos

que existe una funcion inyectiva f : A — B, escribiremos |A| < |B|.
Definicién 0.2. Un conjunto S se dice contable si |S| = |N|.
Teorema 0.1. Si A, B son conjuntos contables entonces A X B es contable.

Teorema 0.2. Sea I un conjunto contable de indices. Si S; es un conjunto contable para

cada i en I entonces

S:=Js

el
es contable. Fs decir que la union contable de conjuntos contables es un conjunto contable.

Teorema 0.3. Sea S un conjunto contable y notemos por seq(S) el conjunto de las suce-

siones finitas de elementos de S. Entonces seq(S) es contable.

NUMEROS ORDINALES

Los numeros ordinales se definen como una extension de los naturales y se construyen
siguiendo los dos principios de generacién: la operacién sucesor y el paso al limite. Los
ordinales finitos son los ntimeros naturales, los cuales conforman un conjunto bien orde-
nado por la relacién de pertenencia. A su vez cada nimero natural es un conjunto bien

ordenado por la pertenencia, es decir
0=9¢,1=00U{0},2=1U{1} ={0,1},3=2U{2} ={0,1,2}, ...

En general, cada natural n satisface que n = {m € N:m <n} = {0,1,2,...,n — 1}. La
notacién n + 1 representa el sucesor de n el cual se define como nU{n}. El primer ordinal
infinito es w que representa el conjunto de los niimeros naturales N, es decir w = N y
también tienen sentido w + 1 = w U {w} = {0,1,2,...,n,...,w}. Cada ordinal « es el

conjunto de los ordinales anteriores a él y es sucesor si tiene la forma o = 3 + 1 para



algin ordinal (3, y es limite si no es sucesor.
En los ordinales también tenemos un teorema de recursion y un principio de induccion
los cuales llamamos transfinitos. En particular, el principio de induccién transfinita tiene

las siguientes dos versiones

1. Si siempre que una propiedad P es valida para todo ordinal f < «, entonces la

propiedad P es valida para todo ordinal a.
2. Si tenemos una propiedad P(x) tal que

a) P(0) se cumple,
b) Para cualquier ordinal v, P(«) implica P(a + 1),

c) Para cualquier ordinal limite o # 0, si P(() se cumple para todo / < «

entonces P(«) se cumple
entonces P(«) se cumple para todo ordinal a.

En los ordinales se pueden definir las operaciones suma, producto y exponenciacion, las
cuales son compatibles con las respectivas operaciones en N. Por lo anterior se pueden
estudiar propiedades de los ordinales que permitan deducir consecuencias importantes
para el conjunto de los nimeros naturales [9].

Las operaciones entre ordinales permiten generar ordinales cada vez mayores, como se

puede observar a continuacion

0,1,2,3,....n, .., w,w+1lLw+2 .. w+n,. . wtw=w-2,w-24+1,..

Dado cualquier conjunto de ordinales X, su union es también un ordinal el cual es llamado
el supremo de X, pues de hecho él cumple la definicion usual de supremo. En notacion

tenemos supX = [J X. Por ejemplo

10



sup{1,3,7,10} = 10

sup{n:newlt=w

sup{w+n:new}l=w-2

sup{w" :n € w} = w".

Un ordinal especial es €5 = sup {w,w“’,www, } el cual tiene la particularidad de ser el
menor ordinal a tal que w® = «a. El ordinal ¢, sera muy importante pues el algebra que
manejaremos en este trabajo sera con ordinales mas pequenos que é.

Asi como es posible representar cualquier niimero natural en una base fija, en los ordinales
tenemos una situacién similar usando como base w. Concretamente tenemos el siguiente
resultado.

Forma normal Cantor. Todo ordinal @ > 0 puede ser representado de forma tnica
como

a=w ay+wt-a;+ -+ w"m-a,,

donde ag > a1 > -+ >, >0y a; € N—{0} para 1l <i <mn.
A continuacion presentamos algunas proposiciones relacionadas con la forma normal

de Cantor. En la primera de ellas omitiremos la demostracién, la cual puede ser consultada

en [9].

Lema 0.1. Dados dos ordinales o > 3, siempre es posible encontrar un ordinal v < « tal

que B+ v = «a. A este ordinal se le llama resta o diferencia de o y 3, y se denota oo — 3.

Lema 0.2. Sea o = w™ -a ,y = w%, con By < og. Existe un unico ordinal v tal que
B -~ = a. Este ordinal es exactamente v = w® =% . a, y por tanto podemos denotar, sin

peligro de ambigiedad, v = %

Demostracion. -y = w . (w0 . q) = (wh . w2o=0). g = hotleo=hh).q =y .q=q

O

Proposicién 0.1. Sia < e ya=w-ag+---+w* -a, es su descomposicion en forma

normal, entonces a > ay

11



Demostracion. Si a < ag tendriamos w® < w* < «a y como siempre tenemos a < w®,
obtendriamos o = w® contradiciendo el hecho de que ¢y es el menor ordinal tal que

€0 = we. [

Proposicién 0.2. Cualquier ordinal limite A < €, puede expresarse como w° - (y + 1),

cond>0y~vy>0.

Demostracion. Escribamos A en forma normal
)\:wal .a1+...+wa".an’

con A >a;>--->a,>0y0<a,..a, <w. Entonces si 3; = a; —a,, 1 <i<n, se

tiene que wn - WP = WP = L%y por tanto
A=wm(W" ay -+ WPy + (@, — 1) 1),

y basta con tomar 6 = a,, y Yy =w® ca; + -+ w1 a, g + (a, —1). O
Como consecuencia de esta proposicién, al considerar ordinales limites tendremos en
cuenta que estos tienen la forma w’ - (7 4+ 1) en donde ¢ puede a su vez ser sucesor o ser

limite.

Definicién 0.3. Sean o, < €y, y supongamos que & = w - a; +w*? - ag + -+ +w* - ay,
y B =wo by +w’ by 44w b, son sus respectivas formas normales de Cantor con
ap > >ay Yy B> > By, Diremos que a engrana con (3 y escribiremos o >> 3,

sty solo si o, > 1.
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CAPITULO 1

FUNCIONES PRIMITIVAS RECURSIVAS
Y FUNCIONES RECURSIVAS

Diremos que una funcién f de N*¥ en N es calculable si existe un algoritmo que la
calcula [2]. Esta definicién no es rigurosa en el sentido en que deja pendiente la definicién
de «algoritmo que la calcula». Tenemos entonces la nocién de funcién recursiva que busca
formalizar la idea de calculabilidad. De hecho existe la Tesis de Church la cual afirma que
una funcion es calculable si y solo si es recursiva.

Empezaremos definiendo una subclase de la clase de todas las funciones recursivas, las

cuales son llamadas primitivas recursivas.

1.1. Funciones Primitivas Recursivas

Definicién 1.1. Dado k € N, una funcién de N* en N se dice primitiva recursiva (pr)

si es una de las siguientes funciones que llamaremos basicas

13



» funcién constante 0: Z(x)=0
» funcién sucesor: Sx)=x+1
= k-ésima proyeccion: Pz, ..., xp) =
o puede obtenerse a partir de cualquiera de ellas usando alguna de las siguientes reglas:
1. Composicion

w Sif(y1, s Yn) Y g1(x1, ooy k), oovy G (1, ..., 1) SON Pr entonces

h'(xla s xk) = f(gl(xla ) xk)a "'7gn(x17 ) :Uk)) €s pr.
2. Recurrencia primitiva

» Sif(xq,...,2) y 9(21, ..., Tk, Y, z) son pr también es pr la funcién h(xy, ..., T, y)

definida de la siguiente manera:

h(zy,...,zx,0) = f(x1, ..., %)

hzy, ...z, S(y)) = g(x1, ..., T, y, A(T1, ooy T, Y))

1.2. Ejemplos
Ejemplo 1.1. La funcién identidad I(z) = x, es pr, ya que I(z) = P}(x) = x que
es pr por definicion.

Ejemplo 1.2. La funcion constante C,(x) = n para todo = es pr, pues

Co(z) =Z(z) y Cy(z) = S(S(...5(Z(x)))) n-veces para n > 1 (regla 1).

Ejemplo 1.3. La funcion suma h(x,y) = x +y es pr. En efecto sean f(x) = I(x)
y g(,y,2) = S(P(z,9, 2)), entonces:

h(z,0) =24+ 0= f(z)

h(z,S(y)) =z + S(y) = S(z +y) = g(z,y, h(z,y)).

14



Ejemplo 1.4. La funcion producto h(z,y) = z -y es pr. Sean f(z) = Z(z) y
g(x,y,z) = x + z entonces:
h(z,0)=2-0=0= Z(x)
Wz, 5y) =z-Sy) =z +x-y=g(zy hlry)).
Ejemplo 1.5. La funcion exponenciacion h(z,y) = z¥ es pr. Sean f(z) = S(Z(x))
y g(x,y,2) =z -z, entonces:
hw,0) = 20 = 1 = S(Z(2)) = f(x)
h(z,S(y)) = 2% =z - a¥ = g(z,y, h(z,y)).
Ejemplo 1.6. La funcion h(x) = x — 1 es pr definida mediante h(0) =0 = Z(0) y

h(S(x)) = x. Entonces la resta truncada

T—Yy StT>Y
T—y=
0 st x <y

es pr pues corresponde a x —0=x yx — S(y) = h(x —y).

1.3. Propiedades de las funciones pr

Definicién 1.2. Una funcién f : A C N¥ — N se dice que es total, si el dominio

de f es todo NF.

Proposicién 1.1. Si f es una funcion pr, entonces es total.

Demostracion. Las funciones basicas son totales, pues el dominio de las funciones
Zy S estodo N, yel de P es NF. Veamos ahora que la composicién preserva
la totalidad. En efecto, sean f(y1, ..., Yn), 91(21, ooy Tk)y G2(T1, ooy Th)yerns G (1, ooy T
funciones totales, queremos ver que h(z1, ..., zx) == f(g1(x1, ..., Tk)s oovy Gn(T1, ooy Tk))

es total. Sea X € N* podemos calcular z; = g;(X) para i = 1,...,n pues cada g; es

15



total. Entonces existe y tal que y = f(x1, 9, ...,x,) pues f es total. Por lo tanto
existe y € N tal que y = h(X).
Para la recursién sean f(x1,...,xx) vy g(x1, ..., T, y, 2) funciones totales. Veamos que

h(z1, ..., zx,y) definida como

h(zy, ..., 2, 0) = f(x1, ..., Tp)
h(z1, .y zr, S(Y)) = g(x1, oy gy Y, (21, ooy Tx, Y))

es total. En efecto sea X = (x1, ..., xp, Tpp1) y X' = (21, ..., 2x); Si 211 = 0 entonces
existe y tal que y = f(X') pues f es total, por tanto existe y tal que y = h(X). Por
otro lado, si xx11 > 0 entonces x4 = S(z) para algin natural z, y existe un y tal
que y = g(X', z, h(X’',y)) por ser g total. En ambos casos obtenemos que existe y
con y = h(X).

Asi, toda funcién pr es total. O

Proposicién 1.2. Si f y g son funciones primitivas recursivas (pr), entonces f+g

es pr. Donde (f + g)(z) := f(x) + g(x).

Demostracién. Definamos la suma de las funciones f y g como h(z) := f(x)+g(z)y
dado que h(x) = sum(f(z), g(x)) donde sum no es més que la funcién suma y fy g
son pr entonces concluimos que h asi definida es una funcién pr por ser composicion

de funciones pr. O

Practicamente todas las funciones elementales de la teoria de ntimeros son primiti-
. 2 . t f . d Nk N . .t. .
vas recursivas [2], pero existen funciones de N* en N que no son primitivas recursivas

como lo muestra el siguiente lema.

Lema 1.1. El conjunto de las funciones primitivas recursivas es contable, por lo
tanto existen funciones de N¥ en N que no son recursivas primitivas para cada
k € N,

Demostracion. Definamos

16



Qo = {f : fes una funcién basica} y Q2,41 = Q, UC(Q,,) U RP(Q,), donde

C() ={f(1(x1, .o, Tk)s ooy G (T2, s k) = f, 9 € Qpym € NT}
RP(£,) = {h: h es definida por recurrencia primitiva a partir de f,g € €2, }.

Vemos que {2y es contable, pues es un conjunto contable. Ademas, si €2,, es contable,
el conjunto de sucesiones finitas de funciones en §2,, es contable; por lo tanto C(€2,)
es contable. Similarmente, el conjunto de pares de funciones en €2, es contable, y
RP(£2,) es contable. De esta manera queda demostrado que 2,41 es contable, y por
induccion todo €2, es contable. Evidentemente, la clase de las funciones pr coincide

con
Q= G Q,
n=0

y por lo tanto debe ser contable. Ahora, sabemos que el conjunto { flIf : NF — N}
no es contable [6], por lo tanto {f|f : N¥ — N} — Q sigue siendo no contable. [

El lema anterior no es constructivo, en el sentido de que no nos da ejemplos explici-
tos de funciones que no sean pr.
Construiremos ahora una funcién que no es pr aprovechandonos del resultado del

ultimo lema.

Sea f1, fa, ..., fn,... una enumeracién de todas las funciones pr de N en N y con-
sideremos la funcién h(z) = f.(z) y veamos que h no puede ser pr. En efecto,
supongamos que la funcién g(z) = f.(z) + 1 es pr, luego tendriamos que para todo
r €N, g(z) = fo(r) + 1 = f,(z) para algin n € N. Tomando x = n tendriamos
que fn(n)+ 1= f,(n) lo cual es una contradiccién. Luego g asi definida no es pry

como la funcién constante 1 es pr entonces por la Proposicién 1.2; f,(z) no es pr.

17



1.4. Minimizacion

Si a las operaciones ya conocidas de recurrencia primitiva y composicion de las
funciones pr anadimos una nueva operacién llamada minimizacion entonces obten-
dremos las funciones recursivas, es decir que las funciones recursivas son las que
surgen de aplicar un numero finito de veces las reglas conocidas y la nueva regla.
Esta nueva operacion trabaja de la siguiente manera.

Primero diremos que una funcién f(z1,...,zx,y) es regular para y si para todo
(nq, ...,ny) existe un m tal que f(nq,...,ng, m) =0, de esta manera podemos definir
una nueva funcién h(xy, ..., xx) = py(f(x1, ..., vx,y) = 0) donde py(f(z1, ..., xx) = 0)
es el minimo y tal que f(x1,...,xk,y) = 0. A esta funcién h la llamaremos minimi-
zacion de f con respecto a y.

Tenemos ahora los elementos para definir las funciones recursivas.

1.5. Funciones Recursivas

Definicién 1.3. Una funcion f es recursiva si es una funcion primitiva recursiva
o puede obtenerse de las funciones primitivas recursivas por un numero finito de

aplicaciones de composicion, recurrencia primitiva y minimizacion.

18



CAPITULO 2

FUNCION DE ACKERMANN

Veamos ahora una funcién especial en el sentido de que esta va a ser recursiva pero
no pr. Esta funcién recibe el nombre de FUNCION DE ACKERMANN y sera de

gran ayuda para el cumplimiento del objetivo general de este trabajo.

2.1. Definicion

Definicién 2.1. La funcién de Ackermann es una funcion de N? en N definida

recursivamente de la siguiente manera:

.
n-+1 st m=20

A(m,n)= < A(m —1,1) si m>0 y n=0

Am—1,A(m,n—1)) st m>0 y n>0.

\
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Esta funcion tiene la cualidad de ser recursiva pero no primitiva recursiva.

Como ejemplo escribamos el calculo de A(2,1)

A(2,1) = A(1, A(2,0))
= A(1,A(1,1))
= A(1, A(0, A(1,0)))
= A(1, A(0, A(0,1)))
= A(1,A(0,2))
= A(1,3)
= A(0, A(1,2))
— A(0,A(0, A(1,1)))
= A(0, A(0, A(0, A(1,0))))
= A(0, A(0, A0, A(0,1))))
= A(0, A0, A(0,2)))
— A(0, A(0,3))
= A(0,4)
=5

2.2. Propiedades

Nota 2.1. Notaremos A™(p,q) = A(p, A(p, A(p, ..., A(p,q) - -+ ). Mds precisamente
A%(p,q) = A(p,Alp,q)) y para n > 2, A""(p,q) = A(p, A"(p,q)), es decir que

A™(p, q) resulta de aplicar n veces la funcion A situando los resultados en la sequnda

variable.

Nota 2.2. Veamos que A(m + 1,n) = A" (m,1) para todo m,n € N.

20



Demostracion. Por induccién en n luego en m. Para n = 0 se tiene que A(m+1,0) =

A(m, 1) = A%1(m, 1). Ahora supongamos que la igualdad se cumple para n, es decir
A(m+1,n) = A" (m,1), meN
y comprobémoslo para n + 1, es decir
Am+1,n+1) = A"?(m,1), meN.
Param =0

A(l,n+1) = A0, A(1,n))
= A(0, A"*(0,1))
= A""2(0,1).

Ahora, si tenemos la validez para m, verifiquemos la proposicion para m + 1:

A2 (m+1,1) = A(m +1, A" (m + 1, 1))

(m+1,A(m+2,n))

A
Am+2,n+1).

Asi que la propiedad se cumple para n + 1 con cualquier m, y la induccién general

nos permite concluir que la propiedad es véalida para todo m,n € N. O

Proposicién 2.1. Para cada m,n € N, A(m,n) > n. Es decir, la funcion de
Ackermann toma siempre un valor mayor que la sequnda variable de la pareja en

donde se evalia.

Demostracion. Por doble induccién, veamos que para todo m € N se cumple que
A(m,n) > n para todo n € N.

Para m = 0 tenemos que A(0,n) =n+1 > n.

Como primera hipétesis inductiva supongamos que la proposicién es valida para m,

es decir

A(m, k) > k para todo k € N
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y comprobemos que
A(m + 1,k) > k para todo k € N:

para k = 0 tenemos que A(m + 1,0) > 0 pues por definicién A(m,n) es siempre un
sucesor.

Ahora como segunda hipétesis de induccién supongamos que
A(m+1,n) >n
y comprobemos que
Am+1,n+1)>n+1.
En efecto

Am+1,n+1) = A" (m, 1)
= A(m, A"} (m, 1))
> A" (m, 1) + 1
=Am+1,n)+1

>n+ 1.

Concluimos entonces que la funcién de Ackermann toma siempre un valor mayor

que la segunda variable. O

Proposicién 2.2. Sip,q € N con p > q entonces para todo m,n € N AP(m,n) >
Al(m,n). Es decir que la aplicacion reiterada de la funcion de Ackermann produce

cada vez mayores valores.

Demostracion. Dado que p > q, existe un natural ¢ > 0 tal que p=q+1¢. Sit =1

tenemos que p = ¢ + 1, luego

AP(m,n) = AT (m,n) = A(m, A%m,n)) > Al(m,n).
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Si A7 (m,n) > A%(m,n) entonces

Aq+(t+1)(m, n) _ A(q—H)—H(m, n)
= A(m, A" (m,n))
> AT (m,n)

> Al(m,n).
U

Proposicién 2.3. Para todos m,n € N, A*(m,1) > n. Es decir que al aplicar n
veces la funcion de Ackermann a (m,1) (en la sequnda variable) se obtendrd un

valor mayor que n (el nimero de veces que se aplica Ackermann).

Demostracion. Por induccion en n. Veamos que se cumple para n = 1, es decir que
A(m,1) > 1 para todo m € N.

Sim =0, A(0,1) =2 > 1. Ahora supongamos que A(m,1) > 1y comprobemos que
A(m+1,1) > 1. En efecto

A(m+1,1) = A%(m, 1)
= A(m, A(m, 1))
> A(m, 1)

> 1.

Por otro lado supongamos que A"(m, 1) > n para todo m € N y comprobemos que

A" (m,1) > n + 1. En efecto

A" (m, 1) = A(m, A™(m, 1))
> A"(m, 1)+ 1

>n+ 1.

Proposicién 2.4. A(m+ 1,n) > A(m,n+1).
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Demostracion. Para n = 0 tenemos A(m + 1,0) = A(m,1). Para m = 0 tenemos
A(0,n+1)=n+2=A""(0,1) = A(1,n). Supongamos ahora que m,n # 0
A(m+1,n):= A(m, A(m+1,n—1)) pero A(m+1,n—1) > n—1 por la Proposicién
2.1 de donde se tiene una de las siguientes igualdades

» Alm+1,n—1)=n

» Am+1,n—1)=n+ppara0<peN.

Pero A(m + 1,n — 1) = A"(m,1) > n por la Proposicién 2.3, por lo que tenemos

que A(m+ 1,n — 1) = n+ p, de donde

Am+1,n) :== A(m, A(m + 1,n — 1))
= A(m,n + p)
= AP (m —1,1)
> A" (m —1,1)

=A(m,n+1).
U

Proposicién 2.5. Para cada m,n € N, A(m + 1,n) > A(m,n). Es decir que la

funcion de Ackermann es creciente en la primera variable.

Demostracion. Veamos que para todo m € N se cumple que
A(m+1,n) > A(m,n) para todo n € N,
» Sim =0, tenemos A(1,n) = A"™(0,1)=n+2>n+1= A(0,n)
= Supongamos que
A(m+1,n) > A(m,n) para todo n € N (hip6tesis inductiva 1).

Debemos comprobar que A(m + 2, k) > A(m + 1, k) para todo k € N
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e Para k=10
A(m+2,0) := A(m+1,1)
> A(m, 1)
= A(m +1,0),
e Ahora supongamos que
A(m+2,k) > A(m + 1, k) (hipotesis inductiva 2)
y comprobémoslo para k + 1
Am+2,k+1) = A2 (m +1,1)
= A(m+1, A" (m +1,1))
> AR m 4 1,1)
=A(m+2,k)

> A(m+ 1,k + 1),

Por lo tanto podemos concluir que la funciéon de Ackermann es creciente en la

primera variable. O

Proposicién 2.6. Para cada m,n,p € N, A(m,n+1) > A(m,n) y consecuentemen-

te sin > p se tiene que A(m,n) > A(m,p). Es decir que la funcion de Ackermann

es creciente en la sequnda variable.

Demostracion. Para m = 0 tenemos que
AO,n+1)=n+2>n+1= A(0,n)
ahora veamos para m un sucesor

A(m,n+1) := A(m — 1, A(m,n)) > A(m,n)
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2.3. La funcion de Ackermann no es pr

Aunque no lo mostramos en este trabajo, la funcién de Ackermann es recursiva,
y el no ser pr la hace una funcién especial que ademaés tiene la particularidad de
determinar una frontera para las funciones primitivas recursivas en un sentido que

explicaremos méas adelante.

Definiciéon 2.2. Sean f,g: N — N. Diremos que f mayoriza a g, y escribiremos
f >> g, si f(n) > g(n) para casi todo n € N, es decir, si |{m: f(m) < g(m)}|
es finito, o, lo que es equivalente, si hay un k € N tal que para todo n > k se da

f(n) > g(n).
Proposicion 2.7. Sean f,g,h: N —N. Si f >> g y g >> h, entonces [ >> h.
Demostracion. Como f >> g, hay un kj tal que para todo n > k; f(n) > g(n),

y como g >> h, hay un ks tal que para todo n > ky g(n) > h(n). Asi tomando

k = méx(ky, ko) tenemos que f >> h. O

Nota 2.3. Fijando m en la primera variable podemos ver la funcion de Ackermann
como una funcion de una variable y escribir Ap,(n) para referirnos a A(m,n). A
las funciones resultantes de fijar m en la funcion de Ackermann las llamaremos

funciones ackermannianas o incluso funciones de Ackermann.

Proposicién 2.8. A,,(n) es pr para todo m € N.

Demostracion. Para m = 0 tenemos que A,,(n) = Ag(n) = A(0,n) = S(n) que es
pr por definicién.

Supongamos que A,,(n) es pr y comprobemos que A,,,1(n) es pr. En efecto

A1 (n) = A (m, 1) = Ap Ay An(1)

Asi A1 resulta de componer n + 1 veces A,, y como esta es pr por hipétesis de

induccion y la composicién de pr es pr obtenemos que A,,;1(n) es pr. O
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Lema 2.1. Sea f : N — N una funcion pr. Entonces existe un k € N tal que

A >> f. Esto es, cada funcion pr es mayorizada por una funcion ackermanniana.

Demostracion. Veamos que se cumple para las funciones pr base.

Para la funcion constante cero tenemos
Z(n)=0<n+2= A(n),para todon € N

por tanto Z << A;.

Para la funcién sucesor tenemos
S(n)=n+1<n+2= Ai(n),para todon € N

por tanto S << Aj.

Para la funciéon proyeccion, que no es mas que la identidad tenemos que también
es acotada por la funciéon A;. Asi concluimos que todas las funciones pr base son
acotadas por algin Ay.

Ahora supongamos que f y g son pr y que existen k,t € N tales que f << Ag
y g << A;. Veamos que bajo composicion la funciéon obtenida es acotada por una

ackermanniana.
(fog)(n) = flg(n)) << Ay

por tanto se cumple para la composicion.
Veamoslo ahora para el esquema de recurrencia primitiva. Si tenemos f, g primitivas
recursivas (en este caso domg = N?) y existen k,t € N tales que f << A,y g << Ay,

el esquema de recurrencia primitiva es el siguiente:

h(S(n)) = g(n, h(n)),

tomando s = max {k, ¢} entonces tenemos que

h << A,.
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Por lo tanto toda funcién pr esta mayorizada por una funcién de Ackermann. [
A partir de las funciones de Ackermann de una variable es posible construir una
nueva funcion a la que llamaremos «diagonal de Ackermann», tomando las parejas

(n, A,(n)). Esta funcién es especial como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.9. La funcion f(n) = A,(n) no es pr.

Demostracion. Supongamos que f es pr, luego por el Lema 2.1 tendremos que
existe un k € N con A >> f. Esto es, existe un k&’ € N tal que para todo n > k',
Ak(n) > f(n) = A,(n). Tomando m > max(k, k') tendriamos que Ax(m) > f(m) =
Apn(m), lo cual, por la proposicién 7 es una contradiccién. Entonces concluimos que

f asi definida no es pr. 0
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CAPITULO 3

SUCESIONES DE GOODSTEIN

3.1. Las Sucesiones

Definicién 3.1. Dados dos nimeros naturales m >0 y n > 1, denotamos por my,
la expresion del numero m en base n, es decir,

k
m(n:E ai.nei:al.nel+...+ak.nek7
=1

donde k >0, e >--->¢,>0,n>ay,.. a1 >0.

Ejemplo 3.1. 21p =2+ 2> +1 y 261, = 2%+ 2> +1

Definicién 3.2. Dados dos numeros naturales m > 0 y n > 1, la expresion del

numero m en base pura n, notada my, es:
Mp=m sim<ny

M = g a; - nfl en otro caso
1<i<k
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Ejemplo 3.2. 21, = 2% + 222 41 = 2% + 22 41 y 261 = 2% + 2% + 1 =
92’2 L 92 4 1 92 L 92 4

Definicién 3.3. Seam >0, n > 2, yx > n o x = w. Definimos las operaciones

que denotaremos por me, y mp, al resultado de cambiar todas las apariciones de n

por x en la expresion en base n (o base pura n) de m.
Ejemplo 3.3. 213 = 3% +3° +1 y 218, =w' +w? +1

Definicién 3.4. (Sucesiones débiles de Goodstein). Sea m un nimero natural ha-
gamos

Moy = M2
y construyamos cualquier elemento de la sucesion de la siguiente manera

Mp+1 = (mk)f,:i —1

Las sucesiones de esta manera construidas son llamadas sucesiones débiles de Goods-

tein.

La definicién se generaliza sin dificultad al caso que comenzamos por una base n > 2

cualquiera; en ese caso, la ecuacién pasa a ser

Mp41 = (mk)](c:fﬁl -1

Ejemplo 3.4. Tomemos m = 21, la sucesion débil de Goodstein en base 2 asi:

mo=mpe=1-2"+1-2241.20=21

m =1-3"+1-324+1-3°-1=1-3"+1-32=90
moy=1-4*+1-42-1=1-4*4+3-4'+3-4°=256+12+3 =271
m3=1-5"+3-51+3-50-1=1-5+3-51+2.50=625+15+2 =642
my=1-6*+3-6"4+2-6"-1=1-6*4+3-6"4+1-6"=1315
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Definicién 3.5. Sean m € N yn > 2. La sucesion fuerte de Goodstein comenzando
por m en base n se define recursivamente del siguiente modo:
mo = My

y para cada k > 0,

Myl = (mk)’fkfjjl —1.
Ejemplo 3.5. Tomemos m =7 yn = 2 para la sucesion fuerte de Goodstein, asi:
mo=2*4+2"+1=7
m =33 +34+1-1=27+3=30
my =4 +4—1=4%+3 =256+ 3 = 259
ms =5"+3—1=3125+2 = 3127

A continuacién presentamos el objeto de estudio de este trabajo, es decir el Teorema

de Goodstein. También presentamos inicialmente una version débil del mismo.

Teorema Débil de Goodstein: Sea m; la sucesion débil de Goodstein comenzando

por m en base n, entonces

a) Para cada nimero natural m > 0y cada base n > 2, hay un k tal que m;, = 0.

b) Este hecho no es demostrable en Aritmética Primitiva Recursiva.

Teorema de Goodstein: Sea m; la sucesion fuerte de Goodstein comenzando por

m en base n, entonces

a) Para cada nimero natural m > 0y cada base n > 2, hay un k tal que m;, = 0.

b) Este hecho no es demostrable en Axiomética de Peano.

La demostracion de estos teoremas utiliza los nimeros ordinales y sus propiedades.
En lineas generales, una sucesion de Goodstein se puede transformar en una sucesion
de ordinales infinitos de la cual se puede comprobar que es decreciente y acota a
la sucesién inicial. Como toda sucesion decreciente de ordinales llega a cero, las

sucesiones de Goodstein llegan a cero. Un desarrollo completo se presenta en [9].
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CAPITULO 4

SUCESIONES FUNDAMENTALES

En 1897 Cantor define las sucesiones fundamentales que convergen hacia un ordinal
limite «. Si A es un ordinal mayor o igual que w y (@, |y < A) es una sucesién

transfinita de ordinales de longitud A, escribimos
a = sup{a, | fy<>\}:h’n}\(av | v < A).
y—

Llamamos a « el limite de la sucesion y decimos que la sucesién converge a «. En
particular

w-2=Ilmw+nn<w).

n—w

w? = lim (W" |n < w).

n—w
Pero también tenemos que las sucesiones (n-2|n <w), (n*|n <w), (2"|n < w)
convergen a w. Estamos interesados en que dado un ordinal limite podamos referirnos
a una sucesion particular que converja a él. Dicha sucesiéon la llamaremos sucesion
fundamental y tendra longitud w. Para describir la sucesion fundamental del ordinal
A usaremos la notacion {A} (n) para referirnos al término n-ésimo de la misma e

incluiremos todos los ordinales en la siguiente definicién.
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Definicién 4.1. Sea a < €y. La sucesion fundamental de o es la funcion

{a} :w — € definida por

(a0) {0} (n) =0.

(al) {a+1}(n)=o.

(@2) {w - (y+ 1)} (n) =y W,

(@3) {w6 (v + 1)} (n) = Wiy + WM i § es un ordinal limite.
(a4)  {e} (0) =1y {eo} (n+ 1) = wlokm),

Ejemplo 4.1.

{w}(n) ={" - (0+ 1)} (n) =" -0+ w" - n=n, aplicando (a2).

{w+ 1} (n) =w y en general {w +m+ 1} (n) =w + m.

{w-2}(n)={"- 1+1)}(n) =" 1+ n=w+n.

{w*}(n) ={w* - (0+ 1D} (n) =w? -0+ Wi« = yn,

A continuacién listamos algunas propiedades de las sucesiones fundamentales.

Proposicién 4.1. Si o > 0, entonces {a} (n) < a.

Demostracion. Para (al) tenemos
{a+1}(n)=a<a+1

Para (a2) tenemos

(W™ (v + 1)} (n) =y +wdon
= (W w v+ n
=W (w-y+n)
<W(w-y+w)

= (y+1).
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Para (a3) supongamos que se cumple para todo o < « es decir {/} (n) < oy

comprobémoslo para «. En efecto

{a}(n) ={o"- (v+ 1)} (n)
= w4 W™
<w® oyt (3)
=’ (y+1)
La relacién (3) se explica porque siendo a = w® - (7 4 1) entonces § < a, de donde

{6} (n) < 6, implicando que w!®™ < 9. Por lo tanto la proposicién se cumple para

todo « > 0. O

Proposicion 4.2. Sean o, < ey y supongamos que o >> [ > 0. Entonces

{a+ 0} (n) = a+ {8} (n).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre 3. Sea § = v + 1 un sucesor, en-

tonces

{a+ 0} (n)={a+(y+1)}(n)
={(a+7)+1}(n)
=a+7y
=a+{y+1}(n)
=a+{6}(n)

Caso lfmite. Si 8 = w™(y + 1), entonces a + 3 = w*™ (=% + 7 + 1) y por tanto

{a—i—ﬁ}(n):w‘”l( ST —|—7>+w‘5-n

Myt on

=a+ {7} (n)

=a+tw

34



Para el otro caso limite tenemos que 8 = w’(y + 1) con § un ordinal limite, luego

{a+ 8} (n) = {a+’(v+1)} (n)
(e ()l

=a+uw’ -y + M
= a+{f}(n)
O

Proposicién 4.3. Sean n € N y A < € un ordinal limite. Entonces {\} (n +
1) > {A\} (n). Es decir, la sucesion fundamental de un ordinal limite no cero es

estrictamente creciente.

Demostracion. Veamos que se cumple para w,
{wn+1)=n+1>n={w}(n).
Ahora supongamos que \ es de la forma A = w’*1 - (v + 1), luego,
(M + D} 1) =yt (0 1)
> Wty 4wl (n)

= {w5+1 c(y+ 1)} (n)

Para el siguiente caso limite con A = w’- (y+1) y § limite, suponemos que se cumple

para ¢’ < § y veamos que se cumple para §. Asi,

{W (v + 1)} (n+1)=w’ -y + w0t
> Wy 4 Wl
={o’ - (v+ 1)} (n)
pues por hipétesis inductiva {d} (n 4+ 1) > {6} (n). O
Corolario 4.1. Sean o < X < €y, con \ limite entonces:

» hay un minimo k € w tal que {\} (k) > «, y por tanto
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» para cada n >k tenemos que {A} (n) > a.

Observacion 4.1. Si A < ¢y es un ordinal limite, de acuerdo con lo comentado al

presentar las sucesiones fundamentales tenemos

TlLl—IEJ {A\}(n) =sup{{\} (n) :n e N} =\
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CAPITULO 5

FUNCIONES O, C v P

Necesitamos poder referirnos a las sucesiones de Goodstein introduciendo una ter-
minologia especial. En este capitulo presentamos unas funciones que nos permitiran

describir las sucesiones de Goodstein y hacemos dicha descripcién.

5.1. Funcién O

Definicién 5.1. Para cada k > 1, definimos dos funciones o, : w — w* y O : w —

€o del siguiente modo

or(n) == ng,

Ok(n) = njj.

Observacion 5.1. Una consecuencia inmediata de la definicion de o y O es que si
n
— €
mm = E a; - N,
i=1
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conmn>ay,..,a,>0ye >--->e, >0, entonces

n

on(m) = Zai - w

=1

n

On(m) = Z a; - WO,

i=1

Ejemplo 5.1.

" 05(261) =w® 4+ w?+ 1 pues 21 =22 +22+ 1y

= 05(21) = w*’ +w* + 1 pues 21 = 2% 422+ 1,

5.2. Funcion G

Definicién 5.2. Sean € w y a < €y. Definimos

a) G,(0)=0,

b) G.la+1)=G,(a)+ 1,y

c) Gupla)=G,({a} (n)) para todo limite a # 0 .

Ahora mostraremos algunos ejemplos para ver un poco mas claro el comportamiento

de la funcién G, que dicho a grandes rasgos lo que hace es pasar de ordinales a

enteros.
Ejemplo 5.2.

» Gp(1) =G,(0+1) = Gn(0)+1 =1y en general G,(m) = m para todo m < w.
» Gu(w) = Gu({w} (n)) = Ga(n) = n.

» Golw-2)=G,({w-2}(n)) =G (w+n)=2-n.

Proposicién 5.1. Sin >0 y a < ¢, entonces G,(a) =0 si y sélo si v =0
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Demostracion. Si o = 0 por definicién de G tenemos G,(«) = 0. Ahora debemos
probar que si G,(a) = 0 entonces a = 0, o equivalentemente si a > 0 entonces
Gn(a) > 0. En efecto, si a es un sucesor tenemos G, () = G,(8+1) = G,(6)+1 > 0.
Por otro lado si a es un ordinal limite y suponiendo que la proposicién se cumple
para todo o/ < « entonces G, () = G ({a} (n)) asi por hipétesis inductiva tenemos

que G,(a) >0 O

Proposicién 5.2. Si a >> 3, entonces G,(a + 3) = Gp(a) + G, ().

Demostracion. Por induccién en 3. Caso 3 =0
Gn(a+0) = Gu(@)
=Gu(a)+0

= G, (a) + Gn(0).

Supongamos que se cumple para 3 y comprobemos para 3 + 1,

Para el caso § limite supongamos que la proposicion es verdadera para todo 5" < 5.
Ademas, notemos que si a >> (3, « es ordinal limite entonces o + 3 también lo es,

luego



Proposicién 5.3. Sea A = w’ - m < ¢, con m € w. Entonces G,(\) = G, (w°) - m.

Demostracion. Por doble induccién sobre § y m

Para = 0 tenemos
G.(A\) =Gu(m)=m=1-m=G,(1) - m = G,(w°) - m, para todo m < w.

Para 6 = a+ 1 un sucesor, comprobemos que se cumple la proposicién para todo

m € w. Empecemos con m =0
Gn(A) = Gp(w*™ - 0) = Go(0) =0 = G, (w*™) - 0.

G (w™™) - p y calculemos

Supongamos que G,,(w* - p)

Entonces G,,(w*™! - m) = G,,(w*™!) - m para todo m < w.
Ahora veamos para 0 un ordinal limite. Con m = 0 el resultado es trivial; ahora

supongamos que se cumple para p y probemos para p + 1 asi:



Proposicién 5.4. Sea 0 < a < ¢y yn > 0. Entonces G,,(w®) = nn(@).

Demostracion. Por induccién en «. Para a =0

— pGn(B)+1
— pGn(B+D)

En el caso de que a sea un ordinal limite supongamos que la propiedad se cumple

para todo o/ < «, luego

Go(w?) = Gu({w} (n))
= G, (widr ))
— pGn({a}(n))

Gpn(a)

O

Lema 5.1. Sea o < €y. G,(a) se obtiene tomando la representacion de « en forma

normal de Cantor y reemplazando todas las apariciones de w por n.

Demostracion. Veamos « en forma normal de Cantor
_ a1 an
a=w- at--twntn, a>a;>cc >0

Por la Proposicién 5.2, G (a) = G,(w* - a1) + -+ + Gp(w* - a,), luego por la
Proposicién 5.3, Gp(a) = Gp(w™) - a3 + -+ + G,(w*) - a, y finalmente por la
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Proposicién 5.4 tenemos

Gn<a) - nGn(al) cap+ -+ nG’n(an) * Ay

Proposicion 5.5. Sean m > 0 y n > 2, entonces,
G,On(m) = m,
mversamente, sin > 2 y o < €, entonces

0,G,(a) = a.

Demostracion. Es inmediato ddandonos cuenta de que lo que hace la funcién O es
cambiar las apariciones de n por w mientras que lo que hace la funcion G es lo

contrario cambiando las apariciones de w por n. O

5.3. Funcién P

Definicién 5.3. Sea a < ¢y y n < w. El n-anterior de o se define mediante

a) P,(0)=0
b) P(a+1) =«

c) P,(\) = P,({\}(n)) para X limite.
Ejemplo 5.3.

» P,(m+ 1) =m para todo m,n € N.

= P5(w?) = Bs({’} (5)) = P5(w? - 5) = Bs({w? 5} (5)) = Ps(w?* -4+ w-5) =
Ps(w? 44w -4+5)=w? - 4+w-4+4.

» Py(w?) = Bw?-3) = B3(w? -2+ w?-3) = PP 2+ w2 +w-3) =
Py(w? 24w 24w -2+3=w?-24w2-2+w-2+2.
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Teorema 5.1. Sean o < ¢y y n € N. Entonces
G.P,(a) = P,G, ()

Demostracion. Por induccién sobre a. Si o = 0 tenemos:

D)
3
U
—

(@n)]
S—

I

D)
3
—~

(e
SN—

Il

(@)

Il

P,(0) = P,G,(0).

Ahora por induccién sobre (3 supongamos que se cumple para (3 y probemos para
6+1,
GnP.(6+1)=Gn(0) = P.(Gn(B) + 1) = P,Gn(B+ 1).

Por induccién transfinita supongamos que se cumple para todo o < «, asi.

GnPo(a) = G, P({a} (n))

= P,G.({a} (n))
= P,G,(«)

5.4. Construccion de las sucesiones de Goodstein

a partir de las funciones O,G y P

Empecemos la sucesion de Goodstein partiendo de un natural m = mg en pura
base n. Sabemos que cualquier término siguiente de la sucesién (término k) serd el
anterior pasado de la base n 4+ k a la base n+ k + 1 y restandole 1. De esta manera

siendo mg el primer elemento y haciendo a = O,,(my) tendremos que,
my = Pn—}—lGn—f—l(a);
que por el Teorema 5.1 es,

my = Gny1 Py ().
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Ahora tendremos que aplicarle exactamente el mismo tratamiento a este nuevo
numero (mq). Esto es, aplicarle la funcién O,,; pues este dltimo quedd en esta
base, luego pasarlo a la base siguiente aplicando G, 2 y finalmente restandole 1,

que para nuestro caso seria aplicar P,,o. Asi tendremos,

ma = Pn+2Gn+2On+1(m1)
= n+ZGn+20n+1Gn+1Pn+1(a>
- n+2Gn+2Pn+1 (O-/)

= Gn+2pn+2pn+1 (Oé)

En general y siguiendo los mismos pasos de construccién tendremos que cualquier

elemento de la sucesion podra ser obtenido con dichas funciones. Es decir,
My = Grpn PrinPrgn—1---Pry1(@).
El Teorema de Goodstein afirma que existe un &’ tal que my = 0, esto es
0 = GrinPrinPrin—1..-Poi1(a),
lo que por la Proposicion 5.1 es equivalente a decir que existe un k tal que

PkPk_l...Pn_H(Oé) =0.
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CAPITULO 6

JERARQUIA DE HARDY

En este capitulo presentamos una familia de funciones que permitiran determinar

el valor de k en la expresion
Pkpkfl...PnJrl(a) =0.

La existencia de este k esta garantizada por la validez del teorema de Goodstein.

6.1. Funciones de Hardy

Definicién 6.1. Para cada o < €y, definimos una funcion H, : w — w del siguiente

modo

a) Hy(n)=n

b) Hai1(n) = Ho(n+1)

c) Huo(n) = Hiaym(n) si a es limite.
Ejemplo 6.1.
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» Hi(n) = Ho(n+1)=n+1, y en general H,,(n) =n+m.

= H,(n) = Hu)m)(n) = Ha(n) = 2n.

» H,.i(n) = Hy(n+1)=2(n+1), y en general H,,(n) = 2(n 4+ m).
» H,5(n) = Hypoyn)(n) = Hyyn(n) = 2(n +n) = 2°n.

» H,oim(n) = Hys(n+m)=2%(m+n).

» H,3(n) = Hypsyn) = Hoorn(n) = 22(n +n) = 2°n.

» En general Hy.,(n) = 2™n.

= Hy2(n) = Hypym(n) = Hon(n) = 2"n.

- Hw2+m<n) = H,2 (7’L + m) = 2n+m(n + m)
Teorema 6.1. Sean 0 < a < ¢y y 0 <n < w. Entonces
pk[PyPy_1...Ppii(a) =0) = Hy(n+1) — 1

en donde pk[PyPy_1...P,1(a)) = 0] representa el nimero k que permite que

PyPy_1...P, 1 1(a) = 0 partiendo de escribir mg en base n y hacer a = O, (my).

Demostracion. Por induccion sobre a:

Dado que a no puede ser 0 el primer caso inductivo serd para a = 1. De aqui tenemos
que P,y1(a) = 0 para cualquier n € w y por tanto £k = n + 1. Por otro lado
Hn+1)=n+2y H(n+1)—1=n+1.

Ahora por induccién supongamos que se cumple para (3, es decir
PiPy_1..Ppi(B)=0 yque Hgn+1)—1=k
y comprobémoslo para 3 + 1, es decir, existe un &’ tal que
PyPy_1..Po1(B+1)=0 yque Hg(n+1)—1=F.

Pero Py Py _q...Pyi1(8+1) = PPy _1...Pyio(5) pues P, 1(8+1) = § de donde por
hipdtesis inductiva tendremos que Hg(n+2) —1 = k' pero Hg(n+2) = Hgi1(n+1)

de donde obtenemos el resultado.
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Ahora si « es limite tendremos Py Py_1...P,11(a) = PePy_1..Poii({a} (n+1)) =0
y por tanto Hiaymy1)(n +1) —1 =k es decir, Ho(n+1) =1 =k.
De manera analoga para las sucesiones débiles de Goodstein se tiene la misma

férmula con o = 0, (my). O

Proposicién 6.1. Si ey > a >> 3> 0, entonces Hyoy5(n) = HoHg(n).
Demostracion. Por induccién en . Para 5 = 0,

Hu,o(n) = Hy(n) = HyHy(n).
Por induccion supongamos que se cumple para 3 y comprobémoslo para g + 1,

Hor(g11)(n) = Hasp(n + 1)
= HoHg(n +1)

= HoHgy1(n)

Finalmente supongamos que (3 es limite, asi como « >> [ entonces a + (3 es limite.
Por hipétesis de induccién supongamos que se cumple para todo ' < 3 y probemos

que se cumple para [,

Horp(n) = Hiaty(n)(n)
= Hasgpym) (1)
= HoHgym)(n)
= HoHg(n)
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Ejemplos

Mostramos algunos valores del niimero de pasos que se requieren para que una
sucesion de Goodstein llegue a cero. Anotamos inicialmente que si k es el valor que
permite que la composicién Py Py_1...P,11() sea cero, entonces el correspondiente

término de la sucesion es my_o.

a) Caso m =4 empezando en base 2, sucesién débil

k=Hymw2+1) -1

= H,(3)—1
=2°3-1
= 23,

y por tanto mo; = 0 ya que 21 = 23 — 2.

b) Caso m =5 empezando en base 2, sucesién débil

k= H02(5)(2 + 1) -1

= Hw2+1<3) — ]_
=214 -1
= 63,

y por tanto mg; = 0.

¢) Caso m =7, empezando en base 2, sucesién débil

k=H,mn2+1)-1
- w2+w+1(3) -1
=H,H,4) -1
=H.(8) -1
=2%8—1

= 2047,
y por tanto meopss = 0.
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d) Caso m = 8, empezando en base 2, sucesién débil

k= Hy,s(2+1)—1
= H,;(3)—1
= w2~3(3) -1
= H,2944,3(3) — 1
= w2-2(24) - ].
= Hoopy0q(24) — 1
= H,»(2%24) — 1
_ 22242422424 1

24
— 22 24+24+33 - 1

_ 24026532113 1 101,2108

e) Caso m = 4, empezando en base 2, sucesién fuerte

k= H02(4)(2 -+ 1) -1
- ww(?)) - 1
— Hos(3) -1
_ 24026532113 -1

Proposicién 6.2. Para cada k,m < w, m > 0 se cumple H k.,(n) = H",(n).

Demostracion. Por doble induccion sobre k y m. Si k = 0 tenemos que
H,(n)=m+n=H{"(n) para todo m.

Ahora por hipétesis inductiva supongamos que dado un k fijo la férmula propuesta
es valida para todo m > 0. Comprobemos entonces para k + 1
Sim=1

Herrq(n) = H oy
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Como segunda hipétesis inductiva supongamos valida la formula para k+ 1y m y
comprobemos para k+ 1y m + 1.
Hwk“'(erl) <n) = H{wk+1'(m+1)}(n) (TL)

= k1t wk.n (n>
= wk+l,mek,n (TL)

= HZLH Hwk+1 (n)
_ m+1
= H"(n)

El principio de inducciéon nos permite concluir que la férmula también es valida con

k + 1 para todo m > 0 y por lo tanto es valida para todo k y todo m > 0. U

Proposicién 6.3. Para cada k € w se cumple H i1(n) = H ().

Demostracion. Hrs1(n) = Hy.,(n) = HY (n). O

Proposicién 6.4. Seann € w y o < €. Entonces Hyo(n + 1) > H,(n).

Demostracion. Por induccién en a. Si a0 = 0,
Ho(n+1)=n+1>n= Hy(n)
Supongamos que se cumple para 3 y comprobémoslo para 3 + 1
Hyoa(n+1) = Hy(n +2)
> Hg(n + 1)
= Hpgi1(n)

Para el caso limite supongamos por induccién que se cumple para todo X' < Ay

veamos que se cumple para A,
H/\(’I‘L + 1) = H{)\}(n+1)(n + 1)
> Hixynrn (n)

> Hixym)(n)
= Hy(n)
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Proposicién 6.5. Si a < 3 < €, entonces H, << Hp.

Demostracion. Induccion en 3 con « fijo. Primero supongamos que 3 es exactamente

el sucesor de «, es decir § = a + 1, asi

Ho(n) < Ho(n+1)

= oc—H(”)

= Hg(n)

y como H,(n) < Hg(n) para todo n entonces H, << Hg.
Ahora supongamos que 3 es un sucesor mas grande que el sucesor de a, esto es
6 =~4+1>a+ 1y por hipdtesis inductiva supongamos que se cumple para v y

comprobémoslo para v 4 1. En efecto

Hg(n) = Hyi1(n)
= H,(n+1)
> H,(n+1)
= Hu(n)

de donde podemos concluir que Hg >> H,.

Finalmente supongamos que o < 3 con 3 limite. Luego por el corolario 4.1 tenemos
que existe un k£ € N tal que para todo n > k, a < {8} (n). Ahora por induc-
cién supongamos que se cumple para a < {3} (n) < § es decir Hygyn) >> H, si
n > k. Pero Hygy ) >> H, implica que existe un &' € N tal que para todo m > k'
Hygym)(m) > Ha(m).

Tomando k = méx {k, &'} tendremos

Hg(n) = Higyn)(n) > Ha(n)

para todo n > k, de donde concluimos que Hg>> H,. O
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6.2. H r es Ackermanniana

En esta seccién veremos que la funcién H x es una variacién de la funcién de Ac-

kermann, de la cual mostramos en el capitulo 2 que su diagonal no es pr.

Definicién 6.2. Para cada k < w definamos HAy : w — w del siguiente modo:
HAi(n) = Hyx(n).

Proposicion 6.6. Para cada k,n < w,

a) HAy(n)=n+1.

b) HAki1(n) = HA}(n).

Demostracion.

a) HAy(n)=Hyo(n)=Hi(n)=Hy(n+1)=n+1.

b) HAppi(n) = Hyeea(n) = HY.(n) = HAR(n)

0
Proposicion 6.7.
a) HAi(n)=2n.
b) HAy(n)=2"n.
Demostracion.
a) HA;(n)=H,(n)=H,(n) =n+n = 2n por ejemplo 6.1.
b) HAy(n)= H,2(n) = Hy2ym(n) = Hyn(n) = 2"n por ejemplo 5.
O

Proposicién 6.8. Para cada m,n < w, n > 0 tenemos que HA,,(n) > n. Esto es,

el valor de la funcion H A, siempre es mayor que su argumento.
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Demostracion. Por induccién en m. Para m = 0 tenemos
HAy(n) =n+1>n.

Supongamos que la proposicion es valida para m y comprobémosla para m + 1. Asi,

HA,.1(1)=HA! (1) > 1y si HA,,41(n) > n entonces

HA,i(n+1) = Hymii(n+1)
=H' ' (n+1)
> H"t'(n)
= Ho H? ()
= H Ay (' (n)
> H'.(n)+1
= Hymn(n)+1
=HA,1(n)+1

>n—+ 1.

El principio de induccién garantiza la validez de lo propuesto. 0

Corolario 6.1. Sean p,q < w con p > q. Entonces HA? (n) > HAZ (n). Es de-
cir que la aplicacion reiterada de las funciones de Hardy produce valores cada vez

mayores.

Demostracion. Como p > g entonces existe un ¢t < w tal que p =t + ¢, luego

HA? (n) = HA"M(n)
= HA,, (HA, (n))
> HA? (n).

Por lo tanto concluimos que la funcién H A,,, es mayor entre més veces se componga.

U
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Proposiciéon 6.9. Para cada m,n < w
HA,(n+1)> HA,,(n)

es decir que la funcion HA,, es creciente para todo m.

Demostracion. Por induccidén en m. Si m = 0 tenemos

ahora supongamos que se cumple para m y comprobemos que se cumple para m+ 1.

En efecto

HAni(n+1) = HAM M (n +1)
> HAM M (n)
> HA; (n)
=HA,1(n).

0

Proposicién 6.10. Para cadan > 1, HA, >> A,.1. Es decir que la funcion HA,

siempre mayorizard a la funcion Ackermanniana Ay, .

Demostracion. Por induccion sobre n. Como n > 1 empezaremos nuestro caso base

con n = 2, de donde

HAs(m) =2"m
> 2m+3 -3
=2"8 -3

Supongamos que se cumple para n, es decir que existe un £ < w tal que
HAu(m) > Apya(m)
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para todo m > k y comprobemos para n + 1.
En efecto, como HA,(m) > A,i1(m) para m > k entonces HA,HA,(m) >

HA, A, 1(m) y como A, 1(m) > m > k tendremos
HA%(m) > HA, A, 11(m)
> App1Anyi(m)

= AL (m).

Ahora si HA!(m) > Al ,(m) entonces

HA M (m) = HA,(HAp(m))

> AL (HA,(m))

> Al (Ansr(m))
(

Aiill m).

En particular tenemos que HA?'(m) > A, (m) para todo m > k.

Por otra parte tomando m > A,,;1(1) tendremos que
Apia(m) > Aiﬂ(l)-
Finalmente y tomando
m > max {2, k, A,41(1)}
obtendremos que
HApyy(m) = HAZ (m)
> Apl(m)
= A;n+_11An+1(m)
> A AL (1)
— AW

n+1

= An+2 (m) .
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Proposiciéon 6.11. St f : w — w es una funcion pr, eviste un k < w tal que

HA, >> f.

Demostracion. En el capitulo 2, Lema 2,1 de este trabajo vimos que si f : w — w es
una funcion pr entonces existia un k£ < w tal que A >> f. Por la Proposicion 6.10
tenemos que HA; >> Ay con j = k — 1y por la Proposiciéon 2.7 podemos concluir

que HA, >> f. U

Proposicién 6.12. La funcion f(n) = H,e(n) = Hyn(n) = HA,(n) no es pr.

Demostracion. Por contradiccién supongamos que f es pr. De esta manera y por
la Proposicién 6,11 existe un k tal que HA;, >> f, equivalentemente que existe un

k' tal que para todo n > k'
HAi(n) > f(n) = HA,(n).

Tomando n > méx {k, £’} tendremos que

f(n)=HA,(n) < HAk(n)

lo cual es una contradiccion en virtud de la proposicién 6.5 pues n > K implica
W > wk,
Por lo tanto podemos concluir que la funcién f asi presentada no es una funcion pr.

U

Para el resto del trabajo necesitamos referirnos a los sistemas AP y APR. El siste-
ma AP es la Axiomatica de Peano, la cual permite describir las propiedades usuales
de los nimeros naturales. Estas se pueden desarrollar a partir de un conjunto de
axiomas establecidos por Giuseppe Peano que involucra basicamente la constante 0,
las nociones de sucesor, suma, producto y el principio de induccion.

El sistema APR es el sistema en el cual se pueden describir las funciones primitivas
recursivas y se puede considerar como el mismo sistema AP en donde hay restric-
ciones en el uso de cuantificadores. Si una funcién no es primitiva recursiva entonces

no se puede demostrar en APR que es total (su dominio es w).
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Teorema 6.2. Sea m < w y denotemos por m; su correspondiente sucesion débil de

Goodstein en base n > 1. La funcion
F(m) = uk(my_> = 0)
no es pr.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que f es pr. Como

f(m) = pk(my = 0)
=H,(n+1)—1

donde o = 0, (mg) y la funcién constante 1 es pr entonces H,(n + 1) = f(m) + 1
seria pr. Pero recordando que la funcion o lo que hace es cambiar las apariciones
de la base n por w tendremos por la Proposicion 6.5 que H, no es pr. Por esta
contradiccion concluimos que f no es una funcién pr. Por lo tanto el teorema débil

de Goodstein no es demostrable en APR. O
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CAPITULO 7

LA AXIOMATICA DE PEANO NO
DEMUESTRA EL TEOREMA DE
GOODSTEIN

En este capitulo presentamos el objetivo principal de este trabajo con el apoyo del
teorema de Wainer ([8], [7]).

Hemos visto que el teorema de Goodstein puede ser representado por una funcion
f en el sentido que el teorema es valido si y sélo si la funcién es total (domf = w).
Para referirnos a una funcién que representa un teorema demostrable en AP decimos
que ella es demostrablemente recursiva. Los resultados siguientes garantizan que la

funcién que representa el teorema de Goodstein no es demostrablemente recursiva.

Teorema 7.1. (Wainer) Para cada o < €, H, es demostrablemente recursiva y

por tanto

PAFVz3y: Hy(z) =y,
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ademdas, dada cualquier funcion demostrablemente recursiva f, hay un a < € tal

que H, >> f.

Corolario 7.1. H. (n) mayoriza a todas las funciones demostrablemente recursivas,

y por tanto

PA¥FNz3y: He(z) =y.

Demostracion. Una consecuencia inmediata de la proposicién 6.5 es que si a < €
entonces H, << H,, y en virtud del teorema de Wainer tendremos que H,, no puede

ser demostrablemente recursiva y por tanto
PAF¥FNz3y: H(z) =y.
O

Nota 7.1. En palabras, la férmula del Teorema 7.1 expresa que con la Aziomdtica
de Peano se puede demostrar que para cada ordinal o < €gy, la funcion H, es total.
En cuanto a la formula del Corolario 7.1, esta expresa que con la Axiomdtica de

Peano no se puede demostrar que la funcion H., es total.

Corolario 7.2. Sea m < w, n > 1 y denotemos por m; su correspondiente sucesion

(fuerte) de Goodstein comenzando por m en base n; entonces
PA¥F Ym3k :my = 0.

Es decir que si f(m) = puk(mg—o =0) = Hy(n+ 1) — 1, de la Aziomdtica de Peano

no se puede deducir que esta funcion es total.

Demostracion. Por el Teorema 6.1, k = H,(n + 1) — 1, donde o« = O,(m). Pero
como podemos elegir m de modo que « sea tan grande como queramos entonces
f(m) = pk(my = 0) no puede estar mayorizada por ningin Hgz. La tnica funcién
que mayoriza a f(m) es H, y de esta manera f(m) no puede ser demostrablemente
recursiva. Por lo tanto en AP, EL. TEOREMA DE GOODSTEIN ES UN
TEOREMA NO DEMOSTRABLE. O
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