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Capitulo 1

Introduccion

En 1932, el matematico Hungaro Simon Sidon, quien estaba trabajando

en analisis de Fourier, le planted a Paul Erdos el siguiente problema:
;Qué tan grande puede ser un subconjunto A de {1, 2, ..., n} que tenga la pro-
piedad de que la representacion de cualquier nimero entero visto como suma
de dos elementos del conjunto A es a lo sumo 17 Esto se lo planteé Simon
Sidon cuando trabajaba con la funcién fa(z) = Y .4 2% porque al elevar
al cuadrado esa expresién aparece el nimero de representaciones mediante
suma de dos elementos.

Debido a esta discusién, el mateméatico Simon Sidon creé el concepto
de conjunto de Sidon definido como un conjunto de enteros que cumple la
propiedad de que todas las sumas de dos elementos del conjunto son todas
distintas, sin embargo, este concepto serd ampliado a un marco teérico mucho
mayor a este.

Existe una relacién directa entre los conjuntos de Sidon con las reglas
Golomb, cuyos origenes datan en la resolucién de problemas de trabajos en
paralelo, soluciones buscadas para resolver problemas computacionales en
paralelo y formas lineales de trabajo en paralelo, como ejemplo el posiciona-
miento de antenas de radio, phased array radio antennas (antenas radiales
con arreglos en fase) [4].

El problema de los sistemas de radar es que deben hacer frente a la
presencia de diferentes tipos de senales indeseadas; aqui es donde emerge el
problema general planteado por Babcock (1953) en relacién con radio interfe-
rencia, la introduccién de las reglas Golomb a la aplicacién en comunicacion.
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Estos conjuntos especiales resultan ser una solucién para evitar interferencias
de tercer grado.

En su amplia gama, los conjuntos de Sidon se abren paso igualmente
con los arreglos Costas que fueron propuestos por John P. Costas en el ano
1965, quien motivado por una novedosa aplicacion al sonar, empezo a buscar
matrices de permutacién con propiedades de auto ambigiiedad éptimas. El
encontrd ejemplos de tales matrices de tamano n, con 1 < n < 12. Al no
poder encontrar una matriz de tamano 13 contacté al profesor Solomon Go-
lomb; éste ltimo le respondio creando técnicas para construir tales matrices
basadas en campos finitos [10].

De manera intuitiva, un arreglo Costas se refiere geométricamente a un
conjunto de n puntos en la malla n x n ubicados de tal forma que en cada fila
y en cada columna hay un solo punto y los n(n — 1) vectores que se forman
entre cada par de puntos son todos distintos [7].

Tras la invencion de estos nuevos conjuntos surge uno més seguido del
arreglo Costas, la secuencia sonar; esta vez siendo permisivo en un arreglo
rectangular, donde se permiten repeticiones (puntos extra) sélo en las filas.

El estudio de estos conjuntos se debe a la creciente investigacién en la
teoria de la comunicacién en conjunto de la teoria de la criptografia, ace-
lerando todos los procesos investigativos que se relacionan con estos topi-
cos. Las relaciones entre los problemas fundamentales de las reglas Golomb,
arreglos Costas y secuencias sonares acorde a estas teorias se entrelazan de
manera directa: Los conjuntos éptimos de reglas Golomb en relacién a el
posicionamiento de antenas radiales en fase, los arreglos Costas en relacion
a las aplicaciones de los disenos de experimentos o disenos experimentales,
ademas de aplicaciones en la ingenieria de radares con arreglos en fase, y por
ultimo las secuencias sonares en relacion a las aplicaciones a la comunicacion
4].

Teniendo en cuenta que las construcciones existentes dan una solucién
parcial a los problemas fundamentales anteriormente mencionados, éstas brin-
dan soporte igualmente a las aplicaciones que de éstas dependen; consecuen-
temente un estudio algebraico de estas construcciones abrird campo ante este
terreno identificando los puntos sobresalientes y comunes de aquellas cons-
trucciones para su uso en las aplicaciones.

Como objetivo béasico, se pretende mostrar una perspectiva algebraica
distinta de las construcciones como se presentan en la actualidad, para ello
se presenta el segundo capitulo como los preliminares para ahondar el cono-
cimiento de los conjuntos que se van a trabajar.
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Las construcciones, siendo objetivo de mucho interés, se presentan en
el capitulo tres. Se pretende proporcionar cada demostracion con el fin de
mostrar las técnicas usuales para probar si un conjunto es de Sidon, con el
fin de recalcar como aparecen los problemas fundamentales de éstas al hacer
las construcciones.

La seccion de mayor relevancia es el capitulo cuatro, donde se ensena tanto
una técnica para transformar un conjunto de Sidon de dimensién dos a otro de
dimensién uno como las relaciones que unen a algunas de las construcciones
vistas como grafos de funciones especiales.




Capitulo 2

Preliminares

2.1. Conceptos fundamentales

Sean (G, +) un grupo conmutativo notado aditivamente y A un subcon-
junto no vacio de G.

Definicién 2.1 (Conjunto de Sidon). A es un conjunto de Sidon en el
grupo G si para todo a,b,c,d € A

a+b=c+d= {a,b} ={c,d}.

Una forma equivalente a esta propiedad es:

A es un conjunto de Sidon en el grupo G si para todo z € GG, la ecuacién
x=a-+bcona,be A tiene a lo sumo dos soluciones (a,b), (b,a) € A x A.

Los conjuntos de Sidon en los enteros modulo n se llaman conjuntos de
Sidon modular o conjuntos de Sidon mddulo n.

Ejemplo 1. El conjunto

{20:1=1,2,3,...,n} para cualquier n € N,
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es un conjunto de Sidon, y si tomamos el conjunto

Uf2'i=1,23,..n},
n=1

obtenemos un conjunto de Sidon infinito.
Demostracion.

Primer paso. Tome el primer elemento del conjunto que se desea cons-
truir, a saber 1. Llame a su conjunto A;.
Se desea agregar un nuevo elemento al conjunto que se estd formando, por
eso se debe evitar que las sumas del nuevo elemento con los elementos ante-
riores se repitan, para ello una técnica puede ser trasladar las nuevas sumas
a nimeros mas grandes a las sumas anteriores, asi que:

Segundo paso. Tome el elemento mas grande del conjunto suma del
conjunto. En este caso 2.

Este paso asegura que las nuevas sumas 2+A; son superiores a cualquier
elemento perteneciente a A; + A;, ya que la suma mas pequena formada es
14 2 > 2 el elemento mas grande del conjunto A; + A;.

Tercer paso. Llame Ay = {2} |J A; el nuevo conjunto de Sidon.

Continue el proceso realizando el paso dos y tres para obtener un conjunto
de Sidon de tamano n para cualquier n natural. Los elementos agregados son
claramente potencias de 2.

Esta construccién muestra la existencia de conjuntos de Sidon infinitos si
se toma el limite de n cuando tiende a infinito.

Ejemplo 2. El conjunto de los niimeros primos es un conjunto de Sidon
infinito en el grupo (Q*, x).

Ejemplo 3. El conjunto

{0,5,15,34,35,42,73,75,86,89,98,, 134, 151, 155, 177,183,201}
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es un conjunto de Sidon médulo 273.

Cuando G es un conjunto finito, el problema fundamental sobre conjuntos
de Sidon consiste en investigar la funcién

S(G) := méx{|A| : A es Sidon en G},

donde |A| denota el cadinal del conjunto A. En particular, investigar y
decidir sobre la existencia del limite

lim
|G|—ro0

=2
s

Cuando G es el grupo de los enteros, la funciéon a investigar es

S(n) :=méax{|A| : AC [1,n| N A € By},

donde B; denota a la familia de todos los conjuntos de Sidon, y
[1,n] :={1,2,...,n} es el intervalo entero de 1 a n.

Sin embargo, se sabe que

Los conjuntos de Sidon usan la operacién del grupo para definir su pro-
piedad, auin asi, en los grupos existen los inversos aditivos, una forma similar
a una resta. Con ello se define un nuevo concepto partiendo de la misma
propiedad de Sidon.

Definicién 2.2 (Regla Golomb). A es una regla Golomb en el grupo G si
para todo a,b,c,d € A con a # b,c# d

a—b=c—d=a=cNb=d.

Una forma equivalente a esta propiedad es:
A es una regla Golomb en el grupo G si para todo x € G\ {0} la ecuacién
x =a—>bcon a,b € A tiene a lo sumo una solucién (a,b) € A x A.

En el contexto entero, las reglas Golomb tienen atributos extra que se
definen a continuacion.
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Definicién: El orden de una regla Golomb es el niimero de marcas o
elementos que ésta posea, y su longitud es la distancia mas grande entre un
par de marcas de la regla.

Definicién: Una regla Golomb es dptima si no existe otra regla Golomb
del mismo orden con longitud menor.

El niimero maximo de marcas que posee una regla Golomb optima de
longitud n es asintéticamente igual a /n [1].

De acuerdo con este criterio se buscan reglas Golomb con un niimero de
marcas relativamente cercano a la raiz cuadrada de su longitud.

Una regla Golomb de longitud n es asintdéticamente optima si el nimero
de marcas que posee es asintGticamente igual a /n; mientras que para un
nuamero real positivo «, la regla es a-cercanamente dptima si el namero de
marcas que posee es asintéticamente igual a a+/n.

El problema fundamental en las reglas Golomb cuando G = Z es el si-
guiente.
Dado el nimero de marcas, determinar la regla Golomb con longitud mas
corta, es decir se trata de estudiar la funcién

G(m) := min{max A — min A : |A| = m, A es una regla Golomb}.

Proposiciéon 2.1 La cota superior trivial para las reglas Golomb de orden
m y longitud n en Z estd dada por

m<van+ 1.
Demostracién.

Cualquier regla Golomb de longitud n define a lo mas n posibles dis-

. s . —1 . . ,
tancias, y si ésta tiene m marcas, entonces las % distancias que éstas
definen deben ser unicas. Asi que

(m—-12 m(m-1)
<n

<
2 2 -
(m—1)2 < 2n

m—1<4+2n




Conceptos fundamentales 13

m < vV2n+ 1.

Los conceptos de conjunto de Sidon en G y regla Golomb en GG son equi-
valentes.

Lema 2.1 A es un conjunto de Sidon en G siy solo si A es una regla Golomb
en G.

Demostracién.

Sean A C G una regla Golomb y GG un grupo conmutativo notado aditi-
vamente. Suponga que a, b, c,d € A.

Sia+b=c+dya#c ANd#Db, entonces
a—c=d—bcona#c Nd#D.

Como A es una regla golomb se obtiene que a =d Ac¢=b.
Luego,

{a, 0} = {c,d},
por tanto A es un conjunto de Sidon en G.
Suponga ahora que A es un conjunto de Sidon en Gy que a,b,c,d € A.
Sia—b=c—d,cona#b Ac+#d, entonces a +d = c+ b.
De donde

{a,d} = {c, b},

pero como a # b A c # d, entonces a = ¢ A b= d, luego A es una regla
Golomb en G.
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Ejemplo 4. Como los conjuntos de Sidon y las reglas Golomb son equi-
valentes, el ejemplo 3 sirve de referencia como una regla Golomb.

Definicién 2.3 (Regla Golomb modular). Sea A un subconjunto de Z y
N eZ*, N >1. A es una regla Golomb mddulo N (en el grupo Z,) si para
todo a,b,c,d € A, con a # b,c# d

a—b=c—d (méd N) = a=cAb=d.

Nota. Como la propiedad de estos conjuntos involucra solamente adicio-
nes o diferencias, las traslaciones y las reflexiones mantienen la propiedad.

Proposicién 2.2 A es una regla Golomb modular si y solo si A es una regla

Golomb finita.

Demostracién.

Sean A una regla Golomb finita (es decir que posee un nimero finito de
elementos), y N la distancia més grande; defina M = 2N + 1.

A es una regla Golomb mddulo M. En efecto, si a,b,c,d € Aya#by
c#dya—b=c—d (méd M), entonces

(a—b)—(c—d)=k(2N 4+ 1) con k € Z.
Pero —2N < (a —b) — (¢ — d) < 2N, luego
—2N —-1<(a—0b)—(c—d) <2N +1,
por consiguiente
E=0ANa—-b=c—d.
Como A es regla Golomb entonces
a=cANb=d.

El caso inverso es inmediato de la definicién.
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En casos especiales cuando el grupo G es producto de dos grupos, los
conjuntos de Sidon se llaman conjuntos de Sidon en dos dimensiones. Ahora,
se desea darle una estructura funcional al conjunto bi-dimensional, asi al
restringir al conjunto se obtiene un objeto especial: Los arreglos Costas.

Un Arreglo Costas de orden n se refiere geométricamente al conjunto
de n puntos (parejas) sobre la malla n x n ubicados de tal forma que en
cada fila y en cada columna hay un solo punto y los n(n — 1) vectores que se
forman entre cada par de puntos son todos distintos [7].

Definicién 2.4 (Arreglo Costas). Una biyeccion f : [1,n] — [1,n] es
un arreglo Costas (Permutacion Costas) de orden n si para todo i, j, k tales
que 1 <i,5.1+k,j+k<n,
(fli+ k)= f@)=[f+k) - f()=(i=j V k=0).

Nota. Esta implicacion se suele llamar la propiedad de diferencias distintas.

A continuacién se muestra una prueba de relacién entre los arreglos Costas
con los conjuntos de Sidon.
Proposiciéon 2.3 Los arreglos Costas son conjuntos de Sidon en dos dimen-
S10MES.

Demostracidn.

Sea una biyeccién f : [1,n] — [1,n] un arreglo Costas. El grafo de esta
funcién

gr ={(@ f()) : v € [Ln]},
es un conjunto de Sidon en dos dimensiones.
En efecto, sean i, j, k, [ € [1,n]. Suponga que
(i, f(0) + (4, f(4)) = (k, f(K) + (L, f(D)),
se sigue

i+j=k+1




Conceptos fundamentales 16

i—k=1-—17.
Defina h := i — k, asi se obtiene i = h+ k y | = h + j. Por otra parte,

f@)+f0) = fk) + ()

de donde h =0 o k = j, luego
{1,757 ={k. 1}
{0, £(2)), (4, F ()} = (K, f(K)), (L, F(1))}-

Aqui, el problema fundamental consiste en probar o refutar la existencia
de un arreglo Costas de orden n para todo entero positivo n. Se desconocen
construcciones que generen arreglos Costas de orden 32 y 33, éstos son los
valores minimos para los cuales no se sabe si existen o no arreglos Costas de
tal orden [7].

Otra representacién de los arreglos Costas se presenta como un arreglo
matricial [a;;]}';—; de tamafio n X n tal que:

= { b 23210

0, en caso contrario.

En esta perspectiva, se espera que de las n! permutaciones de la matriz
identidad de tamano n X n, exista al menos un arreglo Costas, sin embargo
se tiene este resultado.

Proposicién 2.4
&(n)

Im —= =0
n—oo

donde €(n) es el numero total de arreglos Costas de orden n [3].
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Nota. La Proposicién 4 aclara que la densidad de los arreglos Costas
tiende a cero, es decir, si se escoge una matriz permutacion de la identidad
de tamano n x n de manera aleatoria la probabilidad de haber escogido un
arreglo Costas es casi nula.

Ejemplo 5. Considere la permutacién
1 23 456
1 25 46 3
Esta permutacién define un arreglo Costas, se puede verificar que los 15

vectores diferencia asociados son todos distintos. También se puede ver como
un arreglo matricial de 1’s y 0’s como sigue

10 00 00
0100O0O
000 001
000100
001 00O
000O0T1TO0

En esta matriz, los 1’s determinan las marcas y los 0’s los vacios. También
puede ser representada como el conjunto de puntos en la malla n X n:

213|456

O U x| W N =
[

Figura 1: Arreglo Costas de orden 6

Una extension de los arreglos Costas son las secuencias sonares que se
define a continuacion.

Definicién 2.5 (Secuencia sonar). Una secuencia sonar de tamano
m X n es una funcion f: [1,n] — [1,m] tal que para todo i, j, k tales que
1<4,7,i+k,7+k <n, se satisface

(fl+k) =) =fU+k)—f() = (i=) vV k=0).
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Observe que este arreglo es rectangular, con mucha més libertad que los
arreglos Costas. En el caso particular que la funcion sea biyectiva y el arreglo
sea cuadrado se obtienen: Un arreglo Costas y una secuencia sonar.

El problema fundamental en las secuencias sonares es el siguiente.
“Para un m fijo, encontrar el n mas grande para el cual existe una secuencia
sonar de tamano m x n’”.

Ejemplo 6. Sea f : [1,5] — [1, 6] definida por:
f()y=1=f(5), f(2) =3=f(4)y f(3) = 6, se puede denotar en forma
funcional como

123 45
1 36 31

o como una secuencia ( 1 3 6 3 1 ); o como un arreglo de puntos en la
malla [1,5] x [1,6]:

O U x| W N =

Figura 2: Secuencia sonar 6 x 5

Los 10 vectores diferencia asociados con los pares de puntos son todos
distintos. Por lo tanto f es una secuencia sonar 6 X 5.

Una secuencia sonar modular de tamano m X n es una funcién
f:[1,n] — [1,m] tal que para todo i, j,k con 1 <i,j,i+k,j+k<n

fl+k)=f@)=fG+k) = fG) (médm) = (i=j vV k=0)
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2.2. Transformaciones elementales

Para todos estos arreglos existen algunas operaciones o transformaciones
que se aplican a ellos o entre ellos para formar nuevos arreglos de la misma
clase.

Transformaciones para conjuntos de Sidon/reglas Golomb.

Propiedad 1. Sea B C A. Si A es una regla Golomb entonces B también
es una regla Golomb. Para construir una regla golomb con cualquier niimero
de marcas m € N, se construye primero una regla Golomb con a marcas,
a € N, tal que a > m. Con ello, se trunca la regla, es decir se remueven las
a —m marcas para obtener m marcas [1].

. Cémo se puede construir una regla Golomb (razonablemente densa) con
un numero de marcas arbitrarias?

Propiedad 2. Sea m € N. m = a; - - - a;, donde las a; son potencias
primas para todo ¢ = 1,2,...,[. Con ello, se construyen [ reglas Golomb con
a; marcas cada una, asi se combinan todas para formar una regla Golomb
con m marcas como sigue [1].

Proposicién 2.5 Sean f; : [0,m; — 1] — [0, n;] reglas Golomb médulo N;
para todo 1 = 1,2, ....1, tales que mcd(N;, N;) = 1 para todo 1 < i < j <.
Entonces el conjunto

C = {Nzﬁzl%ﬁ ca € [0,mi—1]i € [1,[]},

l l
con N := Hi:1lNi> forma una regla Golomb con m := [[,_, m; marcas y
longitud n := N Y, | .
- K3
Demostracién.

Considere la siguiente ecuacién

Ni: filz)) Niﬁ fily) _ 1)
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con a € N. Se debe probar que (2.1) tiene a lo més una solucién.
Module la ecuacién (2.1) por (méd N;), para todo i € [1,1], asi se obtienen
las ecuaciones

N
N;

Note que med(4-, N;) = 1, luego +- tiene inversa (mdd N;), asi se obtiene

filz;) — %fl(yz) =a (méd N;). (2.2)

%(fz(xz) — filyi)) =a (méd N;)

=| =

fi(xi) — fi(ys) a (méd N).

Como f; es una regla Golomb moédulo N; la ecuacién anterior tiene co-
mo maximo una solucién. Luego la ecuacién (2.1) tiene como maximo una
solucién dado a € N.

Con esto C' es una regla Golomb; en particular si a = 0 entonces z; = y;
para todo ¢ € [1,1], asi C tiene m distintos elementos, desde 0 hasta n.

Transformaciones para arreglos Costas.

Proposicién 2.6 Si P = (f(1)---f(n)) es una permutacion correspondiente
a un arreglo Costas con n € Z*,n > 1, entonces para cada s,t tales que

1 < s <t <mn,laseccion P = (f(s)--- f(t)) conserva la propiedad de
diferencias distintas. Si ademds los nimeros en P son enteros consecutivos,
como se Sigue

{f@):i=s,s+1,..,t} ={a,a+1,....,a+1t— s},
para algin a € N, entonces la permutacion
P =([f(s) —a+1]-[f(t) —a+1]),

representa un arreglo Costas de ordent — s+ 1 [2].
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Lema 2.2 Si un arreglo Costas de orden n visto matricialmente tiene un 1
en cualquiera de sus cuatro esquinas, las correspondientes filas y columnas
pueden ser removidas para obtener un arreglo Costas de orden n — 1.

Demostracidn.

Cualquier violacion de las condiciones de los arreglos Costas en la patente
reducida presentaria en principio una violacién en la patente original.

Comentario. Los arreglos Costas vistos como un arreglo de puntos y
vacios no es afectado bajo traslaciones horizontales, verticales y alrededor de
la diagonal principal, es decir, no pierde la propiedad de diferencias distintas.
Asi que cada construccion de arreglos Costas viene en paquetes de 4 arreglos
disjuntos en el caso que el arreglo sea simétrico, o de 8 arreglos disjuntos en
el caso que el arreglo no sea simétrico [2].

Transformaciones para secuencias sonares.

Proposicién 2.7 (Transformacion al sonar). Si f:[1,n] — [1,m] es
una secuencia sonar modulo m, entonces

1. Adicionando a (méd m), con a € Z, fi.(i) := f(i) + a (méd m)
resulta ser una nueva secuencia sonar modulo m correspondiente a una
rotacion ciclica de las filas del arreglo por a unidades. Las filas vacias
contiguas son rotadas a la parte superior del sonar y son eliminadas
para producir mejores sonares.

2. Multiplicando por una unidad w mddulo m, fy,(i) = uf(i) (moéd m)
resulta ser una secuencia sonar modulo m la cual corresponde a una
permutacion de las filas del arreglo con la intencion de incrementar el
numero de filas vacias contiguas en el arreglo.

3. Agregando un aumento lineal s mddulo m,
fsnear s(1) := f(i)+ si (méd m) resulta ser una secuencia sonar modu-
lar la cual corresponde a un movimiento de columnas con el mismo fin,
producir un nimero mayor de filas vacias contiguas en el arreglo [8].

Demostracién.

1. Sean i, j, k,i + k,j + k € [1,n] tales que
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Frali k) = fra(i) = fralj + k) = fralj) (mod m).
Se sigue que
Ji+k)+a—f)—a=f(G+k) +a—f(j)—a (mod m)
Jli+ k) = f(i) = £+ k) = f(j) (méd m),
con lo cual se obtiene que i = j.
2. Sean i, j, k,i + k,j + k € [1,n] tales que
Frali +8) = Frali) = Foali + k) = fuld) (méd m).
Se sigue que
wf(i+ k) = uf(i) = uf(j + k) — uf(j) (méd m)
Fli+ k) = f(i) = f(j + k) = f(j) (m6d m),
con lo cual se obtiene que i = j.
3. Sean i, 7, k, i+ k,j+k € [1,n] tales que
Fonear (i +5) = Forear 5(0) = fonear sG+5) = forear 5(j) (m6d m).
Se sigue que
J+ k) + s+ k) — (i) — s = f(j + k) +(j + k) — f(j) — s (m6d m)
Fli+ k) = f(i) = f(j + k) — [(j) (m6d m),

con lo cual se obtiene que ¢ = j.




Capitulo 3

Construcciones generales de los
conjuntos de Sidon

3.1. Construcciones de reglas Golomb

Esta seccion esta dedicada a las construcciones conocidas de reglas Go-
lomb [1].

Teorema 3.1 (Construccion de Erdos-Turdn). Para cada primo p im-
par, el conjunto

{2pk + (K> méd p) : k=0,1,....,p— 1},

es una regla Golomb, donde k? méd p es el menor entero no negativo x tal
que k* = x (méd p).

Demostracion.
Sean z,y € [0,p — 1] y a € N fijo, tales que
2pz + (2% méd p) + 2py + (y* méd p) = a

2p(x +y) + (2* méd p) + (y* méd p) = a. (3.1)

Se debe demostrar que los enteros x y y pueden ser escogidos a lo mas de
una sola manera.

23
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Divida entre 2p la ecuacién (3.1)

22 mod 2 méd a
(& +y) + p, W p)_ @
2p 2p 2p

Como (z +y) € Z y (x> mdd p), (y*> méd p) < p, entonces

(QOo'dp)<£_£ (yzmédp)<£_l

2p 2p 2’ 2p 2p 2’
asi que
(#*méd p)  (y*médp) _
2p 2p ’
y por tanto
z? méd 2 méd a
(z+9) ( p) , Wy Pl _ el
2p 2p 2p
de donde

N a
x =|—1.
Sea A = {%J . De la ecuacién (3.1) se tiene
p
?+y*=a (mdd p)
(r+y)?—2zy=a (mdd p)

%K:c ty) —ad=ay  (médp),

dado que p es impar, med(2,p) = 1 y asi 2 tiene inverso multiplicativo

modulo p.

Como z +y = A, B := 1[A%> —a] = }[(z + y)? — a], es una constante.

Dado que
r+y=A (mdd p)

xy = B (mdéd p),
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multiplique por x y y a la primera congruencia.
?+zy=Ar (méd p) vy y?+zy= Ay (mdd p).
De aqui se obtiene
-~ Az +B=0 (médp) y y*—Ay+ B =0 (mdd p).

En otras palabras, el polinomio f(z) := 22 — Az + B € F,[Z] tiene como
raices a x y a y. Sin embargo f(z) es un polinomio de grado 2, asi que o es
irreducible o se factoriza por 2 productos lineales, es decir tiene dos raices.

Por lo tanto, para todo a € N si existen x,y € [0,p — 1] que satisfacen
(3.1), son tunicos, luego el conjunto es una regla Golomb.

Comentario. El conjunto definido en el Teorema 3.1 posee p elementos,
la ubicacion de la marca minima es en 0, cuando k£ = 0; y la ubicacién de la
marca maxima es menor a 2p%, puesto que

2pk + (k> méd p) < 2p” —2p+p—1=2p" —p —1,

asi la longitud de esta regla es menor a 2p?, luego la regla generada en el
Teorema 3.1 es ﬂ—cercanamente Optima.

Teorema 3.2 (Construccion de Apostolos). Sean n un entero positivo
yc € {1,2} fijo. El conjunto

{enk* + k, con k € [0,n — 1]},
es una regla Golomb.
Demostracién.
Sean ¢ = 2; z,y € [0,n — 1] tales que
2n(z® +y°) + (x +y) = a. (3.2)
Divida por 2n.

2, 2 Tty a
$+y+2n 2n
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2 2 33+?J:L1J
{x+y+2nJ 2nl-

Como z,y € [0,n — 1] entonces 0 < ”2—?’ < 1, luego

T+ a
x2+y2+—y :m2+y2:L_J7
2n 2n

sustituyendo lo anterior en (3.2) se obtiene

2n {1J +(x+y)=a

2n
De donde a
x—i—y:a—ZnL%J = A.
Observe que
1 2 2 2 71 2 | @
ry =3l +y)? - @ 4D =5 [42 - | 2] ]

Por tanto el conjunto {z,y} son raices de un polinomio de grado 2 en
Z[X], que estan determinadas a lo mas de una manera posible, se sigue que
el conjunto es una regla Golomb.

Para el caso ¢ = 1 suponga que

2

a=n(x*—y*)+(x—y)conz>y; x,y€[0,n—1]. (3.3)

Como 0 < x —y < n se sigue

Note que

-y 7]
r—y A

r+y=

De estas tltimas tengo un sistema lineal, de lo cual se definen los tinicos
valores de z,y.
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Nota. Este teorema no induce una regla Golomb 6ptima, mas bien, pro-
duce reglas Golomb de todos los ordenes con longitudes bastante largas.

Teorema 3.3 (Construccion de Ruzsa-Lindstrém). Sean p un primo,
g un elemento primitivo de I, y s un entero primo relativo con p — 1. El
conjunto

{(psk+ (p—1)g") méd p(p—1): k=0,1,...,p — 2},
es una regla Golompb.
Demostracion.
Sean a € N fijo y z,y € [0,p — 2] tales que
(psz + (p—1)g") méd p(p — 1) + (psy + (p — 1)g*) méd p(p — 1) = a. (3.4)
Tome modulo p en ambos lados
(p—1g"+ (p—1)g’ = a (méd p)
" +¢=—a (mdd p). (3.5)
Tome moédulo p — 1 en ambos lados de la ecuacion (3.4)
pst +psy =a (méd p — 1)
p(s(x+y)) =a (méd p—1).
Dado que p =1 (méd p — 1), se sigue que
s(r+y)=a (méd p—1)
r+y=slta (médp—1).
Luego (p — 1)|(z +y — s~ ta), esto es, existe k € Z tal que
4y =sath(p—1),

ga:—l—y — gs’la<g(p—1)>k

Y
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donde g es elemento primitivo de IF,.
Asi

,la

99" =g¢° * (méd p). (3.6)

De (3.5) y (3.6), se construye un polinomio de grado 2 en el campo F,[X]
el cual tiene iinicamente dos raices, a saber: ¢g* y ¢¥, que estan univocamente
relacionadas con z, y por ser g elemento primitivo; luego el conjunto obtenido
es una regla Golomb.

Comentario. En este caso, la marca minima es mayor o igual a 0, mien-
tras que la marca maxima es menor o igual a p(p — 1), y asf la distancia mas
lejana posible es p(p— 1). Dado que el nimero de marcas que tiene esta regla
es p — 1 se obtiene una construccion asintéticamente éptima.

Teorema 3.4 (Construccion de Bose-Chowla). Sean q = p" una po-
tencia prima y g un elemento primitivo de IFp2, entonces los q enteros en el
conjunto

S={ie[l,¢=2:¢g"—geF,},

tienen todas sus diferencias, dos a dos, distintas médulo ¢*> — 1. Ademds, el
conjunto de los q(q—1) diferencias de dos elementos distintos en S, reducidas
(méd ¢? — 1), es igual al conjunto de todos los enteros no negativos menores
que ¢*> — 1 que no son divisibles por q + 1.

Demostracion.
Sean x; € S, con i = 1,2,3,4. Suponga que x; + T3 = T3 + T4.
Luego en [

g$1+x2 — ga?3+964

g7y =g" g™ (3.7)

Como z; € S entonces g% — g € [y, consecuentemente existen u; € I,
tales que

9" =g = s,
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g7 =u; +g. (3.8)
Reemplazando (3.8) en (3.7) se obtiene
(9 + u1)(g + u2) = (9 + u3)(g + ua),
9 + gus + urg + urus = g% + gug + gus + usuy
g(ug + Uy — ug — uy) = uziy — UjUs. (3.9)

Note que si ug + uy — ug — uyg # 0, entonces
g = (uzuy — uyug)(ug + up — uz — ug)~'; ya que F, es un campo.
Por consiguiente g € F, [no es posible puesto que g es un elemento pri-

mitivo de Fp |.
De ese modo
UQ+U1—U3—U4:0
U + Uy = U3 + Uy. (3.10)

Reemplazando (3.10) en (3.9) se obtiene uguy = ujus.
En consecuencia

{ur, up} = {us, ua}

{21, 22} = {3, 24},

porque los x; estan determinados por los w;, i € {1,2,3,4}. Con esto
queda probado que S es una regla Golomb.

Resta probar que el conjunto diferencia es el conjunto de todos los enteros
no negativos menores que ¢ — 1 que no son divisibles por g + 1.

Usando la notacién:

9o _gtum

gt con x1,T2 € 5, Ui, uz € Fy;
2

T1—T2 __

9

si g"17"2 € [y, existe u € F, tal que u = g**~*2. Observe que

gt w
g+ uz

<< ug +uus = g+ uy

u
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<~ g(u—1) = uy — uus.

Siu—1# 0 entonces g = (u— 1) (u1 — uuz), de lo cual g € F,(no es
posible).

Luegou —1=0,estoesu=1y g " = 1.

En consecuencia, se tiene que z; — zo = k(¢* — 1), para algtin k € Z. Pero
T, 09 € [1,¢> — 2], asf que: —(¢* —2) < a1 — 29 < ¢ —2;luego k =0 y
1 = To.

Con esto g~ ¢ F, para todo x1,z2 € S con x1 # ».

Note que ¢* € F, <= (¢+1)]i. De esto se sigue que ¢+ 1 no puede dividir
a 1 — To.

Ademads si 1 + 2o = 13 + x4 (m6d ¢* — 1) con 1, T2, 13,74 € S,
entonces
(71 + 22) — (w3 + 24) = (¢* — 1)d para algiin d € Z.

Luego g($1+$2)—(z3+$4) — (qu_l)d -1

De donde
g(cm-i-wz)
g(zs+x4) =1
gzl+a:2 — gw3+w4'

Siguiendo el argumento anterior se concluye que
{71, 22} = {23, 24}
Es decir, S es una regla Golomb mdédulo ¢? — 1.

Con esto, todas las ¢(¢ — 1) diferencias 2 a 2 de elementos de S reducidas
(méd g% — 1) son distintas. Al reorganizar el nimero ¢? — 1 se obtiene

?—1=q(g—1)+q—1,
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donde ¢* — 1 denota el ntimero total de los elementos de Z,_y, ¢(qg — 1)
las diferencias formadas por el conjunto S que son todas distintas y ¢ — 1 el
nimero total de multiplos de ¢ + 1.

Comentario. En la literatura, este método es referido como la construc-
cién del plano afin de una regla Golomb.

Si se define
Se S :={s1—s9:81,5 €S8, s1# s},

entonces el conjunto S © S que indica el Teorema 3.4 se puede escribir de la
siguiente manera:

(S -, S) (méd q2 — 1) = ZqQ,l \ Mq+1,
con Myi1 ={0,¢+1,2(¢+1),....(¢—2)(¢g — 1)}

Note un dato importante sobre esta construccion.
S C[1,¢>—2] C[0,¢? por lo tanto S C [0, ¢?]. Como la longitud més grande
de [0, ¢%] es ¢* se concluye que la longitud de S es menor o igual a ¢%, y como
posee exactamente ¢ elementos, esta construccion genera una regla Golomb
asintoticamente 6ptima.

Teorema 3.5 (Construccion de Singer). Sea ¢ = p™ una potencia pri-
ma. Existen q + 1 enteros {d; : i = 0,...,q} tales que las ¢* + q diferencias
di—dj, 1,7 =0,...,q, © # j son todas distintas. En particular éstas coinciden
con los enteros no cero médulo ¢>+q+1 cuando se reducen médulo ¢>+q+1.

Nota. La demostracién original de este teorema usa geometria proyectiva,
tema que esta fuera del alcance de este trabajo. Sin embargo existe una forma
mas elocuente de presentar este teorema que se presentara en el siguiente
capitulo.

Teorema 3.6 (Lindstrom). Sean ¢ = p™ una potencia prima y g un ele-
mento primitivo de Fp. El conjunto

S={iell,¢®?=2]:g"+g" =1},
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contiene exactamente q enteros los cuales tienen distintas distancias dos a
dos médulo ¢*> — 1.

Demostracién.

Sean m,n,u,v € S tales que m+n =u+v (mdd ¢ — 1).
Luego existe k € Z tal que

m+n—(u+v)=

(¢* — 1k
m+n—(utv) _ (g(q2—1) k
1

)

9

gm+n— (u+v)

gt = gttt (3.11)

Por hipétesis: g™ + ¢ = 1 = ¢g" + g% = g* + ¢?* = g" + g?°.
Luego,

(g™ +g")(g" +9™) = (9" + 9™) (9" + 9™)
gmgqn +gqmgn — gugqv +gqu v’
pero g% = 1 — ¢' para i = n, m,u,v. Asi se obtiene

g+ 9" =g"+g". (3.12)
De (3.11) y (3.12) se concluye que {¢*,¢"} = {¢9™,g"}, y asi

{u,v} = {m,n},
por tanto, el conjunto S es una regla Golomb.
Ahora se debe probar que la ecuacion
i+ x =12 €Fpe. (3.13)
tiene exactamente ¢ raices.

Se necesita demostrar primero que 7" : Fo — Fp2 con T'(z) = 29 + x;
x € Fpe (la funcién traza) es una funcién lineal en el espacio vectorial F
sobre el campo F,.

En efecto, sean z,y € F2,a,b € F,.
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T(ax +by) = (ax + by)? + (azx + by)
= alz? + b7y? + ax + by
=a(z?+x)+b(y? +y)
=aT(x)+ 0T (y).

Asi queda probado que T es lineal. Luego el ntcleo y la imagen de T' son
subespacios de F .
Observe cuantos elementos tiene el nticleo de T'.

Sea z € KerT \ {0}, se tiene que 29 = —z.

En ), cuando p = 2, se cumple que 2 = —z, de donde 27 = z, consecuen-
temente 297! = 1. Esto indica que z € F,; se ve claramente que la reciproca
también es cierta, es decir, si z € F, entonces z € KerT.

Cuando p > 2, 29 = —z = (22)7 = 2%

De nuevo 2? € F,, porque 2 es raiz del polinomio z¢ — z, el cual es el

polinomio de descomposicién de F,. También se concluye que z ¢ F, porque
no es raiz del polinomio z? — z. Con esto, basta escoger todos los w € Fg
tales que w? € F, y w ¢ F,, para que el KerT coincida con el conjunto

{0yU{w eFpe:w?eF,wé¢F,} =KerT.
;Cudntos elementos tiene el conjunto {w € Fp2 : w? € Fy,w ¢ F,}?

Note que < g7t >= [, donde < g%t > denota el grupo ciclico ge-
nerado por el elemento g¢*!. Como p es impar entonces g también lo es,
consecuentemente g + 1 es par.

(@2n+1)(q+1)
2

Ademis {g n=0,1,2,..,¢g—2} ={weFp:w?eF,w¢F,}

2n+1)(q+1)
2

Se obtiene que |{g<
|KerT| = q.

:n=0,1,2,...,q — 2} = q— 1, luego

En ambos casos |KerT| = ¢, y como KerT es un subespacio sobre F
tiene al menos una base, pero como su cardinal es ¢ debe ser generado solo
por un elemento, esto es, dim(KerT) = 1.
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Como |Fp2| = ¢% dim(F,2) = 2 sobre F,, entonces por Teorema de la
dimensién, dim(ImT') = 1 lo cual es equivalente a que [ImT| = q.

Note una peculiaridad, si existe ¢ € F,2 tal que T'(q) = 1 entonces para
todo a € KerT se tiene

T(qg+a) =T(q) + T(a) =140 =1 con el cual se tendria ¢ raices de
(3.13).
Observe que

[T(x)]? = (2 + 2)9 = 29 4 27 = 29 + 2 = T(x) para todo = € F.

Luego T'(z) € F,, pero |[ImT| = ¢, asi se obtiene que ImT = F,. Con ello
se concluye que existe un = € Fp tal que T'(z) = 1.

El argumento para este teorema es similar al Teorema 3.4, es un conjunto
que posee ¢ elementos y su longitud es como méximo ¢?> — 3, con lo cual
estipula que la construccion es asintéticamente éptima.

Teorema 3.7 (Construccion de Golomb, generalizacion de Bose).
Sean q = p" una potencia prima, g un elemento primitivo de Fg,
heFp\F,yac ., entonces el conjunto
Sun=1{i€ [O,q2 —2]: ag' + h € F,},

tiene g elementos, y es una regla Golomb mddulo ¢*> — 1; de hecho es un
cambio ciclico de la construccion de Bose-Chowla.

Demostracién.

Como F, tiene ¢ elementos distintos y h ¢ F, se tiene que el conjunto
K :={b—h; beF,} tiene ¢ elementos.

Dado que F} es ciclico, es generado por g, al igual que ag. Asi, todo
elemento de K tiene una representacion como sigue

ag’ = b — h para algin j € [0, ¢> — 2]

ag’ +h =10
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Esto es, ag’ + h € F, para algunos j € [0,¢* — 2. Luego S, tiene ¢
elementos.

Se debe probar que S, 5 es Sidon.
Sean i € S,p; k € [1,4] tales que iy + 1o = i3 + i4.
Se sigue que
a?gitiz = g2gistia,
Existen u; € F, tales que ag’* + h = uy, para k € [1,4], luego
(w1 = h)(uz — h) = (us — h)(us — h)
urtg — h(ug + ug) = uzug — h(us + uy)
h(uy + ug — ug — ug) = ugy — Ugly.
Siuy + ug — ug — uy # 0 se obtiene que h € F, (no es posible), luego
UL+ U = Us + Ug Y UgUo = UsUy.
Siguiendo el mismo argumento se obtiene
{ur, us} = {us, us},
de donde
{i1, 12} = {is, ia},
Con ello, se concluye la prueba.
.Cuantos conjuntos S, distintos hay?
Sean ¢ € S p, h e F,ytel;.
ag’ + h € F, para algin i € [0,¢* — 2],

tag' +th+h €F,.
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Asi, i € Sy, 445 - De manera inversa al proceso se llega a que
Sij €Sy, yn entonces j € S, p.

Con esto Sun = Sy, 4nap» Para todo = F,ytely.

Como h € F 2 \ F, se tiene ¢* — ¢ posibles valores de escogencia para h.
Sea A, = {th+h : K €F,yteF:} con h fijo.
se debe probar que |Ay| = ¢* — q.

Como Ap, tiene ¢? — q entradas, basta probar que todos sus elementos son
distintos.

Sean t1,ty € Fyy h/l, h’2 € [, tales que : t1h + hll,tzh + h; € Ay
Si t1h + h} = toh + hi, entonces

(tr = to)h = hy — hy,
si t; # ty entonces h € F, (no es posible) luego t; =ty y h} = h.
Ahora si A, F, # 0, existen t; € F;, by € F, tales que
tih+h) € R,
tih €T,
h € F, (no es posible),
luego A, NF, =0, asi que, A, =Fp \ F,.

En otras palabras, para cualesquiera hq, hy € Fp2 \ Fy se puede encontrar
un t y A’ tal que

hy =thy +h'.

Consecuentemente, escogiendo hy = —g se observa que el conjunto de
familias de conjuntos

{San:h € Fp \Fy,a € F;} coincide con la familia de conjuntos
{Sa,—g 1 a €Ty},

aclarando que S, _, es solo un cambio ciclico de S; _, méd ¢* — 1, la cons-
truccién de Bose-Chowla.
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3.2. Construcciones de arreglos Costas

Las construcciones que se listan a continuacién son todas las construccio-
nes que se conocen hasta el momento [5].

Teorema 3.8 (Construcciéon de Welch). Sea g un elemento primitivo
de Fy. La matriz A = (a;;) de tamano (p — 1) x (p — 1), definida mediante

wo—dLosij=g (médp)conl<i<p—1,1<j<p-1
Y1 0, en caso contrario.

es un arreglo Costas.
Demostracion.
Suponga que ¢'tF — ¢' = ¢7F — ¢ con 1 < k < p — 2, de donde
g'(g" = 1) =g (¢" = 1).

Dado que 1 < k < p — 2 se tiene que g¥ # 1 (méd p). Luego g* — 1 # 0
(mdd p), asi se puede cancelar y obtener

g =g
Con lo cual i = j.

Lema 3.1 De la construccion de Welch se puede eliminar la primera colum-
na a la izquierda y la dltima fila de la matriz de tamano (p — 1) x (p — 1),
para obtener un arreglo Costas de orden (p — 2).

Demostracién.
Como ¢g?~' =1 (mdd p), el arreglo original de grado p—1 visto matricial-

mente tiene un 1 en la posicién a,_1, en la esquina inferior mano izquierda.
Por el lema 2.2, el arreglo puede ser reducido a grado p — 2.
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Lema 3.2 Si 2 es un elemento primitivo de IF,,, entonces un arreglo Costas
de orden (p — 3) puede ser obtenido de la construccion de Welch.

Demostracién.

Por el Lema 3.1, se elimina el 1 en la posicién a,—;,;. Como 2 es elemento
primitivo, éste genera los puntos del arreglo, en particular genera el punto
a1 2 que estd en la esquina superior izquierda del nuevo arreglo, éste también
puede ser removido por el lema 2.2.

Lema 3.3 Cada permutacion ciclica de las filas de un arreglo Costas de la
construccion de Welch es de nuevo un arreglo Costas de orden (p — 1).

Demostracién.

Sean ¢ un elemento primitivo médulo p y ¢ un entero positivo fijo. El
arreglo Costas de orden (p — 1) con

W 1, sij=g¢™ (mdd p);
] 0, en caso contrario.

es un arreglo Costas (La misma demostracién de la construccién de Welch),
y los valores de ¢ dan las permutaciones ciclicas sucesivas de las filas en el
teorema anterior.

Teorema 3.9 (Construccion de Lempel). Sea o un elemento primitivo
en el campo F, para cualquier ¢ > 2. La matriz A = (a;;) de tamarno

(q—2) x (g —2) con

1, sidt4 ol =1
% =910 en caso contrario
, )

es un arreglo Costas.

Demostracién.

Dado que 1 = o' + o = o/ 4 o, se puede contemplar que a;; y a;; son 1
en el arreglo matricial, asi la matriz prueba ser simétrica de orden ¢ — 2, ya
que el indice ¢ — 1 no puede ser tomado debido a que a9~ = 1.

Si o' + o = 1 entonces esta expresion se escribe en forma de funcion:
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j = loga(l - Oéi)'

Si log, (1 — aitk) —log, (1 — o) = log,(1 — a'**) —log, (1 — a!), con
1 <k < q— 3 entonces

1 — ai+k 1— aH_k
1— ai-i—k 1— al-i—k

1 —at 1— ot

1 — ol — itk 4 itk — 1 _ i — gltk 4 ikt

it o — ol tE o

al(af —1) = al(a® - 1).
Como o —1 # 0, se obtiene que o’ = a! con lo cual se concluye que i = .

Teorema 3.10 (Construcciéon Golomb). Sean o y B elementos primiti-
vos en el campo F,, para cualquier ¢ > 2. La matriz A = (a;;) de tamano

(¢ —=2) x (¢ —=2) con

1, siat+ B =1;
a;; = .
K 0, en caso contrario.

es un arreglo Costas.
Demostracion.

De of + 37 = 1 se puede ver la relacién en forma de funcién como sigue:
j =logg(1—a). Elresto de la prueba se sigue exactamente de la prueba del
Teorema 3.9.

Teorema 3.11 (Moreno). Sea q > 2. El campo F, posee 2 elementos pri-
mitivos «, 8 (no necesariamente distintos) tales que

a+p=1
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La demostracién de este teorema fue resuelta hace poco, asi que no
serda presentada en el presente trabajo, solo serd referenciado el Teorema
por su gran uso.

Lema 3.4 La construccion de Golomb puede ser reducida a un arreglo Cos-
tas de orden (q — 3).

Demostracidn.

Del Teorema 3.11, existen o, € F, tales que o + 8 = 1. Tomando
estos elementos primitivos y aplicando la construccién de Golomb con ellos,
obtenemos que ay; = 1, por lema 2.2, se elimina la primer fila y la primer
columna a la izquierda y se obtiene un arreglo Costas de orden (¢ — 3).
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3.3. Construcciones de secuencias sonares

Las construcciones listadas a continuacién pueden ser encontradas en [8].

Teorema 3.12 (Construccion cuadrdtica). Sea p un primo impar; sean
a,b y c enteros constantes con a no congruente con 0 mdd p. La funcion
f:[Lp+1] — [1,p] definida por

f(i) = (ai® + bi + ¢) méd p,
es una secuencia sonar modular de tamano p x (p+ 1).

Demostracion.

Suponga que f(i +h) — f(i) = f(j + h) — f(j) para algunos
i,jhel,p+1]con1 <h<pyl<i,j<p+1—h.

Se obtiene
a(i+h)>+b(i+h)+c—(ai®?+bi+c) = a(j+h)>+b(j+h)+c—(aj?+bj+c),
de donde
2aih + ah? + bh = 2ajh + ah?® + bh (méd p)
2aih = 2ajh (méd p)
ath = ajh (méd p)
ih = jh (méd p)

(1t —7)h =0 (méd p).
Si 1 <h <p-—1 entonces se obtiene que i = j.
Si h = p, de la hipdtesis general 1 <1i,5 < p+ 1 — p se tiene que

1<4,5<1

i=J
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completando la prueba.

Teorema 3.13 (Construccion Shift). Sean p un primo, ¢ = p", a un
elemento primitivo de Fp2 y B un elemento primitivo de .

Parap =2, sea [ :[1,q] — [1,q — 1] definida por

f@) = logﬁ((ai)q + o/).
Para un primo p impar, defina a f similarmente, pero cambiando el do-

minio por (—(q —1)/2 < i < (¢ —1)/2),
De esta manera, f es una secuencia sonar modular de tamarno (g — 1) X q.

Demostracién.

Asuma que p es impar. Del Teorema 3.6 de Lindstrom, la funcion
T(z) = 294 z (La funcién traza) es una funcién lineal de F,2 sobre F, y
ImT =F,.

Seax=a'con (—(¢g—1)/2<i1<(¢—1)/2).

Llame L(i) := (o) +a’ con (—(¢—1)/2<i < (¢—1)/2).

Para asegurar que la funcién logg L(i) esta bien definida se debe probar
que L(i) # 0 para todo 1.

Si (a')? + o' = 0, entonces

(@) 1) = 0

(@) +1=0
(0™ = -1
(a)Zi(q—l) -1

Como (—(¢—1)/2<i<(q—1)/2), entonces —(¢ — 1) <2i < (¢ —1).

—q2+1<(—(q—1)2§22’(q—1)§(q—1)2<q2—1.
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Note que a es un elemento primitivo de orden ¢ — 1, asi de
(a)?(@=Y) =1 se tiene una contradiccién.

Luego f esta bien definida.
Se debe probar que f es una secuencia sonar.

Sean h,i,jecon 1 <h<g—1y —(¢—1)/2<i<j<(¢—1)/2— h tales
que

logg L(i 4 h) — logg L(i) = logg L(j + h) — logs L(j) (méd q)
log % = logg % (méd q)
L(i+h) L(j+h)+k(q—1),kez.

LG L)

De la anterior igualdad, se toma a 3 como base, para obtener

(ai—i-h)q + ofth (aj—i-h)q + aj+h

(af) 4 o o (a?)? + a7
alal((afth)a=t 4 1) _ adal((adTh)a=t + 1)
al((af)=t +1) ad((ad)a—1 +1)

()7 + 1] ()7 + 1) = (@) + 1] (o) + 1)
(ai+j+h)q—1+<ai+h)q—l+(&])q 1_'_1 _( z+g+h>q 1+(aj+h>q 1+( )q—1+1
(o) 1+(0ﬂ) = (7" 4 ()1
()17t = ()77 = (a7 )171 — (af)e7!
(@) ()7 = 1] = (o))" (o)1t —1].

Como h < g — 1 tenemos que (a”)971 # 1, asf se cancelan los términos y
se obtiene

(@)t = ()t
1= (a?7")1
Como 0 < j —1 < g — 1 se concluye que
i =]




Capitulo 4

Analisis algebraico de los
conjuntos 55

4.1. Nuevas construcciones de conjuntos B,

Se presenta la version moderna del teorema de Singer exhibiendo la forma
de su construccion, seguida del teorema CRT-2013 para la construccion de
secuencias sonares, el cual transforma las reglas Golomb generadas por el
Teorema 3.3 y 3.4 en secuencias sonares. Se recalca que la version original
o general del teorema de Singer se presenta de forma existencial, es decir,
afirma que existe tal conjunto pero no muestra quien és.

Teorema 4.1 (Construccion de Singer, version moderna). Sean
q = p" una potencia prima, o un elemento de grado 3 sobre el campo Fy, y
0 un elemento primitivo del campo Fs. El conjunto

(logg(ar +Fy)) (méd ¢* + g+ 1) U{0} :=
{(logg(a+a)) (méd ¢ +q+1):a€F,}U{0} CZgygu,

es una regla Golomb mdédulo ¢> +q+ 1, con g+ 1 elementos.
Demostracion.

El conjunto log, (o +F,) es el mismo conjunto tomado en la construccién
de Bose-Chowla, asi este conjunto es una regla Golomb.

44
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Sean x1, T, 3, 74 € (logy(a + F,)) (méd ¢* + g+ 1).
Observe que para cada i = 1,2, 3,4. los x; se definen como sigue

r; =y — ki(¢> + g+ 1) con y; € logg(a +F,), k; € Z.
Sizy — =123 — 14 (Méd ¢* +q+ 1), con z; # 29, T3 # 4,
entonces

Y~ Y =ys —ya (m6d ¢® +q+1)
yl—y2:y3—94+k(q2+q4‘1), keZ

QUI—Yy2 — QUs—va (9q2+q+1)k‘. (4.1)

Note que como 6 es un elemento primitivo de Fgs, g +atl genera la parte
multiplicativa del campo de orden ¢ — 1 ya que (¢* +q¢+1)(¢—1) =¢> -1,
el ordel del elemento 6, pero el tnico campo de orden ¢ es Fy, luego g +atl
genera su parte multiplicativa, por ende (§9°+9t1)* € F,. Sea U := (47 ta+1)k,

Dado que y; € logy(aw +F,) con i = 1,2,3,4, existen u; € F,, tales que
0¥ = o + u;. Reemplazando en (4.1):

QYI—Y2 — QUs=YALT

at+u (ot ug U
oz+u2_ a + Uy
at+u  Ua+Uus

o+ Uz a—+ Uy
a? + uga + uyar + uguy = U + Uusar + Uuger + Ungus

(1 - U)CYQ + (U4 + up — UU3 - UUQ>OZ+U1U4 - UUQU3 = 0.
observe que « es raiz del polinomio de grado 2:
(1=U)2? + (ug +uy — Uuz — Uug)x + uyus — Uugug € F [ X](no es posible); ya
que « fue elegido como un elemento de grado 3 sobre IFy; luego el polinomio
anterior es el polinomio constante cero, implicando
U=1; ug+uy = us + ua; uqy = usls.

Con lo cual, se sigue

{ug, w1} = {us, us},




Nuevas construcciones de conjuntos Bs 46

de donde
{0, 6m ) = {0, 6%
{va 1} = {ys, 92}
{z4, 21} = {23, 22}.

Como 1 # x5, T3 # x4 se obtiene que r; = x3, T9 = x4, con lo que se
concluye que (logy(a+TF,)) (mdd ¢* + ¢+ 1) es una regla Golomb modular.

Resta probar que el nuevo conjunto posee ¢ elementos.
Sean y1,ys € logy(a +IF,) tales que

y1 =vo (mod q2—|—q—|—1)
yi=vy2+k(@+q+1), keZ
Y1 —yo = k(> +q+1).

Pasando al campo [Fs:
g2 =y, donde u := (AT HIH)F € I,
Existen u; € Iy, con 7 = 1,2, tales que

0% = a + u;, con ello se obtiene que

a + Uy
a + Ug

u = < ua 4+ ulo = a + U

— afu—1) = u; — uus.

Siu—1# 0 entonces a = (u — 1) (u; — uuy), de lo cual a € F, (no es
posible).

Luegou —1=0,estoesu=1y 9% =1.

Sin embargo para que 6 se vuelva 1, el valor mas pequeno para la potencia
de 6 debe ser £(¢* — 1) dado que 6 es elemento primitivo de Fs.

Dado que yi,y2 € [1,¢* — 2] se satisface —(¢* —2) < y; —y2 < ¢& — 2;
asi que y; = y2. De aqui se tiene que el conjunto log,(a+F,) (méd ¢*+q+1)
tiene g elementos.
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Ahora, se agrega el cero al conjunto. Se debe probar que el conjunto sigue
siendo regla Golomb.

Si 21, 29, 23 € (logg(a+ F,)) (méd ¢? + ¢ + 1), con 29 # x3 tales que
Ty =2y — 23 (M6d ¢* + ¢+ 1),
entonces
ry=xy— 23+ k(¢*+q+1),keZ,
pasando a Fs

g1 = %>y, donde u := (9T Tk € T,

Existen ug, us, uz € I, tales que 6 = oo + u;, parai =1,2,3.
Luego

U + UgU

o+ up =
o+ Us
o + (uz + uy — u)a + uguz — ugu = 0.

Esta tltima ecuacion es un polinomio de grado dos sobre F, (no es posi-
ble).

Por lo tanto

T # 19 — 23 (Méd ¢* + ¢ + 1) para todo
Ty, T, 23 € (logg(a +F,)) (méd ¢* + ¢+ 1),

de modo que el conjunto (logy(a + F,)) (mdd ¢* + ¢ + 1) U {0} es una
regla Golomb modular.

El Teorema 4.1 fue desarrollado por el grupo ALTENUA de la Universidad
del Cauca.
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El siguiente teorema fue desarrollado por el grupo de investigacion AL-
TENUA en el ano 2013, creando una relacién directa entre los conjuntos de
Sidon y las secuencias sonares como sigue.

Teorema 4.2 (CRT-2013). Sean m,b € Ny A= {ay,...,a,} un conjunto

de Sidon en el grupo aditivo Zyp. St A (méd b) := {amdd b : a € A} =
[1,n], entonces la funcion F : [1,n] — Z,, definida mediante F (i) = L%J :
donde a; es el unico elemento de A tal que a; =i (mdd b), es una secuencia

sonar m X n modular.

Demostracion.
Sean h,i,jcon 1 <h<n—-—1y1<i,j<n—h tales que

F(i+h)—F@) =F(j+h) — F(j) (méd m).
F(i+h)—F@G@)=F(j+h)—F(j)+tm, cont eZ

55 - (3] [%2]- [§] +m
Multiplique por b, asi se tiene
#5522 5o

Al sumar h a ambos lados de la igualdad se llega a

25 Lo [ b bt i) i = [ b | 2] bt (ot ) = 4 e

Note que para todo entero s y todo entero ¢ se tiene que existe el residuo
[ tal que

s

s = L—J c+ 1l (4.2)
c

Asi, reorganizando la ecuacién anterior se obtiene

2o = (5] = |22 v = (3] v 3) o

Por hipoétesis se tiene que




Nuevas construcciones de conjuntos Bs 49

aivp, =1+ h (méd b), a; =i (mbd b)
ajrn =j+h (méd b), a; =7 (méd b).

Con ello y (4.2) se llega a
Qjyn — Qi = Gj1p — aj + tmb.
Modulando por mb se obtiene
Qirh — G = ajip — a; (m6d mb).

Por hipétesis A es un conjunto de Sidon en Z,,;, asi que
i = 7.

A este teorema le siguen tres corolarios importantes en la creacion de
secuencias sonares.

Corolario 4.1 (Construccion desde Sidon tipo Bose). Sean q una
potencia prima y b =q+1, m=q—1y A= {a1,...,a,} el conjunto de
Sidon mddulo ¢*> — 1 obtenido en Teorema 3.4. La funcién definida en el
Teorema 4.2 (CRT-2013):

F:[l,q] — Zj,

F) = LlcjrilJ ’

es una secuencia sonar (¢ — 1) x ¢ modular.

Demostracién.

Se debe probar que el conjunto de Sidon proveniente del Teorema 3.4
modulo g + 1 es igual a [1, ¢|.

Dado el conjunto S definido en el Teorema 3.4 tiene ¢ elementos, basta
probar que al reducirlo médulo ¢ + 1 el conjunto sigue con ¢ elementos.

Sia=0b (méd g+ 1) donde a,b € S, entonces




Nuevas construcciones de conjuntos Bs 50

a—b=0 (mbéd g+ 1)) (no es posible),
ya que el conjunto (S & S) (méd ¢* — 1) =Zgz 1 \ Myy1.
Asi S (méd g+1) = [1, q], aplicando el Teorema 4.2 se sigue el resultado.

[ ]
Corolario 4.2 (Construcciones desde Sidon tipo Ruzsa). Sean p un
primo, b =p,m =p—1, y A={a,...,a,_1} el conjunto de Sidon mddulo
(p — 1)p obtenido en el Teorema 3.3. La funcion definida en el Teorema 4.2
(CRT-2013):

F:l,p—1] — Z,,

-l

es una secuencia sonar (p — 1) x (p — 1) modular.
Demostracién.
Los elementos del conjunto construido en el Teorema 2.3 son de la forma:
[psk + (p— 1)¢g*] méd p(p — 1) con k= 0,...,p — 2,
si

[psa+ (p—1)g"] méd p(p — 1) = [psb + (p — 1)¢"] méd p(p — 1) (méd p) con
a,be{0,1,....p— 2},

entonces

(p—1)g" (méd p)

(p—1)g°

g* = g¢* (mdd p).
Dado que g es un elemento primitivo, se concluye que a = b. Por lo tanto

el conjunto generado por el Teorema 3.3 médulo p es igual a [1,p — 1].
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Corolario 4.3 (Construcciones desde Sidon tipo Ruzsa). Sean p un
primo, b =p—1,m =p, y A= {ay,...,a,_1} el conjunto de Sidon mddulo
(p — 1)p obtenido en el Teorema 3.3. La funcion definida en el Teorema 4.2
(CRT-2013):

F:[l,p—1] — Z,,

)= L?ZJ ’

es una secuencia sonar p X (p — 1) modular.

Demostracién.
Si

[psa+ (p—1)g*] méd p(p — 1) = [psb+ (p — 1)g"] méd p(p — 1) (méd p —1)
con a,b € {0,1,...,p — 2},

entonces
psa = psb  (méd p — 1)
a=b (médp-—1)
a =b.

Luego el conjunto posee p — 1 elementos, terminando asi la prueba.

4.2. Funciones y construcciones algebraicas
generalizadas

Las reglas Golomb, los arreglos Costas y las secuencias sonares son con-
juntos By que poseen una propiedad comun: La propiedad de diferencias
distintas. Cada construcciéon presentada en este trabajo tiene un origen en
los campos finitos, lo que no es muy claro es que provienen de sus grupos
bases como sigue.
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La tripla (I, 4+, x) denota al campo F con operaciones suma y producto.
Se obtienen sus grupos bases: (F,+) y (F*, x) donde F* =TF \ {0}.

De estos dos grupos conmutativos se obtienen en esencia tres grupos pro-
ductos que son:

1. (F,+) x (F*, x)
2. (F*, x) x (F*, x)

3. (F,+) x (F,+).
PARA LA CONSTRUCCION DE WELCH

Se define la funcién
I :F* — F* como sigue. Si x € F*, I(z) = .

El grafo de la funcién I es un conjunto de Sidon en el grupo:
(F,+) x (F*, x).
Demostracion.

Sean (1, 1), (%2, T2), (v3,x3), (x4, 24) € g; donde
g7 = {(z,I(x)) : x € F*} es llamado el grafo de I.

Si (w1, x1) P (22, 2) = (23, 23) P(v4,24), entonces
T+ Ty =2T3+Ty Yy X122 = T3Ty,
con @ la operacién del grupo (F, +) x (F*, x).
Luego
{1, 2} = {@s, 74},
verificandose de la siguiente manera.

Ya que x; # 0 se obtiene que x5 = ] 'z314, luego

T+ xf1x3x4 = X3+ 24
w1+ 2y wsry — (13 +24) =0
o3+ w334 — 11 (23 +74) = 0
(x1 — x3)(x1 — 24) = 0.

En F no hay divisores de cero, por tanto




Funciones y construcciones algebraicas generalizadas 53

T =T30X1 =Ty y Xg =T33 0 T2 = T4.

Se toma el campo mas basico finito: F = [F, con p un primo.

Asf la funcién I : Fy — F; con I(r) = x,z € I, define al grafo
g1 C (Fp, +) x (F}, x) como un conjunto de Sidon en ese grupo.

Se debe probar lo siguiente:
(Fp, +) x (]F;, X) = (Zp,+) X (Zp-1,+).
En efecto, se define la funciéon G como sigue

Gy (Fp,+) x (Fr, x)