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Introducción

La idea de superficie de Riemann surge a mediados del siglo XIX a partir de los esfuerzos de

Bernhard Riemann por extender el dominio de una función anaĺıtica. Sin embargo, el estudio de

las superficies de Riemann se desarrolló posteriormente de manera abstracta, como variedades

complejas independientes de las funciones que les dieron origen. En el estudio de las superficies

de Riemann interactúan varias ramas de la matemática: geometŕıa, álgebra, análisis y topoloǵıa

principalmente.

Como objetos abstractos, algunas supeficies de Riemann pueden tener la misma estructura y

esto ocurre cuando se puede establecer una biyección holomorfa entre ellas. Las biyecciones

holomorfas de una superficie de Riemann en śı misma forman el grupo de automorfismos de

dicha superficie. A finales del siglo XIX Shwarz mostró que el grupo de automorfismos de una

superficie de Riemann compacta con género g ≥ 2 es finito. A partir de esto Hurwitz probó,

en 1893, que el orden de dicho grupo está acotado por 84(g − 1). Se ha probado además que

son infinitos los valores de g para los cuales se alcanza la cota de Hurwitz, aunque actualmente

solo se conocen dos superficies con esta caracteŕıstica, la cuártica de Klein y la curva de Fricke-

Macbeath.

A partir de esto se han hecho importantes estudios tratando de resolver principalmente dos

problemas. El primero consiste en determinar el mayor orden posible para el grupo de automor-

fismos de una supeficie de género g ≥ 2 dado y el segundo en encontrar el mı́nimo género de una

superficie que tiene determinado grupo finito de automorfismos. Actualmente se tienen resulta-

dos para supeficies orientables y no orientables, y sobre ciertas familias de grupos: abelianos,

ćıclicos, diédricos y ciertas clases de grupos metaćıclicos, entre otros.

En este trabajo se estudia el grupo de automorfismos de las curvas proyectivas de Fermat, una

familia de superficies de Riemann compactas de género g ≥ 2. Se prueba que el grupo de auto-
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viii CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

morfismos de la curva proyectiva de Fermat de grado n sobre C, es el producto semidirecto del

grupo simétrico S3 y la suma directa (Zn × Zn).

Con el fin de probar lo anterior y proporcionar una base al lector interesado en continuar el

estudio sobre supeficies de Riemann y acciones sobre superficies de Riemann, este trabajo se

divide en tres caṕıtulos. El primero es de caracter introductorio: se presentan nociones y resul-

tados fundamentales sobre superficies de Riemann y funciones entre superferficies de Riemann.

El segundo caṕıtulo trata de acciones de grupo sobre superficies de Riemann y muestra como

el conjunto de clases de equivalencia dado por la acción de un grupo sobre una superficie de

Riemann, bajo ciertas condiciones, tiene estructura de superficie de Riemann. El tercer caṕıtulo

está dedicado al estudio de las curvas proyectivas de Fermat, sus propiedades geométricas: es-

tructura compleja, singularidades y género. Además se presenta una prueba grupo-teórica de que

el grupo de automorfismos de la curva proyectiva de Fermat, en caracteŕıstica cero, es isomorfo

al producto semidirecto (Zn × Zn) o S3. Esta prueba está basada en la presentada por Pavlos

Tzermias en su art́ıculo The Group of Automorphisms of the Fermat Curve, Journal of Number

Theory 53, 1995.



Índice general

Introducción VII

1. Preliminares 1

1.1. Superficies de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Funciones Holomorfas entre Superficies de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3. Clasificación Topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Capı́tulo 1
Preliminares

En este caṕıtulo presentaremos definiciones y resultados básicos sobre superficies de Riemann y

acciones de grupo sobre dichas superficies.

Intuitivamente podemos considerar una superficie de Riemann como un espacio que localmente

luce como un conjunto abierto en el plano complejo. Antes de precisar este concepto recordemos

algunos conceptos básicos sobre espacios topológicos

Un homeomorfismo de espacios topológicos es una biyección continua entre dos espacios

topológicos, cuya inversa también es continua. En este caso, los espacios topológicos se

dicen homeomorfos.

Un espacio topológico X es segundo contable si existe una base contable para su topoloǵıa.

Se dice que un espacio topológico X es Hausdorff si para cada par de puntos distintos p y

q de X existen entornos disjuntos U y V (en X) de p y q respectivamente.

1.1. Superficies de Riemann

El hecho de que un espacio topológico X luzca localmente como un abierto del plano complejo,

se deduce de los siguientes resultados y definiciones.

Definición 1.1.1. Sea X un espacio topológico.

i) Una carta compleja en X es un homeomorfismo φ : U → V , donde U es un abierto en X

y V un abierto en C.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

ii) Dos cartas en X, φi : Ui → Vi, i = 1, 2 se dicen compatibles si la composición

φ1 ◦ φ−12 : φ2(U1 ∩ U2)→ φ1(U1 ∩ U2)

es holomorfa siempre que U1 ∩U2 6= ∅. En este caso, llamamos a T = φ1 ◦ φ−12 función de

transición.

Cuando φ(p) = 0 para una carta φ en X, diremos que φ está centrada en p ∈ X.

Observación 1.1.1. Dado que una aplicación holomorfa y biyectiva tiene inversa holomorfa,

la función T = φ1 ◦ φ−12 es holomorfa si y solo si T−1 = φ2 ◦ φ−11 también lo es.

Ejemplo 1.1.1. Sea X = R2. Para cada abierto U de X definimos la función continua

φU (x, y) =
x

1 +
√
x2 + y2

+ i
y

1 +
√
x2 + y2

con inversa

φ−1U (w) =

(
Re(w)

1− |w| ,
Im(w)

1− |w|

)
continua, ya que para cualquier abierto U , φU (U) ⊂ A, donde A = {w ∈ C : |w| < 1}. Aśı φU

es una carta compleja en X = R2 para cada abierto U de X.

En este caso, cualquier par de cartas son compatibles debido a que la función de transición es

la función identidad.

Por otro lado, las funciones dadas por ψU (x, y) = x+ iy para cada abierto U de R2, son también

cartas complejas en X = R2.

Notemos que estas cartas en R2 no son compatibles. En efecto, tomando las cartas φU1 : U1 → V1,

ψU2 : U2 → V2 donde, U1, U2 son abiertos de R2 tales que U1 ∩ U2 6= ∅ tenemos que la función

de transición T = ψ ◦ φ−1 : φ(U1 ∩ U2)→ ψ(U1 ∩ U2) está dada por

T (w) = ψ

(
Re(w)

1− |w| ,
Im(w)

1− |w|

)
=

Re(w)

1− |w| + i
Im(w)

1− |w| .

Si w = x+ iy, entonces

T (x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),

donde
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u(x, y) =
x

1−
√
x2 + y2

y v(x, y) =
y

1−
√
x2 + y2

.

De aqui

vx =
xy√

x2 + y2(1−
√
x2 + y2)2

y uy =
xy√

x2 + y2(1−
√
x2 + y2)2

y por tanto vx 6= −uy. Es decir, la función de transición T no verifica las ecuaciones de Cauchy

Riemann, por lo cual no es holomorfa en φ(U1 ∩ U2).

Nuestro interés es que podamos cubrir un espacio topológicoX con cartas complejas compatibles.

Esta idea se precisa en la siguiente definición.

Definición 1.1.2. Un atlas complejo A sobre un espacio topológico X es una colección

A = {φα : Uα → Vα}

de cartas complejas compatibles dos a dos tales que X =
⋃
α∈I Uα.

De este modo se pueden establecer varios atlas sobre un mismo espacio topológico X, los cuales

pueden determinar una misma estructura de acuerdo a la definición que sigue.

Definición 1.1.3. Dos atlas complejos A y B sobre un espacio topológico X son equivalentes si

toda carta de A es compatible con toda carta de B.

Según esta definición podemos afirmar que dos atlas complejos sobre un mismo espacio topológi-

co X son equivalentes si y solo si, su unión es de nuevo un atlas complejo.

Por otra parte, considerando el conjunto de altas sobre un espacio topológico X y la Observa-

ción 1.1.1, podemos verificar que la relación “ser equivalente” es una relación de equivalencia

en el conjunto. Es claro que es reflexiva y simétrica, veamos que es transitiva.

Sean A = {φα : Aα → Uα;α ∈ I}, B = {ψβ : Bβ → Vβ;β ∈ J} y C = {ϕγ : Cγ → Wγ ; γ ∈ K}
atlas complejos sobre X tales que A es equivalente con B y B es equivalente con C, φ : A1 → U1

y ϕ : C1 → W1 cartas de A y C respectivamente, con A1 ∩ C1 6= ∅. Como B es un atlas sobre

X entonces

X =
⋃
α∈I Bα y A1 ∩ C1 ⊆

∞⋃
i=1

Bi

Luego A1 ∩ C1 =

∞⋃
i=1

(A1 ∩ C1) ∩Bi y
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φ(A1 ∩ C1) = φ

( ∞⋃
i=1

(A1 ∩ C1) ∩Bi
)

=
∞⋃
i=1

φ(A1 ∩ C1 ∩Bi).

Aśı tenemos que si ϕ ◦ φ−1 es holomorfa en cada φ(A1 ∩ C1 ∩ Bi), ϕ ◦ φ−1 es holomorfa en

φ(A1 ∩ C1).

Ahora, para cada i la función

ϕ ◦ φ−1 : φ(A1 ∩ C1 ∩Bi)→ ϕ(A1 ∩ C1 ∩Bi)

es holomorfa ya que

ϕ ◦ φ−1 = (ϕ ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ φ−1)

ϕ

A1
C1

B1

φ

φ−1

ψ
ψ−1

X

ψ ◦ φ−1 ϕ ◦ ψ−1

y por hipótesis ϕ ◦ ψ−1 es holomorfa (ϕ ∈ A, ψi ∈ B) al igual que ψ ◦ φ−1 (ψi ∈ B, φ ∈ C).

Como ϕ y φ son cartas arbitrarias, concluimos que A y C son equivalentes.

Ahora, considerando el conjunto de altas sobre X y la relación de orden parcial dada por la

contenencia, el Lema de Zorn garantiza que todo atlas está contenido en un atlas maximal y de

este hecho se concluye que dos atlas son equivalentes si y solo si están contenidos en el mismo

atlas maximal. Aśı cada atlas maximal representa la clase de equivalencia de todos los atlas

contenidos en él y cada representante de una clase de equivalencia determina un atlas maximal.

Ahora definamos lo que es una estructura compleja.

Definición 1.1.4. Una estructura compleja sobre un espacio topológico X es un atlas maximal

sobre X, o equivalentemente, una clase de equivalencia de atlas complejos sobre X.

En la práctica, para establecer una estructura compleja, no nos preocuparemos por encontrar

un atlas maximal, será suficiente con exhibir un atlas para determinar una estructura compleja
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en un espacio topológico X.

Con estos conceptos previos, definiremos ahora lo que es una superficie de Riemann, un concepto

fundamental para el desarrollo de este trabajo.

Definición 1.1.5. (Superficie de Riemann). Una superficie de Riemann X es un espacio

topológico conexo, Hausdorff y segundo contable que admite una estructura compleja.

Observación 1.1.2. Toda superficie de Riemann es una superficie orientable, dado que en una

superficie de Riemann cualquier función de transición tiene jacobiano positivo, pues se verifican

las ecuaciones de Cauchy Riemann por ser holomorfa.

Ejemplo 1.1.2. El plano complejo es una superficie de Riemann. En este caso un atlas está dado

por la función identidad en cada abierto. Aśı mismo, cada abierto del plano complejo es una

superficie de Riemann si se considera la topoloǵıa inducida de C y la restricción de la función

identidad en cada caso.

Ejemplo 1.1.3. El plano complejo extendido Ĉ = C ∪ {∞} es una superficie de Riemann. En

este caso las cartas φ1 : Ĉ \ {∞} → C dada por la identidad y φ2 : Ĉ \ {0} → C dada por

φ2(z) =


1

z
si z 6=∞

0 si z =∞

forman un atlas, ya que la función de transición

φ2 ◦ φ−11 : C \ {0} → C \ {0}

z 7→ 1

z

es holomorfa en C \ {0}.

Ejemplo 1.1.4. La esfera S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} es conexa ya que el

hemisferio superior es la imagen continua del ćırculo x2 + y2 ≤ 1 a través de la función

f1(x, y) =
√

1− x2 − y2 y el hemisferio inferior a través de f2(x, y) = −
√

1− x2 − y2. Es-

tas partes conexas tienen en común el ćırculo x2 + y2 = 1, luego su unión es conexa.

S2 es Hausdorff por ser subespacio de R3 que es Hausdorff. Además es segundo contable, tenien-

do en cuenta la topoloǵıa inducida de R3 que es segundo contable.

Considerando las funciones Φ1 y Φ2, dadas de la siguiente manera.

Φ1 : S2 \ {(0, 0, 1)} → C definida por la proyección estereográfica desde (0, 0, 1)
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Φ1(x, y, z) =
x

1− z + i
y

1− z
con inversa

Φ−11 (w) =
1

1 + |w|2 (2Re(w), 2Im(w), |w|2 − 1)

y Φ2 : S2 \ {(0, 0,−1)} → C, la proyección estereográfica desde (0, 0,−1)

Φ2(x, y, z) =
x

1 + z
− i y

1 + z

con inversa

Φ−12 (w) =
1

1 + |w|2 (2Re(w),−2Im(w), 1− |w|2),

tenemos que estas cartas son compatibles, puesto que la composición

Φ1 ◦ Φ−12 : Φ2(S
2 \ {(0, 0,±1)})→ φ1(S

2 \ {(0, 0,±1)})

w 7→ 1

w

es holomorfa en Φ2(S
2 \ {(0, 0,±1)}) = C \ {0}. Aśı Φ1 y Φ2 forman un atlas complejo sobre

S2 y por tanto S2 es una superficie de Riemann.

Hasta ahora, partimos de un espacio topológico Hausdorff, conexo y segundo contable donde

establecemos una estructura compleja, sin embargo podemos obtener una topoloǵıa para el

espacio a partir de un atlas dado.

Proposición 1.1.1. Sean {Uα}α∈I un cubrimiento de X, φα : Uα → Vα una biyección, donde

Vα es un abierto de C. Entonces la siguiente definición de abierto determina una topoloǵıa para

cada Uα : U ⊆ Uα es abierto si y solo si φα(U) es abierto en Vα.

Demostración. Dado Uα, es claro que ∅ es un abierto y Uα lo es por la biyectividad de φα,

φα(Uα) = Vα es abierto en C.

Sea {Wβ}β∈J una colección de abiertos en Uα. Como φα(
⋃
β∈JWβ) =

⋃
β∈J φα(Wβ) y cada

φα(Wβ) es abierto en C, se tiene que
⋃
β∈JWβ es abierto en Uα.

Ahora, sea {Wi}ni=1 una colección finita de abiertos en Uα.

Por la inyectividad de φα se tiene φα

(
n⋂
i=1

Wi

)
=

n⋂
i=1

φα(Wi) lo cual es un abierto en C y por

tanto

n⋂
i=1

Wi es un abierto en Uα. �
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De este modo podemos dotar a X de una topoloǵıa definiendo abierto como sigue.

Definición 1.1.6. U es abierto en X si y solo si U ∩ Uα es un abierto en Uα para todo α ∈ I,

equivalentemente, U es un abierto en X si y solo si φα(U ∩ Uα) es un abierto en Vα para cada

α ∈ I.

Notemos que los Uα son abiertos y el conjunto A = {φα : Uα → Vα} es un atlas complejo sobre

X. Además si este cubrimiento es contable X será segundo contable.

Observación 1.1.3. Teniendo en cuenta lo anterior podemos establecer en un conjunto X

una estructura de superficie de Riemann sin tener previamente una topoloǵıa; partiendo de un

cubrimiento contable {Uα}α∈I , una colección de biyecciones A = {φα : Uα → Vα} donde Vα es

un abierto en C y φα(Uα ∩ Uβ) es un abierto de Vα para cada α, β ∈ I, (esto garantiza que las

φα son cartas complejas) verificando la compatibilidad de las cartas dos a dos para establecer un

atlas sobre X y por último comprobando que X sea Hausdorff y conexo.

Ejemplo 1.1.5. Ĺınea proyectiva compleja.

La ĺınea proyectiva compleja CP1 es el conjunto de clases de equivalencia dadas por la siguiente

relación en C2 \ {(0, 0)}

(z1, w1) ∼ (z2, w2)⇔ (z1, w1) = λ(z2, w2), para algún λ ∈ C \ {0}.

En este caso, cada clase de equivalencia es el conjunto

[x : y] = {(λx, λy) : (x, y) ∈ C2 \ {(0, 0)}, λ ∈ C \ {0}}.

Verifiquemos que CP1 es una superficie de Riemann teniendo en cuenta la observación anterior.

Sean

U0 = {[z : w] ∈ CP1 : z 6= 0} y U1 = {[z : w] ∈ CP1 : w 6= 0},

notemos que (CP1 = U0 ∪ U1). Además, considerando las funciones

ϕ0 : U0 → C y ϕ1 : U1 → C

dadas por:

ϕ0([z : w]) =
w

z
y ϕ1([z : w]) =

z

w
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las cuales son biyectivas con inversas

ϕ−10 (x) = [1 : x] y ϕ−11 (x) = [x : 1].

Tenemos que ϕ0(U0 ∩ U1) = ϕ1(U0 ∩ U1) = C \ {0}, de donde U0 y U1 son abiertos en CP1 por

la Definición 1.1.6. La función de transición

ϕ1 ◦ ϕ−10 : ϕ0(U0 ∩ U1)→ ϕ1(U0 ∩ U1)

definida por

ϕ1 ◦ ϕ−10 (x) = ϕ0([1 : x]) =
1

x

es holomorfa ya que 0 /∈ ϕ0(U0 ∩U1). Aśı, las cartas son compatibles y el conjunto formado por

estas dos cartas es un atlas complejo sobre CP1.

Por otra parte, como U0 y U1 son conexos por ser homeomorfos a C y tienen intersección no

vaćıa, su unión es un conexo. Es decir CP1 = U0 ∪ U1 es conexo.

Ahora, sean p, q ∈ CP1 con p 6= q. Si p, q ∈ Ui, i = 0, 1 podemos encontrar entornos disjuntos

de p y q ya que Ui es Hausdorff. Supongamos entonces que p ∈ U0 \ U1 y q ∈ U1 \ U0, luego

p = [1 : 0], q = [0 : 1] y aśı, ϕ−10 (D) y ϕ−11 (D) son entornos de p y q respectivamente, donde

D = {w ∈ C : |w| < 1} (D es el disco unidad). Veamos que ϕ−10 (D) ∩ ϕ−11 (D) = ∅.
Supongamos que existe [s, r] ∈ ϕ−10 (D) ∩ ϕ−11 (D), entonces ϕ0([s, r]) ∈ D y ϕ1([s, r]) ∈ D, lo

cual lleva a la contradicción |r| < |s| y |s| < |r|. Por tanto CP1 es Hausdorff.

Además, dado [x : y] ∈ CP1, si |x| = max(|x|, |y|), ϕ0([x : y]) ∈ D̄ donde D̄ es la adherencia

de D, en el otro caso ϕ1([x, y]) ∈ D̄. Esto es CP1 = ϕ−10 (D̄) ∪ ϕ−11 (D̄) y por la compacidad de

ϕ−1i (D̄), i = 0, 1, CP1 es compacto. Por tanto CP1 es una superficie de Riemann compacta.

Ejemplo 1.1.6. Curva plana suave af́ın.

Definición 1.1.7. ,

i) Una curva plana af́ın es el lugar geométrico X de los ceros en C2 de un polinomio f(z, w) ∈
C[z, w].

ii) El polinomio f(z, w) es no singular en un punto p ∈ X si ∂f
∂z (p) 6= 0 o bien ∂f

∂w (p) 6= 0.

Decimos que X asociado a f , es no singular en p si f es no singular en p y X es suave

(o no singular) si es no singular en cada uno de sus puntos.
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Para ver que una curva suave af́ın tiene estructura de superficie de Riemann, estableceremos

cartas complejas haciendo uso del siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. (Teorema de la función impĺıcita). Sean f(z, w) ∈ C[z, w] un polinomio,

X = {(z, w) ∈ C2 : f(z, w) = 0} y p = (z0, w0) un punto de X. Si ∂f
∂w (p) 6= 0 entonces existe

una función holomorfa g(z) definida en un entorno de z0 tal que w = g(z) en un entorno de p

y además g′ = −∂f
∂z /

∂f
∂w en un entorno de z0.

Sea X la curva suave af́ın asociada al polinomio f(z, w) y p = (z0, w0) ∈ X. Entonces ∂f
∂w (p) 6= 0

o bien ∂f
∂z (p) 6= 0.

Si ∂f
∂w (p) 6= 0, por el teorema de la función impĺıcita, en un entorno Up de p, X luce como

la gráfica de una función holomorfa g, es decir Up = {(z, g(z)) : z ∈ V (z0)}.
Sea φz : Up → V dada por φz(z, w) = z con inversa φ−1z (x) = (x, g(x)). Tenemos que φz

es un homeomorfismo por ser una proyección.

Si p es tal que ∂f
∂w (p) = 0 entonces ∂f

∂z (p) 6= 0 (X es no singular) y de nuevo por el teorema

de la función impĺıcita, en un entorno Up de p podemos establecer un homeomorfismo φw

dado por la proyección en la segunda componente.

Es claro que estos abiertos Up cubren a X, verifiquemos ahora la compatibilidad de las

cartas.

Sean Up(p), Uq(q) entornos tales que Up ∩ Uq 6= ∅. Consideremos los siguientes casos:

Si φp y φq están dadas por la proyección en la misma componente, la función de transición

es la identidad.

En este caso tomaremos cartas dadas por proyecciones distintas.

Sean φp(z, w) = z y φq(z, w) = w. Entonces φp ◦ φ−1q (x) = φp(g(x), x) = g(x) la cual es

holomorfa por el teorema de la función impĺıcita.

De ah́ı que en cualquier caso la función de transición es holomorfa. Además X es Hausdorff

y segundo contable por ser subespacio de C2 y es conexo cuando f es irreducible (Ver [8]) Por

tanto, si f es un polinomio no singular e irreducible, la curva suave af́ın X asociada a f es una

superficie de Riemann.
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Ejemplos más interesantes de superficies de Riemann compactas son definidos en espacios pro-

yectivos. Por ello, a continuación recordaremos la construcción del plano complejo proyectivo

CP2 y algunos aspectos importantes.

En C3 \ {(0, 0, 0)} se define la relación de equivalencia

(x, y, z) ∼ (a, b, c)⇔ (a, b, c) = λ(x, y, z) para algún λ ∈ C \ {0}

donde (x, y, z), (a, b, c) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)}.
Aśı, la clase de equivalencia de un punto (x, y, z) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)} es el conjunto

[x : y : z] = {(a, b, c) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)} : (a, b, c) ∼ (x, y, z)}.

CP2 es el conjunto de todas las clases de equivalencia.

Usando la proyección canónica

π : C3 \ {(0, 0, 0)} → CP2

(x, y, z) 7→ [x : y : z]

dotamos a CP2 de una topoloǵıa con la siguiente definición de abierto.

U ⊆ CP2 es abierto si y solo si π−1(U) es abierto en C3 \ {(0, 0, 0)}. Aśı, π es continua, abierta

y CP2 es Hausdorff. Además, es la unión de los abiertos

U0 = {[x : y : z] : x 6= 0}, U1 = {[x : y : z] : y 6= 0}, U2 = {[x : y : z] : z 6= 0},

los cuales son homeomorfos a C2. En efecto, existen los siguientes homeomorfismos:

En U0 , φ0([x : y : z]) =
(y
x
,
z

x

)
, con inversa φ−10 (a, b) = [1 : a : b].

En U1 , φ1([x : y : z]) =

(
x

y
,
z

y

)
, con inversa φ−11 (a, b) = [a : 1 : b].

En U2 , φ2([x : y : z]) =
(x
z
,
y

z

)
, con inversa φ−12 (a, b) = [a : b : 1].

Por otra parte, CP2 = φ−10 (K) ∪ φ−11 (K) ∪ φ−12 (K), donde K es el compacto

K = {(z, w) ∈ C2 :‖ z ‖ ≤ 1 ∧ ‖ w ‖ ≤ 1}.

En efecto, sea [x : y : z] ∈ CP2

i) Si |x| = max{|x|, |y|, |z|} entonces
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φ0([x : y : z]) =
(y
x
,
z

x

)
∈ K,

ya que
∣∣∣y
x

∣∣∣ ≤ 1 y
∣∣∣ z
x

∣∣∣ ≤ 1. Es decir, [x : y : z] ∈ φ−10 (K).

ii) Si |y| = max{|x|, |y|, |z|}, [x : y : z] ∈ φ−11 (K).

iii) Si |z| = max{|x|, |y|, |z|}, [x : y : z] ∈ φ−12 (K).

Luego CP2 es compacto.

Ahora, de modo similar a la curva af́ın, dotaremos de estructura compleja al lugar geométrico

de las ráıces de un polinomio, esta vez con variables en CP2.

Dado un polinomio F ∈ C[x, y, z], el grado de cada término es la suma de los exponentes de sus

variables. Un polinomio F ∈ C[x, y, z] se dice homogéneo si cada término tiene el mismo grado

d y decimos que F es de grado d. Por ejemplo, el grado de F (x, y, z) = xyz − 5z3 + 7xy2 es 3.

Definición 1.1.8. Un polinomio homogéneo F (x, y, z) ∈ C[x, y, z] es no singular si el sistema

F = ∂F/∂x = ∂F/∂y = ∂F/∂z = 0

no tiene solución en el plano proyectivo CP2o equivalentemente en C3.

Dado un polinomio homogéneo F ∈ C[x, y, z] y [x : y : z] ∈ CP2 tenemos que

F (λ[x : y : z]) = λdF ([x : y : z]),

luego F solo está bien definido en X = {[x : y : z] ∈ CP2 : F ([x : y : z]) = 0}.
Por otro lado

π−1(X) = {(x, y, z) ∈ C3 \ {(0, 0, 0)} : F (x, y, z) = 0} = F−1({0}).

Luego X es cerrado por la continuidad de F .

Ejemplo 1.1.7. Curva proyectiva suave.

Sea F (x, y, z) ∈ C[x : y : z] un polinomio homogéneo, no singular de grado d. Entonces

X = {[x : y : z] ∈ CP2 : F ([x : y : z]) = 0}
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es una curva proyectiva suave. Notemos que Xi = X ∩ Ui, i = 0, 1, 2 es una curva af́ın en C2,

en efecto,

X0 = {[x : y : z] ∈ U0 : F ([x : y : z]) = 0}
∼=
{(y

x
,
z

x

)
∈ C2 : F

(
1,
y

x
,
z

x

)
:= f

(y
x
,
z

x

)
= 0
}

= {(a, b) ∈ C2 : f(a, b) = 0}.

Del mismo modo X1 y X2 son curvas afines.

Notemos además que si f es irreducible y no singular, Xi, i = 0, 1, 2 es una superficie de

Riemann.

Ahora, veamos que la curva proyectiva X asociada a F tiene una estructura de superficie de

Riemann siempre que F sea no singular. Para ello haremos uso de los siguientes lemas:

Lema 1.1.1. Sea F (x, y, z) ∈ C[x, y, z] un polinomio homogéneo de grado d. Entonces F es no

singular si y solo si cada Xi es una curva plana suave af́ın en C2.

Demostración. Ver [6, p.15].

Lema 1.1.2. Todo polinomio homogéneo no singular en C[x, y, z] es irreducible.

Aśı, dado un polinomio homogéneo no singular F (x, y, z) y X el lugar geométrico de sus ráıces

en CP2, por los Lemas anteriores, cada Xi es una curva suave af́ın cuyas cartas están dadas

por las proyecciones como vimos anteriormente. Luego una carta en un punto [x0 : y0 : z0] ∈ X0

cuando
∂f

∂b
(a0, b0) 6= 0, es

φ0 : X0 → C2 → C

[x : y : z] 7→
(y
x
,
z

x

)
7→ y

x
,

con inversa

φ−10 : C → C2 → X0

w 7→ (w, g(w)) 7→ [1 : w : g(w)],

donde F [1 : a : b] = f(a, b) y g es la función holomorfa que garantiza el teorema de la función

impĺıcita.
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Cuando
∂f

∂a
(a0, b0) 6= 0, la aplicación

φ1 : X1 → C

[x : y : z] 7→ y

x
,

con inversa

φ−11 : C→ X1

w 7→ [1 : g(w) : w]

es una carta en un entono de [x0 : y0 : z0]. Análogamente se establecen las cartas en X1 y X2.

Como los Xi son superficies de Riemann, cualquier par de cartas en un mismo Xi son compati-

bles. Mas aún, sean p = [x0 : y0 : z0] ∈ U1 ∩ U2, φ2([x : y : z]) =
x

y
una carta en un entorno de

p en X1 y φ1, como antes, una carta en un entorno de p en X0. Entonces

φ2 ◦ φ−11 (w) = φ2([1 : g(w) : w]) =
1

g(w)
,

la cual es holomorfa ya que en un entorno de p, g(z0) = y0 6= 0 (p ∈ X1). De la misma manera

se verifica la compatibilidad entre las otras posibles parejas. Además X es Hausdorff por ser un

subespacio de CP2 y la conexidad se tiene por la conexidad de los Xi. Por tanto, la curva plana

proyectiva asociada a un polinomio homogéneo no singular F es una superficie de Riemann

compacta.
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1.2. Funciones Holomorfas entre Superficies de Riemann

Una vez conocidos los objetos, es natural interesarse por la relación entre ellos. En esta sección

estudiaremos algunos resultados sobre funciones entre superficies de Riemann.

·p

X
U1 U2 Y

·F (p) = q

φ2

φ1

φ−1
1

φ2 ◦ F ◦ φ−1
1

·φ1(p) ·φ2(q)

F

El gráfico muestra que dada una función F definida entre las superficies X y Y , la composi-

ción φ2 ◦ F ◦ φ−11 es una función de variable compleja, donde φ1 y φ2 son cartas en X y Y

respectivamente, lo cual motiva la siguiente definición.

Definición 1.2.1. Una función F : X → Y entre superficies de Riemann, es holomorfa en un

punto p ∈ X si existen cartas φ1 : U1 → V1 en X, con p ∈ U1 y φ2 : U2 → V2 en Y , con

F (p) ∈ U2 tales que φ2 ◦ F ◦ φ−11 es holomorfa en φ(p). Decimos que F es holomorfa en un

abierto W ⊆ X si lo es en cada punto de W . En particular, se dice que F es holomorfa si lo es

en todo X.

La definición anterior es independiente de las cartas φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 que se exhiban

para mostrar que una función dada es holomorfa en un punto p ∈ X. Esta independencia

está garantizada por el siguiente lema.

Lema 1.2.1. Sean F : X → Y y G : Y → Z funciones entre superficies de Riemann.

i) F es holomorfa en p si y solo si para todo par de cartas φ1 : U1 → V1 en X con p ∈ U1 y

φ2 : U2 → V2 en Y con F (p) ∈ U2 se tiene que φ2 ◦ F ◦ φ−11 es holomorfa en φ(p).

ii) Si F es holomorfa en p ∈ X y G es holomorfa en F (p) ∈ Y , entonces la composición

G ◦ F : X → Z es una función holomorfa en p ∈ X.
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Demostración. ,

i) ,

F

U1·p

ϕ1(p)

ϕ−1
1

ϕ1

V1

V ′
1

·F (p) = q

· ϕ2(q)

ϕ2 ◦ F ◦ ϕ−1
1

·

X

Y

·φ2(q)

φ2

·φ1(p)

φ1

ϕ2 ◦ φ−1
2

φ2 ◦ F ◦ φ−1
1

φ1 ◦ ϕ−1
1

ϕ2

U2 U ′
2

U ′
1

φ−1
2

V2 V ′
2

Supongamos que F es holomorfa en p ∈ X. Luego, existen cartas φ1 : U1 → V1 con

p ∈ U1 y φ2 : U2 → V2 con F (p) ∈ U2, tales que φ2 ◦ F ◦ φ−11 es holomorfa en φ1(p).

Sean ϕ1 : U ′1 → V ′1 con p ∈ U ′1 y ϕ2 : U ′2 → V ′2 con F (p) = q ∈ U ′2 cartas en X y Y .

Entonces φ1 ◦ ϕ−11 es holomorfa en ϕ1(p) ∈ ϕ1(U1 ∩ U ′1) y como φ2 ◦ F ◦ φ−11 es holomorfa

en φ1(p) = (φ1 ◦ϕ−11 )(ϕ1(p)), se tiene que (φ2 ◦F ◦φ−11 )◦ (φ1 ◦ϕ−11 ) es holomorfa en ϕ1(p).

Además

(φ2 ◦ F ◦ φ−11 ) ◦ (φ1 ◦ ϕ−11 )(ϕ1(p)) = φ2(q) ∈ φ2(U2 ∩ U ′2).

Como ϕ2 ◦ φ−12 es holomorfa en φ2(q), entonces

ϕ2 ◦ F ◦ ϕ−11 = (ϕ2 ◦ φ−12 ) ◦ (φ2 ◦ F ◦ φ−11 ) ◦ (φ1 ◦ ϕ−11 )

es holomorfa en un entorno de ϕ1(p).

La otra implicación es inmediata.

ii) Sean p ∈ X, φ1 : U1 → V1 una carta en X con p ∈ U1 y φ2 : U2 → V2 una carta en Y con

q = F (p) ∈ U2 tales que φ2 ◦ F ◦ φ−11 es holomorfa en φ1(p).

Como G es holomorfa en Y , por (a) existe φ3 : U3 → V3 en Z con G(q) ∈ U3 tal que

φ3 ◦G ◦ φ−12 es holomorfa en φ2(q). Luego
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φ3 ◦ (G ◦ F ) ◦ φ−11 = (φ3 ◦G ◦ φ−12 ) ◦ (φ2 ◦ F ◦ φ−11 )

es holomorfa en φ1(p) ya que φ3 ◦G ◦ φ−12 es holomorfa en

φ2(q) = φ2(F (p)) = (φ2 ◦ F ◦ φ−11 )(φ1(p)).

Por tanto G ◦ F es holomorfa en p. �

Observación 1.2.1. En el mismo sentido de la Definición 1.2.1 diremos que una función F

entre superficies de Riemann es continua o C∞. Aśı, tenemos que si F es una función holomorfa

entre superficies de Riemann, entonces F es continua y C∞ por el resultado análogo en funciones

de variable compleja.

Dos superficies de Riemann pueden tener la misma estructura, de acuerdo a la siguiente defini-

ción.

Definición 1.2.2. ,

i) Un isomorfismo (o biholomorfismo) entre las superficies de Riemann X y Y es una función

F : X → Y holomorfa y biyectiva.

ii) Dos superficies X y Y son isomorfas si y solo si existe un isomorfismo entre ellas.

iii) Un isomorfismo F : X → X de una superficie X en si misma es llamado un automorfismo

de X.

Observación 1.2.2. ,

Si F es una función holomorfa e inyectiva entre superficies de Riemann entonces F es un

isomorfismo entre X y F (X).

Si F es una función holomorfa y biyectiva entre superficies de Riemann, entonces F−1

es holomorfa. Esto se desprende del hecho de que una aplicación de variable compleja

holomorfa y biyectiva tiene inversa holomorfa.

Ejemplo 1.2.1. CP1 y Ĉ son superficies de Riemann isomorfas.

En efecto, la aplicación

F ([z : w]) =

 z
w , [z : w] 6= [1 : 0]

∞ , [z : w] = [1 : 0]

es un isomorfismo.
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Dado w ∈ Ĉ, si w = ∞ existe [1 : 0] ∈ CP1 tal que F ([1 : 0]) = ∞ y si w 6= ∞ existe

[w : 1] ∈ CP1 tal que F ([w : 1]) = w. Luego F es sobreyectiva.

Sean [a : b] 6= [1 : 0] y [c : d] 6= [1 : 0] tales que F ([a : b]) = F ([c : d]). Entonces

F ([a : b]) =F ([c : d])

a

b
=
c

d

ad =cd,

de donde [a : b] = [c : d] y aśı F es inyectiva.

Veamos ahora que F es holomorfa en CP1.

Sea p = [z0 : w0] ∈ CP1, si p 6= [1 : 0], entonces w0 6= 0 y tomando la carta ϕ1([x : y]) =
x

y
en un entorno de p con inversa ϕ−11 (w) = [w : 1] y la carta φ1(x) = x en un entorno de

F (p) ∈ C tenemos que

φ1 ◦ F ◦ ϕ−11 (z) = φ1(F [z : 1]) = φ1(z) = z.

Luego F es holomorfa en p para este caso.

Si p = [1 : 0], ϕ0([x : y]) =
y

x
con inversa ϕ−10 (w) = [1 : w] es una carta en p y φ0(z) =

1

z
es una carta en un entorno de F (p) =∞. Luego

φ2 ◦ F ◦ ϕ−10 (w) = φ2(F [1 : w]) = φ2

(
1

w

)
= w,

F es holomorfa en CP1 y por tanto un isomorfismo entre CP1 y Ĉ.

Ejemplo 1.2.2. S2 y CP1 son isomorfos. La aplicación F : CP1 → S2 dada por

[z : w] 7→ 1

|z|2 + |w|2
(
2Re(wz̄), 2Im(wz̄), |w|2 − |z|2

)
es un isomorfismo entre estas superficies. Para verificar esto debemos tener en cuenta que ϕ0 y

ϕ1 dadas como en el ejemplo anterior forman un atlas complejo sobre CP1, mientras que Φ1 y

Φ2 como en el Ejemplo1.1.4 forman un atlas complejo sobre S2.

Ahora, dado p = [z0 : w0] ∈ CP1, si z0 6= 0 (p ∈ U0), ϕ0 es una carta en un entorno de p,
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F (p) 6= (0, 0, 1) y Φ1 es una carta en un entorno de F (p). Además

Φ1 ◦ F ◦ ϕ−10 (w) = Φ1(F [1 : w])

= Φ1

(
2Re(w)

1 + |w|2 ,
2Im(w)

1 + |w|2 ,
|w|2 − 1

1 + |w|2
)

= Re(w) + iIm(w)

= w.

Si z0 = 0, p = [0 : 1], ϕ1 es una carta en un entorno de p y F (p) = (0, 0, 1). Luego Φ2 es una

carta en un entorno de F (p) y

Φ2 ◦ F ◦ ϕ−11 (w) = Φ2(F [w : 1])

= Φ2

(
2Re(w̄)

1 + |w|2 ,
2Im(w̄)

1 + |w|2 ,
1− |w|2
1 + |w|2

)
= Re(w̄)− iIm(w̄)

= w.

Aśı, F es holomorfa en CP1. Notemos además que la función inversa de F esta dada por

F−1(x, y, z) =


[

x

1 + z
− i y

1 + z
: 1

]
, (x, y, z) 6= (0, 0,−1)

[1 : 0] , (x, y, z) = (0, 0,−1)

En conclusión tenemos que CP1, S2 y Ĉ son superficies de Riemann isomorfas.

Observación 1.2.3. Al conjunto de automorfismos de una superficie de Riemann X lo deno-

taremos por Aut(X). Este conjunto tiene estructura de grupo con la composición de funciones.

Ejemplo 1.2.3. Los automorfismos de C como superficie de Riemann, son de la forma

F (z) = az + b a, b ∈ C con a 6= 0.

Ejemplo 1.2.4. Los automorfismos de Ĉ estan dados por

F (z) =
az + b

cz + d
donde ad− bc 6= 0.

Estas funciones son las transfomaciones de Möbius.
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Las funciones entre superficies de Riemann tienen propiedades análogas a las que tienen las

funciones de variable compleja. Revisemos algunos resultados importantes.

Teorema 1.2.1. ( Teorema de la función abierta) Sea F : X → Y una función holomorfa

no constante entre superficies de Riemann. Entonces F es una función abierta.

Demostración. Sean A un abierto en X, p ∈ A, φ : U → C una carta en X con p ∈ U y

ϕ : V → C una carta en Y con q = F (p) ∈ V . Por la continuidad de F existe un entorno U1 ⊂ U
de p tal que F (U1) ⊂ V .

Ahora, si consideramos el abierto conexo W = U1 ∩A, tenemos que φ(W ) es un abierto conexo.

Aśı, podemos usar el teorema de la aplicación abierta para una función de variable compleja

ϕ ◦ F ◦ φ−1 : φ(W )→ C

y se sigue que ϕ
(
F (φ−1(φ(W )))

)
= ϕ (F (W )) es un abierto del plano complejo, lo cual implica

que ϕ−1(ϕ(F (W ))) = F (W ) es un entorno de q contenido en F (A) y por tanto F (A) es un

abierto en Y . �

Teorema 1.2.2. (Teorema de la Identidad) Sean F , G : X → Y funciones holomorfas entre

superficies de Riemann. Si F = G en un subconjunto S de X con un punto de acumulación en

X, entonces F = G.

Demostración. Consideremos el conjunto

A = {x ∈ X : F = G en un entorno de x}.

Como F y G son continuas y Y es Hausdorff, entonces A es cerrado.

Por otro lado, de la definición de A se sigue que dado p ∈ A, entonces existe un entorno U de p

donde F y G coinciden. Luego, U ⊂ A y por tanto A es abierto en X. Aśı, por la conexidad de

X es suficiente probar que A 6= ∅ para obtener el resultado que buscamos.

Por hipótesis S tiene un punto de acumulación p ∈ X, es decir, existe una sucesión {xn} ⊂ S

de puntos distintos tal que ĺım
n→∞

xn = p. Luego, por la continuidad de F y G

0 = ĺım
n→∞

(F −G)(xn) = ĺım
n→∞

F (xn)− ĺım
n→∞

G(xn) = F (p)−G(p)

Aśı, F (p) = G(p) = q.

Ahora, sean φ1 : U → C y φ2 : V → C cartas en X y Y respectivamente con p ∈ U y q ∈ V . De
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nuevo por la continuidad de F y G, existe un entorno U1 ⊂ U de p tal que F (U1), G(U1) ⊂ V .

Luego

φ2 ◦ F ◦ φ−11 : φ−11 (U1)→ C y φ2 ◦G ◦ φ−11 : φ−11 (U1)→ C

son funciones holomorfas. Además φ1(p) es un punto de acumulación de

B = {z ∈ φ1(U1) : φ2 ◦ F ◦ φ−11 (z) = φ2 ◦G ◦ φ−11 (z)}

ya que {φ1(xn)} ⊂ B converge a φ1(p).

Por el teorema de la identidad para funciones de variable compleja tenemos que

ψ ◦ F ◦ ϕ−1(z) = ψ ◦G ◦ ϕ−1(z) para todo z ∈ φ(U1),

es decir, F (x) = G(x) para todo x ∈ U1. Por tanto p ∈ A y aśı A 6= ∅. �

Teorema 1.2.3. Sea X una superficie de Riemann compacta y sea F : X → Y una función

holomorfa no constante. Entonces Y es compacto y F es sobreyectiva.

Demostración. Dado que X es compacto y abierto, entonces por la continuidad de F y el Teo-

rema 1.2.1, F (X) es también compacto y abierto. Luego F (X) es cerrado por ser compacto en

un espacio topológico Hausdorff y de la conexidad de Y se sigue que F (X) = Y . �

Teorema 1.2.4. (Carácter Discreto de las Imágenes Inversas) Sea F : X → Y una

función holomorfa no constante entre superficies de Riemann. Entonces para cada q ∈ Y , el

conjunto F−1({q}) es un subconjunto discreto de X.

Demostración. Sea q ∈ Y . Suponemos que existe p ∈ X tal que F (p) = q ya que en caso

contrario F−1(q) = ∅ y el resultado se tiene trivialmente.

Ahora, sean φ1 : U1 → V1 una carta centrada en p y φ2 : U2 → V2 una carta centrada en q.

Entonces h(z) = φ2 ◦ F ◦ φ−11 (z) es una función holomorfa en cero. Luego existe un entorno

B de cero tal que h(z) 6= 0 para z ∈ B \ {0}. Entonces para cualquier x ∈ φ−11 (B) tal que

x 6= p tenemos F (x) 6= q por la inyectividad de las cartas. Por tanto el conjunto F−1({q}) es

discreto. �

Corolario 1.2.1. Sea F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de

Riemann con X compacto. Entonces para cada q ∈ Y , el conjunto F−1({q}) es finito.
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Teorema 1.2.5. (Teorema de la Forma Local) Sea f : X → Y una función holomorfa no

constante definida en un punto p ∈ X. Entonces existe un único entero m ≥ 1 tal que para toda

carta φ2 : U2 → V2 en Y centrada en F (p), existe una carta φ1 : U1 → V1 en X centrada en p

tal que φ2(F (φ−11 (z)) = zm.

Demostración. Dada una carta φ2 : U2 → V2 centrada en q = F (p), existe una carta ψ : U1 → V1

centrada en p tal que T (w) = φ2 ◦F ◦ψ−1 es holomorfa y su desarrollo en serie de Taylor en un

entorno de cero es de la forma

T (w) =

∞∑
i=m

ciw
i

con cm 6= 0 y m ≥ 1 ya que T (0) = 0. Aśı T (w) = wmh(w) donde h es una función holomorfa en

un entorno de cero y h(0) 6= 0. Ahora, por teorema de la existencia de la raiz n-ésima, existe un

entorno de cero y una función holomorfa g en dicho entorno tal que h(w) = g(w)m y aśı tenemos

que T (w) = η(w)m donde η(w) = wg(w) es una función holomorfa tal que η′(0) 6= 0. Entonces

por el teorema de la función inversa, existe un entorno U1 de cero tal que η(w) es invertible y

aśı la función φ1 = η ◦ ψ es una carta centrada en p.

·p

F

φ−1
1

ψ

w z

·F (p)

η

Definiendo z = η(w) como nueva coordenada tenemos que

φ2(F (φ−11 ))(z) = φ2(F (ψ−1(η−1(z))))

= T (η−1(z))

= T (w)

= η(w)m

= zm.
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�

Definición 1.2.3. Sea F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de

Riemann y p ∈ X. La multiplicidad o ı́ndice de ramificación de F en p es el entero m tal que

existen cartas en entornos de p y F (p) tales que F es localmente de la forma z 7→ zm. Notaremos

la multiplicidad como Multp(F ).

Ejemplo 1.2.5. Sea f : Ĉ→ Ĉ definida por

f(z) =

 z2 si z 6=∞
∞ si z =∞

Dado p ∈ C, veamos cual es la multiplicidad de f en p.

Como p 6= ∞, f(p) = p2 6= ∞ y las aplicaciones ψ1(z) = z − p y ψ2(z) = z − p2 son cartas

centradas en p y f(p) respectivamente. Aśı

ψ2 ◦ f ◦ ψ−11 (z) = ψ2(f(z + p))

= (z + p)2 − p2

= z2 + 2zp.

de donde, Multp(f) = 2 si p = 0 y Multp(f) = 1 si p 6= 0.

En el caso p =∞ una carta es φ2(z) =
1

z
y tenemos

φ2 ◦ f ◦ φ−12 (z) = φ2

(
f

(
1

z

))
= φ2

(
1

z2

)
= z2.

Esto implica que Multp(f) = 2 si p =∞.

Notemos que si una función holomorfa no constante entre superficies de Riemann tiene multi-

plicidad uno en un punto p, esta será inyectiva en un entorno de p. Serán de nuestro interés los

puntos donde la multiplicidad de la función es mayor a uno, los cuales definimos a continuación.

Definición 1.2.4. Sean F : X → Y una función holomorfa entre superficies de Riemann y

p ∈ X. Llamaremos a p un punto de ramificación de F si Multp(F ) ≥ 2 y las imágenes por F

de estos puntos se denominarán puntos rama de F .

Proposición 1.2.1. El conjunto de puntos de ramificación de una función holomorfa no cons-

tante entre superficies de Riemann es discreto.
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Demostración. Sean F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de Rie-

mann y p ∈ X un punto de ramificación de F . Por Teorema 1.2.5, existen cartas φ1 : U1 → D

y φ2 : U2 → D, con D = {z ∈ C : ‖z‖ < 1} centradas en p y F (p) respectivamente, tales que

T (z) = φ2 ◦ F ◦ φ−1i (z) = zm para algún m ≥ 2.

Veamos que p es el único punto de ramificación de F en φ−11 (D) = U1.

Sea t ∈ φ−11 (D)\{p}. Al centrar las cartas en t y F (t) haciendo uso de las traslaciones ρ(z) = z−r0
y τ(z) = z − rm0 , con r0 = φ1(t) tenemos que

τ ◦ T ◦ ρ−1(z) = τ(T (z + r0))

= τ((z + r0)
m)

= (z + r0)
m − rm0

=

m∑
j=0

(
m

j

)
zm−jrj0 − rm0

=
m−1∑
j=0

(
m

j

)
zm−jrj0

= z

m−1∑
j=0

(
m

j

)
zm−j−1rj0

 .

Luego Multt(F ) = 1 para todo t ∈ φ−11 (D) con t 6= p. �

Una consecuencia importante de la proposición anterior es que en una superficie de Riemann

compacta X el conjunto de puntos de ramificación de una función holomorfa definida en X es

finito.

La siguiente proposición muestra que la suma de las multiplicidades de una función holomorfa

en los puntos de una fibra es constante.

Proposición 1.2.2. Sea F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de

Riemann compactas. Entonces la suma

dy(F ) =
∑

p∈F−1({y})
Multp(F ).

es igual para cada y ∈ Y .
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Demostración. Veamos que la aplicación

g : Y → Z+

y 7→ dy(F )

es localmente constante.

Dado y ∈ Y , el conjunto de preimágenes de y es discreto y finito por la compacidad de X.

Sean x1, x2, . . . , xn ∈ X tales que F−1({y}) = {x1, . . . , xn} y W un entorno de y tal que

F−1(W ) =
n⋃
i=1

Ui

donde los Ui son disjuntos y xi ∈ Ui.
Ahora, por Teorema 1.2.5 existe una carta ψ : W → Ω centrada en y y existen cartas φi

centradas en xi, para i = 1, . . . , n tales que

Ti(z) = ψ ◦ F ◦ φ−1i (z) = zei

para algunos ei ∈ Z+. Luego

dy(F ) =
∑

p∈F−1({y})
Multp(F ) =

n∑
i=1

ei.

Mostremos que dy(F ) = dt(F ) para t en un entorno de y. Sea t ∈W \ {y}. Entonces

F−1({t}) ⊂
n⋃
i=1

Ui.

Por otra parte, podemos asumir que Ui está contenido en el dominio de φi y aśı el único posible

punto de ramificación de F en Ui es xi con multiplicidad ei. Luego en Ui hay ei preimágenes de

t con multiplicidad uno y se sigue que

dt(F ) =
∑

q∈F−1({t})
Multq(F ) =

n∑
i=i

ei = dy(F ).

Por tanto g es localmente constante y de la conexidad de Y se sigue que g es constante. �

Esta proposición nos muestra una caracteŕıstica de la aplicación F , lo cual motiva la siguiente

definición.

Definición 1.2.5. Sea F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de

Riemann compactas. El grado de F , denotado por deg(F ), es el entero dy(F ) para y ∈ Y .
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Observación 1.2.4. Una función holomorfa entre superficies de Riemann compactas tiene gra-

do uno si y solo si es inyectiva.

1.3. Clasificación Topológica

Teorema 1.3.1. Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a la suma conexa de

toros o a la suma conexa de planos proyectivos.

Demostración. Ver [5, p. 9].

Como las superficies de Riemann son orientables, el teorema anterior nos indica que toda su-

peficie de Riemann compacta es homeomorfa a una esfera o a una suma conexa de toros. Aśı,

identificamos las superficies de Riemann compactas por el número g de huecos que presenten y

definimos este número g ≥ 0 como el género de la superficie.

Por otra parte, el género de una superficie de Riemann compacta puede definirse también, en

términos de su caracteŕıstica de Euler. Para definir esta última debemos considerar el concepto

de triangulación.

Una triangulación de una superficie compacta X es una descomposición de X en subconjuntos

cerrados, cada uno homeomorfo a un triángulo de R2. Precisemos este concepto.

Definición 1.3.1. Sea X una superficie compacta. Una triangulación de X está dada por

Una familia finita T = {T1, T2, . . . , Tn} de subconjuntos que cubren a X.

Una familia finita S = {ϕi : ∆→ Ti, i : 1, 2, . . . , n} de homeomorfismos donde

∆ = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.

Las imágenes de los vértices y lados de ∆ bajo las aplicaciones ϕi se denominan vértices y lados

respectivamente y cada ϕi(∆) = Ti es un triángulo de X. Además cada par de triángulos Ti, Tj

con i 6= j son disjuntos o se intersectan en un vértice o un lado.
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En adelante nos apoyaremos en un resultado importante por el cual se garantiza que toda

superficie compacta tiene una triangulación. En [9, p. 239] podemos encontrar una demostración

de este hecho.

Definición 1.3.2. Sean X una superficie de Riemann compacta y T una triangulación de X

con v vértices, e lados y t triángulos. La caracteŕıstica de Euler de X se define como el entero

χ(X) = v − e+ t.

Si bien, la caracteŕıstica de Euler se establece a partir de una triangulación de la superficie, cabe

aclarar que la caracteŕıstica de Euler de una superficie no depende de la triangulación, esto es

un invariante (numérico) de la superficie.

Teorema 1.3.2. El número de Euler de una superficie de Riemann X es independiente de la

escogencia de la triangulación de X.

Demostración. Ver [6, pag 51].

Definición 1.3.3. El género de una superficie de Riemann compacta X se define como

g(X) =
2− χ(X)

2

el cual también es un invariante de la superficie.

1.4. Fórmula de Hurwitz

Terminaremos este caṕıtulo con la presentación de la fórmula de Hurwitz, la cual proporciona

una importante relación entre el grado de una función holomorfa entre superfcies de Riemann

compactas F : X → Y y los géneros de las superficies X y Y . Para ello consideremos la siguiente

proposición.

Proposición 1.4.1. Sean F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de

Riemann compactas con d = deg(F ), una triangulación de Y

T = {T1, . . . , Tt}, S = {ϕi : ∆→ Ti; ϕi homomorfismo i = 1, . . . , t}
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con t triángulos y e lados tal que los vértices en Y son los puntos rama de F . Entonces existe

una triangulación en X con d · e lados y d · t triángulos.

Demostración. Sea q ∈ Y tal que q no es un punto rama de F . Entonces q ∈ Ti para algún

i = 1, . . . , t y q = ϕi(r) para algún r ∈ ∆∗ donde

∆∗ = ∆ \ {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} y ϕi : ∆→ Ti.

Ahora, como q no es un punto rama, tiene d preimágenes de multiplicidad uno, es decir,

F−1({q}) = {p1, p2, . . . , pd}. Además, existe un entorno W de q tal que F−1(W ) =
⋃
Uj , donde

los Uj son abiertos disjuntos tales que pj ∈ Uj , j = 1, . . . , d y Hj = F |Uj es inyectiva. Luego

ψj = H−1j ◦ ϕi : ∆→ X

es un homeomorfismo y ψj(∆) es un triángulo de X. Aśı, por cada triángulo en Y , hay deg(F )

triángulos en X. Análogamente, por cada lado en Y hay deg(F ) lados en X.

0 1

1

X

Y

R
2

·q

W

Ti

ψj = H−1

j ◦ ϕi

Hj

Uj

pj

F

r

ϕi

Sean T̃ = {T̃1, . . . , T̃td} el conjunto de triángulos en X y S̃ = {ψk : ∆ → T̃k; k = 1, . . . td} el

conjunto de homomorfismos obtenidos a partir de la triangulación en Y . Veamos que en efecto

los triángulos T̃k, k = 1, . . . td cubren a X. Si Ṽ es el conjunto de puntos de ramificación en X,

tenemos que

X \ Ṽ ⊆
td⋃
k=1

T̃k = H
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y como Ṽ es finito por la compacidad de X, X \ Ṽ es denso en X. Luego H es denso y cerrado en

X por ser unión finita de compactos, lo cual implica que X = H y aśı los triángulos T̃k cubren

a X. �

Teorema 1.4.1. (Fórmula de Hurwitz)

Sea F : X → Y una función holomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas.

Entonces

2g(X)− 2 = deg(F )(2g(Y )− 2) +
∑
p∈X

[Multp(F )− 1].

Demostración. Como la superficie X es compacta, los puntos de ramificación forman un conjunto

finito V ′. Entonces

∑
p∈X

[Multp(F )− 1] =
∑
p∈V ′

[Multp(F )− 1].

Ahora, sea T una triangulación de Y con t triángulos, e lados y v vértices, tal que estos últimos

son los puntos rama de F . Por la proposición anterior tenemos que a través de F obtenemos

una triangulación de X con e′ = e · deg(F ) lados, t′ = t · deg(F ) triángulos y donde los vértices

son las preimágenes de los vértices en Y .

Sea V el conjunto de vértices en Y y q ∈ V .

|F−1({q})| =
∑

p∈F−1({q})
1

= deg(F ) +
∑

p∈F−1({q})
[1−Multp(F )].

Luego el número de vértices v′ en X es

v′ =
∑
q∈V

deg(F ) +
∑

p∈F−1({q})
[1−Multp(F )]


=
∑
q∈V

deg(F ) +
∑
q∈V

∑
p∈F−1({q})

[1−Multp(F )]

= v · deg(F )−
∑
p∈V ′

[Multp(F )− 1]
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y como χ(X) = 2− 2g(X) y χ(X) = v′ − e′ + t′ se sigue que

2g(X)− 2 = −v′ + e′ − t′

= −vdeg(F ) +
∑
p∈V ′

[Mulp(F )− 1] + e · deg(F )− t · deg(F )

= deg(F )[−v + e− t] +
∑
p∈V ′

[Mulp(F )− 1]

= deg(F )[−χ(Y )]
∑
p∈V ′

[Mulp(F )− 1]

= deg(F )[2g(Y )− 2] +
∑
p∈V ′

[Mulp(F )− 1]

= deg(F )[2g(Y )− 2] +
∑
p∈X

[Mulp(F )− 1].

�
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Capı́tulo 2
Acciones de grupo

Ahora desarrollaremos el concepto de acciones de grupo sobre un conjunto, el cual es fundamental

para nuestro trabajo. Aunque nuestro interés está especialmente en las acciones de grupo sobre

superficies de Riemann, enunciaremos algunos conceptos en forma general.

2.1. Acciones de Grupo en Superficies de Riemann

Definición 2.1.1. Sea X un conjunto y G un grupo. Decimos que G actúa en un conjunto X

si existe una aplicación

G×X → X

(g, p) 7→ g · p

tal que

e · p = p para todo p ∈ X, donde e es el elemento neutro de G.

(gh) · p = g · (h · p) para todo g, h ∈ G, p ∈ X.

Esta aplicación es llamada una acción (izquierda) de G en X.

Estas condiciones implican que para cada elemento g ∈ G, la aplicación

g : X → X

p 7→ g · p

31
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es una función biyectiva.

Asociados a una acción de un grupo G existen dos subgrupos importantes, que definimos a

continuación.

Definición 2.1.2. El estabilizador de un punto p ∈ X es el subgrupo de G

Gp = {g ∈ G : g · p = p}

también llamado subgrupo de isotroṕıa de p.

Definición 2.1.3. El núcleo o kernel de la acción de un grupo G en un conjunto X es el subgrupo

normal

K = {g ∈ G : g · p = p para todo p ∈ X} =
⋂
p∈X

Gp ⊂ G.

Cuando el núcleo es trivial, la acción se denomina efectiva.

Toda acción induce una relación de equivalencia ∼ en X definida como sigue.

p1 ∼ p2 si y solo si existe g ∈ G tal que g · p1 = p2. Aśı, se tiene una partición de X y definimos

el siguiente conjunto.

Definición 2.1.4. Sea G un grupo que actúa en un conjunto X. La órbita de un punto p ∈ X
es la clase de equivalencia

pG = {g · p : g ∈ G} ⊂ X.

Algunos resultados importantes sobre acciones de grupo se enuncian y demuestran a continua-

ción.

Lema 2.1.1. Sea G un grupo que actúa sobre un conjunto X.

i) Los estabilizadores de puntos en una misma órbita son subgrupos conjugados. Es decir, si

q = g · p para algún g ∈ G, entonces Gq = gGpg
−1.

ii) Si G es un grupo finito |G| = |Gp||pG|.

Demostración. ,
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i) Sean p, q ∈ X tales que q = g · p para algún g ∈ G y h ∈ Gq. Entonces

q = h · q

g · p = h · (g · p)

p = (g−1hg) · p.

Aśı g−1hg = t ∈ Gp, esto es h = gtg−1 ∈ gGpg−1 y en consecuencia Gq ⊂ gGpg−1. La otra

contenencia se obtiene de modo similar.

ii) Sea φ : pG→ G/Gp, dada por φ(g · p) = gGp con p ∈ X.

• Veamos que la aplicación está bien definida.

Sean g1, g2 ∈ G tales que g1 · p = g2 · p. Entonces g−11 g2 ∈ Gp y se sigue que

g1Gp = g2Gp.

• La aplicación φ es inyectiva. En efecto, sean g1 · p, g2 · p ∈ pG tales que

φ(g1 · p) =φ(g2 · p)

g1Gp =g2Gp.

Entonces g2 = g1g para algún g ∈ Gp y

g2 · p = (g1g) · p = g1 · (g · p) = g1 · p.

Aśı, tenemos una biyección entre pG y G/Gp, lo cual implica |pG| = |G|
|Gp|

ya que G

es finito.

�

Proposición 2.1.1. Sea G un grupo que actúa en un conjunto X con núcleo K. Entonces el

grupo cociente G/K actúa en X con núcleo trivial y las órbitas son iguales a las dadas por la

acción de G en X.

Demostración. La acción de G/K en X está definida como gK · p = g · p y no depende del

representante g. En efecto, sean g1, g2 ∈ G tales que g1K = g2K, entonces g−11 g2 ∈ K y

g2K · p = g2 · p = (g1g
−1
1 g2) · p = g1 ·

(
(g−11 g2) · p

)
= g1 · p = g1K · p.
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Ahora, sea gK en el núcleo de la acción de G/K en X. Entonces gK · p = g · p = p para todo

p ∈ X, luego g ∈ K, esto es gK = eK y por tanto el núcleo de la acción es trivial.

Por último tenemos que

p G/K = {q ∈ X : gK · p = g · p = q para algún gK ∈ G/K} = pG.

�

Gracias a esta proposición, podemos obtener una acción efectiva a partir de otra sin alterar las

órbitas generadas por la acción inicial. Por ello, en adelante supondremos que las acciones son

efectivas.

Definición 2.1.5. Decimos que la acción de un grupo G en una superficie de Riemann X es

holomorfa o continua si para todo g ∈ G, la biyección g : X → X dada por g(p) = g · p es

holomorfa o continua respectivamente.

En consecuencia, si la acción de un grupo G en una superficie de Riemann X es holomorfa, la

aplicación g(p) = g · p con p ∈ X es automorfismo para cada g ∈ G. Luego G es isomomorfo a

algún subgrupo de Aut(X).

2.2. Espacio Cociente

El conjunto de órbitas generadas por la acción de G en una superficie de Riemann X que en

adelante denominaremos espacio cociente X/G, puede dotarse de una topoloǵıa haciendo uso de

la proyección natural

π : X → X/G

p 7→ pG

y de la siguiente definición de abierto.

U ⊂ X/G es abierto si y solo si π−1(U) es abierto en X. Esta definición hace de π una aplicación

continua.
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Lema 2.2.1. Si la acción de un grupo G en una superficie de Riemann X es continua, entonces

la aplicación natural π : X → X/G es abierta.

Demostración. Sea U ⊂ X un abierto. Como la acción es continua, g−1(p) = g−1 · p es continua

para todo g ∈ G. Es decir, g(p) = g · p es abierta para cada g ∈ G y por tanto

π−1(π(U)) =
⋃
g∈G

g(U)

es abierto y esto implica que π(U) es un abierto de X/G. �

Veremos que bajo ciertas condiciones el espacio cociente X/G tiene estructura de superficie de

Riemann. Para ello consideramos algunos resultados que nos ayudarán a establecer un atlas

complejo sobre X/G.

Proposición 2.2.1. Sea G un grupo actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de

Riemann X y p un punto fijo en X. Si el estabilizador Gp es finito entonces es ćıclico.

Demostración. Sea z una coordenada local centrada en p ∈ X. Entonces para todo g ∈ Gp

podemos escribir

g(z) =

∞∑
n=1

an(g)zn.

Como g es un automorfismo de X, a1 6= 0 y a0 = 0 ya que g(p) = p.

Consideremos ahora la aplicación

a1 : Gp → C∗

g 7→ a1(g)

y veamos que es un homomorfismo de grupos.

Si g, h ∈ Gp, tenemos que

g(h(z)) = g

( ∞∑
n=1

an(h)zn

)

=

∞∑
m=1

am(g)

[ ∞∑
n=1

an(h)zn

]m
= a1(g)a1(h)z + términos de orden superior

y por otro lado
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g(h(z)) = g ◦ h(z) =
∞∑
j=1

aj(g ◦ h)zj ,

de donde a1(gh) = a1(g)a1(h). Si mostramos que el homomorfismo a1 es inyectivo, tendremos

que Gp es isomorfo a un subgrupo finito de C∗ y por tanto debe ser ćıclico.

Supongamos que el núcleo del homomorfismo a1 no es trivial. Sean g 6= e en el núcleo de a1 y

m ≥ 2 el exponente del primero de los términos de orden mayor que es distinto de cero en g(z).

Entonces

g(z) = z + bzm+ términos de orden superior donde b 6= 0

y por inducción tenemos que g(z)k = z + kbzm+ términos de orden superior.

Ahora, por la finitud de Gp tenemos que gk(z) es la función identidad para algún k ∈ Z+. Es

decir kb = 0, lo que lleva a la contradicción b = 0, de donde g = e y concluimos que a1 es un

homomorfismo inyectivo de grupos. �

Como consecuencia de la proposición anterior, todo sugbrupo estabilizador en una acción efectiva

y holomorfa de un grupo finito G en una superficie de Riemann X es finito y ćıclico.

Proposición 2.2.2. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie

de Riemann X. Entonces los puntos de X con estabilizador no trivial forman un conjunto

discreto.

Demostración. Supongamos por contradicción que existe una sucesión {pn} en X que converge

a p ∈ X tal que para cada pi existe gi 6= e en Gpi .

Como G es finito, por proposición anterior cada Gpi es finito y podemos encontrar una subsuce-

sión {pkn} de {pn} donde cada elemento queda fijo por la acción del mismo g 6= e ∈ G. Ahora,

por la continuidad de g

g(p) = ĺım
k→∞

g(pkn) = ĺım
k→∞

pkn = p

y como g es un automorfismo de X, el teorema de la identidad garantiza que g es la función

identidad, lo cual es una contradicción. Por tanto el conjunto de puntos con grupo estabilizador

no trivial no puede tener un punto de acumulación. �
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De modo que, si G es un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie

de Riemann compacta X, entonces X tendrá un conjunto finito de puntos con estabilizador no

trivial.

Proposición 2.2.3. Sean G un grupo finito que actúa holomorfa y efectivamente en una super-

ficie de Riemann X y p ∈ X. Entonces existe un entorno U de p tal que

a) U es invariante bajo el estabilizador Gp. Es decir, g · u ∈ U para todo g ∈ Gp y u ∈ U .

b) U ∩ (g · U) = ∅ para todo g /∈ Gp.

c) La aplicación natural α : U/Gp → X/G inducida por la que env́ıa un punto de U a su

órbita, es un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto X/G.

d) Ningún punto de U excepto p queda fijo bajo la acción de todo elemento de Gp.

Demostración. ,

a) Sea A = G − Gp = {g1, ..., gn}. Como X es Hausdorff, para cada i = 1, . . . , n existen

entornos Vi de p y Wi de qi = gi ·p con Vi∩Wi = ∅. Además g−1i (Wi) es un entorno abierto

para cada i, ya que la acción de G en X es holomorfa y por ende continua. Ahora, sean

Ri = Vi ∩ (g−1i ·Wi), R =
n⋂
i1

Ri y U =
⋂
g∈Gp

g ·R.

Los Ri son entornos abiertos de p al igual que R y U ya que g es abierta (la acción es

continua). Aśı, g · U = U para todo g ∈ Gp.

b) Observemos que Ri ∩ (gi ·Ri) ⊂ Vi ∩Wi = ∅, de donde

R ∩ (gi ·R) = ∅ y U ∩ (gi · U) = ∅ para todo i = 1, ..., n.

c) El conjunto U/Gp está bien definido ya que U es Gp invariante. Veamos ahora que

• La aplicación α : U/Gp → X/G está bien definida.
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Sean q1, q2 ∈ U tales que q1Gp = q2Gp. Entonces q1 = h · q2 con h ∈ Gp y aśı

q1G = (h · q2)G

= {y ∈ X : y = g · (h · q2), g ∈ G}

= {y ∈ X : y = g1 · q2, g1 ∈ G}

= q2G.

• La aplicación α es uno a uno.

Supongamos q1G = q2G con q1, q2 ∈ U . Luego

q1G = {g · q1 : g ∈ Gp} ∪ {h · q1 : h /∈ Gp} = q1Gp ∪ q1A

y de la misma manera

q2G = q2Gp ∪ q2A.

Por (a) y (b) tenemos que q1G y q2G son uniones disjuntas donde el primer conjunto

está contenido en U y el segundo en el complemento de U , de donde q1Gp = q2Gp.

• α es continua y abierta.

U

X/G

U/Gp

β

απ|U

Sean W y V abiertos en X/G y U/Gp respectivamente y β la proyección natural de

U en U/Gp. Entonces

α−1(W ) = β(π|−1U (W )) y α(V ) = π|U (β−1(V ))

son conjuntos abiertos ya que β y π|U son aplicaciones abiertas y continuas. Por tanto

α es un homeomorfismo sobre su imagen.

d) Basta con reducir U de modo que no contenga puntos con estabilizador no trivial, excepto

p. Esto es posible por Proposición 2.2.2.

�
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Este resultado es determinante para establecer las cartas en el espacio cociente X/G.

Sea p̄ ∈ X/G la órbita de p ∈ X. Por la Proposición 2.2.3 existe un entorno U de p invariante

por la acción de Gp y el homeomorfismo α : U/Gp → X/G.

Si |Gp| = 1 entonces qGp = {q} para cada q ∈ U y

α = π|U : U →W ⊂ X/G donde W es un entorno de p̄.

Reduciendo U si es necesario, podemos suponer que U es el dominio de una carta

ϕ : U → V ⊂ C en Xy aśı la composición

φ : ϕ ◦ α−1 : W → V

es una carta en X/G ya que ϕ y π|U son homeomorfismos.

|Gp| = m ≥ 2.

Consideremos ϕ : U → V ⊂ C una carta centrada en p y la aplicación h : U → C dada por

h(q) =
∏
g∈Gp

ϕ(g · q).

Luego

T (z) = h(ϕ−1(z)) =
∏
g∈Gp

ϕ ◦ g ◦ ϕ−1(z)

es una función holomorfa por ser producto de funciones holomorfas, lo que implica que h

es holomorfa en p y Multp(h) = m = |Gp| ya que la multiplicidad de cada g ∈ Gp en p es

uno. Además h es Gp invariante. Esto significa que al componer con un elemento de Gp, h

no cambia. En efecto

h(gk(q)) =
∏
g∈Gp

ϕ ◦ g(gk(q)) =
∏
g∈Gp

ϕ(g(q)) = h(q), gk ∈ Gp.

Ahora, sea h̄ : U/Gp → C definida por h̄(qGp) = h(q), entonces tenemos que h = h̄ ◦ β y

como h y β son abiertas y continuas, h̄ es también abierta y continua.
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U/Gp

β

U

h̄

h

C

Veamos ahora que h̄ es inyectiva. Sean q1, q2 ∈ U tales que

h̄(q1Gp) = h̄(q2Gp)

h(q1) = h(q2)

z1 = z2.

Como h es Gp invariante, h−1({z1}) = {g · q1 : g ∈ Gp} y |h−1({z1})| = m. Luego,

q2 = g · q1 para algún g ∈ Gp, es decir, q1G = q2G y por tanto h̄ es un homeomorfismo

sobre su imagen.

Por último tenemos que φ = h̄ ◦ α−1 es una carta en W ⊂ X/G.

U/GpW
α−1

φ
h̄

C

De esta manera podemos establecer cartas complejas en X/G.

Teorema 2.2.1. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de

Riemann X. Entonces la construcción de cartas dada anteriormente dota a X/G de estructura

de superficie de Riemann. Además si X es compacto, la aplicación cociente π : X → X/G es

una función holomorfa de grado |G| y multp(π) = |Gp| para cada p ∈ X.

Demostración. Las cartas dadas por la construcción anterior cubren a X/G. Debemos probar

que esta colección de cartas en un atlas complejo sobre X/G.

Como los puntos con estabilizadores no triviales forman un conjunto discreto, podemos suponer

que los dominios de las cartas contruidas en el caso m ≥ 2 no se intersectan y aśı cualquier par

de ellas son compatibles.

Si tomamos dos cartas φi : Ūi → Vi, i = 1, 2 construidas para el caso m = 1 con Ū1 ∩ Ū2 6= ∅
tenemos que
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φi = ϕi ◦ α−1 : Ūi → Vi con ϕi cartas en X

y la función de transición

φ2 ◦ φ−11 (z) = ϕ2 ◦ ϕ−11 (z)

es holomorfa.

Ahora, supongamos que φ1 : Ū1 → V1 es una carta del caso m = 1 y φ2 : Ū2 → V2 es una carta

del caso m ≥ 2 con Ū1 ∩ Ū2 6= ∅. Sean U1 y U2 los abiertos usados en la construcción de las

cartas y ϕi : Ui → C, i = 1, 2 cartas centradas en p1 y p2 ∈ X.

Si U1 y U2 no se intersectan, consideramos una traslación de U1 tal que U1 ∩ U2 6= ∅. Aśı

φ−11 (z) =
(
ϕ1 ◦ π|−1U1

)−1
(z) = ϕ−11 (z)G

y

φ2(qG) = h̄ ◦ α−1(qG) = h̄(qGp2) = h(q) =
∏

g∈Gp2

ϕ2(g(q)),

de donde

φ2 ◦ φ−11 (z) = φ2(ϕ
−1
1 (z)G) =

∏
g∈Gp2

ϕ2 ◦ g ◦ ϕ−11 (z)

es holomorfa por ser producto de funciones holomorfas.

Por otra parte, tenemos que X/G es Hausdorff ya que X es Hausdorff y G es finito.

La conexidad de X/G se tiene pues X es conexo y π : X → X/G es continua y sobreyectiva.

Además X/G es compacto siempre que X lo sea y la aplicación π es holomorfa debido a la

construcción de las cartas

φ1 ◦ π ◦ ϕ−11 (z) = z para m = 1.

φ2 ◦ π ◦ ϕ−12 (z) = h ◦ ϕ−12 (z) para m ≥ 2.

En ambos casos la función es holomorfa y vemos que Multp(π) = 1 cuando se tiene una carta en

un entorno de p que corresponde al caso m = 1 y Multp(π) = Multp(h) = |Gp| cuando m ≥ 2.

Es decir, Multp(π) = |Gp| para todo p ∈ X.
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Finalmente

deg(π) =
∑

p∈π−1({qG})
Multp(π)

=
∑
p∈qG

|Gp|

=|Gp|
∑
p∈qG

1

=|Gp||pG|

=|G|.

�

Lema 2.2.2. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de

Riemann compacta X con aplicación cociente π : X → Y = X/G. Entonces para cada punto

rama y ∈ Y existe un entero r ≥ 2 tal que π−1({y}) tiene exactamente |G|/r puntos de X y

cada preimagen tiene multiplicidad r.

Demostración. Sea y ∈ Y un punto rama y π−1({y}) = {x1, ...xs} ⊂ X. Como los xi estan en

la misma órbita tienen grupos estabilizadores conjugados, con el mismo cardinal

r = |Gxi | = Multxi(π) ≥ 2.

Luego

s = |π−1(y)| = |xiG| =
|G|
|Gxi |

=
|G|
r

para todo i = 1, ..., s.

�

Aśı, al aplicar la fórmula de Hurwitz a π : X → X/G obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.2.3. Fórmula de Riemann-Hurwitz.

Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de Riemann com-

pacta X con aplicación cociente π : X → Y = X/G y {y1, . . . , yk} los puntos rama en Y donde

ri es la multiplicidad de los
|G|
ri

puntos que viven en π−1({yi}). Entonces

2g(X)− 2 = |G|
[

2g(X/G)− 2 +
k∑
i=1

(1− 1

ri
)

]
.
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Lema 2.2.4. Ver[6, p.80].

Sean k enteros r1, r2, ..., rk con ri ≥ 2 para cada i y R =

k∑
i=1

(
1− 1

ri

)
. Entonces

a)

R < 2⇔ k, {ri} =



k = 1 cualquier r1

k = 2 cualquier r1, r2

k = 3 {ri} = {2, 2, r3} cualquier r3o

k = 3 {ri} = {2, 3, 3}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}

b)

R = 2⇔ k, {ri} =

 k = 3 {ri} = {2, 3, 6}, {2, 4, 4}, {3, 3, 3}
k = 4 {ri} = {2, 2, 2, 2}

c) Si R > 2 entonces R ≥ 2
1

42

Definición 2.2.1. Sea π : X → Y = X/G la proyección canonica. El vector (g(Y ); r1, r2, . . . , rk)

donde ri es la multiplicidad de los puntos que pertenecen a π−1({yi}), con yi un punto rama, se

denomina vector de datos de ramificación de G en X.

Definición 2.2.2. Un arreglo (a1, a2, . . . , gg(Y ), b1, b2, . . . , bg(Y ), c1, c2, . . . , ck) de elementos de

G es llamado un vector generador de tipo (g(Y ); r1, r2, ..., rk) si se satisface

a) G es generado por los elementos (a1, . . . , ag(Y ), b1, . . . , bg(Y ), c1, . . . , ck)

b) | 〈ci〉 | = ri

c)
k∏
i=i

[ai, bi]
k∏
j=1

cj = 1

donde [ai, bi] = aibia
−1
i b−1i .

Cuando g(Y ) = 0 el vector generador es simplemente (c1, . . . , ck).

Ahora un teorema que garantiza la existencia de una superficie de Riemann con acción de un

grupo finito G bajo ciertas condiciones. Este resultado puede ser consultado en [2, p.239].
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Teorema 2.2.2. Teorema de la Existencia de Riemann

Un grupo finito G actúa en la superficie X de género g, con vector de datos de ramificación

(g(Y ); r1, . . . , rk) si y solo si se satisface la fórmula de Riemann Hurwitz y G tiene vector gene-

rador (a1, . . . , ag(Y ), b1, . . . , bg(Y ), c1, . . . , ck).

Terminaremos este caṕıtulo con un resultado importante debido a Hurwitz. Este resultado nos

permite acotar el orden de un grupo finito que actúa holomorfa y efectivamente sobre una

superficie de Riemann compacta con género mayor o igual que dos.

Teorema 2.2.3. (Teorema de Hurwitz)

Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente sobre una superficie de Riemann

compacta X de género g ≥ 2. Entonces

|G| ≤ 84(g − 1).

Demostración. A partir del Lema 2.2.3 tenemos

2(g − 1) = |G| [2g(X/G)− 2 +R], donde R =
∑
i

(
1− 1

ri

)
.

Caso g(X/G) ≥ 1

Si R = 0, entonces (g − 1) = |G| [g(X/G)− 1] y tenemos que g(X/G) debe ser mayor o

igual a dos ya que g ≥ 2. Aśı

g − 1 = |G| [g(X/G)− 1] ≥ |G|.

Si R 6= 0, entonces R ≥ 1
2 y [2g(X/G)− 2 +R] ≥ 1

2 , de donde

2(g − 1) =|G| [2g(X/G)− 2 +R]

2(g − 1) ≥1

2
|G|

4(g − 1) ≥|G|.

Caso g(X/G) = 0.

Tenemos entonces que 2(g − 1) = |G| [−2 +R] y como g ≥ 2, R debe ser mayor que dos.

Luego por Lema anterior

R ≥2
1

42

R− 2 ≥ 1

42
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y aśı 2(g − 1) ≥ |G|42 .

De aqui que |G| ≤ 84(g − 1) en cualquier caso. �
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Capı́tulo 3
Curvas Proyectivas de Fermat

La familia de curvas proyectivas de Fermat es el conjunto de curvas proyectivas suaves asociadas

a un polinomios homogéneo de la forma F (x, y, z) = xn + yn + zn ∈ C[x, y, z].

3.1. Estructura Compleja

Sea F (n) la curva proyectiva de Fermat de grado n

F (n) = {[x : y : z] ∈ CP2 : F ([x : y : z]) = xn + yn + zn = 0}.

Recordemos que CP2 es la unión de los abiertos:

U0 = {[x : y : z] | x 6= 0}, U1 = {[x : y : z] | y 6= 0}, U2 = {[x : y : z] | z 6= 0}
y consideremos las curvas afines Xi = X ∩ Ui como en el Ejemplo 1.1.7. Aśı

X0
∼= {(a, b) ∈ C2 : f(a, b) = 1 + an + bn = 0}

y por la simetŕıa de F , X0, X1 y X2 estan asociadas al mismo plinomio f . Además, los homeo-

morfismos de Ui en C2 estan dados por:

φ0([x : y : z]) =
(y
x
,
z

x

)
, con inversa φ−10 (a, b) = [1 : a : b] en U0.

φ1([x : y : z]) =

(
x

y
,
z

y

)
, con inversa φ−11 (a, b) = [a : 1 : b] en U1.

φ2([x : y : z]) =
(x
z
,
y

z

)
, con inversa φ−12 (a, b) = [a : b : 1] en U2 .

47
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Aśı, establecemos cartas en un entorno de [x0 : y0 : z0] ∈ Xi como sigue:

Sea (ai, bi) = φi([x0 : y0 : z0]). Entonces si bi 6= 0 , bi = n
√
−1− ani en un entorno de ai y si

bi = 0, ai = n
√
−1 6= 0 y ai = n

√
−1− bni en un entorno de bi.

Aśı, ua carta en un entorno de [x0 : y0 : z0] está dada por:

ψ1

[
1 :

y

x
:
z

x

]
=
y

x
con inversa ψ−11 (w) = [1 : w : n

√
−1− wn] si b0 6= 0.

ψ2

[
1 :

y

x
:
z

x

]
=
z

x
con inversa ψ−12 (w) = [1 : n

√
−1− wn : w] si b0 = 0.

ψ3

[
x

y
: 1 :

z

y

]
=
x

y
con inversa ψ−13 (w) = [w : 1 : n

√
−1− wn] si b1 6= 0.

ψ4

[
x

y
: 1 :

z

y

]
=
z

y
con inversa ψ−14 (w) = [ n

√
−1− wn : 1 : w] si b1 = 0.

ψ5

[x
z

:
y

z
: 1
]

=
x

z
con inversa ψ−15 (w) = [w : n

√
−1− wn : 1] si b2 6= 0.

ψ6

[x
z

:
y

z
: 1
]

=
y

z
con inversa ψ−16 (w) = [ n

√
−1− wn : w : 1] si b2 = 0.

Como vimos en el Ejemplo 1.1.7 estas cartas son compatibles dos a dos. De ahi que

A = {ψi, i = 1, .., 6} es un atlas complejo sobre F (n).

Para determinar el género de F (n), haremos uso de la fórmula de Hurwitz y de la aplicación

π : F (n)→ CP1 definida por π([x : y : z]) = [x : z].

Veamos que

π está bien definida.

Sean (x, y, z) = λ(x′, y′, z′) con [x : y : z] ∈ F (n), entonces

π([x : y : z]) = [x : z] = [x′ : z′] = π[x′ : y′ : z′].

Además [0 : 1 : 0] /∈ F (n).

π es holomorfa.

Sea p = [x0 : y0 : z0] ∈ X0 ⊂ F (n). Entonces ϕ0([x : z]) = z
x es una carta en un entorno

π(p) = [x0 : z0] está dada por . Si ψ1 una carta en p, tenemos que



3.1. Estructura Compleja 49

ϕ0 ◦ π ◦ ψ−11 (w) = ϕ0 ◦ π([1 : w : n
√
−1− wn]) = ϕ0([1 : n

√
−1− wn]) = n

√
−1− wn,

la cual es una función holomorfa en un entorno de ψ1(p) y si ψ2 es una carta en un entorno

de p, entonces

ϕ0 ◦ π ◦ ψ−12 (w) = ϕ0 ◦ π([1 : n
√
−1− wn : w]) = ϕ0([1 : w]) = w

que es holomorfa. De la misma manera se verifica que π es holomorfa en X1 y X2.

grad(π) = n

Consideremos antes un resultado útil que caracteriza los puntos de ramificación de π.

Proposición 3.1.1. Sea X una curva proyectiva suave asociada a un polinomio ho-

mogéneo F (x, y, z) ∈ C[x, y, z] tal que [0 : 1 : 0] /∈ X y

π : X 7→ CP1 la aplicación definida por π([x : y : z]) = [x : z]. Entonces p = [x0 : y0 : z0] ∈
X es un punto de ramificación de π si y solo si ∂F

∂y (p) = 0.

Demostración. Como π(p) = [x0 : z0] ∈ CP1 entonces x0 6= 0 o z0 6= 0. Supongamos z0 6= 0

y

φ2(p) =
(
x0
z0
, y0z0

)
= (a2, b2).

Aśı, p ∈ X2 = X ∩ U2 (una curva suave af́ın asociada a f(a, b) = F [a : b : 1]) y

ϕ̂1([x : z]) = x
z − a2 es una carta centrada en π(p).

Ahora, si

∂f

∂b
(a2, b2) 6= 0 (equivalentemente

∂F

∂y
(p) 6= 0 ),

existe una función holomorfa g1(a) tal que g1(a) = b en un entorno de a2 y

ψ̂5[x : y : z] = x
z − a2 con inversa ψ̂5

−1
(w) = [w + a2 : g1(w + a2) : 1].

es una carta centrada en p. Luego

ϕ̂1 ◦ π ◦ ψ̂5
−1

(w) = ϕ̂1 ◦ π([w + a2 : g1(w + a2) : 1]) = ϕ̂1([w + a2 : 1]) = w,

de donde p no es un punto de ramificación de π.

Si
∂f

∂b
(a2, b2) = 0, existe una función holomorfa g2 tal que g2(b) = a en un entorno de b2 y
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ψ̂6[x : y : z] = y
z − b2 con inversa ψ̂6

−1
(w) = [g2(w + b2) : w + b2 : 1].

es una carta centrada en p. De modo que

h(w) =ϕ̂1 ◦ π ◦ ψ̂6
−1

(w)

=ϕ̂1 ◦ π([g2(w + b2) : w + b2 : 1])

=ϕ̂1([g2(w + b2) : 1])

=g2(w + b2)− a2

y usando el teorema 1.1.1 (de la función impĺıcita)

h′(w) =− ∂f

∂b
/
∂f

∂a
(g2(w + b2), w + b2)

h′(0) =− ∂f

∂b
/
∂f

∂a
(g2(b2), b2)

=− ∂f

∂b
/
∂f

∂a
(a2, b2)

= 0

entonces p es un punto de ramificación de π.

El caso x0 6= 0 se verifica de manera análoga. �

Por tanto, los puntos de ramificación de π en nuestro caso (X = F (n)) son de la forma

[1 : 0 : wk] con wk = e
iπ(1+2k)

n , k = 0, ..., n− 1 y [1 : wk] son los puntos rama.

Sea p = [a : b : c] ∈ X1, entonces π(p) = [a : c] y p no es un punto de ramificación. Luego

π−1[a : c] = {(a, bk, c) : bnk = −an − cn, k = 0, ..., n− 1}

y

∑
x∈π−1[a:c]

Multx(π) =
∑

x∈π−1[a:c]

1 = n.

Por lo cual grad(π) = n.
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Notemos que n es la multiplicidad en los puntos de ramificación de π.

Ahora, de la fórmula de Hurwitz tenemos

2g(X)− 2 =n[2g(CP1)− 2] +
∑
p∈X

[Multp(π)− 1]

2g(X)− 2 =− 2n+
n−1∑
k=0

[Mult[1:0:wk](π)− 1]

2g(X)− 2 =− 2n+

n−1∑
k=0

[n− 1]

2g(X)− 2 =− 2n+ n(n− 1)

2g(X) =n2 − 3n+ 2

g(X) =
(n− 2)(n− 1)

2
.

Aśı, cuando n ≥ 4 tenemos que g(F (n)) ≥ 2 y por el Teorema de Hurwitz 2.2.3, si G es un

grupo finito que actúa holomorfa y efectivamente en F (n), entonces

|G| ≤84

(
(n− 2)(n− 1)

2
− 1

)
|G| ≤42n(n− 3).

En particular, esta desigualdad se tiene cuando G = Aut(F (n)) ya que si g(F (n)) ≥ 2 el grupo

de automorfismos de F (n) es finito (Ver [6, p.243]).

3.2. Grupo de Automorfismos de las Curvas Proyectivas de Fer-

mat.

En esta sección estudiaremos el grupo de automorfismos de una curva proyectiva de Fermat F (n)

de grado n ≥ 4 y mostraremos que dicho grupo de automorfismos es isomorfo a (Zn × Zn)oS3.

Consideremos los siguientes ejemplos de automorfismos de F (n)

Ejemplo 3.2.1. La aplicación

ρ1 : F (n)→ F (n)

[X : Y : Z] 7→ [Y : X : Z]
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es un automorfismo de F (n). En efecto, sea p ∈ F (n), si p ∈ X0, entonces una carta en p es ψ1

o ψ2, con ψj, j = 1, . . . , 6 como en 3.1. Si ψ1 es una carta en p, ψ3 es una carta en ρ1(p) y la

función

ψ3 ◦ ρ1 ◦ ψ−11 (w) = ψ3 ◦ ρ1([1 : w : n
√
−1− wn]) = ψ3([w : 1 : n

√
−1− wn]) = w

es holomorfa.

Si ψ2 es una carta en p, entonces ψ4 es una carta en ρ1(p) y

ψ4 ◦ ρ1 ◦ ψ−12 (w) = ψ4 ◦ ρ1([1 : n
√
−1− wn : w]) = ψ4([

n
√
−1− wn : 1 : w]) = w

es holomorfa.

Ahora, si p /∈ X0, p = [0 : e
1+2k
n

πi : 1] para algún k = 0, . . . , n− 1. Aśı p ∈ X1 ∩X2 y una carta

en un entorno de p puede ser ψ3, ψ4, ψ5 o ψ6. Considerando la carta ψ3 en un entorno de p,

tenemos que ψ1 es una carta en ρ1(p) y la función de transición

ψ1 ◦ ρ1 ◦ ψ−13 (w) = ψ1 ◦ ρ1([w : 1 : n
√
−1− wn]) = ψ1([1 : w : n

√
−1− wn]) = w

es holomorfa. De la misma manera se verifica que la función de transición es holomorfa en los

casos restantes. Además ρ1 = ρ−11 .

Ejemplo 3.2.2. La aplicación

ρ2 : F (n)→ F (n)

[X : Y : Z] 7→ [Z : X : Y ]

es un automorfismo de F (n). En efecto, sea p ∈ F (n), si p ∈ X0 ⊂ F (n) entonces ψ1 y ψ2 son

posibles cartas en un entorno de p. Si ψ1 es una carta en un entorno de p, entonces ψ4 es una

carta en un entorno de ρ2(p) y tenemos que

ψ4 ◦ ρ2 ◦ ψ−11 (w) = ψ4 ◦ ρ2([1 : w : n
√
−1− wn]) = ψ4([

n
√
−1− wn : 1 : w]) = w.

Si ψ2 es una carta en un entorno de p entonces ψ3 es una carta en un entorno de ρ2(p) y

ψ3 ◦ ρ2 ◦ ψ−12 (w) = ψ3 ◦ ρ2([1 : n
√
−1− wn : w]) = ψ3([w : 1 : n

√
−1− wn]) = w.

En ambos casos la función es holomorfa.

Si p /∈ X0 entonces p ∈ X1∩X2, de donde ρ2(p) ∈ X0∩X2 y una carta en p puede ser ψ3, ψ4, ψ5

o ψ6.

Considerando ψ3 en un entorno de p, tenemos que la función de transición
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ψ6 ◦ ρ2 ◦ ψ−13 (w) = ψ6 ◦ ρ2([w : 1 : n
√
−1− wn]) = ψ6([

n
√
−1− wn : w : 1]) = w

es holomorfa. De manera análoga se verifica que la función de transición es holomorfa en los

otros casos posibles. Luego ρ2 es holomorfa en F (n) al igual que

ρ−12 : F (n) −→ F (n)

[X : Y : Z] 7→ [Y : Z : X].

Ejemplo 3.2.3. Sea µ(n) el grupo de raices n-ésimas de la unidad en C con ξ una raiz n-ésima

primitiva de la unidad. Entonces

σkj : F (n)→ F (n)

[X : Y : Z] 7→ [ξkX : ξjY : Z]

es un un automorfismo de F (n) para 0 ≤ k, j ≤ n− 1.

De hecho, sea p ∈ Xi ⊂ F (n) entonces σkj(p) ∈ Xi con i = 0, 1, 2 y tomamos la misma carta en

un entorno de p y σkj(p). De este modo tenemos

ψ1 ◦ σkj ◦ ψ−11 (w) = ψ1 ◦ σkj([1 : w : n
√
−1− wn]) = ψ1([ξ

k : ξjw : n
√
−1− wn]) = ξj−kw.

ψ2 ◦ σkj ◦ ψ−12 (w) = ψ2 ◦ σkj([1 : n
√
−1− wn : w]) = ψ2([ξ

k : ξj n
√
−1− wn : w]) = ξ−kw.

ψ3 ◦ σkj ◦ ψ−13 (w) = ψ3 ◦ σkj([w : 1 : n
√
−1− wn]) = ψ3([ξ

kw : ξj : n
√
−1− wn]) = ξk−jw.

ψ4 ◦ σkj ◦ ψ−14 (w) = ψ4 ◦ σkj([ n
√
−1− wn : 1 : w]) = ψ4([ξ

k n
√
−1− wn : ξj : w]) = ξ−jw.

ψ5 ◦ σkj ◦ ψ−15 (w) = ψ5 ◦ σkj([w : n
√
−1− wn : 1]) = ψ5([ξ

kw : ξj n
√
−1− wn : 1]) = ξkw.

ψ6 ◦ σkj ◦ ψ−16 (w) = ψ6 ◦ σkj([ n
√
−1− wn : w : 1]) = ψ6([ξ

k n
√
−1− wn : ξjw : 1]) = ξjw.

Como en cada caso obtenemos una función holomorfa y σ−1kj = σml con m = n − k, l = n − j,
concluimos que los σkj con 0 ≤ k, j ≤ n− 1 son automorfismos de F (n).

Notemos que el grupo de automorfismos generado por ρ1 y ρ2 de los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.2 es

isomorfo a S3.

Además el conjunto de automorfismos σkj es un grupo generado por

σ10([X : Y : Z]) = [ξX : Y : Z] y σ01([X : Y : Z]) = [X : ξY : Z]



54 CAPÍTULO 3. CURVAS PROYECTIVAS DE FERMAT

y es isomorfo a (Zn × Zn). Por ello en adelante identificaremos a 〈ρ1, ρ2〉 y 〈σ10, σ01〉 por S3 y

(Zn × Zn) respectivamente.

Ahora, sea H(n) el grupo generado por (Zn × Zn) y S3. Entonces

i) (Zn×Zn)EH(n). Esto es ρ(Zn×Zn)ρ−1 ⊆ (Zn×Zn) para cualquier ρ ∈ H(n). En efecto,

si ρ = ρi, i = 1, 2

ρ1 ◦σkj ◦ρ−11 ([X : Y : Z]) = ρ1 ◦σkj([Y : X : Z]) = ρ1([ξ
kY : ξjX : Z]) = ([ξjX : ξkY : Z])

ρ2 ◦ σkj ◦ ρ−12 ([X : Y : Z]) = ρ2([ξ
kY : ξjZ : X]) = ([X : ξkY : ξjZ]) = ([ξmX : ξlY : Z])

con m = n− j, l ∼= k − j(mod n), 0 ≤ l ≤ n− 1, de donde

ρ1 ◦ σkj ◦ ρ−11 , ρ2 ◦ σkj ◦ ρ−12 ∈ (Zn × Zn)

para cualquier σkj ∈ (Zn × Zn), lo cual implica que ρ(Zn × Zn)ρ−1 ⊆ (Zn × Zn) cuando

ρ ∈ S3 y para ρ ∈ (Zn × Zn) el resultado se tiene claramente.

ii) (Zn × Zn) ∩ S3 = {e} donde e es la función identidad.

iii) |H(n)| = 6n2.

De ahi que H(n) = (Zn × Zn) o S3.

Nuestro trabajo ahora consiste en probar que H(n) es el grupo de automorfismos de la curva

proyectiva de Fermat F (n).

Teorema 3.2.1. Sea F (n) la curva proyectiva de Fermat de grado n ≥ 4 y G(n) el grupo de

automorfismos de F (n). Entonces

G(n) = H(n).

En adelante notaremos a G(n) y H(n) simplemente como G y H respectivamente.

Demostración. Como H es un subgrupo del grupo finito G, |G| = 6n2m para algún entero

positivo m.

Sea Y = F (n)/G, la superficie cociente. Entonces considerando la aplicación cociente

π : F (n)→ Y y el Lema 2.2.3 tenemos

2

(
(n− 1)(n− 2)

2

)
− 2 =|G|

[
2g(Y )− 2 +

k∑
i=1

(
1− 1

ri

)]

n(n− 3) =6n2m

[
2g(Y )− 2 +

k∑
i=1

(
1− 1

ri

)]
,
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donde ri es la multiplicidad de π en un elemento de la fibra del punto rama yi ∈ Y . Notemos

que g(Y ) = 0. En efecto, si g(Y ) ≥ 1, dado que R =

k∑
i=1

(
1− 1

ri

)
≥ 1

2
,

n(n− 3) ≥ 6n2m

[
k∑
i=1

(
1− 1

ri

)]
≥ 3n2m.

Esto es n2 − 3n ≥ 3n2m, lo cual es una contradicción. De aqui que n− 3 = 6nDm donde

D =

[
−2 +

k∑
i=1

(
1− 1

ri

)]
> 0 ya que n ≥ 4.

Luego R > 2 y se sigue que k > 2 y D ≥ 1
42 por Lema 2.2.4. Además si D ≥ 1

12 entonces m = 1

y obtenemos G = H. Teniendo en cuenta el Teorema de Existencia de Riemann 2.2.2 ,

veamos para que vectores generadores del tipo (r1, . . . , rk) (definición 2.2.2) se tiene

1

42
≤ D <

1

12
. (3.1)

Es decir, para que vectores generadores es posible que la afirmación G = H sea falsa.

Si k ≥ 5, R ≥ 5
2 y se sigue que D ≥ 1

2 >
1
12 .

Si k = 4, no es posible el vector (2, 2, 2, 2) ya que R > 2 y considerando el vector (2, 2, 2, r4)

con r4 ≥ 3 tenemos D = 1
2 − 1

r ≥ 1
6 >

1
12 .

Luego D ≥ 1
6 >

1
12 para un vector con cuatro entradas.

Si k = 3, los vectores (2, 2, r3) con r3 ≥ 2 no son posibles ya que R > 2. Luego no son

posibles vectores con mas de una entrada igual a dos.

Por ello y dado que D = 1− 1
r1
− 1

r2
− 1

r3
consideremos los siguientes casos

• Si (2, 3, r3), D = 1
6 − 1

r3
y se satisface la desigualdad (3.1) siempre que 7 ≤ r < 12.

Aśı los posibles vectores permitidos son (2, 3, 7), (2, 3, 8), (2, 3, 9), (2, 3, 10), (2, 3, 11).

• Si (2, 4, r3), entonces D = 1
4 − 1

r3
satisface la desigualdad (3.1) si 4 < r3 < 6. Luego

(2, 4, 5) es un posible vector generador.

• Para (2, 5, r3) con r3 ≥ 5, D = 1
2 − 1

5 − 1
r3
≥ 1

10 >
1
12 .

• Si (2, r2, r3) con r2 ≥ 6 y r3 ≥ 4 (esta última condición excluye los casos anteriores:

(2, 3, 7), (2, 3, 8), etc.), D = 1
2 − 1

r2
− 1

r3
≥ 1

12 .

Consideremos los casos (r1, r2, r3) con ri 6= 2, i = 1, 2, 3.
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• Para (3, 3, 3), D = 0 lo cual no es posible ya que D > 0.

• Si (r1, r2, r3) con r1 ≥ 3, r2 ≥ 3 y r3 ≥ 4, D ≥ 1− 1
3 − 1

3 − 1
4 = 1

12 .

Ahora, usando la igualdad n − 3 = 6nDm obtenemos valores de n y m para cada vector. Para

(2, 3, 7) por ejemplo, D = 1
42 y aśı

n− 3 =
6nm

42

7(n− 3) =nm

n(7−m) = 21

de donde (n,m) = (7, 4) o (n,m) = (21, 6). De esta manera, obtenemos la siguiente tabla.

Vector D (n,m) |G(n)|
(2,3,7) 1

42 (7,4), (21,6) 1176, 15876

(2,3,8) 1
24 (4,1),(6,2),(12,3) 96, 432, 2592

(2,3,9) 1
18 (9,2) 972

(2,3,10) 1
15 (5,1),(15,2) 150, 2700

(2,3,11) 5
66 (33,2) 13068

(2,4,5) 1
20 (30,3) 16200

Es claro que en los casos con m = 1, G = H.

Observación 3.2.1. ,

i) Por Teorema de Existencia de Riemann 2.2.2, dado un vector generador (r1, r2, r3)

existen elementos a, b, c ∈ G tales que ar1 = br2 = cr3 = 1 , abc = 1 y G = 〈a, b, c〉 ya que

en este caso g(Y ) = 0.

ii) Dado un grupo G, H ≤ G y el conjunto Ω = {xH : x ∈ G}, con |Ω| = [G : H] = m,

tenemos que el homomorfismo de representación permutacional de G en las clases laterales

izquierdas de H está dado por

φ : G→ Sm

g 7→ φg : Ω→ Ω

xH 7→ gxH
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donde K = ker(φ) ≤ H y G/K es isomorfo a algún subgrupo de Sm.

iii) Dados dos subgrupos A y B de un grupo finito G, si alguno es normal en G, AB ≤ G y

además

|AB| = |A||B|
|A ∩B|

Teniendo en cuenta lo anterior estudiaremos cada caso de la tabla con m 6= 1 y verificaremos

que no son posibles.

(2, 3, 9), (n,m) = (9, 2).

Por la observación 3.2.1, item i, G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c9 = 1, abc = 1〉 y como

[G : H] = 2, H EG. Luego H < c >≤ G, H < b >≤ G y por la observación 3.2.1, item iii

|H < c > | = 9, |H ∩ 〈b〉| = 3. Esto implica que a, b, c ∈ H, lo cual no es posible.

(2, 3, 11), (n,m) = (33, 2).

Por la observación 3.2.1, G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c11 = 1, abc = 1〉 y [G : H] = 2 Luego

H < c >≤ G, H < b >≤ G, de donde |H∩ < b > | = 3 y |H < c > | = 11 y esto lleva a la

contradicción a, b, c ∈ H.

(2, 3, 10), (n,m) = (15, 2), |G| = 223352, |H| = 33522 .

En este caso G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c10 = 1, abc = 1〉 y H EG.

Sea S un 5−subgrupo de Sylow de G, |S| = 52. Como HEG, HS ≤ G y por la observación

3.2.1, item iii, tenemos que |H ∩ S| = 52. Entonces S ≤ H ∼= (Z15 × Z15) o S3 y de la

misma manera tenemos que S ≤ Z15 × Z15 E H. Luego (Z15 × Z15) contiene todos los

5−subgrupos de Sylow de G, y sabemos por el tercer teorema de Sylow que Z15 × Z15

solo posee un 5−subgrupo de Sylow. Por tanto, S EG , |G/S| = 2233, [G/S : H/S] = 2 y

H/S EG/S.

Ahora, dado que el número de 3-subgrupo de Sylow es igual en H/S y G/S, hay un único

3-subgrupo de Sylow en G/S y por el teorema de correspondencia existe M E G tal que

S ⊆M y |M | = 3352. Entonces M 〈a〉 ≤ G y a, b, c ∈M 〈a〉, lo cual es una contradicción.

(2, 3, 8), (n,m) = (6, 2), |G| = 3324, |H| = 3323.

En este caso G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c8 = 1, abc = 1〉 y dado que [G : H] = 2, H EG

y todos los 3-subgrupos de Sylow estan contenidos en H.
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Sea P un 3−subgrupo de Sylow de G. Si PEG entonces b ∈ P y P 〈a〉 ≤ G con a, b, c ∈ P 〈a〉
lo cual es una contradicción. Luego P no es normal en G.

Por otro lado, (Z3 × Z3) E (Z6 × Z6) E L y (Z3 × Z3) es un subgrupo caracteŕıstico de

(Z6×Z6), entonces (Z3×Z3)EH. Además, P (Z3×Z3) ≤ H, de donde |P∩(Z3×Z3)| = 32 y

aśı (Z3×Z3) ⊆ P , donde P es un 3-subgrupo de Sylow de G cualquiera. Por tanto (Z3×Z3)

es la intersección de los 3-subgrupos de Sylow de G y (Z3 × Z3)EG.

Ahora, como (Z6×Z6) es abeliano, (Z6×Z6) ⊆ CG(Z3×Z3)EG y (Z6×Z6) ⊆ (CG(Z3×
Z3) ∩ H) pero H ∼= (Z6 × Z6) o S3, lo cual implica que (Z6 × Z6) = (CG(K) ∩ H) y

aśı (Z6 × Z6) E G. De modo que |G/(Z6 × Z6)| = 223 y G/(Z6 × Z6) tiene un subgrupo

normal de orden 3 o de orden 4. Es decir, G tiene un subgrupo normal N de orden 3322

o de orden 3224. En el primer caso b ∈ N y aśı G = N〈a〉, en el segundo caso a, b ∈ N y

aśı N = G. En ambos casos llegamos a una contradicción.

(2, 4, 5), (n,m) = (30, 3), |G| = 342352, |H| = 332352.

En este caso G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b4 = c5 = 1, abc = 1〉 y considerando la representación

permutacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en observación 3.2.1,

G/K debe ser isomorfo a algún subgrupo de S3. Luego |G/K| es igual a 1, 2, 3 o 6 pero

descartamos |G/K| = 1, 2 ya que |K| debe dividir a |H|.
Si |G/K| = 3, H = K E G. Luego H〈b〉 ≤ G , H 〈c〉 ≤ G(n) y dado que |H ∩ 〈c〉| = 5 y

|H ∩ 〈b〉| = 4 tenemos que b, c ∈ H, lo cual es una contradicción.

Si |G/K| = 6, |K| = 332252 y |K ∩ 〈c〉| = 5. Luego K〈a〉 ≤ G y a, b, c ∈ K〈a〉, lo cual no

es posible.

(2, 3, 7), (n,m) = (7, 4), |G| = 23723, |H| = 7232.

Por la observación 3.2.1, G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c7 = 1, abc = 1〉 y considerando

la representación permutacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en la

observación 3.2.1, tenemos que G/K es isomorfo a algún subgrupo de S4, los cuales tienen

ordenes 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24, pero solo son posibles |G/K| = 4, 8, 12, 24, ya que K ≤ H.

Si |G/K| = 4,H = KEG. Luego H〈b〉, H〈c〉 ≤ G y se sigue que a, b, c ∈ H(n), (observación

3.2.1, item iii) lo cual es una contradicción.

Si |G/K| = 8, |K| = 372. Aśı, |K ∩ 〈b〉| = 3 y |K ∩ 〈c〉| = 7, de donde a, b, c ∈ K ≤ H y

esto no es posible.
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Si |G/K| = 12, |K| = 272 y aśı c ∈ K. Luego a, b, c ∈ K〈a〉, lo cual no es posible .

Si |G/K| = 24, |K| = 72 y tenemos que c ∈ K. Aśı, a, b, c ∈ K〈a〉 ≤ G y esto es una

contradicción.

(2, 3, 7), (n,m) = (21, 6), |G| = 223472, |H| = 33722.

G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c7 = 1, abc = 1〉 y considerando la representación permu-

tacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en observación 3.2.1, G/K es

isomorfo a algún subgruo de S6, los cuales tienen ordenes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16,

18, 20, 24, 36, 48, 60, 72, 120, 360 y 720. Luego, estos son los valores que puede tomar

|G/K| pero solo son posibles 6, 12, 18 y 36 puesto que K ≤ H.

Si |G/K| = 6, K = H. Luego H〈c〉 ≤ G y por tanto |H ∩ 〈c〉| = 7. Esto es c ∈ H(n) y

aśı a, b, c ∈ H〈a〉 ≤ G, lo cual no es posible.

Si |G/K| = 12, |K| = 3372 y c ∈ K. De ahi tenemos la contradicción a, b, c ∈ K〈a〉.
Si |G/K| = 18, |K| = 32722 y c ∈ K. Luego K〈a〉 ≤ G tal que a, b, c ∈ K〈a〉, lo cual no es

posible.

Si |G/K| = 36, |K| = 3272 y c ∈ K. Aśı K〈a〉 ≤ G y a, b, c ∈ K〈a〉, lo cual es una

contradicción.

(2, 3, 8), (n,m) = (12, 3), |G| = 3425, |H| = 3325.

En este caso G = 〈a, b, c ∈ G : a2 = b3 = c7 = 1, abc = 1〉 y considerando la representación

permutacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en observación 3.2.1,

G/K es isomorfo a algún subgrupo de S3. Aśı, los posibles valores de |G/K| son 1, 2, 3 y

6, de los cuales descartamos |G/K| = 1, 2 ya que K ≤ H.

Si |G/K| = 3 entonces H = KEG, H〈a〉 y H〈c〉, de dondeH ∩〈a〉| = 2 y |H ∩〈c〉| = 8. Es

decir a, b, c ∈ H, lo cual es una contradicción. Entonces |G/K| = 6, de donde |K| = 3324,

G/K ∼= S3 y por teorema de correspondencia existe LEG tal que L/K ∼= Z3, |L| = 3424

y K E L.

Por otra parte, como (Z3×Z3) es un subgrupo caracteŕıstico de (Z12×Z12)EH, entonces

(Z3 × Z3)EH y (Z3 × Z3)EK.

Si P es un 3−subgrupo de Sylow de G entonces |P ∩ (Z3 × Z3)| = 32 y aśı (Z3 × Z3) ⊆ I,

donde I es la intersección de los 3−subgrupos de Sylow de G. Luego |I| = 33 o |I| = 32 ya

que los subgrupos de Sylow de G (Z3 × Z3)EH no son normales.
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Si |I| = 33 entonces |G/I| = 253 y aśı G/I tiene 1 o 3 2−subgrupos de Sylow. Si solo

hay un 2−subgrupo de Sylow de G/I, existe N E G tal que I ⊂ N y |N | = 3325, de

donde a, c ∈ N . Esto es a, b, c ∈ N , lo cual es una contradicción. Entonces deben ser 3 los

2−subgrupos de Sylow de G/I.

Ahora, sea T un 2−subgrupo de Sylow de G/I y ΩT el conjunto de clases laterales izquier-

das de T en G/I. Entonces considerando el homomorfismo de representación permutacional

de G/I en las clases laterales izquierdas de T .

ψ : G/I →S3

g 7→ ψg : ΩT → ΩT

xT 7→ gxT

tenemos que (G/I) /ker(ψ) es isomorfo a algún subgrupo de S3, pero la única posibilidad

es |ker(ψ)| = 24 ya que ker(ψ) ≤ T . Aśı, por teorema de correspondencia, existe M E G

tal que I ≤M y |M | = 2433. Además

i) M ≤ L. En efecto, dado que (M ∩ L) E G, |M ∩ L| = 3323 o |M ∩ L| = 3324. En el

primer caso |G/(M ∩L)| = 12 y como L/(M ∩L)EG/(M ∩L) con |L/(M ∩L)| = 6,

entonces G/(M ∩ L) 6∼= A4. Es decir, G/(M ∩ L) es abeliano y existe S E G tal que

(M ∩ L) ≤ S, |S| = 3423 y |G/S| = 4. Luego b ∈ S y aśı a, b, c ∈ S〈a〉, lo cual no es

posible. Por tanto |M ∩ L| = 3323 y M ≤ L.

ii) M = K. En efecto, sea W = (M ∩ K). Entonces dado que W E G y M,K ≤ L,

|W | = 3224 o |W | = 3324. Si |W | = 3323 entonces |G/W | = 18 pero

G/W =
〈
bW, cW : (bW )3 = (cW )2 = 1, cWbWcW = cbcW = (bW )−1

〉 ∼= S3

y esto no es posible. Luego |W | = 3324 y aśı |W | = |K| = |M |.

De i) y ii) tenemos que I ≤M = KEH. Además (Z4×Z4)EH por ser normal caracteŕıstico

en (Z12 × Z12) E H. De ahi que K = I(Z4 × Z4) y K ⊆ CH(Z4 × Z4), lo cual es una

contradicción y concluimos que |I| = 32.

Por lo anterior (Z3 × Z3) = I E G. Además (Z12 × Z12) ⊆ CG(I) E G y CG(I) ∩ H =

(Z12 × Z12), de donde |CG(I)| = 3224 o |CG(I)| = 3324 ya que |G/H| = 3.

Si |CG(I)| = 3224, |G/CG(I)| = 18 lo cual no es posible para ningún subgrupo de G como
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vimos en (ii). Luego |CG(I)| = 3224 y aśı |CG(I) ∩ L| = 2333 o |CG(I) ∩ L| = 2433. En

el primer caso |G/(CG(I) ∩ L)| = 12 y ya vimos en (i) que este hecho no es posible para

ningún subgrupo de G, entonces |CG(I) ∩ L| = 2433 y CG(I) ≤ L, lo cual implica que

|CG(I)∩K| = 2432 y aśı |G/(CG(I)∩K)| = 18, pero esto es una contradicción. Por tanto

este caso no es posible.

Como los casos con m 6= 1 nos llevan a una contradicción, tenemos que ninguno es posible. Con

lo cual queda demostrado el teorema.

�
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