DE LAS CAMINATAS ALEATORIAS A LA
ECUACION DE REACCION DIFUSION

HUGO ADOLFO RODRIGUEZ ARARAT

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Popayan
2015



DE LAS CAMINATAS ALEATORIAS A LA
ECUACION DE REACCION DIFUSION

HUGO ADOLFO RODRIGUEZ ARARAT

Trabajo de grado presentado como requisito
parcial para optar al titulo en Matematicas

otorgado por la Universidad del Cauca

Aida Patricia Gonzdlez

Directora

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Popayan
2015



Nota de Aceptacion

Aida Patricia Gonzdlez
Directora

Wilmer Molina
Comité seguimiento

Jaime Tobar
Comité de seguimiento

Popayén, junio 18 de 2015



POR SU AMOR INCONDICIONAL,
DEDICO ESTE TRABAJO A MIS PADRES.



Agradecimientos

Doy gracias mis padres por su orientacion y apoyo incondicional. A mis hermanos que
siempre me ha brindado su compania en los momentos que mas los he necesitado y a
mi pequena hija, Dulce Maria, que siempre la llevo en mi mente y corazon.

Mi directora la profesora Aida Patricia Gonzdlez, a quien quiero manifestar mi mds
sincero agradecimiento, por sus valiosas indicaciones y por todo el tiempo que ha em-
pleado en ensenarme e instruirme para realizar este trabajo. Asi mismo, deseo expresar
mi gratitud hacia los profesores Willmer Molina y Jaime Tobar por su ayuda, esfuerzo
y colaboracion en el desarrollo del mismo.

A mis profesores, que con sus ensenanzas han mantenido vivo en mi, ese estimulo que
se nmecesita para culminar este ideal.

A todas las personas que de una u otra forma contribuyeron a la realizacion de este
trabajo.

HUGO ADOLFO RODRIGUEZ ARARAT

Universidad del Cauca
junio de 2015



Tabla de Contenido

Introduccién viii

1 Ecuaciones en diferencias
1.1 Términos bAsicos . . . . . . . . .

1.2 Ecuacién en diferencias lineal de primer orden . . . . . . . . . ... ..

121 Laecuacion yp41 = Aye+B . . . . .. ..o 10
1.3 Ecuacién en diferencias lineales de segundo orden . . . . . . . .. . .. 13
1.3.1 Solucién de la ecuacion yiio + a1Ysr1 + a2y = f(t) . . . . . 15

1.4 Ecuaciones en diferencias lineales y homogéneas con coeficientes cons-
tantesdeordenm . . . . .. ... L 19
2 Caminatas aleatorias 23
2.1 Introducciom . . . . . . . ... 23
2.2 Ideas preliminares . . . . . . . . . . Lo 24
2.3 Caminata aleatoria simple . . . . . . . .. .. ... 28
2.4 Caminata aleatoria simétrica y no simétrica . . . . . . .. .. ... .. 34
2.5 El problema del apostador . . . . . . ... ... ... . ... ... ... 36
3 Ecuacion de reaccion difusion 41
3.1 Introducciom . . . . . . . . ... 41
3.2 Modelos de reaccion difusién . . . . ... 42
3.2.1 Caso caminata aleatoria simétrica . . . . . . ... .. ... ... 42
3.2.2 (Caso caminata aleatoria no simétrica . . . . . . . ... ... .. 46
3.2.3 Usando la definicién de derivada . . . . . . . ... .. ... ... 48
Apéndice 49
Bibliografia 51

vi



Introduccion

Si bien es cierto que histéricamente los sistemas dinamicos surgen de manera natu-
ral al tratar de explicar el movimiento, tanto de los astros como el de cualquier otro
cuerpo, también es cierto que con el tiempo, estas ideas han sido ampliadas y apli-
cadas en una gran variedad de sistemas, no sélo de origen fisico, sino también biolégico,
econémico, quimico, etc. Dependiendo de las particularidades del sistema, las herra-
mientas matemadticas adecuadas para describirlo (tedricamente) pueden ser muy di-
versas: ecuaciones diferenciales, ya sea ordinarias, parciales o estocéasticas; mapeos
acoplados, etc. Otra forma de modelar ciertos tipos de sistemas dindmicos es a partir
de las ecuaciones de reaccion difusion sobre las cuales haremos un pequeno estudio.
Nuestro problema consiste en mostrar como de las caminatas aleatorias (proceso dis-
creto) obtenemos una ecuacién de reaccién difusién (proceso continuo) con ayuda de
ecuaciones en diferencias las cuales a su vez nos permiten analizar el problema de la
ruina de un apostador.

Un ejemplo en la aritmética de un sistema dindmico en tiempo discreto consiste en
hallar el maximo comun divisor, mecd(a,b) entre dos enteros positivos a y b. Se sabe
que mcd(a,b) = med(r,b), donde r es el residuo de la divisién de a por b. Repitiendo
el procedimiento terminamos con dos niimeros, uno es el cero y el otro es el maximo
comun divisor.

Sea (zn,y,) un par de enteros con x, = y,, siendo g = max{a, b} y yo = min{a, b}, tal
que

Tn+1 = Yn, Yn+1 = 7“68(.177“ yn)a n = 07 17 27 37 T,
donde res(x,,y,) es el residuo que se obtiene al dividir z,, entre y,. Esto es, hay
una funcién F' que asigna al par (x,,y,) = X, el par (T,41,Ynt1) = Xnt1, es decir,

Xni1 = F(X,,). La secuencia Xy, X, Xs, ... tiene la propiedad que para cualquier en-
tero n, el par futuro X, 1, X, 12, ... depende solamente del par X,,.

vil



Introduccién viii

Algunos sistemas dinamicos en fisica se obtienen considerando las leyes de Newton.
Supongamos que una particula de masa m es movida bajo la accién de una fuerza F'
en linea recta, por ejemplo un sistema masa resorte que satisface la ley de Hooke. La
segunda ley de Newton establece que:

mx = F

donde, = = z(t) denota la posicién de la partéula, & = Z(t) denota la segunda derivada
respecto al tiempo. Se asume que la fuerza F' depende solo de la posicion y la veloci-
dad, esto es, F(x,%). El estado de la particula en un tiempo ¢ es descrito por el par,
X(t) = (x(t),2(t)). No es dificil ver que para cualquier ¢ la futura trayectoria, X(s)
con s > t, puede ser especificada por X (t). En otras palabras, los estados pasados no
son necesarios.

Las cadenas de Markov generalizan este concepto de dependencia del futuro solo del
presente y un ejemplo particular de estas son las llamadas caminatas aleatorias. El
siguiente estudio tendra como eje principal establecer una relaciéon matemaética entre la
teoria de caminatas aleatorias, ecuaciones en diferencias y la ecuacién de reaccion di-
fusién, para ello se hard una revisién bibliografica de ésta teoria y se mostraran algunos
resultados importantes de los topicos.

El primer capitulo daremos una breve introduccién al estudio de ecuaciones en dife-
rencias, veremos conceptos y definiciones bésicas, nos centraremos en el estudio de las
ecuaciones en diferencias de primer y segundo orden. En el segundo capitulo veremos
lo que es una caminata aleatoria como proceso estocastico, veremos algunos ejemplos y
aplicaciones. En el tercer y ultimo capitulo nuestro propdsito sera el construir un mo-
delo continuo (ecuacién de reaccién difusién) como un limite de una caminata aleatoria
(proceso estocéstico simple) el cual es un modelo discreto. Durante el proceso veremos
como la ecuacién de reaccion difusion puede ser aproximada por medio de una ecuacion
en diferencias y hablaremos de la importancia de la ecuacion de reaccién difusion.



Capitulo 1

Ecuaciones en diferencias

En la vida cotidiana nos encontramos con algunos problemas en los cuales muchas veces
usamos variables que toman valores discretos, ejemplo de esto es el tiempo ya que es
comun realizar mediciones regulares a la hora de controlar un experimento. Para este
tipo de modelos discretos, una de las herramientas mas adecuadas para analizarlos son
las ecuaciones en diferencias.

El campo de las ecuaciones en diferencias tiene una gran variedad de aplicaciones. El
moderno desarrollo de las ecuaciones en diferencias se origina con una biografia de
Poincaré publicada en 1985. La teoria de ecuaciones en diferencias, los métodos usados
y su amplia aplicacién han progresado a tal punto que ocupan una posicién privile-
giada en el analisis aplicado. De hecho en los ultimos anos, centenas de articulos de
investigacion y varias monografrias han sido presentados en muchas conferencias in-
ternacionales. El estudio de las ecuaciones en diferencias a atraido el interés de los
matematicos, cientificos, ingenieros y otros profesionales. Esto es quizas debido a la
disponibilidad de computadoras de alta velocidad y las numerosas aplicaciones de las
ecuaciones en diferencias a la ingenierfa, la economia, las ciencias (tales como la fisica,
la quimica, la biologia, la probabilidad y estadistica) y también debido a la analogia
de la teoria con las ecuaciones diferenciales. Una diferencia principal entre ecuaciones
en diferencias y ecuaciones diferenciales es que las ecuaciones en diferencias son ecua-
ciones que involucran cambios discretos de una funciéon desconocida, mientras que las
ecuaciones diferenciales involucran cambios de razones instantaneas de una funcion des-
conocida. Por lo tanto, la teoria y soluciones de ecuaciones en diferencias en muchos
sentidos son paralelos a la teoria y soluciones de las ecuaciones diferenciales.

En este capitulo daremos una breve introduccién a su estudio, veremos conceptos y
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definiciones basicas, y nos centraremos en el estudio de las ecuaciones en diferencias de
primer y segundo orden.

En el desarrollo de este capitulo llamaremos t a la variable independiente. Generalmente
t representa el numero de pasos (anos, meses, dias,...) que han transcurrido desde un
momento inicial ¢y3. Del mismo modo y = {yo,y1,¥2,---,¥s, ...} es una sucesion donde
y; corresponde a un valor de t. Serd un capitulo esencialmente expositivo, incluyendo
solamente aquellas demostraciones que se consideran relevantes para el posterior desa-
rrollo del trabajo.

1.1 Términos basicos

Definicién 1.1.1 Una funcién de una wvariable f, es una relacion entre dos con-
guntos, A y B, de tal manera que si x es un elemento del conjunto A, hay un elemento
unico en el conjunto B, llamado f(z) el cual se dice que es la imagen de x. El conjunto
A se llama el dominio de f y el conjunto formado por cada una de la imdgenes de los
elementos de A, es llamado el rango de f. Si un elemento del dominio de una funcion
f se denota por x (variable independiente) y su elemento correspondiente en el rango
se denota por y, se puede escribir:

y = f(x)
Definicién 1.1.2 Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los
numeros enteros no negativos. En otra palabras, una sucesion es una funcion f, cuyo
dominio es el conjunto Ny o un subconjunto de este, a un conjunto S, de objetos tales
como {s1,82,...} 0 {s1,82,...,8,} donde n € N; el resultado podria ser una sucesion
nfinita o finita.

Definicién 1.1.3 Dos sucesiones {a:} y {b:}, con t € Ny son linealmente depen-
dientes si existen constantes A y B distintas de cero, tales que

Aa; + Bb, = 0,
para todo t € Ny. De otra forma se dice que las sucesiones son linealmente inde-

pendientes.

Definicién 1.1.4 El Casoratian de dos sucesiones {a:} y {b:}, cont € Ny se denota
como C(ay,by) y se define como el determinante

Qy by

Cla, by) = (1.1)

Q41 bt+1
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Definicién 1.1.5 Dada una funcion f y un entero positivo n, llamamos ecuacion en
diferencias a una expresion del tipo

F Y6 Yt - Yen—15 Yern) = 0 (1.2)

Definicién 1.1.6 Una solucién de la ecuacion en diferencias (1.2) es toda
sucesion y = {yo, Y1, Y2, ---} que la cumpla. El conjunto de todas las soluciones recibe el
nombre de solucion general. Esta solucion general presenta cierto nimero de parametros
que pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales, dando lugar a diferentes
soluciones particulares.

Ejemplo 1.1.7
La sucesién y = {3'}, con t € Ny es solucién de la ecuacién en diferencias

Yer1 — 3y =0

ya que
Yerr — 3y, = 3 = 3(3") = 3 =3 =0,

Definicién 1.1.8 Una ecuacion en diferencias de la forma:

Jo@®)Yesn + L&) yein—1+ -+ fu1()yerr + fulO)ye = f(t) (1.3)

donde f y f; coni1=0,1,2,...,n, son funciones de t denominadas coeficientes de la
ecuacion en diferencias, es llamada lineal. Si una ecuacion en diferencias no es lineal,
se le llama no lineal.

La ecuacion en diferencias lineal (1.3) es de orden n, si tanto fo(t) y f.(t) son diferentes
de cero para todo t. En otras palabras, el orden de una ecuacion en diferencias de la
forma (1.3), es la diferencia entre el mds alto y el mds bajo de los indices que afectan
a la sucesion y. Si f(t) en el lado derecho de (1.3) es cero, entonces (1.3) es llamada
ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden n; de otra manera es llamada no
homogénea.

Ejemplos 1.1.9
e a. La expresion 2y,.3 + 3y, = t + 1 es una ecuacion en diferencias de orden
t+ 3 —t =3, es decir, de tercer orden.

e b. Supongamos que una poblacién de insectos crece el triple en cada periodo
de tiempo que transcurre entre dos mediciones, de lo que crecié en el periodo
inmediatamente anterior. Si llamamos y; al nimero de individuos en el instante
t del enunciado anterior se deduce:

Yi+2 — Y1 = 3(Z/t+1 - yt>7
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esto es

Yeyo — 4y + 3y, = 0.

La cual es una ecuacion en diferencias de orden 2. Mas adelante resolveremos este

tipo de ecuaciones.

Ejemplos 1.1.10

e Ty;1 — 8y = 0, es lineal y homogénea de orden 1.

Yo — 61 = 2t, es lineal y no homogénea de orden 2.

5Yiro — yp = 0, es no lineal y homogénea de orden 2.

tyrio — Tysi1 + 3y, = 0, es lineal y homogénea de orden 2.

Yiro + 6yr1y; = 2t + 5, es no lineal y no homogénea de orden 2.

Consideremos ahora una ecuacién en diferencias de orden n definida en (1.3). El si-
guiente teorema garantiza la existencia y unicidad de la soluciéon de la ecuacion en
diferencias.

Teorema 1.1.11 Dados n wvalores consecutivos Yo, Y1, - --,Yn—1, la ecuacion lineal en
diferencias de orden n:

Jo@®)yeen + [r)Yren—1 + -+ facr QY1 + fu(ye = [(1) (1.4)
tiene una unica solucion y.

Demostracion.

Probaremos por induccién matematica que los valores de y en cada punto ¢t de S C Nj
estan determinados de forma tnica, asi demostraremos que hay una tnica solucién.
Mostremos que y,, esta determinado de forma tnica. Para ¢t = 0 en (1.4) tenemos

Jo(0O)yn + f1(O)yn—1 + - + fu1(0)y1 + fu(0)yo = f(0).

Como fy(0) # 0 podemos despejar y,, para obtener

_ f0)  f(0) fa=1(0) fn(0)
Yn = - Yn—1— " — Y1 — Yo-
Jo(0) — fo(0) fo(0) fo(0)
Como yo, Y1, - - ., Yn—1 son conocidos entonces vy, esta determinado de forma tnica.

Ahora supongamos que y es conocida para cadat=0,1,...,n,n+1,...,7 con j > n,
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completaremos la prueba mostrando que el valor ;1 esta determinado de forma tnica.
Escribiendo (1.4) con t =ty = j + 1 — n obtenemos

fo(to)yj+1 + fi(to)y; + -+ + fam1(t0)yj—nt2 + [u(to)yj—ns1 = f(o).
Como fy(ty) # 0 despejando y;1;1 tenemos
f0)  filto) ~ Jaa(to) fa(to)

Yj+1 = Folto) fo(to)yj olto) Yj—n+2 — —fo(to)yj—n-l-l-

Lo que demuestra que y esta determinado de forma tnica dados yo, 1, ..., Yn_1.

Si los primeros n valores dados de la sucesion y son Y, Ymits - - - » Ymin—1 CON M > N,
podemos de forma sucesiva determinar los valores ¥, 1, Ym_2, - - - , Y1, Yo y luego mostrar
que todos los demés valores de y también estan determinados de forma tnica.

e a. Parat =m — 1 en (1.4) tenemos:

fD(m_1>ym+n—1+f1 (m_l)ym+n—2+' : +fn—1(m_1)ym+fn(m_1)ym—l = f(m_l)

Como f,(m — 1) # 0 despejando y,,_1 tenemos

_ fm—=1)  fo(m —1) fi(m —1) fo1(m —1)
Ym—1 = - Ym4n—1— Ym4n—2—"""— Ym-
fu(m =1)  fo(m —1) Ja(m —1) fu(m —1)
De forma analoga se prueba que ¥, 2,...,y1,¥yo estan determinados de forma

Unica.
e b. Como fo(m) # 0, para t = m en (1.4)

fo(m)mern + fl <m>ym+nfl + -+ fnfl(m)merl + fn(m)ym = f(m)
f(O) . fl(m) fn—l(m) fn(m)

Ym4n = fo(m) f()(m) Ymyn—1 — - fO(m) Ym+1 — f()(m) Ym

esto prueba que ¥, €s Unico.

e c. Supongamos que y es conocida para todo t € S hasta e incluyendo y,,,; con
i > n, determinemos el valor de ¥, ;1. Escribiendo (1.4) cont = t; = m+i+1—n
obtenemos

Jo(t1)Ymritr + frt1)Ymei + -+ fom1(81)Ymtimnte T fa(t1)YUmtimnt1 = f(t1).
Luego

f(t)  fity) _ fama(tr) fa(t1)

Ymtitl = Ymti — " — o UYmtiont2 — o Ymepiont1-
TR folt) foltr) TR fy(t) T
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En cualquier caso, si S es un conjunto finito o infinito y sin importar cuales sean
los n valores consecutivos dados de y, tenemos un unico valor de y para cada t € S
y por lo tanto, hay una tnica solucion que satisface la ecuacién en diferenciasl..

Nota 1.1.12 En adelante, supondremos que t tomard los valores en el conjunto {0,1,2, ...
salvo se especifique lo contrario.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de ecuaciones en diferencias lineales.

Ejemplo 1.1.13
Resolvamos el problema valor inicial

Yer2 — Y1 + 2y = 0, (1.5)
Yo=1, y1 =2

Solucion
Se cumplen las hipétesis del Teorema (1.1.11), por lo tanto existe una tinica solucién al
problema de valor inicial. Parat =0,1,2,... tenemos que:

t=0,12—=3y+20=0= 12 =3y —2yp =6 —2 =4 =2°,

t=1,y3 =3y +2y1 =0 = y3 =3yp — 2y; = 12 —4 =8 = 23,

t=2,y1—3ys +2ys =0 = ys = 3y3 — 2y = 24 — 8 = 16 = 2%
Y asf sucesivamente, podemos afirmar que la tnica solucién de (1.5) es y = 2°.
Demostremos que y satisface (1.5).

e a. Es solucion ya que:

Yero — Syps1 + 20 = 2072 — 3(211) 4-2(2) = 4(2") — 6(2") +2(2%) = 0.

e b. La sucesién y satisface las condiciones iniciales:

yo=20=1y; =2'=2.

Ejemplo 1.1.14
El problema de valor inicial

2 — Yy = 0, (1.6)
yo=1, 4y =0.

No tiene solucién, puesto que si suponemos que tiene una solucién, y, entonces para
t = 0, tenemos:
Oyot+2 — yo = 0,

esto es yg = 0, lo que contradice las condiciones iniciales dadas.

'La anterior demostracién esta basada en una que se encuentra en el libro [Goldberg, pag 61] y se
le hicieron algunos aportes.
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Ejemplo 1.1.15
La ecuacién en diferencias

1 — Yy = 0, (1.7)

es lineal y de orden 1. Demostremos que:

e a. Parat =0, siyy = 0, y; no esta determinado de forma tinica y existen infinitas
soluciones.

e b. Si el valor de y, para cualquier valor de ¢ diferente de 0 es conocido, existe una

Unica solucién.
Solucion

e a. Siyy =0, parat=0en (1.7), tenemos
Oyo41 —0=0

Oyl = 07

luego, y; puede tomar cualquier valor, sea y; = C' con C una constante, usando
(1.7) hallamos

¢ =9 ,-¢ __¢
27y4_67y5_2477yt_(t_1)|7

y2:C7 Ys =

Como C' es una constantes arbitraria, existen infinitas soluciones de la forma

y=A{y} dondeyt:ﬁ,contzlﬂ,...yygzo.

e b. Sean a € {1,2,...}, A una constante arbitraria conocida y t = 1,2,...,
entonces el problema asociado a (1.7) con condicién inicial en ¢ = a, se transforma
en:

Y1 — Yy = 0, (1.8)
Yo = A.

el cual tiene una solucién de la forma y = {y;} con

a—1)!
yt:Aﬁ7 Cont:1,2,...,

la cual es tnica ya que se cumplen las hipdtesis del Teorema (1.1.11).

— I. Es solucién ya que:

(a—1)! (a—1)! t 1 B
ATy Al ((t_)!_ (t—l)!) =0

W1 — ye = At
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— II. La sucesion y satisface la condicion inicial:

(a—1)! 4

Yo = (=11 [
Ejemplo 1.1.16
Counsideremos la ecuacion en diferencias de orden 2
Yey2 — typ1 — 4 = 0. (1.9)

Demostremos que no existe una solucién para la cual yp = 0y y» = 1 y ademas que
si los valores yo v 4o son iguales (por ejemplo yo = y2 = 1), existen infinitas soluciones
para la ecuacién en diferencias lo cual no contradice el Teorema (1.1.11) dado que los
valores conocidos no son consecutivos.

Para demostrarlo supongamos que yo = 0, y» = 1 y existe una solucién y para el
problema de valor inicial (1.9), entonces para t = 0 tenemos:

Yo+2 — Oy1 — 4o = 0,

esto es ys = 1o, lo que contradice las condiciones iniciales dadas. Por tanto no existe
solucion.

Siyo=1y2 =1,y y1» = C, con C una constante arbitraria, entonces el problema (1.9)
tiene infinitas soluciones de la forma

y={1,C1,1+C,3+2C,10 + 7C, 50 + 35C, 350 + 245C .. .}.

Con este ejemplo pretendemos ilustrar la importancia de las hipotesis del Teorema
(1.1.11) donde se puede perder unicidad a causa de no tener valores consecutivos pres-
critos de la solucién.

1.2 Ecuacién en diferencias lineal de primer orden

En esta seccién daremos una definicion formal de ecuacion en diferencias lineal de primer
orden. Y ademads enunciaremos algunos teoremas relacionados con la solucion para la
ecuacion homogénea y no homogénea.

Definicién 1.2.1 Una ecuacion en diferencias lineal de primer orden es aquella que
puede erpresarse como

Jo®) Y1 + i)y = f(t) (1.10)

donde fo(t), f1(t) y f(t) son funciones en la variable discreta t. Si la funcion f(t) es
nula, entonces la ecuacion en diferencias lineal recibe el nombre de ecuacion homogénea
asociada a (1.10). Cuando fo(t) y fi(t) son constantes, se dice que la ecuacion lineal
es de coeficientes constantes.
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Nota 1.2.2 FEste tipo de ecuaciones es interesante en el estudio de la dindmica de

poblaciones; suelen aparecer asi:

Yerr = f(t)y: +g(t)

donde f(t)y; representa el crecimiento de la poblacion en el tiempo t y g(t) el nimero
de individuos que en el tiempo t se incorporaron a la poblacion como consecuencia de
la migracion.

Ejemplo 1.2.3
Supongamos que una determinada poblaciéon de insectos con 100 individuos, duplica

su numero en cada generaciéon y ademas, 10 nuevos individuos se incorporan en cada
generacion procedente de otro lugar.
Del enunciado anterior se deduce:

yo :=y(0) =100, y; =2y, 1 + 10.
Por lo tanto,
y1 = 2(100) + 10,
Yo = 2%(100) + 2(10) + 10,
ys = 23(100) 4 22(10) + 2(10) + 10, ...
ye = 24(100) + 2¢1(10) + ... +2(10) + 10

t—1
=2'(100) + 10 2"
n=0
= 2!(100) + 10(2" — 1)

= 24(110) — 10.

Luego la solucién es |y, = 2¢(110) — 10 |.

Ejemplo 1.2.4
Resolvamos la ecuacion lineal homogénea de primer orden con coeficientes constantes:

Yer1 — Dy = 0. (1.11)
Solucién Reescribimos (1.11) como:
Yt+1 = DY
Los valores de y;.1 pueden ser hallados recursivamente asi:
Y1 ="5Y, Y2 =5y =5, ¥s=>5y2="5"%o,. ..

Por induccién matemética se puede demostrar que la solucién es de la forma y; = 5lyp.
Si conocemos el valor de yy podemos determinar completamente la tinica solucién.
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1.2.1 La ecuacién y;; = Ay, + B

Si dividimos la ecuacién en diferencias de primer orden (1.10) por fy(t) y despejamos

Yt+1, Obtenemos:

L) @)

Yer1 = —fo(t)yt-i- A0

Si asumimos que fy y fi son constantes, podemos escribir la ecuacion en la forma

Y1 = Ay + B, (1.12)

con Ay B son constantes y A # 0.

A continuacién enunciaremos el teorema que establece la expresién para la solucion
general de una ecuacion en diferencias lineal de primer orden con coeficientes constantes

dependiendo del dato inicial yq.
Teorema 1.2.5 La sucesion y = {y;} con

o — Alyg + BLA ) si A #1; (1.13)
! Yo + B, si A=1, '

es la unica solucion de la ecuacion en diferencias (1.12) conocido vyq.

Demostracién. Para ver un bosquejo de la prueba ver [Goldberg, pag. 64] n

Corolario 1.2.6 Si y = {y;} es una solucion de la ecuacion en diferencias (1.12),
entonces existe una constante C' tal que

t 1-At : .
%:{OA+BLMSZA#L (114

C + Bt, si A=1.

Nota 1.2.7 La formula (1.14) nos proporciona todas las soluciones de la ecuacion en
diferencias (1.12), una solucion por cada valor arbitrario de C.

Mostraremos ejemplos donde se usan las expresiones dadas en el teorema y el corolario,
y observaremos la naturaleza de la solucién.

Ejemplos 1.2.8

e a. Dada la siguiente ecuacién en diferencias

Yer1 = 2y, + 1,
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con la condicién inicial yo = 5, por (1.13) y con A = 2, B = 1, hallamos la tnica

solucién .
1—-2

1—-2
Como podemos observar, y es la sucesién {5, 11,23,47,95, ...}, la cual es creciente.

Yy =5(2") +1 6(2%) — 1.

e b. Consideremos la ecuacién en diferencias

2001 — Y = 4,

con la condicién inicial yo = 3, si reescribimos la ecuacion en la forma (1.12):

1
Ypp1 = §yt +2,

por (1.13), con A = % y B = 2, hallamos la solucién

Y= (%)t(g)m%(?t:z;_ (%)t

En esta caso la solucién es una sucesion cuyos valores crecen indefinidamente pero
son menores que 4.

e c. Dada la ecuacion en diferencias

Y1 = —y + 1,
con la condicién inicial yo = 1. Por (1.13), A= —1 y B = 1, hallamos

y = (—1) + 11__(—<__11>)t = % 1+ (-1)"].

Es decir tenemos una solucién y que toma valores en el conjunto {0, 1}.
e d. La ecuacién en diferencias
Yerr = 2y — 1,

con la condicién inicial y3 = 9, tiene la siguiente solucion

1—-28
1—-2

y=C(2°) - 8C' -7,
dada por (1.14) parat =3, A =2y B = —1. Si escogemos C' = 2 tenemos que
la solucion es de la forma:

1—2¢

=2+ 1.
1-2 *

Y =2(2") —
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Esto nos muestra que no se requiere que el valor conocido (condicién inicial) sea
Yo para poder determinar la solucién de forma tnica. Ademas, es posible probar
que una ecuacion en diferencias puede ser definida para un conjunto diferente a
No.

Teorema 1.2.9 La ecuacion en diferencias de primer orden
Y1 = Ay + B, cont=a,a+1,a+2,... (1.15)
donde A y B son constantes, A # 0 y a es un numero entero no negativo, sobre el

conjunto indicado para los valores de t tiene infinitas soluciones. Siy es una solucion,
existe una constante C' tal que y = {y,;} con

CA=* 4 BEAT" 5 A#1;
Y= B s AFL (1.16)
C+ B(t —a), st A=1,
parat =a,a+ 1,a+2,.... Si un valor de y es conocido para alguno de los valores de

t, entonces hay una unica solucion. En particular, si y, es conocido la unica solucion
de (1.15) es dada por (1.16) con C = y,.

Demostracién. Para ver un bosquejo de la prueba ver [Goldberg, pag. 67]

Teorema 1.2.10 Consideremos la ecuacion en diferencias lineal de primer orden con
coeficientes constantes

Y1 + arye = f(1). (1.17)

e a. La sucesion y = {yﬁh)} donde yt(h) = C(=a)", con C una constante arbi-
traria, es la solucion general de la ecuacion homogénea asociada a (1.17).

e b. SiyP es una solucion particular de la ecuacion (1.17), entonces Yy 4 yP) es
la solucion general de (1.17). Esto es, siy = {y:} es la solucion de (1.17), existe
un valor de C' para el cual

Yy = C(_a)t + ygp)'

Demostracién. Ver [Goldberg, pag. 125]
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1.3 Ecuacion en diferencias lineales de segundo or-

den

Definicién 1.3.1 Una ecuacion en diferencias lineal de seqgundo orden es aquella que

puede expresarse como

Jo@)yer2 + fr(t)yerr + fo(B)ye = f(1), (1.18)

donde fi(t) y f(t) son funciones en la variable discreta t, i = 0,1,2. Si la funcion f(t)
es nula, entonces (1.18) es una ecuacion lineal en diferencias homogénea. Si todas las
fi(t) son constantes, entonces (1.18) es una ecuacion en diferencias de sequndo orden
con coeficientes constantes.

Teorema 1.3.2 Si yM,4y? son dos soluciones de la ecuacion homogénea asociada a
(1.18) entonces Ay +By?, con A, B constantes es también solucion de la homogénea.

Demostracion. La demostracién se obtiene al reemplazar directamente el término
Av® 1+ Bu® en 1 .
Yy, '+ by, en la ecuacion. .

Teorema 1.3.3 Si y, y® son dos soluciones de

Y2 T a1Yer1 + a2y = 0, (1.19)

. (2
con ay y as constantes, entonces el Casoratian C(yt( ), yt( )) NUNCa €s CEr0 0 €S CETO para
todo t.

Demostracién. Un bosquejo de la prueba se encuentra en [Finizio, pag. 360] m

Teorema 1.3.4 Dos soluciones yV y y? de la ecuacion en diferencias (1.19) son
linealmente independientes si y solo si el Casoratian

1 (2) yt(l) %52)
Clyysy) = (1) (2)
Yev1 Yirr
es diferente de cero para todo t.
Demostracién. Para ver un bosquejo de la prueba ver [Finizio, pag. 361] n

Teorema 1.3.5 Siy™"),y® son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
(1.19), entonces la solucion general de la ecuacion es Oy 4+ Coy®, con C1 y Cy cons-
tantes arbitrarias.
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Demostracién. Para ver un bosquejo de la prueba ver [Goldberg, pag. 131] m

2) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion

Teorema 1.3.6 SiyM, yf
en diferencias homogénea de orden dos (1.19) y y® wuna solucién particular de la

ecuacion no homogénea
Yero + aryer1 + agye = f(t), (1.20)

entonces la solucion general de la ecuacion (1.20) es de la forma

= C’lyt(l) + C’gyt@ + y,gp), con C y Cy constantes arbitrarias.

Demostracién. Para ver un bosquejo de la prueba ver [Goldberg, pag. 132] m

Teorema 1.3.7 Si 49 es una solucién de la ecuacion en diferencias no homogénea

(1.20) y y™ es solucion de la ecuacion homogénea asociada, entonces yt(h) + ytc) es

solucion de (1.20).

Demostracién. Para ver un bosquejo de la prueba ver [Goldberg, pag. 124] n

Nota 1.3.8 Dos soluciones, yV) y y® de (1.19) que sean linealmente independientes
se dice que forman un conjunto (o sistema) fundamental de soluciones de (1.19).

Ejemplo 1.3.9
La ecuacién en diferencias

Yero — SYpy1 + 15y, = 16, (1.21)

tiene una solucion particular dada por y,fp ) — 2, que podemos verificar facilmente. De

forma similar, podemos demostrar que la ecuacién en diferencias homogénea asociada
a (1.21) tiene dos soluciones y™ y y® dadas por

y =3 yy =5

Estas dos soluciones forman un conjunto fundamental ya que

3 5

C@ﬂwy:SHl5H1ZWQHH—H@”U:5@%&6—&§*y)=%y*§y

es diferente de 0 para todo t. De aqui, por el Teorema (1.3.5) y (1.3.6)
y) = 013"+ o5t
es la solucién de la ecuacién homogénea asociada a (1.21) y

yr = C13" + Cp5" + 2, (1.22)
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es la solucién general de (1.21).

Si deseamos obtener una solucién de (1.21) para la cual yo = 0y y; = 1, determinamos
los valores de C y C5 de la siguiente manera:

Parat =0y t=1en (1.22) y usando las condiciones iniciales, tenemos

0=C1+Cy+2

1=3C, +5C, +2

Resolviendo el sistema 2 x 2, hallamos que C = _79 y Cy = 2. Asfi la solucién dada por

5
5

Y = _793t + g5t + 2, satisface la ecuacion en diferencias (1.21) y las condiciones iniciales
Yo=0yy=1

1.3.1 Solucién de la ecuacién yiys + a1y 11 + a2y = f(t)

En vista del Teorema (1.3.5) el problema de hallar una solucién general de la ecuacién
(1.19) se reduce a hallar dos soluciones que formen un conjunto fundamental.

Teorema 1.3.10 Dada la ecuacion de sequndo orden
Y2 + @11 + a2y = 0, (1.23)
donde a; y as son constantes. St my y ma son las raices de la ecuacion auxiliar
m?® 4+ aym + ay = 0, (1.24)

entonces la solucion general y = {y;} de la ecuacion (1.23) esta dado por
Caso 1.

y = Cymy + Cyms, (1.25)
cuando my Yy mo son numeros reales distintos.
Caso 2.

yr = (C1 + Cot)mf, (1.26)
cuando my Yy mo Son iguales.
Caso 3.

y, = Ar'cos(t0 + B), (1.27)

cuando my Yy mo son numeros complejos conjugados con forma polar
r(cosf £ isind).

Ejemplo 1.3.11
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Resolvamos la llamada ecuacién en diferencias de Fibonaccei:

Y2 = Y11 + Yt

Solucién La ecuacién caracteristica de la anterior ecuacién es r? —r — 1 = 0, que tiene
dos raices reales distintas:

_1-V5 o 1+V6

r = 9 y 7o 5

Por tanto, la solucién general de la ecuacién de Fibonacci es y = {y;}, donde

Yt =1 (1 _2\/5> + C2 <1+2\/3) )

con ¢; y ¢o constantes arbitrarias. u

Ejemplo 1.3.12
Hallemos la solucién general de la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con

coeficientes constantes:
Ao + 4y +y: = 0.

Solucién La ecuacién caracteristica de la anterior ecuacién es 4r2 +4r +1 = 0, la

cual tiene raiz real de multiplicidad dos r = —%. Por tanto, la solucién general de la
ecuacion es de la forma: .
1
p=(a+et)|-5),
donde ¢; y ¢y son constantes arbitrarias. n

Ejemplo 1.3.13
Hallemos la solucion general de la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con

coeficientes constantes:
Ay + 4y =0 (1.28)

Solucién La ecuacién caracteristica de la anterior ecuacién es r? + 4 = 0, la cual
tiene raices complejas conjugadas r; = 2i y ro = —2i. Aplicando coordenadas polares,
sabemos que para un numero complejo a + bi, se puede escribir de de la forma:

a+ bi = p(cosf + isind),

con p =+va?+ 0%, 0 = arctan(b/a), —m < 0 < .
Luego, r1 = 2(cos(m/2) + isin(7w/2)) y r9 = 2(cos(—n/2) + isin(—n/2)). Por consi-
guiente, la solucién general de (1.28), es de la forma:

t
Y = 12" cos (g + cz> ,

donde ¢; y ¢p son constantes arbitrarias. u
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Existen diferentes métodos para encontrar una solucién particular de una ecuaciéon en
diferencias no homogénea de segundo orden, entre ellos, el método de variacién de
parametros, el de coeficientes indeterminados, entre otros. El mas simple de estos, es
el método de coeficientes indeterminados mediante el cual se deduce una solucién par-
ticular a partir de la forma del término no homogéneo f.

El método de coeficientes indeterminados puede ser aplicado sucesivamente cuando la
funciéon f es una combinacion lineal finita de sumas y productos de funciones con los
siguientes valores:

a’, sin(bt), cos(bt), t",

donde a y b son constantes arbitrarias y n es un entero no negativo. Si la funcién f,
es la suma de diferentes funciones, cada funciéon debera ser abordada separadamente.
Si la posible solucién incluye una funciéon que es también solucién de la ecuacion ho-
mogénea asociada, entonces multiplicamos por t y el resultado serd nuestra nueva posi-
ble solucién. Si ocurre lo mismo multiplicamos una segunda vez por t.

La siguiente tabla nos muestra la forma de la posible solucion correspondiente a algunas
funciones simples f.

f(t) Posible solucién y”)
a' Ad'
sin(bt) 6 cos(bt) Asin(bt) + B cos(bt)
#n Ap+ Ayt + -+ At"
t"a' a'(Ao + Agt + - + Aut™)

a'sin(bt) 6 a' cos(bt)  az(Asin(bt) + B cos(bt))

Table 1.1: Coeficientes indeterminados

Ejemplo 1.3.14
Hallemos una solucién particular de la ecuacion

t
Ay, 9 — Yy = 3c08 (g) : (1.29)

Como la ecuaciéon caracteristica 4m? — 1 tiene raices m; = % y Mo = _71, la solucién de
la ecuacién homogénea asociada es

1\’ —1\'
=az) re(3)-
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y como el término no homogéneo es 3cos (%r), la posible solucién de (1.29) es

t t
yfp) = A cos <g) + Ay sin (g) )

Sustituyendo y*’ en (1.29), hallamos A; = 22y Ay = 0. Esto es,

-3 t
yP) = 5 cos <g> .

Ejemplo 1.3.15
Hallemos la solucién general de

Yt — 4yt+1 + 4yt =3t + 2t. (130)

La ecuacién auxiliar m? — 4m + 4 = 0 tiene las siguientes raices m; = my = 2, la
solucién general de la ecuacion homogénea asociada serd

y ") = (c1 4 cot)2".

El primer término del lado derecho de (1.30), 3" nos brinda una posible solucién de la
forma Ay + Ait; y por el término 2° obtenemos una posible solucién de la forma A2
Como 2¢ es una solucién de la ecuacién homogénea asociada a (1.30), multiplicamos por
t y buscamos una posible solucién de la forma At2!, pero esta sigue siendo una solucién
de la ecuacién homogénea asociada, asi que volvemos a multiplicar por ¢ y obtenemos
At?2t,

Combinando términos, probamos con una solucion de la forma
yP) = Ay + At + A2

Para determinar los coeficientes Ay, A; y A reemplazamos la posible solucién en (1.30)

para obtener

ygﬁé — 4y§ﬂ)1 + 4yt(p) = (Ag — 24;) + At + 8A2".

Es decir,
A0—2A1:0, A1:3, 814:1,

esto es, Ag=06,4; =3y A= 1%

La solucién general, y, de (1.30) esta dada por
t 1 20t
g = (Cr+ Cot)2' + 6 + 3t + 172,

donde y = {y;} y C1, C5 son constantes arbitrarias.
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1.4 Ecuaciones en diferencias lineales y homogéneas

con coeficientes constantes de orden n
En esta seccién mostraremos como hallar la solucion general de una ecuacion en diferen-
cias lineal homogénea con coeficientes constantes de orden n y presentaremos algunos

ejemplos.

Una ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes es de la forma:

Ytin + A1Yt+n—1 + -+ Ap—1Yi+1 + any = f(t)a (131)
donde a; son constantes dadas con 1 = 1,2,...,ny a, # 0. Su ecuacién homogénea
asociada es:

Yign + Q1 Ytqgn—1 + -+ ap_1Yes1 + anyy = 0. (1.32)

Para resolver una ecuacién diferencial homogénea con coeficientes constantes de orden n,
usaremos un método llamado ecuacién caracteristica el cual estudiamos anteriormente
para ecuaciones de segundo orden.

Definicién 1.4.1 Para la ecuacion en diferencias lineal, homogénea y de orden n con
coeficientes constantes dada por (1.82), la ecuacién polindmica de grado n:

™ et apar +a, =0, (1.33)
es llamada ecuacion caracteristica o ecuacion auziliar.

Teorema 1.4.2 Sean r;, i =1,2,...,n las raices de la ecuacion caracteristica (1.33).

e a. Entonces
gD =yt i=1,2....n (1.34)

son soluciones de (1.32).

o b. Si todas las n raices de la ecuacion caracteristica (1.33) son nimeros reales
distintos, entonces la solucion general de (1.32) es:

Y = 1t +corh + o et (1.35)

donde c¢;, 1 =1,2,...,n son constantes arbitrarias.
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o c. Silasr; raices de la ecuacion caracteristica (1.33) son de multiplicidad
my, 1 =1,2,...,1, tales que:

l
E m; =mn,
=1

entonces la solucion general de (1.32) es y = {y;} donde,

yo =il + Pt Dy (P P Dyt (1.36)
(L SR SO ) '

donde cgj), J=12...,;i=1,2,...,m; son constantes arbitrarias.
Demostracién. Para ver una prueba consultar [Mickens, pag. 124] [ |

Ejemplo 1.4.3
Dada la ecuacién en diferencias

Yis — 3Yita + Y43 — 2Yi0 + 3y + 4 = 0,

su ecuacién caracteristica es m® —3m*+4m? —2m?*+3m+1 =06 (m—1)3(m*+1) = 0.

Las raices de la ecuacién seran: m; = mg = mg = 1, my5 = £i. Como? = 1 (cosg +isin 3

la solucién general de la ecuacion en diferencias tiene la forma:

t t
Y = 11" + cotlt + est? 1t + ¢41t cos g + 51t sin g

tm tm
Yy = C1 + Cot + cst? 4 ¢4 cos 5 + c5 sin CR

Teorema 1.4.4 Si y™M,y? ... y™ son soluciones de (1.32), entonces
Cly(l) + C'Qy(2) 44 Cny(”),
con n un numero natural y C1,Cy, ..., C, constantes es solucion de (1.31).

Demostraciéon. La demostracion es analoga a la demostracién que se realiza para
Teorema (1.3.2). u

Teorema 1.4.5 Si y(© es una solucion de la ecuacién en diferencias no homogénea
(1.31) y y™ es solucién de la ecuacion homogénea asociada, entonces y™ + y© es
solucion de (1.31).

Demostracion. La demostracion es andloga a la que se hace para ecuaciones lineales
de segundo orden. [ ]

)
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Ahora veremos un teorema que relaciona las ecuaciones en diferencias con las ecuaciones
diferencial lineales ordinarias.

Teorema 1.4.6 Dada la ecuacion diferencial lineal de orden n

d'y(z) = d"ly(z) dy(x)
e ta, . =0, 1.37
T e T e a = F any(x) (1.37)
y la ecuacion caracteristica:
con r; raices simples y r; raices con multiplicidad n;,i =1,2,....,m. Siy ={y} es la
solucion general de la ecuacion en diferencias:
Yten + Q1Ytin—1+ -+ apy =0 (1.39)
entonces: dy(x)
y(x
= 1.40
Yt drt |, ( )
donde y(z) es la solucidn general de (1.37), esto es
m n;—1 n
y(x) = Z(Z ¢ jr12’)e" " + Z c;e’ (1.41)
=1 j=0 J=(n1+-+nm)+1
conn; >1,1=1,2,....mconny+no+--+nym < n.
Por lo tanto,
m n;—1 n

Y = Z(Ci,l + Z ’Yi,ztl)rf + Z ch’;. (1.42)
=1

i=1
Demostracién. Ver [Mickens, pag. 124] n

Ejemplo 1.4.7
Consideremos la ecuacion diferencial de segundo orden:

y' =4y +2y=0 (1.43)

su ecuacién caracteristica es:
r?—4r+2=0 (1.44)

que tiene dos raices reales 5/2 y 3/2. De aqui que la solucién general de la ecuacién
diferencial es:
5 3
y(r) = cre2” + cpe”, (1.45)
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con c¢; y ¢ son constantes arbitrarias.
Por lo tanto, la ecuacion en diferencias

Y2 — 4yt+1 + 2yt = 07 (146)

por (1.40) tiene como solucién general la sucesion y = {y;} donde

Y= (g)th (g)t (1.47)



Capitulo 2

Caminatas aleatorias

2.1 Introduccion

La historia de las caminatas aleatorias se remonta a dos reconocimientos cientificos
clasicos. A mediados del siglo 16 las series irregulares y extranas producidas por el
juego de un apostador al lanzar una moneda o tirar un dado y que describian trayec-
torias aleatorias, que mas tarde fueron llamadas caminatas, captaron el interés de los
matematicos Pascal, Fermat y Bernoulli. En 1827, Robert Brown, el botanico Inglés
publicé su observacién acerca de el movimiento aleatorio e irregular de pequenos granos
de polen en un liquido bajo su microscopio. El no sélo describié el movimiento irregular
llamado hoy en dia movimiento browniano, también senalé que era causada por alguna
propiedad inanimada de la naturaleza.

Los primeros resultados rigurosos sobre el movimiento browniano fueron dados por Ein-
stein que, entre muchas otras cosas, demostro que el desplazamiento medio < X; > de
algin movimiento X; después de un tiempo ¢ es

< Xy >= Vv2Dt,

donde D es la llamada constante de difusiéon. Einstein también determiné la depen-
dencia de la constante de difusién de otros parametros fisicos del liquido, es decir, él

demostrd que
1
D™'=__NS§,
RT
donde S es la resistencia debido a la viscosidad, N es el nimero de moléculas en una
unidad de volumen, T es la temperatura y R = 8,3 x 1077 es la constante de los gases.
Estos resultados tienen una importancia universal. Durante més de la mitad de un siglo

nuestras ideas sobre la difusién fueron determinados por estas leyes. El modelo mas

23
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natural que describe este fenémeno de difusién son las caminatas aleatorias simétricas
simples d-dimensionales (esta idea se ampliara en el siguiente capitulo). En este modelo
la particula (caminante) se mueve dando pasos de igual unidad de longitud en direc-
ciones axiales con probabilidad P(t,z) = %l (probabilidad de encontrar la particula en
la posicién x en un tiempo t). El proceso se describe en tiempo discreto y los pasos se
realizan en cada unidad de tiempo.

Este modelo es una fuente inagotable de preguntas bellas y observaciones que son 1tiles
para las ciencias, como la fisica, la economia, la biologia, entre otras. Es natural que
nos hagamos las siguientes preguntas:

1. ; Qué tan lejos llega el caminante al cabo de N pasos?

2. { Cuanto tiempo se tarda en cubrir una distancia R desde el punto de partida?

3. ; El caminante podria regresar a el punto de partida?

4. ; Cudl es la probabilidad de volver al punto de partida?

5. § Cudl es la probabilidad de volver en N pasos?

6. ; Cuadl es la probabilidad de llegar a un punto dado en N pasos?

Estas preguntas son el punto de partida de una numerosa serie de estudios sobre cam-
inatas aleatorias. Hay numerosas generalizaciones acerca de estas.

Durante un largo periodo de tiempo todos los resultados se basaron en modelos en
los que la respuesta a la primera pregunta continuaba siendo la misma; en N pasos el
caminante cubre una distancia igual a, v/N. La respuesta a la segunda pregunta en el
caso de una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z¢ es la siguiente, a partir de un
punto dado, un caminante se tarda en promedio R? pasos para dejar una bola centrada
en el punto de partida con radio R.

Luego se demostré que una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z<¢ regresa a la
posicion inicial con una probabilidad de 1 si y sélo si d < 2.

Los estudios acerca de caminatas aleatorias y sus aplicaciones son bastantes extensos
asi que en este capitulo haremos una pequena revisién acerca de ellas.

2.2 Ideas preliminares

Consideremos un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquier estado de un
conjunto previamente especificado. Supongamos que el sistema evoluciona o cambia de
un estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo con una cierta ley de movimiento,
y sea X; el estado del sistema al tiempo ¢t. Si consideramos que la forma en la que
el sistema evoluciona es provocada al azar, entonces puede considerarse que X; es una
variable aleatoria para cada valor del indice ¢. Esta coleccion de variables aleatorias es
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la definicién de proceso estocastico, y sirve como modelo para representar la evolucién
aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo. En general, las variables aleatorias que
conforman un proceso no son independientes entre si, sino que estdan relacionadas unas
con otras de alguna manera particular. Las distintas formas en que pueden darse estas
dependencias es una de las caracteristicas que distingue a unos procesos de otros. Mas
precisamente, la definicion de proceso estocastico que toma como base un espacio de
probabilidad (€, p, P)! puede enunciarse de la siguiente forma.

Definicién 2.2.1 Un proceso estocdastico es una coleccion {X; : teT'} de variables
aleatorias parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parametral, las variables
toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

En nuestro caso tomaremos en un principio como espacio parametral el conjunto dis-
creto T'= {0, 1,2, 3, ...}, donde los nimeros los interpretaremos como tiempos, se dice
entonces que el proceso es a tiempo discreto y los denotaremos por {X,, : n =0,1,...},
o explicitamente,

X07X17X27 cey

asi para cada n, X,, es el valor del proceso o estado del sistema al tiempo n.

Si tomamos el espacio parametral como el conjunto continuo 7" = [0, 00) . Decimos que
el proceso es a tiempo continuo y lo denotaremos como {X; : ¢t > 0}.

Nota 2.2.2 Seguiremos la convencion de que si el subindice es n, entonces los tiempos
son discretos, y si el subindice es t, el tiempo se mide de manera continua. Para poder
hablar de variables aleatorias con valores en el espacio de estados S, es necesario asociar
a este conjunto una o-dlgebra.

Considerando a S subconjunto de R, puede tomarse la o-algebra de Borel de R res-
tringida a S, es decir SN B(R)2. Un proceso estocéstico (aleatorio) puede considerarse
como una funcién de dos variables

X:TxQ—= S

tal que a la pareja (t,w) se le asocia el valor X (t,w) := X;(w). Para cada valor de ¢ en
T, la aplicacién w — X;(w) es una variable aleatoria mientras que la funcién ¢t — X;(w)
es llamada trayectoria del proceso.

10 = {w;}; (lamado espacio muestral) es el conjunto de los posibles resultados de un experimento.
p es la coleccién de todos los sucesos aleatorios y es una o-dlgebra sobre . (£2, o) se conoce como un
espacio medible. P es una funcién de probabilidad, que asigna una probabilidad a cada suceso.
2B(R) es la minima o-algebra sobre R que contiene a los subconjuntos cerrados de R
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Una de tales trayectorias se muestra en la figura (2.1), esta corresponde a un movimiento
que definiremos y estudiaremos mas adelante.

Xi(w)
Xn(w)
X3 Gt
ree X, = ¥
X, i, ;e
Xo¢ L
T 1 1 t —— t 1 t n
fl ta ts 1 <2 3 4 5

Figura 2.1: Ejemplos de la trayectoria de un proceso estocéstico

Los diferentes tipos de procesos estocasticos se obtienen al considerar las distintas
posibilidades para el espacio parametral, el espacio de estados, las caracteristicas de las
trayectorias y principalmente las relaciones de dependencia entre las variables aleatorias
que conforman el proceso. Centraremos nuestro estudio en un ejemplo del siguiente tipo
de proceso.

Definicién 2.2.3 Procesos de Markov

Es un modelo en donde, suponiendo conocido el estado presente del sistema, los estados
anteriores no tienen influencia en los estados futuros del sistema. Esta condicion se
llama propiedad de Markov y puede expresarse de la siguiente forma: para cualquier
de los estados xg,1,xs,...,Th_1 (pasado), x,(presente), T, 1(futuro), se cumple la
wgualdad

P(Xn+1 = ZL’n+1|X0 = Xg, ... ,Xn = Zl'n) = P(Xn+1 = wn+1|Xn = l‘n)

De esta forma la probabilidad del evento futuro (Xp41 = xn41) solo depende del evento
(X, = z,), mientras que la informacion correspondiente a los eventos pasados
Xo=1xg,...,X,_1 =1x,_1 es irrelevante.

El siguiente es un ejemplo sencillo de uno de estos procesos.

Imaginemos que colocamos una rata en la esquina inferior izquierda y un plato de co-
mida en la esquina superior derecha. Para modelar la trayectoria que sigue la rata hasta
encontrar la comida, supongamos que cuando se encuentra en un cuarto del laberinto,
la rata va a cualquier otro con la misma probabilidad (figura (2.2)).
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|

&

Figura 2.2: Esquema de un laberinto

Un modelo matematico para esta situacion es el siguiente.

Enumeremos los cuartos del laberinto de izquierda a derecha, de abajo a arriba, por lo
que la rata comienza en el cuarto 1 y encuentra la comida en el cuarto 9. Definamos
P, ; como la probabilidad con que la rata pasa del cuarto ¢ al cuarto j; por ejemplo,
vemos que

l . .
P11 sij€{2,4,6,8} '
0 ifje {13,579}

Esta informacién la podemos organizar de forma matricial de la siguiente manera (i
denota la fila y j la columna):

020300000
1 0f0fo0000
020003 00
1 1 1
£ 0004%043%00
P=10 10 0310310
00303000 4
0004+ 000T30
00003+ 03 0 3
0000O0T12L01L0

Por lo tanto, la probabilidad de que la rata siga la trayectoria 1;4; 7; 8; 9 para encontrar
la comida es Py 4Py 7P; 3Ps 9. Notemos que:

(i) P,; > 0 para todo ¢ y j.

(ii) >°; P; = 1 para toda i.

Si deseamos obtener la trayectoria que la rata realiza hasta que encuentre la comida,
podriamos modificar la matriz P en el cual especificamos que una vez que la rata llegue
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al cuarto 9 se quede ahi.

020200000
03030000
0£42 000100
1 1 1
100040400
P=10 10101310310
003035000 3
00042% 000730
0000303 0 3
0000O0O0O0O1

De este ejemplo nos surgen algunas preguntas, como por ejemplo:

Cuanto tarda la rata en promedio en encontrar la comida si comienza en el cuarto 7.
Si quitamos la comida y nada més seguimos la trayectoria de la rata: Cual es la pro-
babilidad de que se encuentre en el cuarto j en el paso n si comienza en 7.

Si de nuevo seguimos solamente la trayectoria sin comida, estamos seguros de regresar
al punto inicial?

Si agregamos la comida, cuantas veces regresaria la rata al cuarto inicial antes de en-
contrar la comida?.

En la siguiente seccién daremos algunos aspectos tedricos que permiten abordar situa-
ciones similares a la descrita en el ejemplo anterior.

2.3 Caminata aleatoria simple

Una caminata aleatoria simple es un proceso estocastico a tiempo discreto X,, : n = 10,1, ...
que evoluciona como se muestra en la figura (2.3).

NN

=2 =1 0 +1 42

Figura 2.3: Caminata aleatoria simple

Esto es, que si el proceso inicio en el estado 0, al siguiente tiempo puede estar en la
posicion 1 con probabilidad p, o puede pasar a estar en la posicion -1 con probabilidad
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q, donde p + ¢ = 1 y asi sucesivamente para los siguientes tiempos. Por tanto la
probabilidad de que X,,;; = 7 dado que X,, = ¢ la podemos escribir asi:

p sij=i+1
P(Xpi1=J|Xn=1)=qq sij=i-1

0 otro caso

Como estas probabilidades no dependen de n, se dice que son homogéneas en el tiempo,
es decir, son las mismas para cualquier valor de n. A partir, de estas consideraciones,
podemos ver que este proceso cumple la propiedad de Markov, es decir, el estado futuro
del proceso depende unicamente del estado presente y no de los estados previamente
visitados. Una posible trayectoria de este proceso se muestra en la figura (2.4). Una

Figura 2.4: Ejemplo de una trayectoria de una caminata aleatoria simple

caminata aleatoria puede también definirse de la siguiente forma: sea &;,&s,... una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Supon-
dremos que P(§; = 1) =py P(§ = —1) = g parai = 1,2,... y donde, p+ g = 1.
Entonces para n > 1 se define

Xp=Xo+&+E&+ -+ 6.

Sin pérdida de generalidad supondremos que X, = 0.

A continuacién veremos algunas propiedades de la variable X,, y de su comportamiento
como funcién de n.

Proposicion 2.3.1 Para cualquier entero n > 0, la esperanza, E, y la varianza, Var,
de la variable, X,,, son:

E(X,) =n(p—q), Var(X,) = 4npg.
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Demostracion.
Para la esperanza tenemos que:

B(X,) =) E(&)=nBE(&) =n(p —q).
i=1
Por otro lado, como E(£2) = p+q =1y E(§) = p — q, para cualquier 1 < i < n, se
tiene que

Var(&) =1~ (p—q)* = 4pq.

Por lo tanto,

n

Var(X,) = Z Var(&) =nVar(&) = dnpq.

i=1
Si p > q, es decir, si la caminata toma pasos a la derecha con mayor probabilidad,
entonces el estado promedio después de n pasos es un nimero positivo, es decir, su
comportamiento promedio es tender hacia la derecha. Anédlogamente, si p < ¢, entonces
el estado final promedio de la caminata después de n pasos es un nimero negativo, es
decir, en promedio la caminata tiende a moverse hacia la izquierda. En ambos casos la
varianza crece conforme el niimero de pasos, n, crece, esto indica que mientras mayor
es el nimero de pasos que se dan, mayor es la incertidumbre acerca de la posicion final
del proceso. [ ]

Proposicion 2.3.2 Para cualesquier par de nimero enteros x y n, tales que
—n<x<n, sixyn son ambos pares o impares entonces,

n 1 1
P(X, =x|X,=0) = 3(nt2) gz (n—z), 2.1
(X =alXo =0 = (4" )b 2.)

Para los otros valores de x y n la probabilidad P(X,, = x|Xy = 0) es igual a cero.

Demostracion.

Sea X,, la posicion de la caminata después de efectuar n pasos y R,, L, el nimero
de pasos realizados hacia la derecha y hacia la izquierda, respectivamente. Entonces
X, =R, — L, y ademas n = R, + L,. Sumando estas ecuaciones y recordando que

n
X, = Y & obtenemos
i=1
n

R, = %(n—i—Xn) = Z%(1+§i)

i=1
Esta ecuacion es la identidad clave para obtener el resultado buscado. Observemos
que esta férmula arroja un valor entero para R, cuando n y X, son ambos pares o
ambos impares. Como las variables independientes & toman los valores 1 y —1 con
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probabilidades p y ¢ respectivamente, entonces las variables independientes %(1 + &)
toman valores 1 y 0 con probabilidades p y ¢q. Esto nos lleva a la conclusién que la

variable R,, tiene distribucién binomial (n,p). Por lo tanto,

]_ 1 1

s(n+a

La féormula (2.1) puede extenderse al caso general de pasar de un estado cualquiera y a
otro estado x en n pasos, como se muestra a continuacién.

Proposicion 2.3.3 Si los niumeros enteros n y x — y, son ambos pares o impares,
entonces para —n < x —y<n

n 1 1
P Xn =X X = y = ( )pg(n+xy)q2(nx+y). 22

Para los otros valores de x —y y n la probabilidad P(X, = z|Xo =y) es igual a cero.

Demostracién.
Tenemos como hipétesis que Xy = y. Consideremos el proceso Z,, = X,, — y, entonces
{Z, : n # 0} es una caminata aleatoria que inicia en cero. Luego,

P(Xy =2|Xo=y) = P(Zy =2 —y|Zy =0).
Utilizando la proposicién (2.3.2) obtenemos el resultado buscado. m

Probabilidad de regreso a la posicién de origen
Nos planteamos ahora el problema de encontrar la probabilidad de que una caminata
aleatoria, que inicia en el origen, regrese eventualmente al punto de partida.

Proposicion 2.3.4 Para una caminata aleatoria sobre 7, la probabilidad de un even-
tual regreso al punto de partida es

1 stp=4gq
1—|p—q|l= ‘ (2.3)
<1l sip#q

Es decir, solo en el caso simétrico, p = q, se tiene la certeza de un eventual retorno,
sin embargo, el tiempo promedio de regreso en tal caso es infinito.

Demostracion.
Para realizar esta demostracion utilizaremos los siguientes elementos:
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e a. Para cadan > 0, P, denotara la probabilidad de que el caminante se encuentre
en el estado 0 al tiempo n, es decir, P, = P(X, = 0|Xy = 0), por lo visto
anteriormente sabemos que esta probabilidad es distinta de cero sélo cuando n es
un numero par. Claramente Py = 1. Sea f; la probabilidad de que el caminante
visite el estado 0 por primera vez en el paso k > 0. Por conveniencia se define
fo=0. En términos de las probabilidades fj, la probabilidad de que el caminante
regrese al origen es » )~ fr (esta serie converge ya que se trata de suma de
probabilidades P). valores pares de k distintos de cero.

P, = foPy + fiPoo1 + foPro 4+ -+ fo Py = kapnfk (2.4)
k=0

En esta expresion simplemente se descompone la probabilidad de regreso al ori-
gen, P,, en las distintas posibilidades en donde se efectia el primer regreso al
origen. Este primero regreso puede darse en el paso 1, o en el paso 2, ..., 0 en
el ultimo momento, el paso n. Después de efectuado el primer regreso se multi-
plica por la probabilidad de regresar al origen en el nimero de pasos restantes.
Observemos que el primer sumando es cero. Usaremos (2.4) para encontrar la
funcién generadora de probabilidad de la coleccién de ntmeros fy, fi, fo,..., €s
decir, encontraremos

G(t) =) fut".
k=0

Multiplicando (2.4) por ", sumando y alternando el orden de las sumas obten-
emos

Z Pt" = Z ( kan_k> " = Z(Z fo P pt™ = Z frt” Z P,_it" % = G(t) Z Pt
n=1 0 k=0 n=k n=0

k= k=0 n=~k

Por lo tanto

oo o
(Z Pnt"> —1=G(t)>_ Put" (2.5)
n=0 n=0
e c. Para cualquier nimero real a y para cualquier entero n, se tiene que

(1-t)" = i (Z) . (2.6)
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En particular tenemos que

nln! nln!

o (55) (55 () () )

2 (=) (0 2) () (D) ()

<2n> _2(2n—1)(2n—2)---3-2-1 _2"al(2n—1)(2n—3)---5-3-1

e d. Usando (2.6) y (2.7) podemos encontrar una expresiéon para la funcién generadora

de la coleccién de nimeros Py, Py, Ps,. ..

> = (2n
Pt = nnt2n

n=0

— - _ A\ _§> n_ ni2n
n:0( ! <n i (2.8)

e e. Substituyendo (2.8) en (2.5) se llega a la igualdad
(1 - 4pgt*) ™2 =1 = G(1)(1 - dpgt®) >
De donde obtenemos
G(t) = 1— (1 — dpgt?)z (2.9)

Usando esta expresion podemos ahora calcular la probabilidad del caminante de regresar
al estado inicial. En efecto, por el lema de Abel,

S =1lmG(t) =1 (1—4pgt*)z =1 - [p—ql.
= t—1

1
29
tanto no hay seguridad de que el caminante sea capaz de regresar al origen. En cambio,
1
27
caminante regresa a su posicién de origen. Ademas, el tiempo promedio de regreso se

En el caso asimétrico, p # esta cantidad es estrictamente menor a uno y por lo

en el caso simétrico, p = =, esta cantidad vale uno, es decir, con probabilidad uno el

obtiene derivando la funcién generadora G(t), es decir,

o0

t
pu— 1 / p— 1 —_—
) nfn—lgr%G(t)—lgqm 0. .

n=0
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Podemos también considerar el caso de una caminata aleatoria en donde sea posible
permanecer en el mismo estado después de un paso (unidad) de tiempo. Esta situacién
se ilustra en la figura (2.5) en donde p, ¢ y r son probabilidades tales que p+¢q+17 = 1.
También podemos considerar caminatas en Z? como las que se ilustran en la figura
(2.6), en donde p+ g+ r+ s = 1 (ejemplo de la rata buscando comida) o en Z".

Figura 2.6: Caminata en Z2.

2.4 Caminata aleatoria simétrica y no simétrica

Supongamos que una particula se mueve aleatoriamente hacia la derecha y hacia la
izquierda a lo largo de una recta horizontal (eje ) dando un paso Az (fijo) que se
realiza en un momento determinado At¢. Si el movimiento es imparcial, para el si-
guiente paso es igualmente probable que la particula se desplace un paso a la derecha
o la izquierda. Si tomamos el punto de partida de la particula como el origen (xz = 0)
después de un tiempo t = NAt la particula se encontrard en el punto r = mAx donde
N > 0y m son enteros, —N <m < N.

Se desea saber cual es la probabilidad P(¢,z) de hallar la particula en el punto x en
el tiempo t. Si se supone que para alcanzar la posicién x = mAux la particula se ha
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movido k pasos hacia la derecha y N — k hacia la izquierda. Claramente se tiene que,
0 <k <Ny ademas
m=k—(N—k)=2k— N,

asi que N y m son ambos pares o impares al tiempo ya que

1

k
2

(N +m).

y k es un entero positivo. De aqui que P(t,z) := Py sera

P numero de caminos posibles con k pasos a la derecha después de N pasos de tiempo
k =

ntimero total de caminos que la particula puede recorrer al cabo de N pasos de tiempo’

Ahora, el nimero de posibles caminos con k pasos a la derecha y N — k a la izquierda esta

dado por
N!

ENN —k)!
Y el ntimero total de caminos que la particula puede recorrer al cabo de N pasos de tiempo
es 2V asf la probabilidad Py, es

=cCy.

1 1
P, = Qichk\[’ xr = mAx’ t = NAt, k= i(N + m) (2'10)

Nota 2.4.1 La suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1, para este caso, es claro

matemdaticamente ya que:
N N N—k k N
1 1 1 1
_ N (| = i — [ = _ —
Sh=%al (2> <2) (2 + 2) L
k=0 k=0
Caminata aleatoria no simétrica

Consideremos una particula que se mueve aleatoriamente sobre una recta horizontal (eje x),
un paso Az > 0, en un intervalo de tiempo de duracion At > 0 de acuerdo a las siguientes
reglas:

i. La particula se encuentra inicialmente en el origen (z = 0).

ii. La particula se mueve a la derecha con probabilidad p # % y a la izquierda con probabili-
dad ¢ = 1 — p, independientemente del anterior paso.

Sea P = P(t,x) la probabilidad de encontrar la particula en la posicion z = mAz en un

tiempo t = NAt. De la formula de probabilidad total obtenemos
P(t+ At,x) = pP(t,x — Ax) + qP(t,z + Ax), (2.11)

con las condiciones iniciales usuales
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P(0,0) =1y P(0,z) =0six #0.

Estas caminatas son descritas, por ejemplo, al pensar en el como una persona ebria al salir
de un bar decide ir a su casa que se encuentra a cierta distancia, por las condiciones mentales
en las que se encuentra el ebrio no sabe si en cada paso que da avanza o retrocede. Este es
solo uno de los ejemplos en los que se describen caminatas aleatorias.

Ilustraremos mejor estas caminatas con el siguiente ejemplo

2.5 El problema del apostador

En esta seccién consideraremos un ejemplo particular de una caminata aleatoria puesta en el
contexto de un juego de apuestas.

Planteamiento del problema

Supongamos que un jugador A apuesta sucesivamente una unidad monetaria a un jugador
B. Inicialmente el jugador A tiene k unidades y B tiene N — k, es decir, el capital conjunto
entre los dos jugadores es de N unidades monetarias. En cada apuesta el jugador A tiene
probabilidad de ganar p, y probabilidad de perder ¢ = 1 — p, supongamos ademas que no hay
empates. Sea X, la fortuna del jugador A al tiempo n. Entonces {X,, : n =0,1,...} es una
caminata aleatoria que inicia en el estado k y eventualmente puede terminar en el estado 0
cuando el jugador A ha perdido todo su capital, o bien, puede terminar en el estado N donde
el jugador A ha ganado todo el capital. Este proceso es entonces una caminata aleatoria sobre
el conjunto {0,1,..., N}, en donde los estados 0 y N se dicen absorbentes (una vez en esta
posicién el juego se acaba).

Una de las preguntas que resolveremos para esta caminata es la siguiente: Cuél es la probabi-
lidad de que el jugador A se arruine? Es decir, cual es la probabilidad de que la caminata se
absorba en el estado 0 y no en el estado N, u oscile entre estos dos estados? Este problema se
conoce como el problema de la ruina del jugador, y encontraremos a continuacién su solucién.
Como veremos, usando probabilidad condicional es posible transformar este problema en re-

solver una ecuacién en diferencias.

Solucién al problema

Sea 7 el primer momento en el que la caminata visita alguno de los dos estados absorbentes,
es decir, 7 = min{n > 0: X,, =06 X,, = N}. La pregunta planteada se traduce en encontrar
la probabilidad

Por el teorema de la probabilidad total se obtiene la siguiente ecuacion en diferencias

Up = PUky1 + qQUk—1, (2.12)

para k =1,2,..., N — 1. La interpretacién intuitiva de esta identidad la podriamos describir
asi: a partir del estado k£ se busca la probabilidad de ruina analizando lo que sucede en la
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siguiente apuesta. Se tienen dos casos: el jugador gana con probabilidad p y ahora se busca
la probabilidad de ruina a partir del estado k£ + 1, o bien el jugador pierde con probabilidad
q v se busca la probabilidad de ruina ahora a partir del estado kK — 1. Notemos que si k = 0,
entonces A ya esta arruinado y si K = N, A habrd ganado todo el capital, esto nos da las
condiciones de frontera ug = 1 y uy = 0. Esta ecuacion es una ecuacion en diferencias, lineal,
de segundo orden y homogénea sobre las cuales dimos un breve estudio en el anterior capitulo,
de acuerdo a ello sabemos que la solucién de (2.12) es

N—k : 1
_) N SIP =3
W Wt G, 2 (2.13)
1—(q/p)N SLP7 3
Esta solucién la hallamos usando el método de la ecuacién caracteristica.
La ecuacién caracteristica de (2.12) es:
pri—r4+q=0. (2.14)

Si p # q, la ecuacién (2.14) tiene dos raices reales distintas r;1 =1y ro = %. Lo que nos dice
que la solucién general de (2.12) es de la forma

k
wp = C1 + Cs (;) : (2.15)

donde C; y C5 son constantes arbitrarias. Si usamos las condiciones de frontera (k = 0y
k = N) en (2.15) obtenemos

Ci=-—1( y G=

- () (1)

(¢/p)" — (¢/D)™
1= (q¢/pN

En el caso donde p = ¢, la ecuacién (2.14) tiene una raiz r = 1 de multiplicidad dos. De aqui

Por tanto,

U =

que la solucién es de la forma

up = C1 + Csk, (2.16)
donde C] y Cs son constantes arbitrarias. De nuevo, si usamos las condiciones de frontera
obtenemos )

Cl =1 y CQ = W
Por tanto,
N -k
Up = ——.

N
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En la figura (2.7) se muestra la grafica de la probabilidad uj como funcién del pardmetro k
para varios valores de p y con N = 50.

Cuando p = % la soluciéon es una linea que une la probabilidad 1 con la probabilidad 0.
Podemos observar también que cuando el capital inicial £ aumenta la probabilidad de ruina
decrece.

Ug

p=0.65--1.\..
p=08 .|\
p=099. |-

10 20 30 40 50
Figura 2.7: Comportamiento de wuy respecto a k.

Analisis de la solucion

Es interesante analizar la férmula (2.13) en sus varios aspectos. Por ejemplo, para el caso
simétrico p = %, es decir, cuando el juego es justo, la probabilidad de ruina es muy cercana a
1 cuando k es muy pequeno comparado con N. Esto sugiere que no conviene jugar esta serie
de apuestas contra adversarios demasiado ricos (por ejemplo un casino), aun cuando el juego
sea justo. También es un tanto inesperado observar que la probabilidad wu; es muy sensible a

los valores de p cercanos a % Esto puede apreciarse en la figura (2.8).

Figura 2.8: Comportamiento de uy, respecto a p (N = 50).

Cuando p no es un valor cercano a % la probabilidad uj es casi constante, pero para valores
de p cercanos a % la probabilidad cambia rapidamente de un extremo a otro.

Numero esperado de apuestas antes de la ruina

Hemos comprobado en el ejercicio anterior que con probabilidad uno ocurre que eventual-
mente alguno de los dos jugadores se arruina. Es natural entonces plantearse el problema
de encontrar el tiempo promedio que transcurre antes de observar la eventual ruina de al-
guna de las partes. Este nimero de apuestas promedio antes de la ruina puede encontrarse
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explicitamente, y el método que usaremos para encontrarlo es nuevamente el planteamiento
de una ecuacién en diferencias. Sea entonces my el nimero esperado de apuestas antes de
que termine el juego, en donde el jugador A tiene un capital inicial de k unidades, y B tiene
N — k.

Proposiciéon 2.5.1 El numero esperado de apuestas antes de la ruina es

k(N — k) sip=q

1 1—(q/p)* - (2.17)

mr =

Demostracion.

Condicionando sobre el resultado de la primera apuesta se obtiene que my, satisface la ecuacion
my =1+ pmgy1 + qmy_1, (2.18)

para k=1,2,..., N — 1. Esta ultima es una ecuacién en diferencias de segundo orden, lineal
y no homogénea con condiciones de frontera mgo = 0 y my = 0 que podemos resolver con
ayuda de la teoria vista sobre ecuaciones en diferencias y la cual nos lleva a la respuesta.

Para la ecuacién en diferencias homogénea asociada a (2.18) tenemos:

Si p # q, la ecuacion caracteristica tiene dos raices reales distintas 1 = 1y 7o = . Lo que

q
P
nos dice que la solucién general de la ecuacién homogénea asociada a (2.18) es de la forma

k
ml(ch) =C1+ 0y <§> ;

donde C7 y Cs son constantes arbitrarias. Usando el método de coeficientes indeterminados

hallamos una solucién particular de (2.18). Como el término no homogéneo es 1 tomamos una

solucién de la forma S-constante, pero esta es solucién de la ecuaciéon homogénea asociada,

por lo tanto, debemos multi(p%icar por k para obtener Sk, sustituyendo en (2.18) obtenemos
1 P

- _1 -1 i
que S = 5= bor lo cual, m; " = p_qk. Finalmente,

k

usamos las condiciones de frontera (k =0y k= N) en (2.19) y obtenemos

(p—aq) <_1— (Z)N> te (P—4q) <1— (Z)N)

Por tanto, después de agrupar términos

Ch =
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En el caso donde p = g, la ecuacion caracteristica de la ecuacién homogénea asociada a (2.18)
tiene una raiz 7 = 1 de multiplicidad dos. De aqui que la solucién es de la forma

m" = ¢y + Cak, (2.20)

donde C7 y C2 son constantes arbitrarias. Usando el método de coeficientes indeterminados
hallamos una solucién particular de (2.18). Como el termino no homogéneo es 1 tomamos una
solucién de la forma S-constante, pero esta es solucién de la ecuaciéon homogénea asociada,
por lo tanto, debemos multiplicar por k para obtener Sk, pero esta también es una solucién
de la homogénea, luego la solucién es de la forma Sk?, sustituyendo en (2.18) obtenemos que

S =1, por lo cual, m,(fp) = k2. Finalmente,
mg = ml(ch) + ml(f) =C1 + Cok + k2, (2.21)

usamos las condiciones de frontera (k =0y k = N) en (2.21) y obtenemos
Ci=0 y Cy=-N.

Por tanto,
my = —Nk + k> = k(k — N). m

La forma en la que my cambia al variar el pardmetro k se muestra en la figura (2.9) cuando
N = 50. La duracién maxima promedio del juego se obtiene cuando el juego es justo, es decir,
p = % y ambos jugadores tienen el mismo capital inicial, esto es, k = % Esto arroja un
promedio méximo de (%)2 apuestas antes del fin del juego. En el caso ilustrado,la duracién

méxima promedio del juego es de 625 apuestas.

Figura 2.9: Comportamiento de my, (N = 50).



Capitulo 3

Ecuacion de reaccion difusion

3.1 Introduccion

La cuestién del origen de la forma de la mayoria de los objetos cotidianos que nos rodea es
algo que ha intrigado a filésofos y cientificos a lo largo de la historia. Desde el relieve de
la arena de los desiertos hasta los patrones que caracterizan la piel de muchos animales los
ejemplos son innumerables (figura (3.1)).

Figura 3.1: Diferentes patrones de la naturaleza

Muchos de dichos patrones, ademds, no son estaticos sino que estan sujetos a modificaciones,
ejemplo de ello la arena de los desiertos, cuyos relieves pueden cambiar de un dia para otro
por efecto del viento, la arena de las playas sujetas a los efectos de las mareas, los sistemas
de nubes que cubren el cielo y cambian caprichosamente con las condiciones meteorolégicas
o simplemente las estructuras que se forman en nuestra taza de café con leche al agitarlo con
la cuchara. Dichos estados cambian-evolucionan con el paso del tiempo y son denominados
sistemas dinamicos.

Los avances de las ultimas décadas en el estudio de los sistemas dindmicos que abarcan
fenomenos desde la fisica a las matematicas pasando por la biologia, quimica entre otras, han
permitido descubrir que la mayoria de los ejemplos anteriores estan relacionados por el hecho
de que podemos describirlos usando las mismas herramientas matematicas, denominadas mo-

41
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delos (representaciones de procesos dindmicos en el tiempo que se presuponen relevantes para
explicar los patrones observados) los cuales describen, en lenguaje matematico, un objeto que
existe en un universo no matematico y que generalmente son ecuaciones en derivadas parciales
ejemplo de esto, la ecuacion de reaccién difusion.

Los modelos de reaccién difusién proporcionan una manera de analizar diferentes tipos de
datos, por ejemplo acerca de el movimiento, la mortalidad, y la reproduccién de los indivi-
duos sobre la persistencia o la extincién de las poblaciones y la coexistencia de las especies
que interactian. Se pueden derivar mecdnicamente a través de los modelos de movimiento
individual que son basados en caminatas aleatorias. Los modelos de reaccién difusiéon son
espacialmente explicitos (se denominan asi porque la evolucién en el tiempo de alguna de sus
variables de estado depende del espacio) y tipicamente incorporan cantidades tales como tasas
de dispersion, tasas de crecimiento locales y las capacidades de carga como pardmetros que

pueden variar con la ubicacion o el tiempo.

Las ecuaciones de reaccién difusién son ecuaciones en derivadas parciales que describen cémo
una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la influencia de dos procesos:
reacciones locales en las que los objetos se transforman los unos en los otros, y difusion, que
provoca que los objetos se expandan en el espacio. También proporcionan una manera de
analizar datos, por ejemplo, acerca de el movimiento, la mortalidad, y la reproduccién de los
individuos, la persistencia o la extincién de las poblaciones y la coexistencia de las especies que
interactian. Por lo tanto, proporcionan un buen marco para el estudio de preguntas acerca
de las formas en que el habitat la geometria y el tamano o la variacién en los pardmetros
vitales influyen en la dindmica de poblaciones.

3.2 Modelos de reaccion difusion

Los modelos de difusion pueden ser derivados como los limites a gran escala de los modelos de
dispersion basados en caminatas aleatorias. También se pueden derivar de la ley de Fick (que
describe el flujo de una sustancia difusiva en términos de su gradiente), o desde ecuaciones
diferenciales estocasticas.

A continuacién veremos como se realiza este proceso al partir de una caminata aleatoria.

3.2.1 Caso caminata aleatoria simétrica

Supongamos que una particula se mueve aleatoriamente hacia la derecha y hacia la izquierda
a lo largo de una recta horizontal dando un paso Az > 0 (fijo) que se realiza en un momento
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determinado At > 0. Si el movimiento es imparcial, para el siguiente paso es igualmente
probable que la particula se desplace un paso a la derecha o la izquierda. Si tomamos el
punto de partida de la particula como el origen (z = 0) después de un tiempo t = NAt la
particula se encontrara en el punto x = mAx donde m > 0 y N son enteros, —N < m < N.
Se desea saber cual es la probabilidad P(t,x) de hallar la particula en el punto z en el tiempo
t.

Por lo visto en el capitulo II, sabemos que P(t,x) := Py, seré:

1 1
P, = 27NC;€V’ x:mA,% t:NAt, kzi(N‘Fm) (3'1)

Comportamiento asintético

Dado que

1 N1 N! (3.2)
TOVHIN =R 2N (BN + m) (3 — m))! |

Py

El comportamiento de esta expresiéon para N > m (equivalente a A}im ¥ =0 mN — o0
— 00
podemos verlo usando la férmula de Stirling!:
sl ~ (2773)% s’e” %, s> 1. (3.3)
donde f(s) ~ g(s) para s — oo quiere decir que llm g 8 = 1. Usando esta aproximacién
S o
obtenemos:
2 1 (N—m)2 N+1 1
Py~ =NNT2 N?—m?)~"2, N k=_(N 3.4
o 2N (G )N ) N =V kw4

o de forma equivalente:

m N+1
2 [1-2\2 m\2\ 2 1
P~y —— N 1— (= N k=—=(N . 3.5
k \/TrN<1+ﬁ) ( (N)) >, gV +m). (3.5

Por otra parte si m < N tenemos también que: Sea x = %

m
2

(52 -

ks (—2z+0(z?)) — efmachmO(acQ)

Q

)

de modo que

1+ % ’
ademds
(1 - 22)" "3 = =" 1—a®) — o~ (—2*+00")
entonces N
<1 - 22> T s (1ro(5)

IFulks, Watson. Cdlculo avanzado, Editorial Limusa, 1973.
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y reemplazando en (3.5), obtenemos la siguiente relacion:

2 m m
wali_z\f on = R 21\7,
k 7TN€ 6

El comportamiento asintético para N — oo, N > m, es:

P 1 N! B 1 N! 2 _r;i 26
TN R 2N AN+ m) GV —m) - VaN© (3.6)

Es decir, P es asintoticamente una distribuciéon de probabilidad normal. Podemos ver esto

desde otro aspecto como se observa a continuacién.

P en (3.6) es un tipo de distribucién binomial. Esta distribucién puede ser aproximada por la
distribucién normal para N y m muy grandes. Para determinar los coeficientes en el limite de
la distribucién gaussiana para P(t,x), observamos que la posicién del individuo en el tiempo
N At es la suma de NN saltos a la derecha o hacia la izquierda, cada uno con una probabilidad
de 1/2, asi podemos describir la posicién del individuo en el tiempo NAt como el resultado
de la suma X;+---4+ Xy de N independientes variables aleatorias, teniendo cada una el valor
—Az con probabilidad 1/2 o Az con probabilidad 1/2.

Por lo tanto, X; tiene esperanza (media) 0 y varianza (0)? = 3(—Az)? + 3(Az)? = (Az)2.
Sea Yy = (X1 + -+ Xn)/ovVN = (X1 + --- + Xn)/AzV/N, y si P(X < 2) denota la
probabilidad de que X < z, donde X es cualquier variable aleatoria. Por el teorema del limite
central (y utilizando el hecho de que la media de X; es 0 para cada i) tenemos

lim P(Yy < 2)

dmrv <= |

Como t = NAt es el tiempo total después de N pasos

e dr (3.7)

P(Xi+ - +Xy<2)=P|Yy< (3.8)

o) -7 (v im)

donde hemos utilizado la escala (Ax)?/At = 2D, como antes. De este modo, obtenemos a
partir de (3.7) y (3.8),

: < '
]\}gnooP(Xl—i- -+ Xy <2x) \/ﬂ/ ez dr (3.9)
Haciendo la sustitucién y = (vV2Dt)r en (3.8) llegamos a

lim P(X1+ -+ Xy <2)= (3.10)

N—o0 vV 47 Dt

La expresion (1/v/4xDt)e ¥"/4Pt en el lado derecho de (3.10) es la solucién fundamental de la
ecuacion de difusién (3.24) en el caso v = 0, es decir, en el caso donde no hay preferencia en la
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direccién del movimiento. Si usamos eso como un modelo para la distribucién de probabilidad
P(t,y) para la posiciéon de un individuo en el tiempo t, entonces P(0,y) = (y), esto es,
P(0,y) es un punto de masa o distribucién delta en cero. Ademds, P;(t,z) = DPy,(t,x). Si
una particula inicia su movimiento en un punto z entonces la distribucién después del tiempo

=22 . . , .
t debe ser ( @) e~ 4Dt . Si comenzamos con un conjunto de particulas con una densidad

dada por ug(x) en el tiempo cero, entonces en el momento ¢ la densidad esta dada por

—(y—x)2

1 [e o]
u(t,z) = \/m/ooe 1Dt ug(y)dy. (3.11)

que es equivalente a
ur(t, ) = Dugy(t, x),

donde u(0, ) = ug(x).

La nocién de caminata aleatoria puede extenderse a méas dimensiones espaciales y otros tipos
de movimientos mas complejos. No vamos a explorar esas extensiones mas aqui, excepto
para tener en cuenta que si la diferentes direcciones de la caminata son tomadas con igual
probabilidad y no hay correlacion entre pasos sucesivos, la distribucién para un individuo que
se encuentra en el origen en R™ después de un tiempo ¢ es bien aproximada por

1 2
— | eDt,
(4rDt)>

donde r = \/x? + - - + 22; esta forma es la solucién fundamental a la ecuacién
ou(t, ) O?u(t, x) 0?u(t, x)
— =D\ —F5—+ -+ —F5— | =DV.Vu(t,
o1 < a2 T o, ut, )

que es la ecuacién de difusién n-dimensional. En cualquier dimensién, D = 02 /2 donde o2 es
N
la varianza de la distribucién (1/(47Dt))2 e="*/4Pt cuando ¢ = 1.

Nuestro objetivo siguiente es permitir que At y Ax tiendan a cero para obtener una caminata

continua que incorpore las principales caracteristicas de una caminata aleatoria discreta.

Transicion al limite de la probabilidad

Cada movimiento de la particula es independiente del anterior. Si la particula se encontraba
en la posicién x en el tiempo t + At, significa que al tiempo ¢ la particula se encontraba en
x — Az o en x + Ax con igual probabilidad. De aqui que

1 1
P(t+ At,x) = §P(t, x— Az) + §P(t, x + Ax) (3.12)
con las condiciones iniciales

P0,0)=1, P(0,z)=0 si x#0.
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Manteniendo x y t fijos, observemos que pasa cuando At — 0, Az — 0. Supongamos
ademds que P(t,z) es una funcién suave, definida en (0,400) x R y no solo en los puntos
discretos (NAt,mAz) (pasando al limite hallaremos una distribucién de probabilidad con-
tinua tal que P(¢,z) siendo la probabilidad de encontrar la particula en (¢,z) serd cero. Si
interpretamos P(t,x) como una densidad de probabilidad, este inconveniente desaparecer).
Usando la férmula de Taylor podemos escribir

P(t+ At,z) = P(t,x)+ P(t, ) At + o(At)
Plto+Az) = P(ta)Az+ Py(t,z)Az + %Pm(t, 2)(Az)? + o( (Az)?)
Sustituyendo en (3.12), después de algunas simplificaciones, hallamos
PLA+ o(At) = %PMAQ:Z +o((Az)?).

Dividiendo por At,

2
P, +o0(1) = ;(AA? Py +o (if) . (3.13)
Este es un momento importante, en la ultima ecuacién nos encontramos de nuevo con la
combinacién %’f. Si deseamos obtener algo no trivial cuando Az, At — 0, requerimos que
(AAxf sea constante asi
(AA?Q 2D

para algun nimero D # 0 (el nimero dos esta por razones estéticas). Pasando al limite en
(3.13) obtenemos la siguiente ecuacién para P

P, =DP,, (3.14)
y la condicion inicial se convierte en

tli)mo P(t,z) = 6(x) (3.15)

3.2.2 Caso caminata aleatoria no simétrica

Como en el anterior capitulo consideremos una particula que se mueve aleatoriamente sobre
una recta horizontal, un paso Az > 0, en un intervalo de tiempo de duracién At > 0 de tal
forma que ella se encuentra inicialmente en el origen (2 = 0) y se mueve (independientemente)
a la derecha con probabilidad p # % v a la izquierda con probabilidad ¢ =1 — p.

Sabemos que la probabilidad, P(t+ At, z), que el individuo se encuentra en la ubicacién z en
el tiempo t + At podemos calcularla al observar que para llegar a la posiciéon x en el tiempo
t + At el individuo debe estar o bien en la posicién x — Ax en el tiempo ¢t y moverse hacia la
derecha o estar en la posicién x + Az en el tiempo ¢ y moverse a la izquierda:

P(t+ At,x) = pP(t,x — Az) + qP(t,x + Ax) (3.16)
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con las condiciones iniciales usuales
P(0,0)=1y P(0,z) =0six#0

Como en el caso simétrico, mantendremos z y t fijos y examinaremos que pasa cuando
Ax, At — 0.
Por la férmula de Taylor tenemos

P(t+ At,z) = P(t,z) + Pi(t,x) At + o( At)
P(t,z + Az) = P(t,z) &+ Py(t,z)Ax + %Pm(t, z)(Az)? + o((Az)?).

Sustituyendo en (3.16) obtenemos

1
P(t,x)At + o(At) = §Pm(t’ z)(Az)? + Py(t,z)(q — p)Az + o((Ax)?) (3.17)
Dividiendo por At, obtenemos
1 (Az)? (¢ —p)Az (Az)?
P, 1)==P, — + P(t,x)———— . 1
(t,2) + 0(1) = 5 Pealt, ) S + Palt, ) L= 4o (158 (318)
Este es un punto importante, nos damos cuenta que si dejamos At, Az — 0, y si asumimos
que
Az?
— =2D 3.19
AL (3.19)
ya no es suficiente para obtener algo no trivial de (3.18), es mas si mantenemos p y ¢ constantes,
tenemos
(¢ —p)Az
At

y de (3.18) tenemos una contradiccién. Viendo que

(g—p)Az  (q—p) (Ax)?

At Az At
vemos que ademads de (3.19) necesitamos que

(¢—p) _
Az s
con [ finito.
De aqui que
(¢ —p) (Az)?
2D( = —
Ax At = 2Dp Y

y aplicando limite cuando At, Az — 0 en (3.18) obtenemos
Py(t,x) = DPyy(t,x) — vP,(t,x) (3.20)

DP,, modela un fenémeno de difusién. Examinemos que sucede con el término vP,. Las
dimensiones de v al ser ¢ — p adimensional son las mismas que las de %, las cuales son
dimensiones de velocidad. Es decir v codifica la tendencia de la particula de moverse en

determinada direccién con velocidad |v]; a la derecha si v < 0, a la izquierda si v > 0.
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3.2.3 Usando la definicion de derivada
Partiendo de la ecuacion en diferencias obtenida para una caminata aleatoria no simétrica
P(t+ At,x) = pP(t,x — Ax) + qP(t,z + Ax), (3.21)

tenemos que

P(t+ At,x) — P(t,x) 1

[P(t,z + Ax) — 2P(t,z) + P(t,z — Ax)]

At Qﬁm (3.22)
+ N [P(t,z + Az) — P(t,x — Ax)],
donde 8 = % —p. Para obtener una ecuacién de difusién a partir de (3.22) debemos relacionar
ﬁ y % con Ax a través de escalamiento. Si dejamos que D = (3252 y sea v = _2A’8tAI
entonces %At = ﬁ y Aﬁt = 5a. de manera que (3.22) se convierte en
P(t+ At,x) — P(t,x) D P(t,x + Ax) — 2P(t,x) + P(t,x — Ax)
At N (Az)? (3.23)
P(t,x + Az) — P(t,z — Ax) '
— v .
2Ax
Ahora podemos pasar al limite cuando At y Az tienden a cero para obtener
P(t,x) = DPyy(t,x) — vPy(t, x). (3.24)
Si p = ¢q (ir a derecha o izquierda es igualmente probable) entonces 5 = 0, por lo que

v = 0. Por lo tanto, el término DP,,(t,x) describe el aspecto del movimiento que viene de
una caminata aleatoria simétrica, es decir, el aspecto debido a la difusion. Si volvemos a la
ecuacién (3.21) y dejamos que p = 1 obtenemos P(t + At,z) = P(t,z — Az) que refleja un

movimiento estrictamente a la derecha. Podemos reescribir esta dltima relacién como

[P(t + At,zi — P(t, m)} ., [P(t, z) — ig, z — Az)

Cuando p =1, B = —1/2, por lo que la escala —2FAx/At = v asi que (3.22) se convierte en

%}:PW =—v [%&W} que pasando al limite cuando At y Ax tienden a cero
se transforma en
P(t,x) = —vPy(t, z). (3.25)

Esta ultima ecuacién tiene solucién P(t,xz) = Py(x — vt). Donde P(0,z) = Py(x). Por lo
tanto, describe el movimiento hacia la derecha con velocidad % = v. La interpretacién del

2
coeficiente D en (3.24) es mds sutil, pero la relacién (AAxt) sugiere que D puede ser visto como

la mitad del cuadrado de la distancia que atraviesa un individuo en una unidad de tiempo

por movimientos al azar a la izquierda o la derecha.



Apéndice

e Teorema del binomio de Newton
Usando la férmula para calcular el valor de (Z) (representado como C(n, k), o C}' )este

teorema afirma lo siguiente:

n

n _ n! nek kN~ (M) ek
($+y)—2m$ y—z<k>$ (/e

k=0 k=0
donde (Z) recibe el nombre de coeficiente binomial, n € R. En general,

o0

t
(z+y) = Z <k> iRy cont € R.

k=0

e Teorema de probabilidad total
Sean A1, As, ..., A, una particién sobre el espacio muestral tal que los sucesos A; forman
un sistema completo, es decir, la suma de sus probabilidades es 1 y sea B un suceso
cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales P(B|A;), entonces la
probabilidad del suceso B viene dada por la expresién:

P(B) = Y P(B|A;)P(4).
=1

Ejemplo
Al tirar una moneda, el suceso ”salir cara” v el ”salir cruz” forman un sistema completo
) b

no hay maés alternativas: la suma de sus probabilidades es 1.

e Ley de Fick
La densidad de flujo de particulas .JJ es proporcional al gradiente de concentracion de
las particulas. Esto es, en una dimension

—-oC oC

donde C(t,x) es la concentracién de las particulas y D es la difusividad. El signo
menos simplemente significa que las particulas se transportan de una alta a una baja
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concentracién.

Se puede escribir una ecuacién de conservacién general que nos dice que el cambio de
una cantidad de material en una region es igual al flujo cerca de la frontera. Si la region
es ro < x < r1 y ningun material es creado, se tiene

x1
8/ C(t,x)dx = J(t, zo) — J(t, z1).
ot Juo

Si x1 = zp + Az, se toma limite cuando Az — 0 y se asume (3.26) obtenemos la

ecuacion de reacciéon difusion clasica en una dimensién:

oC 0*C

— =D—F.

ot 0x2
Si liberamos una cantidad @ de particulas por unidad de drea en z = 0 en un tiempo
t = 0, es decir,

C(0,z) = Qé(x)

donde §(z) es la ”funcién” delta de Dirac, entonces la solucién de la ecuacién de reaccién
de difusién clésica se convierte en

Q —a?
C(t,x) = ———exp < , t>0.
(47Dt)z ADt

e Teorema del limite central o teorema central del limite
Indica que, en condiciones muy generales, si S, es la suma de n variables aleatorias
independientes y de varianza no nula pero finita, entonces la funcién de distribucion
de probabilidad S,, se aproxima bien a una distribucién normal (también llamada dis-
tribucién gaussiana, curva de Gauss o campana de Gauss). Asi, el teorema asegura que
esto ocurre cuando la suma de estas variables aleatorias e independientes es lo suficien-
temente grande.

Sea X1, X2,...,X, un conjunto de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas con media p y varianza 0 < 02 < co. Sea S, = X1 + - - + X,,, entonces

) Sn — np B
nh_{rgoP <g\/ﬁ < z) =®(z2),

donde ®(z) es la funcién de distribucién de una distribucién normal y P es la probabi-

lidad.
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