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Resumen

Un nidmero perfecto es un entero positivo n tal que la suma de todos los divisores positivos de
n es igual a 2n. En este trabajo de grado se estudian algunas propiedades aritméticas de los
nimeros perfectos, entre las cuales se destaca la caracterizacién de los nimeros perfectos pares,
los cuales tienen la forma 2P~1(2P — 1) donde 27 — 1 es un niimero primo. Hasta el momento se
conoce una cantidad finita de ntimeros perfectos pares. En la actualidad no se conocen nime-
ros perfectos impares, sin embargo, mostramos algunas caracteristicas que deberian tener los
nameros perfectos impares en caso de que existan. Finalmente, hacemos un estudio detallado
del trabajo del profesor Florian Luca “Perfect Fibonacci and Lucas numbers”del ano 2000, en

el cual se prueba, entre otras cosas, que no hay nimeros de Fibonacci que sean perfectos.



Notacion

La notacién que usaremos en este documento es la estdndar en teoria de ntmeros. Aunque la

mayoria de notacién serd introducida en su momento, a continuacién presentamos una lista de

los simbolos méas comunes que usaremos en este trabajo de grado.

N, Z*

f(z) = O(g(x))

Conjunto de numeros naturales {1,2,...}.
a divide b, a es un divisor de b, b es un multiplo de a.
a es congruente con b médulo n.

Simbolo de Legendre de a con respecto a p.

M3éximo comun divisor de a y b.

Suma de los divisores positivos de n.

Numero de enteros positivos menores o iguales a n y coprimos con n.

Numero de primos distintos que dividen a n.

Indice de abundancia de n, es decir la suma de los inversos de todos los divisores de n.
Logaritmo de = en base 10.

Ntmeros primos mayores que uno.

f(z) es O mayiscula de g(z).

El producto pi* - - - p2r.
La suma 1+ ¢; +---+¢;.

La suma de los valores de la funcién f en todos los divisores de n.
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Capitulo

Introduccion

Un entero positivo que tienen la propiedad de que es igual a la suma de todos sus divisores
propios positivos, se denomina nimero perfecto. Los ntimeros perfectos fueron estudiados por
Pitdgoras y sus discipulos, més por sus propiedades misticas que por sus propias propiedades
tedricas. La definicion original de nimero perfecto estaba dada en términos de “partes divisibles”
de un nimero [3]. Por ejemplo, las partes divisibles de 10 son: 1, 2 y 5, ya que 1 = %, 2= ?
y b= % Note que 10 no es una parte divisible de 10 porque no se puede obtener como una

fraccién entre 10 y un entero positivo mayor que 1.

Los primeros conocimientos matematicos de los que se tiene informacién referente a los niime-
ros perfectos aparecen en los Flementos de Fuclides escritos alrededor del afio 300 a.c. En la

antigua Grecia sélo se habia descubierto los siguientes ntimeros perfectos:

6=1+2+3;
28 =1+244+7+14;
496 =142+ 4+ 8+ 16+ 31 + 62 + 124 + 248;

8128 =1+4+2+44+16 4+ 32 4+ 64 + 127 4 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064.

De este modo era natural pensar que existian pocos numeros perfectos. Era necesario entonces



preguntarse qué propiedades tenian para tratar de caracterizarlos. Euclides observo que

6=2-3=2""".(22-1);
28=4-7=2"1.(2°-1)
496 = 16 -31 = 2°71 . (2° — 1);

8128 = 64-127 =271 . (27 —1).
Con esa informacién Euclides probé que
“Si 28 — 1 es primo y N = 2871(2F — 1), entonces N es perfecto”.

A los nimeros primos de la forma M, := 2P — 1 se les conoce como primos de Mersenne. La
historia de la bisqueda de primos de Mersenne se puede dividir en dos fases; el antes y el después
de la llegada de los computadores. En el tiempo donde no existian las computadoras, la busqueda
de primos de Mersenne era tediosa y llena de errores. En el ano 1588 se verificé que My7 y Mg
eran primos. En 1772, Euler probd que M3; era un niimero primo usando divisiones hasta 46337,

donde 46337 < /Ms.

En 1644 el monje francés Marin Mersenne, en su libro Cogitata Physica-Mathematica, afirmé
que los nimeros M,, son primos para p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257, y compuestos para
todos los demés valores de p menores que 257. No se sabe como pudo llegar a esa conclusion,
pero con el tiempo se probd que Mgy y Mas7 no son primos, mientras que Mgy, Mgg v Mig7 si lo

son.

Pasaron muchos anos para probar que Mgy no era primo. En 1876 Lucas usa el test que
habia desarrollado para mostrar ese hecho sin encontrar su descomposicién en factores primos.
Tuvieron que pasar 27 afios para encontrar la factorizacion de Mgy, la cual fue realizada por

Frank Nelson Cole en 1903, en una de las reuniones de la American Mathematical Society.

Antes de la llegada de los computadores eran 12 los primos de Mersenne encontrados (el dltimo
de ellos fue encontrado en 1914), pero desde de la llegada de los computadores se ha encontrado,
a un ritmo aproximado de un primo de Mersenne por cada dos afios. Note en la Figura que
a partir de 1952 gracias a la entrada de los computadores, ha aumentado el niimero de primos

de Mersenne encontrados. Encontrar primos de Mersenne no es un trabajo sencillo; actualmente



solo se conocen 48 de ellos. El ultimo primo de Mersenne fue hallado en 2013.
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Figura 1.1: Sucesién de los nimeros de Mersenne encontrados en los respectivos afios. Datos

tomados de [1].

En el ano 1952 Raphael Robinson con la ayuda de los computadores encontré cinco primos
de Mersenne, ademéds de los que ya se conocian. El utilizé6 The National Bureau of Standards
Western Automatic Computer (SWAC) con la ayuda de los esposos Derrick H. Lehmer y Emma

Trotskaia Lehmer.

Los primos de Mersenne decimotercero y decimocuarto fueron encontrados el primer dia que
fue utilizada la maquina (30 de enero de 1952), la cual utilizé la prueba de Lucas-Lehmer que

permite decidir su primalidad, y los otros tres fueron encontrados en los siguientes nueve meses.

La prueba de Lucas-Lehmer sirve para determinar si un determinado niimero de Mersenne
M, es primo y consiste en el siguiente algoritmo. Sea M, = 2P — 1 el nimero de Mersenne a

verificar. Definamos la sucesién s; para todo i > 0 de la siguiente manera:

4 sit=0
S; =
stq4—2 sii>0



M, es primo si y sélo si sp_3 =0 (méd Mp,). En caso contrario, M, es compuesto.

El test de Lucas-Lehmer puede ser utilizado con bastante rapidez. Si M, denota el p-ésimo
numero de Mersenne, entonces es posible determinar si M), es un primo de Mersenne usando

O(p3)|I| operaciones de bits ([17]).

En comparacién con las computadoras de hoy, SWAC era primitiva, su memoria total fue de

1152 bytes, y la mitad de esta memoria era utilizada para los comandos que dirigen el programa.

En el siglo XVIII se produjo un gran avance en el estudio de los nimeros perfectos; Euler
logré demostrar que si un entero positivo es perfecto y par, entonces tiene la forma 2P~1(2P — 1),
siendo 2P — 1 un primo de Mersenne. Es decir, la condicién para encontrar ntimeros perfectos

pares no solo es necesaria, sino ademaés suficiente.

En cuanto a los numeros perfectos impares el interrogante es mucho mas grande. En los
ultimos siglos varios resultados han arrojado algo de luz sobre ellos, y cada vez parece mas

probable que no existan.

En este trabajo de grado estamos interesados en estudiar algunas propiedades de los niimeros
perfectos. El trabajo de grado esta organizado de la siguiente manera. En la Introduccién (Ca-
pitulo , hacemos un breve recorrido por la historia de los niimeros perfectos y en el Capitulo
presentamos diferentes resultados los cuales caracterizan los nimeros perfectos pares. Poste-
riormente en el Capitulo [3 estudiamos el concepto de indice de abundancia y su relacién con los

nameros perfectos.

Finalmente, en los Capitulos [ y [5] abordamos dos trabajos del profesor Florian Luca, en
los cuales se demuestra la inexistencia de nimeros perfectos consecutivos y la inexistencia de

numeros perfectos en las sucesiones de Fibonacci y de Lucas.

Si g(z) > 0, para todo z > a, escribimos f(z) = O(g(x)), para indicar que el cociente f(x)/g(z) es acotado,

para = > a; esto es, existe una constante M > 0 tal que |f(x)| < Mg(z) para todo = > a.

4



Capitulo

Numeros perfectos pares

La suma de todos los divisores positivos de un ntimero entero m € ZT se llama la funcién

sigma de m, denotada por o(m). Es decir, o(m) = Z d. De esta manera el concepto de ntimero
dlm
perfecto se puede plantear en términos de la funciéon o. Formalizamos este concepto como sigue

Definicién 2.1. Un entero positivo N es perfecto si o(N) = 2N.

Notemos que 6 es perfecto porque 0(6) =1+2+3+6=12=2-6.

Los griegos solo conocian 4 numeros perfectos. Fué Euclides el que probd que si la suma
1424224 42P72 42771 = 2P 1 es primo, entonces 2P~ (2P — 1) es perfecto. Consideremos

la suma 1 + 2 = 3. Como 3 es un nimero primo, entonces 22-(22 — 1) = 6 es perfecto.

Es bien conocido que si 2" — 1 es primo, entonces n es primo. Sin embargo, si p es primo no
necesariamente 2P — 1 es un niimero primo. En efecto 2! — 1 = 23 -89 es compuesto a pesar de
que 11 es un numero primo.

Teorema 2.1. Si 28 — 1 es primo y N = 2k_1(2k — 1), entonces N es perfecto.
Demostracién. Si 2¥ — 1 = p es un niimero primo, entonces N = 2¥=1(2F — 1) = 2k—1yp,

Por lo tanto los divisores propios N son

Si S es suma de los divisores propios de IV, entonces



S=1+2+4+ - +2"H+ (1 +2+4+ - +2F2)p

=" =D+ -1

=p+2-Tp—p

=2k 1p = N.
Por lo tanto, N es perfecto. O
Definicién 2.2. Sea p primo. A los nimeros primos de la forma M, := 2P — 1 se les conoce

como primos de Mersenne.

Encontrar primos de Mersenne no es un trabajo sencillo; actualmente solo se conocen 48 de
ellos. El tltimo primo de Mersenne fue hallado en 2013 y es 27885161 _ 1 que tiene 17,425,170
cifras [I]. Note que para cada uno de los primos de Mersenne basta aplicar la construccién de
Euclides para obtener un nimero perfecto. De este modo, la biisqueda de niimeros perfectos se
puede direccionar a la bisqueda de primos de Mersenne.

En el siglo XVIII se produjo un gran avance en el estudio de los nimeros perfectos, Euler
logré demostrar que si un entero positivo es perfecto y par, entonces tiene la forma 2P~1(2P — 1),
con 2P — 1 un primo de Mersenne. Es decir, la condicién para encontrar niimeros perfectos pares

no sélo es necesaria, sino ademas suficiente.

Veamos ahora una definicion.

Definicion 2.3. En teoria de nimeros, una funcion aritmética f : N — C es multiplicativa st

f)y =1y f(zy) = f(x).f(y) siempre que sean x y y primos relativos.
A continuacién mostramos que la funcién o es una funcién multiplicativa.

Teorema 2.2. La funcion o es multiplicativa.

Demostracién. Sean X y Y dos enteros positivos. Sea z1,- - ,zs los divisores positivos de X

Y Y1, , Yy los divisores positivos de Y. Entonces, o(X) =z1+ -+ a5y oY) =y1 + - + vt



Dado que med(X,Y) = 1, entonces los divisores de XY son todos los productos que se obtienen
al multiplicar un divisor de X por un divisor de Y, i.e., son todos los productos de la forma x;y;

dondet=1,...,s; 7=1,...,t. Luego

o XY)=zip1+ -+ x1y + o1+ Ty + Ty o+ Ty
=zi(yi+y+ - Fy) eyt Fy) Foas(yi v+ ye)
= (@1 +m2+- -+ ws)(yr Y2+ ye)

= o(X)o(Y).
O

Teorema 2.3. Si N es un numero perfecto par, entonces N se puede escribir de la forma

N =2P=1(2P — 1), donde 2P — 1 es primo.

Demostracién. Si N es un numero perfecto par, entonces N se puede escribir de la forma

N = 2""m con m impar y n > 1. Como o es multiplicativa tenemos que

o(N) =0o(2""1m)

=o(2" Yo (m)

- (2;:11> o(m)

= (2" — 1)o(m).

Puesto que N es perfecto, tenemos que
o(N) =2N =2(2""'m) = 2"m,
de donde
2"m = (2" — 1) o(m).
Ya que 2" — 1 es impar, 2" — 1 | m, luego existe k € ZT tal que m = (2" — 1)k. As{

(2" — 1)o(m) = 27(2" — 1)k,



de donde

o(m) =2"k
— (2"~ Dk +k

=m-+k.

Pero k | m, asi o(m) = m+ k implica que m tiene solo dos divisores; a saber m y k. Luego k = 1
y por lo tanto o(m) = m + 1 nos dice que m es primo. De otro lado, como 2" — 1 | m, se tiene

que m = 2" — 1. En consecuencia N = 2"~(2" — 1) donde 2" — 1 es primo. O

Los numeros perfectos estan estrechamente relacionados con los nimeros triangulares, los
cuales son de la forma 14+ 2+ 3 4 --- 4+ n, donde n es un entero positivo. Estos nimeros son
llamados asi por la disposicién de puntos que forman matrices triangulares (como se muestra en

la Figura 2.1).

N

a) b) c) d)
Figura 2.1: Cuatro primeros numeros triangulares. a) 1, b) 3, ¢) 6 y d) 10.

Note que cada nimero triangular 7, esta definido por T}, := n(n + 1)/2. Ahora bien, si N es

un ntimero perfecto de la forma 2P~! (2P — 1), entonces

(2P —1)((2P - 1)+ 1)
5 )

mostrando que N es un nimero triangular. Se puede afirmar entonces que un niimero perfecto

par es un nimero triangular. Por ejemplo

14+2+3=6,
1424+34+4+5+6+7=28,

1+24+34+44+5+6+74+84+9+- -4+ 31 =496.



También podemos escribir cualquier niimero perfecto par, mayor a 6, como la suma de cubos de

nimeros impares, para ello veamos el Corolario del siguiente Teorema.

Teorema 2.4. Sin =2m"1(2™ — 1), entonces

m 3
n:13+33+---+<2(7+1)—1) .

(m—=1)

. s m+1 . I
Demostracién. Sea k = 2 . Notemos que 272~ = 2k, ahora consideremos la siguiente

P+ 43+ 212+ 263 =1 42434+ (2k—1) + (2k))?
1 2
= <2(2k)(2k+1)>

= k2(2k + 1)
Lo cual implica que 13 +23 +33 + ... + (2k — 1)3

= K22k + 1)2 — (22 + 4% + -+ + (2k)®)
=KQ2k+1)?-2°1°+ 2%+ + &%)
= E2(2k+1)2 =81+ 2+ -+ k)?

— 22+ 1) — 8(%k(k +1))2

= K22k + 1)% — 2K%(k + 1)?

= k2(2k? — 1).

(m
2

. —1)
Sustituyendo k£ = 2 obtenemos

(m+1)
2

3
13+33++(2 —1) :2m—1(2m71):n‘

De esta manera tenemos el siguiente resultado

Corolario 2.1. Si N = 2P~1(2P — 1) es un nimero perfecto par, mayor a 6, entonces

( 3
N:13+33+---+(2%1)—1) ,



Veamos algunos ejemplos:
= 28=13+3% p=3
n 496 =13 +334+534+7 p=5
Teorema 2.5. Todos los nimeros perfectos pares terminan en 6 o en 8.

Demostracién. Todos los niimeros perfectos pares tienen la forma N = 2"~1(2" — 1), donde
2™ — 1 es un primo de Mersenne. Si n = 2, entonces el resultado claramente se verifica. Por lo
tanto supongamos que n > 3. Como n es primo, entonces n es de la forma 4m + 1 o 4m + 3. En

el primer caso tenemos que

N — 2n71(2n _ 1) — 24m(24m+1 o 1)

—16™(2-16m —1)=6"(2-6™ —1)=6(12—1)=6 (méd 10),

donde hemos usado el hecho de que 6™ = 6 (mdd 10), el cual puede ser probado usando induccién

sobre m. Andlogamente, en el segundo caso tenemos

N = 2n71(2n _ 1) — 24m+2(24m+3 . 1)

—4.16™(8-16™—1)=4-6(8-6—1)=4(8—1)=8 (mdd 10).

Por lo tanto todos los niimeros perfectos pares terminan en 6 o en 8. O
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Capitulo

[ndice de abundancia

En este capitulo se define el concepto de indice de abundancia o radio de abundancia de un
numero n, el cual nos indica el cociente entre o(n) y n, esto es de gran interés debido a que si

n es un numero perfecto, el indice abundancia de n es igual a dos.

Definicion 3.1. El indice de abundancia o radio de abundancia de un entero positivo n se define

por

Veamos algunos ejemplos:

o(36) 91

= 1(36) = = —.

(36) 36 36
0(1024) 2047
s /(1034) = = .
(1034) 1024 2047
o(2145) 4032
= [(2145) = = )
( ) 2145 2145

Debido a que la funcién sigma es una funcién multiplicativa, entonces el indice de abundancia
también lo es. Note que un nimero es perfecto si y solo si su indice de abundancia es igual a 2,
esto es, si I(n) = 2.

Cuando I(n) es un entero r > 2, se dice que n es un nimero multiperfecto de indice r. Por
ejemplo, 120 es un numero multiperfecto de indice 3, ya que I(n) = 3. El estudio de ntimeros

multiperfectos fue tratado inicialmente por Descartes y Fermat en el siglo XVII, y se desarrollo

11



alrededor del ano 1900. Una bibliografia detallada se puede encontrar en [7].

Definicién 3.2. Sean € Z", si el indice de abundancia I(n) es menor que 2, entonces decimos

que n es deficiente, mientras que si I(n) es mayor que 2 decimos que n es abundante.
Veamos algunos ejemplos:

91
» 1(36) = 36 > 2, luego n = 36 es un niimero abundante.

o(1024) 2047
1024 2047

» 7(1034) =

< 2, luego n = 1034 es un nuimero deficiente.

Mostremos algunos lemas importantes que describen algunas propiedades del indice de abun-
dancia. Una de ellas es que el indice de abundancia nos indica la suma de los inversos de los

divisores de n.
Lema 3.1. Para todo n > 1 tenemos que

o(n) _

IS

Demostracién. Observemos que si d recorre los divisores de n, entonces n/d también. Por lo
tanto

o(n 1 1 n 1
O LB 21

dn dln dln
O

a(m)

o(n
Lema 3.2. Sean m,n € Z*, si m | n, entonces < Q La igualdad se obtiene cuando
n

m=n.

Demostracién. Por el Lema [3.1] tenemos que

R I IS

dn d*|m

Como m | n, entonces

ISHE

1
PSP
din d*|m

12



esto es

Lema 3.3. El indice de abundancia toma valores arbitrariamente grandes.

Demostracién. Sea n € Z* y consideremos el niimero n!. Por Lema tenemos que

o(n!) 1 "1
IR IFED N

d|n!

La udltima cantidad es una suma parcial de una serie arménica que diverge hacia el infinito, luego

o(n!)
nl

la fraccién se puede hacer tan grande como queramos. O

Lema 3.4. Para cualquier potencia prima p”, las siguientes desigualdades se cumplen

(07
<p+1<0(p)< P

1 < .
P pe p—1

Donde p es un numero primo y o > 1

a+1l 1
Demostracién. Primero que todo, o(p®) =1+ p+p? 4+ --- +p* 1 4 p* = pil
p —

Note que la primera desigualdad se cumple para cualquier primo p.

p+1 < o(p®)

p p

Para mostrar que , observemos que

PP <1 4p+p 4+ Y,

de donde

Por lo tanto

p
y asi
esto es,
ptl _ o)
p P



Por otro lado

1

p— o < b,

luego
pa+1 -1 1 - 1
p° p—1)“P\p=1)
pk+1 -1
Como o (pF) = I se concluye que
(0%
op®) _ _p
P~ p—1

O

Como el indice de abundancia de un nimero entero positivo es un nimero racional. En los
préximos resultados se resumen gran parte de lo que se conoce acerca de la distribucién de estos

racionales [5].

k
Teorema 3.1. Sean k,m € Z*. Si med(k,m) =1 ym < k < o(m), entonces — no puede ser
m

el numero de abundancia de ningin nimero entero.

Demostracién. Supongamos que I(n) = k/m, para algin entero n > 1. Entonces kn = mo(n),

lo que significa que m | kn y asi m | n ya que med(k, m) = 1. Se sigue del Lema [3.2| que,

a(m) o(n) _

k
m n m’

por lo tanto, o(m) < k, lo cual es una contradiccién ya que k < o(m) por hipétesis. O]

Corolario 3.1. Sea m > 1. El racional (m + 1)/m es un indice de abundancia de un entero

positivo, si y solo si, m es un numero primo.

Demostracién. Si m > 1 es primo, entonces I(m) = (m + 1)/m. Reciprocamente, si m fuese
un nimero compuesto, entonces m < m + 1 < o(m). Luego, por el Teorema tenemos que

(m 4+ 1)/m no es un indice de abundancia de ningin nimero entero positivo. O

Corolario 3.2. Sim es primo, entonces (m + 1)/m es el indice de abundancia unicamente de

m.

14



Demostraciéon. Sea p un nimero primo positivo tal que

olp) p+1 m+1
p p m

I(p) =
Entonces m(p+1) = p(m+1), y como m t m+1 se deduce que m | p. En consecuenciap = m. [

Definicion 3.3. Un numero racional mayor que 1 se dice que es una abundancia prohibida st

no se encuentra dentro del rango de la funcion I(n).

Lema 3.5. Sea m > 1 un entero y p un primo tal que p > 2m. Entonces en cualquier conjunto

de 2m enteros consecutivos hay al menos un entero primo relativo con pm.

Demostracion. Sea S cualquier conjunto de 2m enteros consecutivos. Si p > 2m entonces hay
como maximo un multiplo de p en S, pero S contiene al menos dos enteros primos relativos con

m, uno de los cuales es primo relativo con p y, por lo tanto también a pm. O

Teorema 3.2. El conjunto de abundancias prohibidas es denso en el intervalo (1,00).

Demostracién. Sean x > 1 y € > 0 dos numeros reales. La idea de la prueba es mostrar un

racional en el intervalo (x — €,z + €) que no es un indice de abundancia (es una abundancia

prohibida).
Como conjunto de indices de abundancia I(n), n > 1, es denso en el intervalo (1, c0)[15].
Entonces existe m > 1, tal que el indice de abundancia I(m) = @ pertenece al intervalo
m
(x — %, T+ g) Para cada primo p > 2m, tenemos que
1 1
e S om olm) (1Y etm) (1 (x+5).
2 m pm p m p 2
. , € 1 € B
Si ademas escogemos p > , entonces <1 + ) (:c + 5) < x+e. Asi,
p
< < U(I)m) < T +e€.
2 pm

Aplicando el Lema o(pm) — k es primo relativo con pm para algin k, con 1 < k < 2m. Para

este mismo k, tenemos

olpm)—k >o(pm) —2m > (p+1)(m+ 1) — 2m > pm,

15



pues p > 2m. Por lo tanto, por el Teorema 3.1

o(lpm) — k
pm

no puede ser el indice de abundancia de ningiin ntimero entero positivo. Por lo tanto tenemos

olpm) —k S o(pm) —2m _ o(pm) 2 e 2
pm - pm pm p 2 p
. 4 e 2
Sip > —, tenemos que T — > 5 > x — €. En este caso
€ p
—k
olpm) —k
pm

En consecuencia, todas las desigualdades anteriores se satisfacen si elegimos

2x + € %
€ e’

P > max {2m, ,

En conclusion

$_€<a(pm)—k:<0(pm) < x+e.
pm pbm

o(pm) — k

pm

Esto proporciona un racional el cual es una abundancia prohibida.
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Capitulo

Numeros perfectos impares

El indice de abundancia nos ayuda a encontrar algunas caracteristicas que debiera tener un
numero perfecto impar en caso de que exista. En este capitulo damos a conocer una alguna de
ellas. No sabemos si en realidad los nimeros perfectos impares existan, pero a través de los anos

se han estudiado las propiedades de estos en caso de que existieran. Veamos algunas de ellas.

Teorema 4.1. Sin un entero positivo tal que o(n) y n son a la vez impares, entonces n debe

ser un cuadrado

Demostracién. Sea n = p{'p5?...p.* la descomposicién en factores primos de n. Como n es

impar entonces p;" es impar para 1 < ¢ < k. Ademds como o(n) es impar y
o(n) = o(py'p3* - pp*) = o (P )o(ps?) - . o (p"),

entonces cada o(pS) es impar, 1 < i < k. Puesto que o(p{") =1+ p; +p? + - + p{*, entonces

pi + p? + -+ pi" es un nimero par, asi ; es un nimero par para 1 < i < k. O

5
Teorema 4.2. Si I(n) = 3 para algin entero positivo n, entonces bn es un numero perfecto

1mpar.

Demostracién. Sea n un entero positivo. Como 30(n) = 5n, entonces 3 | n. Si n fuese par,

entonces tendriamos que 6 | n y aplicando el Lema tenemos

oln) _ o(6) _,
O _

n -

17



5
lo cual es una contradiccién pues I(n) = 3 Asi n es impar, de donde 5n también es impar. Por
tanto o(n) es impar ya que 30(n) = 5n. Puesto que la funcién o(n) es multiplicativa, si o(n) y
n son a la vez impares, entonces n debe de ser un cuadrado, por lo tanto 32 | n. Ahora bien, si

5 divide a n, entonces 32 - 5 | n. Nuevamente aplicando el Lema tenemos que

o(32-5) 26 5
I = > = — —.
M= 235 ~1573

Contradiciendo el hecho de que I(n) = g, por lo tanto med(5,n) = 1, asi

o(bn)  o(b)o(n)
on on

lo que significa que 5n es un nimero perfecto impar. O

w(N)
Observemos que si IV es un numero perfecto con factorizacion canénica N = P> donde
7 )
i=1
w(N) es el nimero de primos distintos que dividen a N, entonces aplicando la funcién o a la

igualdad anterior obtenemos
w(N)

o(N)=o¢ H P

i=1
Como N es un ntmero perfecto y o es una funcién multiplicativa, entonces

w(N)

2N = [] o (P).

i=1
Aplicando el Lema [3.4] obtenemos

w(N) it w(N) o,
2N i =N L
< 131 P—1 131 P—1

w(N)
P;
2 < .
H Pi—1
=1
El resultado anterior lo podemos simplificar como sigue.

w(N)
Lema 4.1. Si N es un numero perfecto con factorizacion candnica N = H P, entonces
i=1

w(N) w(N)

P, 1
2 = 1 .
<£[13—1 <+Pi—1>

1=

—_

18



w(N)
Lema 4.2. Si N es un numero perfecto con factorizacion candnica N = H P, entonces
i=1

w(N)

1 1
2> 14 — e ——
_}_[1<+B+ +Pﬂi)’

%

donde 0 < B; < ay, Vi.

w(N)
Demostracién. Sea N un nimero perfecto con factorizacion canénica N = H P . Debido
i=1
a que la funcién indice de abundancia es multiplicativa, ademas por ser N un numero perfecto,

se cumple que

w(N)
2=I1(N)=I(]] ™)
=1
w(N)
— H I(P)
=1
B w(HJV) O'(-F)iaz)
= | poi
i=1 ?
w(N)

Asi
w(N) 1
2> 1+ —
ZH1 < tE et Pfl>’
donde 0 < 3; < «, Vi. O

19



4.1. Numero de factores primos distintos de un nimero perfecto

impar

Al considerar que caracteristicas deben de tener los niimeros perfectos impares en caso de que
existan, los Lemas y proporcionan limites inferiores para w(N). De hecho, usando estos
lemas se obtienen mayores limites inferiores para el nimero de distintos factores primos de un
nimero perfecto impar. A continuacién probaremos que un nimero perfecto impar debe tener

al menos tres factores primos distintos.

Teorema 4.3. Si N es un nimero perfecto impar, entonces w(N) > 3.

Demostracion. Sea N un numero perfecto impar. Como las potencias primas son deficientes,
w(N) > 2. Supongamos que w(N) = 2. Puesto que N es impar tenemos que P, >3y P, > 5

donde N = P P;*? es la factorizacién canénica de N. Usando el Lema [4.1] tenemos que
1 12

w(N)
Pi . Pz Pl P2
2< 131 Pi—1_£[13—1_<131—1> <P2—1>
B 1 1
ol - L
Py Py
< 1 1
I I
3 5
= 1,875 < 2.

Asi, 2 < 2 lo cual es una contradiccién. En consecuencia, w(N) > 3.

Teorema 4.4. Si N es un nimero perfecto impar, entonces w(N) > 4.

Demostracién. Sea N un nimero perfecto impar. Del teorema anterior se sigue que w(N) > 3.
Supongamos que w(N) = 3. Ya que N es impar, P; > 3, P, > 5y P3 > 7donde N = P Py P58

es la factorizacién canénica de N. Del Lema [4.1] tenemos que:
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3
P P Py Py Ps
2 _— = =
<H3-—1 gpi_l (P1—1)<P2—1>(P3—1)

B 1 1 1
IR o2 o2
P P, P
[t 1 1
T B R B
3 5 7
=3 51875,

16

lo cual no es una contradiccién. Ahora bien, supongamos que P; > 5, Po > 7y Py > 11.

11
Usando nuevamente el Lema obtenemos que 2 < (Z) <Z> <10> = Z—;, obteniendo una

contradiccion. En consecuencia P; = 3. Si asumimos que P> > 7 llegamos a que

NOTGIOE

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto se debe de tener que P» = 5, y asi P3 > 7. Nuevamente

aplicando el Lema y no asignando un valor primo para P3 obtenemos que

2 < 3) (2 L. <:>E< s
2)\4) Py—1 5 P—1

Resolviendo la anterior desigualdad obtenemos que P3 < 16. Puesto que Ps es primo se debe de

dar uno de los siguientes 3 casos:

Caso 1. N = 391522743
Como N es impar, entonces 4 no divide a o(N) = 0(3%)o(5*2)o(7*3) = 2N = 2. 341592793,
En particular, 41 0(3*) y 4t o(7%). Pero 0(3*") =4 para oy =1 y o(7*) = 8 para oz = 1.

Ast, a1 > 2 y ag > 2. Usando el Lemalf.9 con f1 =2, 2 =1 y P35 = 2 tenemos que:

2> 1+1+1 1+1 1+1+1 _ 4o
- 3 32 5 70 72) 2457

lo cual no es posible. Luego no hay un numero perfecto impar de la forma N = 3%15%273,

Caso 2. N = 3%15%2]]23
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2 11
1. Usando el Lema con ag =1 tenemos 2 < (g) <0§;2 >> <10> = %, lo cual es una

contradiccion.

2. Sea g > 2. Para an = 1,2,3, tenemos que o(3“t) = 4,13,40. Puesto que 4 1 o(N),
a1 #1 ya; # 3. También, 131 0(N) =2(N) = 2- 3152119 y por lo tanto, 13 1 o(3*1).
Asi aq # 2, lo cual implica que oy > 4. De igual manera, o(11%%) = 12 para asz = 1, lo
que contradice el hecho de que 4 1 0(11%). Asi, az > 2. Usando ahora el Lema[{.4 con

b1 =4, Po =2 y B3 = 2 resulta que:

9> 1+1+1+1+1 1+1+1 1+1+1 4123
- 332 3 3 5 52 11 112/ 2005
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto no hay un numero perfecto impar de la forma

N =3%159211%,

Caso 3. N = 3*15%2]13%3

(5*2)13 3613 39

3o
1. Usando el Lema con ag = 1 tenemos 2 < 3 Fe 12 - 32512 — 20’ lo cual es una

contradiccion.

2. Sea ag > 2. De manera similar a lo que obtuvimos en el Caso 2.2, tenemos a1 # 1, 3.

» oy = 2. Del Lemal[]-1], tenemos que

oo OBM)513 13513 815
301 412 9412 4327

lo cual no es posible.

» a1 > 4. Suponiendo a3 =1 se sigue que o(13*3) =14 =2 - 7. Luego,
7| 0(13%3) | o(N) = 2N = 2 - 30150213,

lo cual es contradictorio. En consecuencia, ag > 2.

Nuevamente usando el Lema[].9 con f1 =4, B2 =2 y 3 = 2 tenemos que:
9> 1+1+1+1+1 1_{_1_’_1 l-l-l—l-l 228811
- 3 32 3 3 5 52 13 132/ 114075’
lo cual es absurdo. Por lo tanto no hay un numero perfecto impar de la forma N =

301502130,
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De esta manera, no hay un ntmero perfecto impar con exactamente tres factores primos
distintos. En otras palabras, un nimero perfecto impar debe tener al menos cuatro factores
primos distintos [5].

A continuacién presentamos los resultados mas recientes de una cota superior para los niimeros

perfectos impares por Nielsen [12] y un cota inferior por Brent [2] ,
10300 < N < 24"

Asi,
2 + log(3) — log(log(2))
log(4)

lo que implica que w(N) > 5 ya que w(N) debe de ser un entero.

w(N) > ( > > 4,9804,

Hay un proyecto llevado a cabo en http://www.oddperfect.orq/, organizado por William Lipp,
el cual busca mejorar la cota inferior de un nimero perfecto impar a 10°%, incluso 1059°. De

hecho en el 2006, Nielsen [13] fue capaz de demostrar que w(N) > 9.

4.2. Caracterizacion de Euler de un niimero perfecto impar

Euler también traté de realizar algunos avances en el problema de la existencia de ntimeros

perfectos impares. El demostré que cualquier numero perfecto impar N debe de tener la forma
N = (4m + 1)**+1p2,
donde 4m + 1 es primo y med(4m + 1,0) = 1.

Teorema 4.5 (Euler). Sea N un nimero perfecto impar. Entonces la descomposicion en factores

primos de N tiene la forma
N =g*pi..p¥ donde q=1 (méd 4).

Demostracién. Sea N = [7'15*--- 15 para algunos primos ly,l2, - ,ls. Ya que N es impar

todos los [ son impares. Como N es un ntmero perfecto impar y o es multiplicativa se deduce
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que o(N)=2Ny
o(N) = o(Ifl5* -+ 15°) = o (") (15%) - - - o (I5°)-

Observemos que

o) =1+1+1P+---+1°

es una suma de e + 1 niimeros impares. Esta expresién es impar solo si e es un nimero par. Ya
que

o(I{5? -+ 1) = o(17)o(15?) - - o(15s) = 205152 - - - 1S,

solamente podemos obtener un factor de 2. Asi que los e; son pares, excepto uno, digamos ej.
De este modo

N e lilp%al .o .pgar.

Notemos que 2 | o(I{"), pero 4 t o(I7*). Ya que [y es impar, e; es impar. Ahora, reduciendo la

relacién anterior médulo 4 observamos que
l1 =1 (méd 4) o Iy = —1 (méd 4).
Pero si I3 = —1 (mdéd 4), entonces
o) =1+L+B+B 4+ O =14 (D) + 14+ (1) +---+14+(=1) =0 (mdd 4),
lo cual es una contradiccién, ya que 41 o(I{"). Asi I3 =1 (méd 4). Ahora
o) =1+L+ B +B 4+ T =14 141414+ +1+1=e +1 (méd 4),
ya que e es impar. De lo anterior
e1+1=0 (méd 4) oe; +1=2 (méd 4).

Sier +1=0 (mdd 4), entonces 4 | o(I7*), que es nuevamente una contradiccion.

Asi
e1+1=2 (méd 4) < e; +1 =4e+ 2, es decir e; = 4e + 1.

Por lo tanto
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N = q46+1p§a1 .. .pTQQT’ donde q= 1( mod 4)
O

de+1

En el Teorema q es llamado el niimero primo especial de Euler, mientras que ¢ es llamado

el factor de Euler.
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Capitulo

Inexistencia de ntimeros pertectos en algunos

casos especiales

En este capitulo presentamos en detalle dos trabajos del Profesor Dr. Florian Luca, en los
cuales se demuestra que no existen dos nimeros perfectos consecutivos [11], ni tampoco nimeros

perfectos en las sucesiones de Fibonacci y de Lucas [10].

5.1. Inexistencia de numeros perfectos consecutivos

En esta seccién demostraremos que no existen dos numeros perfectos consecutivos. Para tal
efecto, recordemos que en el Teorema se prueba que n es un nimero perfecto par, si y sélo
si, n es de la forma 2P~1(2” — 1) donde 2P — 1 es primo. De esta manera, para probar que no
existen ntimeros perfectos consecutivos, es suficiente demostrar que M = 2°P~1(2P — 1) + 1y
N =2P=1(2P — 1) — 1 no son perfectos cuando 27 — 1 es primo.

Notemos que si p = 2, entonces M = 227122 ~ 1) +1=7 N=227122 1) -1=5,yes
claro que ni 5 ni 7 son nuimeros perfectos.

Si p es un ndmero primo impar tenemos

(p—1)

(p—1)
PP —1)=4"2 (2-41”21

—1) —4(2-4-1)=4 (méd 12), (5.1)

ya que cada potencia de 4 es congruente con 4 médulo 12.
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De lo anterior deducimos que M = —1 (mdéd 3) y por lo tanto M no es un cuadrado. Ademés

o(M)= ) <d+ Aj)

d|M, d<v/M

d <J\d4> =-1 (méd 3)

implica que para cada d divisor de M, la congruencia médulo 3 de d 'y M/d es {1,—1}. Luego,

La congruencia

o(M) =0 (méd 3). Por otra parte, 2M =2(—1) =1 (méd 3), asi que
o(M) # 2M.

Esto es, M no es perfecto.

Usando nuevamente ([5.1)) tenemos que
N=-1 (mdéd4),

y asi N no es un cuadrado. En consecuencia

oN)= <d+];[).

d|N, d<v'N

Similarmente, la congruencia
N

d <d> =—1 (méd 4)

implica que para cada d divisor de N, la congruencia médulo 4 de d y N/d es {1,—1}. Luego
o(N)=0 (méd 4).
Por otra parte
2N =2(-1)=2 (méd 4),
y por consiguiente
o(N) # 2N.
Esto es, N no es perfecto.

En las siguientes secciones mostramos que la sucesién de Fibonacci y la sucesién de Lucas no

contienen ningn nimero perfecto.
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5.2. Algunas identidades de las Sucesiones de Fibonacci y de

Lucas

En las siguientes pruebas utilizamos algunas propiedades de la sucesién de Fibonacci y de Lucas.
Algunas pruebas estan incluidas en el documento y otras serdn referenciadas para el lector

interesado.

Denotemos mediante

(Fn)nzo y (Ln)nzo

las sucesiones de Fibonacci y de Lucas, respectivamente.

La sucesién (F,),, estd definida por
Fp=0, Fi=1 'y Fui9=F,41+F,, paratodon >0,
mientras que la sucesién (Ly),,q estd dada por
Lo=2, Lh=1 'y Lpyo=Ly1+ Ly, paratodon >0.

Determinar una expresién que permitiera calcular en una cantidad fija de pasos cualquier niimero
de Fibonacci y de Lucas fue un problema que ocupé a algunos matematicos durante los siglos
XVIIT y XIX. El descubrimiento de una expresién con estas caracteristicas se le atribuye a
Jacques P. M. Binet. Las expresiones son las siguientes para la sucesiéon de Fibonacci y Lucas,
respectivamente

a — 571

F, =
Vb

vy L,=a"+ 3" paratodo n>0. (5.2)

Donde

son las raices del polinomio caracteristico
> —x—1=0.

Miremos ahora algunas identidades que cumplen las sucesiones de Fibonacci y de Lucas, las

cuales son bien conocidas.
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Lema 5.1. Sean (F,,)n>0 la sucesion de Fibonacci y (Lp)n>0 la sucesion de Lucas. Para todo

n,m > 0 se cumple que

(CL) Fopn=Fp 1By + FpFpy.

n—2

(1) + (5)5+(5)5° + -+ (,")5 2, sin es par,

(b) 2-1F, — )
+(3)5+ (5)5% + -+ (,",)b = , sin es impar.

(¢) Foy, = FyLy,.
(d) L2 —5F2 = 4(-1)".
Demostracion.

(a) Fijemos m y hagamos induccién sobre n. Veamos que la propiedad se cumple paran =1y
n =2
Fm+1 =Fpa+ Fn=Fn b1+ FpFa,

Fm+2:Fm+1+Fm: m—1+Fm+Fm: m—1F2+FmF3-

Supongamos ahora que la propiedad se cumple para 1 < n < k y veamos que se cumple

para n =k + 1. En efecto

Fovtt1) = Fnvk T Frnp(e-1)
= (mele + Fka—i—l) + (melez—l + Fka)
= Fp1 (Fg + Fe—1) + Fo (Fi + Fiq1)

= Fm—1Fkt1 + FnFrio.

(b) Segtn la expresién ([5.2)), tenemos que

=X () - (()ever
_ gjo <Z> NGH (1- %)
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Cuando k es un ntmero par, los sumandos de la expresién anterior se anulan. Por lo tanto

s (s )

=2 (1) () () )
w0+ G G

(¢) Por la primera parte de la expresion ([5.2)), tenemos que

de donde

Fy, = (a2n _ BQn)

1
V5

Sl

(@ = B")(a" + ")

5

Ly,

(d) Segun la expresién ([5.2)), tenemos que

ng (an_ﬁn)QZ (a2n+52n_2anﬁn)’

o] —
o] =

Li — a2n +l82n +2an6n.
Asi

L2 —5F2 = (o®" + B 4+ 2a"B") — (o + ¥ — 22" B")

= 4(aB)" = 4(—1)",

O

Definicién 5.1. Sean p un primo impar y a un entero tal que med(a,p) = 1. Si la congruencia

cuadrdtica

2> =a (méd p)

tiene solucion, decimos que a es un residuo cuadrdtico de p. De no tener solucion decimos que

a no es un residuo cuadrdtico de p.

30



Definicién 5.2. Sea p un primo impar y a un entero tal que med(a,p) = 1. El simbolo de

a
Legendre de a con respecto a p, denotado por () , se define por
p

<a> 1, sia es un residuo cuadrdtico de p,

p —1, sia no es un residuo cuadrdtico de p.

El simbolo de Legendre tiene propiedades importantes. Entre ellas se destaca que es com-

pletamente multiplicativo, es decir, para a y b enteros, con med(p,a) = 1 y med(p,b) = 1, se

(5)-C)G)

Este hecho lo usaremos méas adelante. Mostremos algunos resultados que asocian la sucesion de

cumple que

Fibonacci y el Simbolo de Legendre.

Lema 5.2. Sea p > 5 un nimero primo.

)

(a) Si <> =1, entonces p | Fp—1.
p
5)

(b) Si <> = —1, entonces p | Fp41.
p

(c) Fp_(%) =0 (méd p).
Demostracion.
(a) Como 5 es un residuo cuadrético de p, entonces por el criterio de Eulerlﬂ
52 =1 (méd p).
Por el Lema (b), tenemos que

—1 —1 —1 —1\
21”—2Fp_1—<p1 >+<p3 >5+<p5 >52+--~+<p 2)5’33.
p—

Como

(pgl) = —1 (mdéd p), y como k es un numero impar,

!(Criterio de Euler) a?~1/2 = ( ) (méd p).

@
p
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entonces

W3R, = — <1+5+52+-~+5”T_3) (méd p)

57 — 1
- (5_1> =0 (mdd p).

Es decir p | Fp—1.
(b) Como 5 no es un residuo cuadratico de p, entonces por el criterio de Euler

p—1

52 =-1 (mdd p).

Usando el Lema ({5.1)) (b). Tenemos
p+1 p+1 p+1\_, p+1\_p=1
WE 1 = 5 524 ... 5
= ()03 ) (5 e ()
El—l—BPT_l (méd p) =0 (méd p),
yasip | Fyir.

(¢) Consecuencia de los literales (a) y (b).

Se define el rango de aparicién en la sucesién de Fibonacci de la siguiente manera:

Definicién 5.3. Sea m > 1. Al menor indice i tal que F; =0 (méd m) se le llama el rango de

aparicion de m en la sucesion de Fibonacci y se denota por r(m).

El rango de aparicién siempre existe [6].

Mostremos algunos resultados relacionado al concepto anterior.
Lema 5.3. Para todos n,m > 1 se cumple que

(a) m | F,, siy solo si, r(m) | n.

(b) Sip#5, entonces med(r(p),p) = 1.

Demostracion.
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(a) Supongamos que m | F,, y que r(m) { n. Por el algoritmo de la divisién existen enteros a
v b tales que

n=r(m)a+b, con 0<b<r(m).
Por el Lema tenemos que
F, = Fr(m)a-‘rb = Fr(m)a—lFb + Fr(m)an+1'

Como m | Fyy y m | Fy()a, entonces m | Fypya—1Fp-

Sin embargo, mcd(FT(m)a,FT(m)a,l) = 1 ya que cualquier par de enteros consecutivos en

la sucesion de Fibonacci son primos relativos, asi
m ’ Fb

lo cual es una contradiccién pues b < r(m).

Supongamos ahora que r(m) | n. Entonces existe t € Z" tal que n = r(m)t, entonces

(b) Por el Lema (c) y el literal (a), tenemos que

") | p— (2) |

Asi r(p) | p£ 1y de esta manera

r(p)=p+1 o r(p)<p—-1<p.

En cualquier caso med(r(p),p) = 1.

Otras propiedades importantes de la sucesiéon de Fibonacci y de Lucas son las siguientes:
Lema 5.4. Para todo n,m > 0 se cumple que
(a) mCd(Fn7 Fm) = chd(n,m)'

(b) Sim >3, entonces Fy, | F,, si y sélo si, m | n.
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(¢) Seam > 2. Sin/m es impar, entonces Ly, | Ly,

L
(d) Sean m,n € Z* tal que n/m es impar. Si p es un primo tal que p | med (L, L—n), entonces
m

p|n/m.
Demostracion.

(a) Para mostrar que mcd(Fy, Fiy) = Fined(n,m) Usamos la siguiente identidad que se cumple

en la sucesion de Fibonacci

k
k -
Finir =) ( h) FyFy T Frn,
h=0

donde £k >0y (Z) es el coeficiente binomial de k en h.

Sean med(m,n) = g y med(Fy,, F,,) = G, luego existen enteros x y y (no ambos negativos)

tales que xm + yn = g. Supongamos que x > 0. Entonces
e
F,= Z (h) FrEhE =0 (méd G)
h=0

ya que G | F, y G | F,,. Por lo tanto G | Fy.

Como mcd(m,n) = g, tenemos que g | m y g | n, entonces Fy | F,, y Fy | Fp, esto es

Fy | G.

Por lo anterior concluimos que G' = F.
(b) Fm | Fn & med(F, ) = Fin & Frucdmp) = Fm & med(m,n) =m & m | n.
(¢) Simn/m es impar, entonces existe ¢ impar tal que n = mt. Ahora bien,

L, _a"+p" _ (a™)'+ (™)

Lm_am_i_ﬂm am+/8m
(am + 5m) (am(tfl) _ am(th)Bm N Bm(tfl))
o™ _i_ﬁm
_ am(t—l) o am(t—Q)IBm 4t ﬁm(t—l)‘

La parte izquierda de la expresién anterior es racional y la parte derecha es un entero

algebraicoﬂ ya que a y 3 son enteros algebraicos, por ser raices de 22 —x —1 = 0. Y como

2Un entero algebraico es un niimero complejo que es la raiz de algiin polinomio ménico con coeficientes en Z
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los Unicos enteros algebraicos que son racionales son los enteros, se deduce que la parte

derecha es un entero. Esto es, Ly, | L.

(d) Finalmente para probar (d) observamos que o™ = —3™ (méd p) ya que p | Ly,. Ademds

m | ny n/m es impar, entonces n = ml con [ impar. De donde

ﬁ_ Oén+5n _ (Ozm)l—i—(ﬁm)l

Lm_am_i_ﬁm_ am+/@m
_ am(l—l) _ am(l—Q)Bm 4ot ﬂm(l—l)

= 1™ = 1= =0 (méd p).

En consecuencia, p® | 12(a8)™ 1) y asi p | L.

5.3. Inexistencia de niimeros perfectos pares en las sucesiones

de Fibonacci y Lucas

Supongamos que existe un numero perfecto par que pertenece a la sucesiéon Fibonacci o a la
sucesién de Lucas. Recordemos que todo niimero perfecto par tiene la forma 2P~1(2P — 1) con
2P — 1 primo. Asi con p = 2 o p = 3 obtenemos los nimeros perfectos 6 y 28 respectivamente,

los cuales no pertenecen ni a la sucesién de Fibonacci ni a la sucesién de Lucas.

Supongamos que p > 5. Por una parte, la igualdad L, = 2°~!(2” — 1) no es posible para estos
valores primos de p, debido a que ningiin elemento de la sucesién de Lucas es divisible entre 8.
Lo anterior se debe a que la sucesién de Lucas es periddica vista médulo un entero positivo m.

En particular, si m = 8, entonces los primeros nimeros de Lucas médulo 8 son
2,1,3,4,7,3,2,5,7,4,3,7,2,1,3,4,7,3,2,5,7,4,3,7 . ..

Luego, no existe un nimero de Lucas que sea divisible por 8, ya que la sucesién de Lucas médulo
8 es periddica, y no aparece el cero. Por lo tanto no aparecera en ningtin momento. Es decir, no

existe un ntimero de Lucas que sea divisible por 8.
Por otra parte, F,, = 2°P~1(2P — 1) implica que 16 | F},, entonces por Lema (5.3)
r(16) | n,
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esto es

12 | n.

Asi 4 | n, y en consecuencia
3=Fy|F,=2r"1(2" — 1),
lo cual no es posible debido a que p > 5 y 2P — 1 es primo.

En conclusion, ni la sucesién de Fibonacci ni la sucesion de Lucas contienen niimeros perfectos

pares.

5.4. Inexistencia de niimeros perfectos impares en las sucesiones

de Fibonacci y Lucas

Resta demostrar que las sucesiones de Fibonacci y de Lucas tampoco contienen ningtin ntimero
perfecto impar. No se sabe si existen ntimeros perfectos impares. Sin embargo, por el Teorema

[4.5] se concluye que si m es un nimero perfecto impar, entonces éste debe ser de la forma

m = p1a? (5.3)

para algin nimero primo p; tal que p; =1 (méd 4).
Luego si F}, o L, es un nimero perfecto impar, entonces es de la forma p;z? para algin primo
p1 tal que p; = 1 (md6d 4). Asi el resto del trabajo consiste en demostrar que no existen niimeros

de Fibonacci ni de Lucas de la forma antes descrita.

5.4.1. Clases de cuadrados de Fibonacci y nimeros de Lucas

En esta seccion recordamos algunos resultados sobre los elementos de la sucesién de Fibonacci

y Lucas de la forma dz? donde d es un entero libre de cuadrados.

El primer resultado lo dio Cohn [4], quien mostré que Fy = F5 = 1y Fj2 = 144 son los tinicos
cuadrados en la sucesién de Fibonacci. Veinte anos més tarde, Robbins [16] probé el siguiente

resultado.
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Teorema 5.1. Supongamos que F, = p1z? para algin nimero primo impar p1 y algin entero

x # 0. Entonces n € {4,25} o n=p es un nimero primo.

Si bien no se encuentra un resultado especifico en los articulos de Robbins respecto a la
sucesion de Lucas, podemos utilizar los siguientes resultados generales de Ribenboim [14] relativa

a las clases de cuadrados de Fibonacci y nameros de Lucas.

Teorema 5.2. Sea d > 1 un numero entero libre de cuadrados.
1. Si F,, = dx? y F,, = dy?, para algunos enteros positivos m,n,x,y, entonces d = 1 y
m,n € {1,2,12} o d=2 ym,n € {3,6} o m =n.
2. 8i Ly, = da? y L, = dy?, para algunos enteros positivos m,n,x,y, entonces d = 1 y
m,n €{1,3} od=2ym,n € {0,6} o m=n.
Teniendo en cuenta lo anterior se prueba el siguiente lema.

Lema 5.5. Si F,, o L, es un niumero perfecto impar, entonces n es un numero primo.

Demostracién. Supongamos primero que F,, es un nimero perfecto impar. Por (5.3)), tenemos
que

F, = p1a?,

para algin primo p;. Por el Teoremaconcluimos que n € {4,25} o n = p es un numero primo.
El caso n € {4,25} no es posible debido a que ninguno de los ntimeros Fy o Fb5 es perfecto. Por

lo tanto n es un ntimero primo.

Ahora miremos el caso donde L,, es un ntimero perfecto impar. En este caso
2
Ly, =pix

para algin primo p; tal que

En particular,



ya que x es impar, por ser L, impar.

Ademas recordemos que la sucesion de Lucas es periddica mdédulo un entero positivo m. En

particular, los primeros nimeros de Lucas médulo 4 son
2,1,3,0,3,3,2,1,3,0,3,3,...

Como lo mencionamos antes la sucesion se repite. En la lista anterior aparece uno en Ly, L7, L13, ...
es decir, L, =1 (méd 4) sin =1 (méd 6). Luego n debe de ser, en particular, un nimero impar.

Sea p el mayor nimero primo tal que p | n. Como n es impar, entonces por el Lema
L, | L,.
Afirmamos que L, es divisible inicamente por nimeros primos més grandes que p. Esto es,

“si g es un ndmero primo tal que ¢ | L, entonces ¢ > p”

En efecto, por los Lemas y tenemos que

Q|LP|F2P’

de donde

r(q) | 2p. (5.4)
Primero que todo notemos que ¢ # {2,3,5} ya que
» si ¢ =2, entonces 2 | L, | Ly, lo cual no es posible ya que L,, es impar;

» si g = 3, entonces 4 = 1(3) | 2p, de donde p = 2. Asi, 2 | n, lo cual no es posible por ser n

impar;

= el caso ¢ = 5 no es posible ya que ningtin elemento de la sucesién de Lucas es divisible

entre 5.

En resumen ¢ > 5 y en consecuencia por el Lema tenemos que Fy1; =0 (méd ¢). Es decir
q| Fyz1y ast

r(q) g+ 1. (5.5)
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Si r(q) = 2, entonces ¢ | F» = 1, lo cual no es posible. Luego r(q) # 2. Por (5.4) los posibles
valores que puede tomar r(q) son p y 2p. En cualquiera de los dos casos tenemos que p | ¢ £ 1
y en consecuencia p < ¢ — 1, que es lo que queriamos probar. Notemos que el caso p = ¢ no es

posible ya que p | ¢+ 1, y el caso p = ¢+ 1 no se puede dar por ser p un ntimero impar.

Afirmamos ahora que

Ly
med <Lp, L> =1 (5.6)
P

n

L
En efecto, si d = mcd <Lp, L> > 1, entonces existe un primo ¢ tal que ¢ | d. Por el Lema
P

q | n/p. Asi que ¢ < p, lo cual es contradictorio ya que ¢ | L, y todos los divisores primos de L,

son mayores a p.
Es decir, L, y Ly /L, son primos entre si. Asi

p-Lp 14,

L
implica que

L,= a;% o L,= plx%, para algin divisor x; de x.

En el caso L), = x%, concluimos por el Teorema que p = 3, lo cual es imposible pues L3 = 4

es par.

En el caso L, = p122, concluimos por el Teorema que n = p es un numero primo, puesto

que L, = p12>. 0
En resumen del Lema [5.5]se concluye que es suficiente demostrar, que no hay ningin niimero
perfecto de la forma F), o L, para algin primo impar p.
5.4.2. Una desigualdad que implica la funcién sigma
En esta seccién usamos el siguiente resultado presentado por Florian Luca en [9].
Teorema 5.3. Sin > 1 un entero positivo, entonces
o(Fn) < Fy(n).-
Corolario 5.1. No existen numeros de Fibonacci perfectos impares.

39



Demostracion. Si F;, es un ntimero perfecto impar, entonces por lo visto anteriormente n debe
de ser un ndmero primo, digamos n = p. Por lo tanto o(p) = p+ 1 y en consecuencia por el

Teorema [5.3 se tiene que
9 — o(Fp) < Fop) _ <2,
Fp Iy Iy

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto no existen nimeros perfectos impares en la sucesion

de Fibonacci. O

En [8] y [9] no se prueba que la desigualdad o(F,) < F,(,) se cumple para la sucesién de
Lucas. Sin embargo F. Luca en [I0] prueba el siguiente resultado que es apropiado para resolver

el problema. Veamos.

Teorema 5.4. Si p es un niumero primo, entonces
o(Ly) < 2Ly.

Demostracion. El teorema es cierto para p = 2 y p = 3. Supongamos que p > 3 es un numero
primo. Escribamos a L, de la siguiente forma

k

Lp — Hf)z&?

=1
donde P, < --- < Py, son primos. Note que P; # 2.

Observe ademads que

Py | Ly | Fyp. (5.7)
Teniendo en cuenta que p es impar y usando el Lema tenemos que
2 2 _
L, —5F, = —4.
Reduciendo la relacién anterior médulo P;, obtenemos
—5F)=—-4 (méd Py),
de donde

(5F,)>=20 (méd Pp).
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Por lo tanto la congruencia

22 =20 (méd Py),

-

Como el simbolo de Legendre es multiplicativo, concluimos que

- () () ()R- )

y asi por el Lema [5.2] tenemos que

tiene solucién. De ahi que

Py| Fp 1.

Como Py | Fyp, entonces

Py | med(Fp, Fp,—1) = Fied(2p,p 1)

Observemos que si med(2p, P, — 1) = 2, entonces por la expresién anterior tendriamos que
Py | F5 =1, lo cual no es posible. Si p | P, — 1, entonces 2p | P; — 1 por ser P; impar. por lo
tanto med(2p, P — 1) = 2p

De estd manera 2p | (P, — 1), y en consecuencia

P1 —1> 2p.
Dado que L,, < 2™ para todos los n > 1, concluimos que
k
2* > L,>[[P=Pf>@2p+ 1"
i=1

Por lo tanto,

plog 2
log(2p+1)°
Por otra parte
a a
o (") < P , paratodo a>1,
p* ()
ya que por el Lema [3.4]
a(p®) p p* p*
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Ademis las funciones o y ¢ tienen la propiedad de que son multiplicativas, se tiene que

o(Ly) L, k 1 1 k
L, <¢<5p>‘g<1+a—1) = (”pl_l)

plog?2

1 \ log(@p+1)

< (1 + )
2p

log 2
< e2log(2p+1)

1
< 92log(2p+1)

< 2.

En el argumento anterior, por ¢ denotamos la funcién de Phi de Euler como es usual, es decir
¢(n) cuenta el nimero de primos relativos con n menores que n. Ademdas hemos utilizado el

hecho de que

De esta manera

O

Finalmente, de lo anterior concluimos que no existen nimeros de Lucas perfectos impares. En

efecto, si L, es perfecto para algtin primo p, por lo anterior deducimos que

lo cual es una contradiccion.
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Capitulo

Resultados y problemas

En este dltimo capitulo se exponen los resultados que consideramos més importantes en el
estudio de nimeros perfectos, los cuales se trabajaron en detalle en los capitulos anteriores.
Ademsds se plantean algunos problemas relacionados con los numeros perfectos en sucesiones

distintas a (Ey)n>0 ¥ (Ln)n>0-

6.1. Resultados

Los niimeros perfectos pares se pueden escribir de la siguiente forma 2P~1(2P — 1) con 2P — 1
primo. Sin embargo, hasta el momento solo se conocen una cantidad finita de ellos, es decir,
no se ha logrado probar que existen infinitos niimeros perfectos pares. Los nimeros de la forma
M, = 2P — 1 se les conocen como nimeros de Mersenne. Cuando M, es un nimero primo
podemos encontrar un numero perfecto par, es decir, cada primo de Mersenne tiene asociado
un numero perfecto par. De esta manera la bisqueda de ntimeros perfectos pares la podemos
direccionar a encontrar primos de Mersenne. Actualmente se conocen 48 primos de Mersenne, y
por lo tanto se han encontrado 48 ntimeros perfectos. En este momento hay un proyecto llamado
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), el cual busca encontrar nimeros primos de
Mersenne con la ayuda de las computadores. El mas reciente primo de Mersenne fue encontrado
en el ano 2013, el cual tiene mas de 17 millones de cifras, sobrepasando asi en casi 5 millones el

nimero de cifras del primo de Mersenne ntimero 47 de la lista.
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Hasta el momento no se ha logrado encontrar ningtin niimero perfecto impar. En el Teore-
ma mostramos que si un numero perfecto impar existe, entonces este debe tener al menos
cuatro factores primos distintos. De hecho en el 2006, Nielsen [I3] demostré que el nimero de
factores primos distintos de un niimero perfecto impar es mayor o igual a 9. Euler demostré que
si existe un nimero perfecto impar , entonces debe tener la forma p®*m?, donde p es un nimero
primo tal que med(p,m) =1y p=a =1 (mdd 4).

El indice de abundancia de un numero perfecto es igual a 2. El indice de abundancia tiene
la propiedad de que es denso en el intervalo (1,00)[I5]. Los nimeros que no son indice de
abundancia, también son densos en el intervalo (1,00). El anterior hecho se prueba en el Teorema

0.2 .

Se prueba que un nimero perfecto par mayor a 6 se puede escribir como la suma de cubos
de nimeros impares. También se probé que un nimero perfecto par es un nimero triangular.
A pesar de que los nimeros perfectos cumplen con ciertas propiedades; en el Capitulo 5, se
mostré que no existen dos nimeros perfectos consecutivos y que no existen numeros perfectos

que sean parte de las sucesiones de Fibonacci y de Lucas.

6.2. Algunos problemas

Dado que cada primo de Mersenne tiene asociado un ntmero perfecto, nos encontramos frente
al problema de que los nimeros perfectos parecen ser cada vez mds escasos, pues el nimero

perfecto asociado al ultimo numero de Mersenne encontrado tiene cerca de 34 millones de cifras.

Es posible establecer 48 niimeros de Mersenne y por lo tanto construir igual cantidad niimeros
perfectos pares ;Cudntos hay en total? ;Son finitos o infinitos? Ademads no se conocen hasta
el momento algin numero perfecto impar. Por lo anterior vale la pena insistir en los siguientes

problemas de alto interés en la comunidad matematica.

= ;Los numeros perfectos pares son infinitos?

s ;Existe algiin niimero perfecto impar?
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De otro lado, recordemos que la sucesion de Fibonacci esta dada por
Fo=0, F1 =0, Fuio=Fpi1+ Fp,
para todo n > 0. La sucesién de Lucas esta dada por
Lo=2, Li=1, Lnt2=Lnt1+ Ly,

para todo n > 0.

La pregunta que surge es qué pasa si cambiamos las condiciones iniciales ;FEsa nueva sucesién

tiene nimeros perfectos? Por ejemplo, consideremos (S,)n>0 una sucesién de la forma
SO = a, S = ba Sn+2 = Sn+1 + Sna

para todo n > 0, con a,b,n € Z™.

.(Sn)n>0, contiene o no nimeros perfectos? ;Qué condiciones debe de cumplir a y b para que

existan o no nuimeros perfectos en (Sy)n>0?

6.3. Trabajo futuro

Estudiar la existencia o no de nimeros perfectos en las sucesiones de Pell y Pell-Lucas. La

sucesion de Pell (P,),>0 esta dada por la recurrencia
Ph=0, P =1, P,=2P, 1+ P, 2, paran> 2,

mientras que la sucesién asociada, llamada sucesién de Pell-Lucas (Qr,)n>0, esta definida por la

misma relaciéon de recurrencia pero con condiciones iniciales diferentes.

QO =2, Ql =2, Qn = 2Qn—1 + Qn—Qa para n > 2.

Analizando los primeros valores vemos que 6 es un nimero perfecto que pertenece a la sucesién

de Pell-Lucas, a saber ()2 = 6.

Conjetura 6.1. El unico numero perfecto que aparece en la sucesion de Pell y en la sucesion

de Pell-Lucas es Q2 = 6.
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