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Introduccion

El trabajo se centrara en el estudio de la estabilidad local de los estados de equilibrio

hiperbdlicos del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

AN _ (N m NP
a0\ K) N+b) N+a

awr_ N (1)
o e (—“ W)

que aparece en el articulo Dynamics of a diffusive predator-prey model with additive Allee
effect de Y. Cai, W. Wang y J. Wang, el cual describe la dindmica poblacional de un sistema
presa-depredador con efecto Allee aditivo.

La dindmica de poblaciones, grosso modo, es la rama de la biologia que con el apoyoo de
otras ciencias, principalmente de las matematicas trata de describir y cuantificar los cam-
bios que continuamente ocurren en una poblacién. Conocer la dindmica de una poblacion
implica pues conocer no solo el tamano y la estructura de la poblacion, sino, lo que es mas

importante conocer la forma y la intensidad en que ésta cambia y se renueva.

Generalmente los modelos matematicos para la dindmica de poblaciones, se describen
en términos de la densidad de poblacion, dado que, la poblacion total sera justamente la
densidad por el drea de la regién habitada. Asi pues, si N(¢) denota la densidad de una

poblaciéon en el tiempo ¢ entonces, T representa la velocidad con que la poblacién cambia.

Los primeros estudios para modelar la dinamica de una poblacién con una sola especie se

debe a Malthus (1798) [5], quien plante6 la hipétesis de que la velocidad de aumento de una
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INTRODUCCION IX

poblacién es directamente proporcional a la poblacién. La segunda gran contribucion a la
modelizacién de la poblacién fue hecha por Verhulst (1838); quién partié de la suposicién de
que a medida que la densidad de la poblaciéon aumenta, los efectos de hacinamiento y agota-
miento de los recursos provocan que la tasa de natalidad disminuya y la tasa de mortalidad
aumente. Sin embargo, Allee (1931) [1] observé que muchos animales toman comportamien-
tos sociales (tales como la caza en equipo o la defensa en grupo) que pueden causar un
aumento en la tasa de natalidad o una disminucién en la tasa de mortalidad, dependiendo

de la densidad de poblacion, a estos efectos normalmente se les conoce como efectos Allee.

Cabe destacar, que el modelo (1) serd tratado con rigor matemaético, sin dejar de lado, el
punto de vista de la ecologia; esto con el fin de seleccionar los resultados que sean de interés
en el campo de la ecologia. Este trabajo de grado esta dividido en cuatro capitulos: el primer
capitulo muestra el surgimiento del modelamiento poblacional; este capitulo es vital para
comprender el sentido ecoldgico de las ecuaciones diferenciales (1) que modela el efecto Allee
aditivo. El segundo capitulo contiene algunas nociones de la teoria de sistemas de ecuaciones
diferenciales, se definiran conceptos como estabilidad, punto critico, y se presentaran un
par de teoremas claves en el estudio de la estabilidad local de (1). En el tercer capitulo se
aplica la teoria del segundo capitulo al sistema (1), de donde se obtienen dos teoremas que
hacen referencia a la estabilidad local uno que considera el efecto Allee débil y otro el fuerte.
Finalmente el cuarto capitulo que contiene las graficas que apoyan los resultados obtenidos
en el capitulo 3. Ademds se cuenta con un apéndice que hace referencia a los conceptos

bioldgicos mas usados en la modelizacién de poblaciones.



Capitulo 1

Modelos poblacionales no espaciales

La biomatematica es una rama reciente del conocimiento cientifico, donde se da el am-
biente propicio para una relacién de tipo cooperativa entre la matematica y la biologia. La
biologia se beneficia del uso de los métodos y lenguajes matematicos, mientras que, la ma-
tematica inspirada en fenémenos bioldgicos crea nuevos conocimientos, un ejemplo de ello,
es que a partir de la hipdétesis darwiniana de evolucion por seleccion natural, se ha creado lo

que se conoce como algoritmos genéticos.

Sin embargo no siempre ha sido asi, pues al comienzo los biélogos se mostraban escépti-
cos, y afirmaban que la complejidad de los seres vivos no podria ser traducida en términos de
un punado de ecuaciones, traspié que fue superado gracias al trabajo en equipo de bidlogos
y matematicos; llegando al acuerdo de que las ecuaciones que intenten dar razén de una
realidad biolégica, deben ser una sintesis que capture los aspectos esenciales y caracteristicos

del fenémeno biolégico.

En la biomatematica podemos encontrar diferentes tépicos debido a que; hasta el mo-
mento la biomatemaética no se ha preocupado de explicar el por qué, sino el como suceden los
fenémenos biolégicos y en la busqueda de explicar el como, se han logrado obtener distintos

modelos, para fenémenos que la limitada percepcién humana juzga como diferentes, este
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trabajo estara enmarcado particularmente en el topico de la dindmica de poblaciones.

Un modelo poblacional es un sistema dinadmico, el cual intenta describir y predecir la
dindmica poblacional de una o varias especies. Para tal fin, se observan las interacciones
en el ecosistema que mas afectan a la poblacion y se plantean hipotesis, llegando de esta
manera a leyes que gobiernan el sistema, estas leyes generalmente son asociadas a ecuaciones
diferenciales. A continuacion se presentan los modelos clédsicos en la dindmica de poblaciones

los cuales fueron consultados en primera instancia en [3].

1.1. Modelo Malthusiano

El primer intento serio para modelar la dindmica de poblacion se acredita a menudo al
economista y clérigo inglés Malthus (1978). Malthus plante la hipdtesis de que las pobla-
ciones humanas se puede esperar que aumenten proporcionalmente a la poblacion con el
tiempo, en la terminologia moderna el modelo malthusiano seria un caso particular de un
modelo de crecimiento lineal; ya que si P(t) denota la densidad de alguna poblacién en el

tiempo ¢, un modelo de crecimiento lineal en tiempo continuo tendria la forma:

dP

= P, (1.1)

y el modelo de Malthus se obtendria dejando a r(t) = r constante.
El modelo malthusiano tiene detras de si, varios supuestos que lo idealizan y lo alejan de la

realidad:
1. P(t) € CY(R).
2. P(t) > 0 para todo t € R.

3. Los recursos para la supervivencia de los individuos de la poblaciéon P son inagotables

y estan distribuidos homogéneamente.
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4. Los individuos estdn homogéneamente distribuidos en el territorio (la posicién es irre-

levante).

5. Las generaciones de la poblacién se traslapan, es decir, en la poblacién es posible

encontrar individuos de edades distintas.
6. La poblacién se encuentra aislada, no hay interaccién con otras especies.
7. La poblacién es cerrada, no hay presencia de fenémenos de migracion.

8. Los individuos son indistinguibles entre si, por ejemplo, no se hace distinciéon entre

individuos de distinto sexo.

Aqui resulta pertinente recordar a Pedro Miramontes':

“...El quitar una o mas de estas restricciones implica modificar el modelo matematico; pres-
cindir de una restriccién fenomenoldgica implica un modelo més general, mas cercano a la
realidad, pero importa un pago en especie matematica; es decir, un modelo méas complicado

desde el punto de vista matematico...”

1.2. Modelo de Verhulst

La segunda gran contribucion a la modelizacién de la poblacion fue la introduccién de
la autorregulacion poblacional en la ecuacién logistica del matematico Belga P. F. Verhulst
(1838). El elemento clave introducido por Verhulst era la nocién de dependencia de la den-
sidad, es decir, la idea de que la densidad de una poblacién deberia afectar a su tasa de
crecimiento. Especificamente, la ecuacion logistica surge de la suposicién de que a medida
que la densidad de poblacién aumenta los efectos de hacinamiento y agotamiento de los
recursos provocan que la tasa de natalidad disminuya y la tasa de mortalidad aumente. La

tasa neta de crecimiento de la poblaciéon con densidad P esta dada entonces por:

apr
dt

!Pedro Miramontes, La Biologia Matemdtica, Grupo de Biomatemética, Facultad de Ciencias, UNAM.

= (r(t) —c(t)P)P, (1.2)
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donde ¢(t) es siempre no negativo y ¢(t)P representa el efecto que tiene la densidad de la
poblacion sobre su tasa de crecimiento. Luego si r y ¢ son constantes, podemos introducir la

nueva variable K =~ y escribir (1.2) como:

C;—]; _ (1 _ %) P (13)

La ecuacion (1.3) es la forma estandar usada en la literatura bioldgica para la ecuacion logisti-
ca. El pardmetro r es a menudo llamado la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién,

mientras que K se llama la capacidad de carga.

1.3. Modelo de poblacién con Efecto Allee

Allee (1931) observé que muchos animales toman comportamientos sociales, tales como la
caza cooperativa o defensa en grupo que pueden causar un aumento en la tasa de nacimiento
o una disminucién en su tasa de mortalidad dependiendo de la densidad de poblacién por
lo menos en algunas densidades. Ademas, la tasa de depredacién puede disminuir con la
densidad de presas. En presencia de tales efectos, que normalmente se conocen como efectos

Allee, el modelo (1.2) tendrd una forma méas general:

% = g(t,P)P, (1.4)
donde g puede estar aumentando para algunos valores de P y disminuyendo para otros.

El efecto Allee ha sido modelado de diferentes maneras. En un modelo de depredacién
clasica, se asume que la tasa de crecimiento de las presas es amortiguada por el efecto Allee,

si N = N(t) indica el tamano de la poblacién, la ecuacién de crecimiento habitual, que

expresa el efecto Allee esta dada por:

% =rN (1 - %) (N —m), (1.5)

el cual es llamado efecto Allee multiplicativo. Aqui r es la tasa de crecimiento intrinseca o

potencial bidtico de la presa N, y K es la capacidad de carga. Si —K < m < 0, entonces el



1.4. MODELOS LOTKA-VOLTERRA )

(a) Curvas solucién del efecto Allee aditivo fuerte con (b) Curvas solucién del efecto Allee aditivo débil con

K=1r=1,m=071yb=07 K=1,r=1,m=022yb=04

Figura 1.1: Diferencias entre efecto Allee débil y fuerte

efecto Allee es considerado débil; mientras que si 0 < m < K, el efecto Allee es considerado
fuerte. El efecto Allee fuerte presenta una poblacion umbral, y la poblacién debe superar este
umbral para crecer. En contraste, una poblacién con un efecto Allee débil no tiene umbral.

La siguiente ecuacion

dN N m

— =N l—— ) — —— 1.6

dt (r ( K) N+ b) ’ (16)
muestra el efecto Allee aditivo. En (1.6) ﬁ—ﬁ es el término del efecto Allee aditivo, m y b son

las constantes del efecto Allee y K > b. Ademés el efecto Allee aditivo es débil si m < br,
entre tanto, si m > br el efecto Allee es considerado fuerte. En la figura 1.1 se puede obser-
var la presencia del umbral para el efecto Allee fuerte lo que implica que si la densidad de
poblacién estd por debajo de este umbral la poblacién al transcurrir el tiempo se extinguiré;
mientras que el efecto Allee débil predice que la poblacién tiende a estabilizarse alrededor

de un valor, sin peligro de extincion.

1.4. Modelos Lotka-Volterra

Los primeros modelos para especies que interactiian fueron introducidos en las obras del

quimico A. Lotka (1925) y del matemadtico V. Volterra (1926). Estos modelos, para el caso
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de dos especies con densidades N y P respectivamente, toman la forma:

N (44BN 4 eP)N
dt

Donde los coeficientes a y d son andlogos a la tasa de crecimiento lineal r(¢) en el modelo de
Verhulst (1.2). Los coeficientes b y e representan la dependencia de la densidad entre especies,
en analogia con el termino ¢(t) en (1.2). Los coeficientes ¢y f, describen las interacciones entre
especies diferentes. La naturaleza de la interaccién (competicién, mutualismo, o interaccién

presa depredador) determina los signos de ¢y f.
= Si las especies N y P compiten, entonces ¢, f < 0.
= Si la especie P se aprovecha de la especie N, entonces f >0y ¢ < 0.
= Si las especies N y P son mutualistas, entonces ¢, f > 0.

En el caso donde la especie P se alimenta de la especie N, a menudo se asume que b < 0
(por lo que la especie presa N satisface una ecuacion logistica en ausencia de depredacién),
pero que e = 0 mientras d < 0. Bajo estos supuestos la poblacion depredador disminuira
de forma exponencial en ausencia de presas (porque d < 0), pero el tnico mecanismo de
regulacién de la poblacién de depredadores es la disponibilidad de presas (porque e = 0, lo
que implica que la tasa de crecimiento de la poblaciéon depredador no depende de la densidad

de depredadores).

1.5. Respuesta funcional Holling

En el estudio de la interaccion presa-depredador, se pueden plantear diferentes preguntas,
como por ejemplo: jcémo responden los depredadores a los cambios en la densidad de pre-
sas? Entre las distintas respuestas de los predadores a variaciones de la densidad de presas
se destacan la respuesta numérica y la respuesta funcional. La respuesta numérica se refiere

a los cambios en la densidad de los depredadores debido a variaciones en la reproduccion
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y/o supervivencia, y la respuesta funcional se refiere a los cambios en el nimero de presas

consumidas por depredador en unidad de tiempo.

Para los consumidores es de gran importancia la densidad de su alimento, ya que por
regla general, cuanto mayor es la densidad del alimento mayor es el consumo del depredador.
La variacién de la tasa de consumo de un individuo en funcién de la densidad de las presas
(respuesta funcional) es variable, y fue clasificada en tres tipos de respuestas por Holling en

1959: las respuestas de tipo I, II y III.

Tipo I El nimero de presas consumidas por unidad de tiempo aumenta en forma lineal con
el niimero de presas disponibles, hasta que alcanza un maximo, a partir del cual la tasa

de consumo permanece constante.

Tipo II Es la respuesta mas frecuente en la naturaleza. La tasa de consumo aumenta con
la densidad de las presas, pero va disminuyendo su velocidad hasta alcanzar una pla-
taforma en la cual la tasa de consumo permanece constante, independientemente de la

densidad de presa disponible.

Tipo IIT Existe un incremento inicial en la tasa de consumo con el aumento de la densidad
de presas hasta un punto de inflexién, en el cual comienza una desaceleracion hasta
alcanzar una plataforma similar al que se da en la respuesta de tipo II, por ende, este

tipo de respuesta tiene una curva sigmoidal.

Tipo I Tipo II Tipo III

Numero de
consumidas
NuUmero de
presas

consumidas
NuUmero de
presas

consumidas

presas

Densidad de presas Densidad de presas Densidad de presas

Figura 1.2: Tipos de respuesta funcional



Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias

La caracteristica principal que experimenta un proceso bioldgico, es que evoluciona con
el tiempo, esto implica que los procesos bioldgicos pueden ser considerados como un sistema
dinamico, de esta manera, las ecuaciones diferenciales ordinarias se convierten en una herra-
mienta basica para quien se aventure a comprender el funcionamiento del mundo ecolégico.
Por esta razén se necesitan resultados de la teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales
para estudiar la dindmica del sistema en estudio (1).

A continuacién se presentan los conceptos que sirven de base para demostrar los teoremas
que apareceran en el siguiente capitulo, los cuales hacen referencia a los estados de equilibrio

hiperbdlicos de (1).

2.1. Sistemas lineales homogéneos

Suponga que se tienen un conjunto de variables {x1, zo, -+ , 2, }, las cuales dependen de
una unica variable independiente ¢ y que la dinamica de las variables se expresa mediante

ecuaciones diferenciales de la forma:

% = Ax (2.1)
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donde x e R", A e R™"y

dx 1

e |
dt dr,

dt

(2.1) se denomina sistemma lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneo con coefi-

cientes constantes.

Definicién 1. [Subespacios estable e inestable] Sea A € R™ " el subespacio estable, centro
e inestable del sistema x = Ax, E*, E¢ y E* son los subespacios de R" generados por las
partes real e imaginaria de los vectores propios que corresponden a los valores propios con

parte real negativa, cero y positiva respectivamente.

Ejemplo 1. Considere el sistema lineal

(Ifl =T
(2.2)
ZL:Q = —T2
el cual en forma matricial puede ser escrito como
x = Ax (2.3)
donde
1 0
A=
0 —1

Usando el método de separacion de variables se obtiene que la solucion general del sistema

esta dada por:

x(t) = e (2.4)

donde C = x(0).
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La expresion (2.4) define un movimiento a lo largo de las curvas solucién, es decir, cada
punto C' € R? se desplaza al punto z(t) € R? después del tiempo t. Este movimiento se
puede describir geométricamente dibujando las curvas solucion en el plano x;xs, conocido
como el plano fase.

La funcién f(x) = Ax define una funcién f : R?> — R? la que a su vez define un campo
vectorial en R?, esto es, a cada punto x € R?, la funcién f asigna un vector f(x). Si dibujamos
cada vector f(x) con su punto inicial en el punto x € R? obtenemos una representacién

geométrica de un campo vectorial como se muestra en la figura 2.1.

X
y

K&&&RRR
SIS N K KA

N s LY
M A VA |}

I e

1
=N
1
o
(S}
o |-
o
[S2]
-

Figura 2.1: Plano fase del ejemplo 1

2.2. Sistemas no lineales autonomos

Al sistema dinamico modelado por la siguiente ecuacién se le conoce como sistema no

lineal auténomo:

%= f(x) (2.5)
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con x : I C R — R”, una funcién de valor vectorial y f una funciéon de variable y valor
vectorial, f : R — R", y ademas f una funcién no lineal. El sistema dinamico modelado por

(2.5) se dice que es auténomo porque la funcién f no depende explicitamente del tiempo.
Definicién 2. Dados los sistemas dindmicos con ley

i) x = f(x) (sistema no lineal)

i) x = Ax (sistema lineal)

Se dice que i) y ii) son topolégicamente equivalentes cerca del origen, si existe un
homeomorfismo H que aplica un conjunto abierto Vi que contiene al origen, en otro conjunto
abierto Vy que también contiene al origen, y ademds, H aplica trayectorias de i) que estan
en Vi en trayectorias de it) que estdn en Vi, y se preserva la orientacion en el tiempo, es
decir, si una trayectoria de i) va de X1 a Xg en Vi, entonces la trayectoria correspondiente
en i) va de H(xy) a H(x2) en V3.

En el caso de que i) y ii) sean topoldgicamente equivalentes y H preserve la parametrizacion

del tiempo, se dird que i) y ii) tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen.

Definicién 3. Los puntos estacionarios (o estados estacionarios, o puntos de equilibrio)
del sistema x = f(x) son estados invariantes en el tiempo, de ahi que, Xo es un estado

estacionario si f(xq) = 0.

Definicién 4. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias X = f(X), Xo un

estado estacionario del sistema y A = D f(xo) se dice que:

= X es un estado estacionario hiperbdlico si todos los valores propios de la matriz

A tienen parte real distinta de cero.

= Xq es un estado estacionario hiperbdlico tipo fuente si la parte real de todos los valores

propios de A son miumeros positivos.

= Xq es un estado estacionario hiperbolico tipo sumidero si la parte real de todos los

valores propios de A son niumeros negativos.



2.2. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS 12

= Xg es un estado estacionario hiperbdlico tipo silla si existen valores propios de A, M\

Yy Ay tales que la parte real de A\ es negativa y la parte real de Ay es positiva.

Teorema 2.2.1. [Harman-Grobman| Sean E un subconjunto abierto de R™ que contiene
al origen, f € CHE) y sea x = f(x) el sistema no lineal. Supongamos que f(0) = 0 y

A = Df(0) no tiene valores propios con parte real nula. Entonces
i) x = f(x) (sistema no lineal)
i1) x = Ax (sistema lineal)
tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen.
Demostracién. Una prueba de este teorema se puede encontrar en [6, Pdg. 120]

Al sistema x = Ax se le conoce como linealizacién del sistema x = f(x) en el punto

estacionario Xg

Definicién 5. Una n—wvariedad diferenciable M, es un espacio métrico conexo con una

cubierta {C,}, es decir,
M — U Coc;

tales que:

» para cada o, C es homeomorfo a B = {x € R"/ | x |< 1}, es decir, para todo « existe

un homeomorfismo h, de C, en B.

» siUy,NUsg #0 y hy : Uy — B, hg : Us — B son homeomorfismo, entonces
ho(Us NUg) y hg(Uy, N Ug) son subconjuntos de R™ y ademds

h=haohg': hg(UyNUg) — ho(Us N Up)

es una funcion diferenciable y para todo x € hg(U, N Ug) det(Dh(z)) # 0.
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Definicién 6. [Flujo del sistema] Si ¢(t,xo) es la solucion del problema de valor inicial
x = [(x)
x(0) = =xo
definida para todo t € R. Entonces el conjunto de funciones ¢, definido por ¢y(xo) = ¢(t,Xo)

es llamado el flujo del sistema x = f(x)

Definicién 7. [Conjuntos invariantes positivo y negativo] Sean E un subconjunto abierto de
R", f € CYE) y si se denota por ¢; al flujo del sistema x = f(x). Entonces un subconjunto
S C E es llamado invariante con respecto al flujo ¢, si ¢;(S) C S para todot € R y es
llamado invariante positivo (o negativo) con respecto al flujo ¢;, si ¢;(S) C S para

todot >0 (0t <0).

Definicién 8. [Estado estacionario estable, inestable y asintdticamente estable] Sean ¢, el
flujo del sistema x = f(X) y Xo un estado estacionario de este sistema. Xq es un estado
estacionario estable si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si || X — X [|< 0 yt >0
entonces || ¢4(X) — xq ||< €.

Xg €s inestable cuando no es estable. Y Xq es asintoticamente estable si es estable y ademds

existe 6 > 0 tal que si | X — Xq ||< & entonces

B ) =0
Teorema 2.2.2. [Variedad Estable] Sean E un subconjunto abierto de R" que contiene
al origen, f € CHE) y sea x = f(x) el sistema no lineal. Supongamos que f(0) = 0 y

A = Df(0) tiene k wvalores con parte real negativa y (n — k) valores propios con parte real

positiva. Entonces:

1. existe una k—variedad diferenciable S tangente en 0 al subespacio estable E° del sis-
tema x = Ax; y si se denota por ¢, al flujo del sistema x = f(x), entonces para todo

t >0 se tiene que S es un conjunto invariante positivo para el flujo.

2. existe una (n — k)—variedad diferenciable U tangente en O al subespacio inestable EY
del sistema x = AX; y si se denota por ¢, al flujo del sistema x = f(x), entonces para

todo t > 0 se tiene que U es un conjunto invariante negativo para el flujo.
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Demostracién. Una prueba de este teorema se puede encontrar en [6, Pdg. 107]

El siguiente teorema caracteriza a los sistemas lineales 2 x 2 en términos de la traza y el

determinante de la matriz A

Teorema 2.2.3. [Teorema sistemas 2 x 2] Sean A € R*? § = det(A), 7 = traza(A) y
considere el sistema

x = Ax (2.6)
entonces:

1. Si 6 < 0 entonces (2.6) tiene un punto silla en el origen.

2. 510 >0 yT7 <0 entonces el origen es un estado estacionario hiperbdlico tipo sumidero

del sistema (2.6).

3510 >0 yT7 >0 entonces el origen es un estado estacionario hiperbdlico tipo fuente

del sistema (2.6).
Demostracién. Una prueba de este teorema se puede encontrar en [6, Pdg. 25]

Teorema 2.2.4. Sean E un subconjunto abierto de R™, f € C'(E) y suponga que xq es un
estado estacionario estable del sistema x = f(x). Entonces ningin valor propio de D f(xo)

tiene parte real positiva.
Demostracién. Una prueba de este teorema se puede encontrar en [4, Pdg. 187]

Corolario 1. Un estado estacionario hiperbdlico o es inestable o bien es asintoticamente

estable.

Por el anterior colorario se puede deducir que el origen es asintéticamente estable cuando
el teorema 2.2.3 afirma que es sumidero y que el origen es inestable cuando el teorema 2.2.3

afirma que es silla o fuente.
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Nota 1. Los teoremas: Harman - Grobman, Variedad Estable y Teorema sistemas 2 X2, tam-
bién se pueden aplicar a los puntos estacionarios distintos del origen haciendo una traslacion

de la siguiente manera:

Si xg # 0 es un punto estacionario de X = f(x) entonces con el cambio de variable,
X =X — Xg
se obtiene,

X=X=

f(x) = f(X + o).

Después llamando F(X) = f(X + Xo) se tiene que 0 es un punto estacionario del sistema:

y ademds,
DF(X) = Df(X + xo)
luego,
DF(0) = Df(xo).

Teorema 2.2.5. [Existencia y Unicidad] Sean E un subconjunto abierto de R™ que con-

tiene a xo y f € C'(E). Entonces existe a > 0 tal que el problema de valor inicial

f(x)

x(0)

tiene una Unica solucion ¢(t,xXo) definida en

Xo

el intervalo [—a, al.

Demostracién. Una prueba de este teorema se puede encontrar en [6, Pdg. 74/
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Observacién 2.2.1. Si ¢(t,xg) es solucion de problema de valor inicial y si ¢(t,%0) = Wo

para algin t € R entonces, por el anterior teorema, d(t,xq) = d(t — t, wo)

A continuacién se usard el teorema (2.2.5) para demostrar que el conjunto Q = {(z,y) €

R?/x > 0,y > 0} es invariante con respecto al flujo ¢; del sistema 1.
Lema 1. El conjunto € es invariante del flujo del sistema:
dN N m NP
— =N 1—— |- —
dt (7” ( K> N+ b) N+a

awr_ N (2.7)
a (—“m)‘

Demostracion: Si N(t) =0, V¢t > 0 entonces

AN N m NP
T _0=N 1— 1\ — _
T (T< K) N+b) N+a

luego si P*(t) es solucién del problema de valor inicial:

dP*
= P* —_
o sP*(—q)
P*(O) = BP>0
entonces
0 0
o |t =
jl P(t)

es solucién de (2.7); esto quiere decir que el conjunto I' = {(z,y) € R*/z = 0,y > 0} es
invariante respecto al flujo ¢,

Si P(t) =0, Vt > 0 entonces

dP N
dt ° ( q+N+a)

luego si N*(t) es solucién del problema de valor inicial:

dN* . N* m
a - (T(l_f)_N*an)

N*(0) = Np>0
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entonces
Np N*(¢)

¢\t =
0 0
es solucién de (2.7); esto quiere decir que el conjunto A = {(z,y) € R?/z > 0,y = 0} es
invariante respecto al flujo ¢;.

Sea

50
con Ny, Py > 0 una solucién del sistema (2.7) entonces si g(t) = (g1(f), g2(#)) con g1(#) <0
entonces para algun £ € R g(f) = (0, go(f)) por la unicidad garantizada por el teorema (2.2.5)

se tiene que
0

gz(t.)

lo cual contradice que el conjunto I' sea invariante respecto al flujo ¢;.

g(t) =o | t,

De la misma manera, si g(t) = (g1(), 92(t)) con go(f) < 0 entonces para algun ¢ € R

g(t) = (g1(f),0) luego por la unicidad garantizada por el teorema (2.2.5) se tiene que

lo cual contradice que el conjunto A sea invariante respecto al flujo ¢, O



Capitulo 3

Modelo que considera el efecto Allee

aditivo

En este capitulo se estudia la estabilidad local de los estados estacionarios del modelo
objetivo central del trabajo, el cual tiene respuesta funcional Holling-1I y efecto Allee aditivo

en presa, este modelo aparece en el articulo [2] y tiene la siguiente forma:

AN _ (N m NP
a0\ K) N+b) N+a

T (—q * W)

donde
» N(t) denota la densidad de poblacién de las presas.

» P(t) denota la densidad de poblacién de los depredadores.

a, b, r, s, q, K son nimeros reales positivos.

a es una constante de saturacion media, es decir, la cantidad de presas necesarias para

alcanzar la de la tasa maxima de consumo.

7 es la tasa de crecimiento intrinseca o potencial biolégico de las presas N (0 < r < 1).

18
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K es la capacidad de carga.

m y b son constantes del efecto Allee aditivo.

q es la tasa de muerte de los depredadores(0 < ¢ < 1).

s es la concentracion de alimento.

Se toma como hipdtesis general que la capacidad de carga es mayor que la constante b del
efecto Allee aditivo, esto es K > b.

El estudio del modelo se dividira en tres partes. En la primera se determinaran los estados
de equilibrio del modelo (3.1). En la segunda parte se estudiard la accién del efecto Allee

débil y por tltimo en la tercera parte, se estudiard la accion del efecto Allee fuerte.

3.1. Estados estacionarios

Los estados estacionarios se obtienen de resolver el sistema:

N m NP
N(r(1-2) - - -
(r< K) N+b) N+a !

N
Pl(- —
s ( q+N—|—a) 0

N m P
N(r{1-2) - - -
(r< K) N+b N+a> 0

N
Pl—qg+-—"—"—_|=
S ( q+N—|—a)

de donde se tienen los siguientes casos:

el cual es equivalente a:

Caso 1: N=0y P=0.

Se consigue asi el primer punto estacionario Ey = (0,0).
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N
C 2: N = — — =0 (P .
aso Oy Q+N+a (P #0)

De ahi que ¢ = 0 lo cual contradice las hipotesis del modelo, asi que no se considerara

este caso.
N m P
C 3: 1—— | — - =0y P=0 (N #0).
aso 7“( K) N+t Nia y (N #0)
De ahi que
N m
l—-—=] - —= 2
T( K) Nip D (3:2)

N
7«<1__)_—m = 0 & rN’—r(K-bN—-K{lr—-m) = 0
lo cual tiene dos posibles soluciones

M:rm>m+¢mK;W+MKw=m) (3.3)

M::rw—w—¢MK;W+MKW;m) (3.4)

de esta manera se encuentran otros dos puntos estacionarios £y = (Ny,0) y Ey =

(N270)‘

Observaciéon 3.1.1. Es importante notar cinco relaciones que se observan de las ex-

presiones de N1 y No; estas son:

K+b)—/72(K —b)2+4r K (br—m)
2r
K+b)++/12(K—b)2+4rK (br—m)
2r

a Np+b="_ — K- N,

] N1+b:(

:K—N2

Sir?(K —b)? +4rK (br —m) > 0, entonces Ny < Ny

Sir3(K — b)* + 47K (br —m) > 0, entonces Ny > (KQ_b)

Si r?(K —b)? + 4rK (br —m) > 0, entonces Ny < £

N m P

C 4: 1——=) -

aso 4: r ( K)
De donde

N
Nab Nia 0V Uty =0WAOYPFO)

(3.5)
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F— (F+a) ( (1-%) ‘N%)
() (5 =)
- () (0 aim) o)
- () (- o)

—w ((1 —Q)K—aq) - am (3.6)

(1-q)°K 1—q)b+aq

son las coordenadas del cuarto punto estacionario F3 = (N, P).

Por su parte la matriz jacobiana del sistema dindmico (3.1) toma la siguiente forma:

L [ (r(1- %) - %) + N (% + ) — ZORE ¥
| P () s(—a+ 7%)
e - N (k) — o -
i ﬁp $ (—q + N]Ym)

3.2. Modelo con efecto Allee aditivo débil

El siguiente teorema muestra la estabilidad local de los puntos estacionarios hallados en
la anterior seccién; pero unicamente para el caso cuando el efecto Allee aditivo es débil, es

decir, cuando m < br.
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Teorema 3.2.1 (Efecto Allee Débil). Sean Ny, Ny, N y P como en las ecuaciones (3.3),
(3.4), (3.5) y (3.6) respectivamente; si m < br + %N <(K —b) — N) y méx(b, N) < K,

entonces: Localmente

1. Ey=(0,0) es un estado estacionario tipo silla para el modelo (3.1).
2. Ey = (N1,0) es un estado estacionario tipo silla para el modelo (3.1).

3. Ey = (Ns,0) no tiene sentido desde el punto de vista de la dindmica de poblaciones.

4. Si ademds Km(1 —q)*(a —b) <r(Kq— K +aq+a)(aqg+b—bq)?, E = (N,P) es un
estado estacionario asintdticamente estable para el modelo (3.1).

5. Si ademds Km(1 —q)*(a —b) > r(Kq— K +aq+a)(ag+b—bq)*, E=(N,P) es un

estado estacionario inestable para el modelo (3.1).

Demostracion: En esta demostracion se buscard que los puntos estacionarios tengan sentido
bioldgico, es decir, que sus componentes sean mayores o iguales que cero, luego se hara uso
del teorema de Harman-Grobman (2.2.1) para linealizar el modelo (3.1), y después mediante
el teorema de sistemas lineales 2 x 2 (2.2.3) se identificard si los estados estacionarios del
modelo linealizado son sillas o fuentes o bien sumideros. Esta prueba estara dividida en cinco
items de los cuales el 4 y 5 son muy similares, por lo cual, en la prueba se daran los detalles

exhaustivos solo para el item 4.

1. Evaluando la matriz jacobiana del sistema (3.1) en Ej, obtenemos la matriz

r— 4 0
A(Ey) =
0 —sq
con valores propios reales Ay =7 — 3 > 0y Ay = —sq < 0, luego por teorema de H-G

(2.2.1) el sistema (3.1) y el sistema lineal
dN m
(2N
dt (v b )

dP

v (—sq) P



3.2. MODELO CON EFECTO ALLEE ADITIVO DEBIL 23

tienen la misma estructura cualitativa cerca de Ey. Por otro lado, como det(A(Ep)) =
(r— %) (—sq) < 0, entonces por teorema de sistemas lineales 2 x 2 (2.2.3), Ey es un

punto silla para el modelo (3.7) y por tanto, localmente un punto silla para el sistema

(3.1).

2. Como m < br y K > b, tenemos que

N, — T(K—b)+\/TQ(KQ—rb)z—I—éHK(bT—m) -0

de ahi que E; = (INVy,0) si tiene sentido biolégico.

Ahora, la matriz jacobiana evaluada en F; toma la siguiente forma:

T m Ny
A 0+ N <—§+m> ~Fita
1 pum—
Ny
0 s<—q+ N1+a>

con valores propios

r m N
A1 1< K+(N1+b)2) Y Ao S( q+N1—i—a)

Se demostrard que det(A(F1)) = A1 A2 < 0, para lo cual se advertiran dos desigualdades
/\1 <0 y )\2 > 0.

Para obtener la primera desigualdad recuerde que N; satisface la ecuacién (3.2), esto

N1 m
1__ — e
T( K> Nt "

de donde, por medio operaciones algebraicas elementales es posible deducir la siguiente

es:

igualdad:

m _ K —N;
(Ni+b)2 K\ N +b
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pero, por observaciones anteriores se sabe que K — N; = Ny + by que Ny < Ny, luego

_m__r(Natby 7
(N, +0)2 K \N,+b K

de donde se concluye que A\; = N} (—% + (Nfib)?) < 0.

Para verificar la segunda desigualdad, se observan las siguientes equivalencias que se

desprende de una de las hipodtesis, a saber:

m < br+%ﬁ<(K—b)—]\7>
—%N((K—b)—ﬁ) < br—m
—472N ((K—b)—ﬁ) < 4Kr(br —m)

r2(K —b)2 —4r2(K — )N + 4r2N? < 12(K — b)2 4+ 4Kr(br — m)

[ A

r2((K —b) —2N)? < 72K —b)? +4Kr(br —m)

rl(K —b)—2N| < +/r2(K —b)?+4Kr(br —m) (%)

Sumando (K —b) y después dividiendo por 2r a ambos lados de esta tltima desigualdad

(%), se obtiene que: N
r(K —b)+r|(K —b) —2N|
2r

< N (3.8)
de la misma manera multiplicando por (—1), luego sumando r(K — b) y después divi-

diendo por 2r a ambos lados de la desigualdad (%), se obtiene que:

r(K —b) —r|(K —b) — 2N|
2r

> Ns. (3.9)
del valor absoluto se obtienen dos posibilidades:

Caso I Si =Y > N entonces de (3.9) se tiene que N > N, més atin N, < N < N;

2
(K=b)
2

ya que ademas Ny > por observaciéon 3.1.1.
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Caso IT Si =Y ~ N entonces de (3.8) se tiene que N < N, mas ain Ny < N < Ny
2

(K-b)
2

ya que ademas Ny < por observaciéon 3.1.1.

En cualquier caso obtenemos que Ny < N < Ni. Ahora note que:

)\2 =S <—(] + %) > 0
N-
Nlia > q

N1 > gNi+qa

[N A

1-—¢)N > ag

Nl > (1_q) - j\?

de esta manera, concluimos que Ay > 0. Por lo tanto § = det(A(E1)) = My < 0,
luego por teorema H-G y teorema de sistemas 2 x 2 concluimos que F; es un estado

estacionario tipo silla para el modelo (3.1).

3. Dado que m < br, entonces

N, — r(K —b)— \/T’Q(Kz—b)2+4TK<b7’—m> cR
r

y ademas:

(K —b)*> +4Kr (br —m) > r*(K —b)?

r(K —b) — \/r2(K — b)2 +4Kr (br —m) _ r(E=b) —r(K D)
2r 2r

N2 < 0
por lo cual Fy = (N, 0) no tiene sentido ecoldgico.

4. Para el punto estacionario F3 = (N , ]3) primero se identificara si tiene sentido bioldgico,

aunque por las hipétesis del modelo en estudio se deduce que:

N = > 0.
1—g¢q
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Y de otro lado,

- . N m
P>0 «— (NJFG)(T(I_?)_N—M) > 0

= r( —%)—Ni% > 0
= r<K—]V>(N+b) > mK

— —rN24+r(K—bN+@rb—m)K > 0
— N2<]V<N1

y como Ny < N < Ni, entonces P> 0, por lo cual Ej3 tiene sentido biolégico. Ahora

evaluando Fj3 en la matriz jacobiana obtenemos:

A(By) = - (T (1 - %) - ﬁb) +N (‘ﬁ * (NTW) - <Ni)2 —4
P :
_ N <_% + (NTW) T (ﬁii)? 4
R 0
_ —+ (NNJ:ZV + (NJE)Z —4
L (Ni—sa)?ﬁ 0
De donde
asq =
5= dei(A(Ey) = P >0
T = traza(A(FE3)) = _%+(NN+mb)2+(N]\j_Pa)2 =N <—% + (NT o + (Nia)2>

Ya que ¢ > 0; segun el teorema de sistemas 2 x 2 (2.2.3), la estabilidad o inestabilidad
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del punto E5 dependera del signo de 7.

Como N > 0, entonces 7 < 0 si y solo si:

r m P m P r
_?+(ﬁ+b)2+(ﬁ+a>2<0 = (N+b)2+(ﬁ+a)2<F
pero
m P  (1—gq)? T(K—KC]—(IQ)_ m m(1 —q)?
(f\i+b)2+(ﬁ+a)2 - a ( K(1—-q)? GQ+b—bQ>+(CMJ+b—bQ)2
_ (-¢Pr(K-Kg—aq) _ml-¢* . ml=g"
a K(1—q)? alag+b—>bq) (ag+b—0q)?
_ r(K-Kq—aq) m(l—q)® (ag+b—bg
- oK <aq+b—bq>2< a 1)
_ r(K-Kq—aq) m(1 — q)? (aq—i—b—bq—a)
B aK (ag+ b — bq)? a
_ r(K-Kgq—aq) m-q)? ((a—b)(1—gq)
N aK * (ag+b—bq)? < a )
_ rK-Kq-aq) m(l-g¢)](a-D)
B aK a(aq + b — bq)?
luego
r(K - Kg—aq) m-gPla=b) _ r
ak a(aq+b bq)? K
m(1 —q)3(a —b) _ r r(K—Kqg—aq)
a(ag+ b — bq)? K aK
m(1 —q)3(a —b) _ ar —r(K — Kq — aq)
a(aqg + b —bq)? aK
Km(l—¢q)*(a—b) < r(Kq— K +aq+a)(ag+b— bq)*

Por lo tanto si Km(1 — q)*(a —b) < r(Kq— K + aq + a)(aq + b — bq)?, E5 = (N, P)

es un estado estacionario asintdticamente estable.
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5. FEj3 es asintéticamente inestable si 7 > 0, pero, por lo visto en el item anterior se deduce

que 7 > 0 siy s6lo si Km(1—¢q)*(a—0b) >r(Kq— K + aq+ a)(ag+ b — bq)>.

3.3. Modelo con efecto Allee aditivo fuerte

El efecto Allee es fuerte, cuando m > br. El teorema que se presenta a continuacion
muestra el comportamiento local de los puntos estacionarios hallados en la secciéon 3.1 bajo

ciertas restricciones y efecto Allee aditivo fuerte.

Teorema 3.3.1 (Efecto Allee Fuerte). Sean Ny, No, N y P como en las ecuaciones

(3.3), (3.4), (3.5) y (3.6) respectivamente; si m < br + %]\7 ((K —b) — N) ym < %

entonces: Localmente
1. Ey = (0,0) es un estado estacionario tipo sumidero para el modelo (3.1).
2. By = (N1,0) es un estado estacionario tipo silla para el modelo (3.1).
3. Ey = (N2,0) es un estado estacionario tipo silla para el modelo (3.1).

4. Si ademds Km(1 — q)3(a —b) < r(Kq— K + aq+ a)(ag+b—bq)%, E = (N, P) es un
estado estacionario asintdticamente estable para el modelo (3.1).

5. Si ademds Km(1 —q)*(a —b) > r(Kq— K 4+ aq+a)(ag+b—10bq)?, E= (N, P) es un

estado estacionario inestable para el modelo (3.1).

Demostracion: La matriz jacobiana para linealizar el sistema dindmico es:

(T (1 - %) - NLer) +N <_% + (NTb)Q) o (N(:-F;)Q _N]Yra

(]V(_l,’_—sa)gp S (—q + NZ_\’T_G)
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1. Evaluando la matriz jacobiana del sistema (3.1) en Ej, obtenemos la matriz

r— 0
A(Ey) =
0 —sq
con valores propios reales Ay =7 — 3 <0y Ay = —sq < 0, luego por teorema de H-G

el sistema (3.1) y el sistema lineal

dN:<T_@>N

dt b

p (3.10)
= —(—sq) P

o (—sq)

tienen la misma estructura cualitativa cerca de Ey. Por otro lado, como 6 = det(A(Ep)) =

(r— %) (=sq) > 0y 7 = traza(A(Ey)) = r— % — sq < 0; ademés, 7° — 40 =
(= B+ 200 = $)(=s0) + (=0 — Al — £)(=sq) = (r = % + 50)* > 0, entonces
por teorema de sistemas lineales 2 x 2, Fj es un sumidero para el modelo (3.10) y por

tanto, localmente un sumidero para el sistema (3.1).

r(K4b)?
4K

2. Como m < y K > b tenemos que

N, — T(K—b)+\/TQ(K;rb)ZJréHK(br—m) -0

de ahi que E; = (Ny,0) si tiene sentido biolégico.

Ahora, la matriz jacobiana evaluada en F; toma la siguiente forma:

T m N-
A(E) M <_? N <N1+b>2> “ N
1 pr—
Ny
0 s (—q + N1+a>

con valores propios

r m N
M=N|—-——4+ ——-— Ay = — .
1 1( K+(N1+b)2) Y A2 S( q+N1+a)

Se demostrard que det(A(F1)) = A1 Ae < 0, para lo cual se advertiran dos desigualdades
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>\1<0y)\2>0.

Para obtener la primera desigualdad recuerde que N; satisface la ecuacién (3.2), esto

N1 m
R =0
r( K) N +b

de ahi, por medio operaciones algebraicas elementales es posible deducir la siguiente

es:

igualdad:

m o K —N;
(Ny +02 K\ N +b

pero, por observaciones anteriores se sabe que K — Ny = Ny 4+ by que Ny < Ny, luego

m o Ny+b <L
(N1 +b)2 K\ N, +b K

de donde se concluye que A\; = N, (—% + W) < 0.

Para verificar la segunda desigualdad, se observan las siguientes equivalencias que se

desprenden de una de las hipétesis, a saber:
m < br+%ﬁ((K—b)—N)

—%N((K—b)—ﬁ) < br—m
42N ((K—b)—ﬁ) < AKr(br —m)

r2(K — b)? — 472(K — b)N + 4r2N? < 72K — b)2 + 4Kr(br — m)

[ A

r2((K—b) —2N)? < 72K —b)? +4Kr(br —m)

r(K —b)—2N| < +/r2(K =02 +4Kr(br —m) ()

Sumando (K —b) y después dividiendo por 2r a ambos lados de esta iltima desigualdad

(%), se obtiene que: _
r(K —b)+r|(K —b) —2N|
2r

< Nj. (3.11)
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de la misma manera multiplicando por (—1), luego sumando r(K — b) y después divi-

diendo por 2r a ambos lados de la desigualdad (x), se obtiene que:

r(K —b) —r|(K —b) — 2N|
2r

> Ns. (3.12)
del valor absoluto se obtienen dos posibilidades:

Caso I Si (Iz;m > N entonces de (3.12) se tiene que N > Ny, mas aiun Ny < N < Ny

ya que ademas Ny > (Kz_ b)

por una observacién anterior.

Caso II Si @ < N entonces de (3.11) se tiene que N < Np, més atin Ny < N < N

(K-b)
2

ya que ademas Ny < por una observacion anterior.

En cualquier caso obtenemos que Ny < N < Nj. Ahora note que:

Ay >0 <— + M >0
S —
2 q N, +a
— M
Ni+a 1
= Ny > gNy +qa
= (1 —q)N1 > aq
— N, >N

de esta manera, concluimos que Ay > 0. Por lo tanto 6 = det(A(E;)) = Mg < 0,
luego por teorema H-G y teorema de sistemas 2 x 2 concluimos que E; es un estado

estacionario tipo silla para el modelo (3.1).

3. Se demostrard que det(A(FE2)) = (A)(A2) < 0, para lo cual se advertiran dos desigual-
dades Ay > 0y Ay <O.

Para obtener la primera desigualdad recuerde que N, satisface la ecuacién (3.2), esto

N2 m
11— — — =
r( K> Norb

es:
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por medio operaciones algebraicas elementales es posible deducir la siguiente igualdad:

m T K — N,
(Ng+b)2 K\ Ny+b

pero, por observaciones anteriores se sabe que K — Ny = Ny 4+ by que Ny < Ny, luego
m 1 [(Ni+b - r
(Ny+b)2 K \No+b K

de donde se concluye que A\; = NV, (—% + W) > (. Por otra parte

Ao <0 — s(—q—i— N2> < 0

Na+a
— ok < g
— Ny < qNy+qa
= (1—q)N2 < ag
— Ny < N

de esta manera, concluimos que Ay < 0. Por lo tanto 6 = det(A(FE3)) = My < 0,
luego por teorema H-G y teorema de sistemas 2 x 2 concluimos que E5 es un estado

estacionario tipo silla para el modelo (3.1).

4. Para el punto estacionario F3 = (Kf , ]3) primero se identificara si tiene sentido bioldgico,

aunque por las hipétesis del modelo en estudio se deduce que:

N=-4
1—g¢q

> 0.

Y de otro lado,
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~ . N m
P>0 «— (NJFG)(r(l_E)_N—JFb) > 0

= r(l—%)—ﬁiﬂ) > 0
— r(K—N)(N+b) > mK

— —rN24r(K—-=bN+@rb—m)K > 0
— Ny < N < N;

y como Ny < N < N1, entonces P> 0, por lo cual Ej3 tiene sentido biolégico. Ahora

evaluando Fj3 en la matriz jacobiana obtenemos:

A(Ey) = _ (T (1 B g) B NLH:) +N <_% + (NTW) - (ﬁiﬂ + Nia - Nlj-a —4
I ﬁP 0
B N <_% + (NTW) Ry
i ﬁﬁ 0
_ S+ (]évfz?)z + (NZE)? 4
] ﬁﬁ 0
De donde
asq =
5 = det(A(Ey)) = mp >0
T =traza(A(E3)) = —%+(NN+mb)2+<N]\;Pa)2 =N <—% -+ (N:rj b2 + (]V—lf—)aﬁ)

Ya que ¢ > 0, segun el teorema de sistemas 2 x 2 (2.2.3), la estabilidad o inestabilidad

del punto E5 dependera del signo de 7.
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Como N > 0, entonces 7 < 0 si y solo si:

r m P m P r
—— + = + —= <0 <= = + —= < =
K (N+b)? (N+a)? (N+b)? (N+a)?
pero:
m_ P (=92 (T(K—Kq—acI)_ m >+ m(l — g)*
(N+b)2 (N +a)? a K(1—q) ag+b—bq/)  (ag+b—bg)
_ (U-¢Pr(K-Kg—aq) _ml-¢f* _ml=g)"
a K(1—q)? alag+b—>bq) (aqg+b—0q)?
_ r(K—-Kq—aq) m(1 — q)? aq+b—bq_1
B aK (aq + b — bq)? a
_ r(K=Kg—aq) m(l-¢)® [(ag+b-bg—a
B aK (ag+ b — bg)? a
_ K -Kq—ag) ml-¢?* ((a=d)(1-q)
aK (ag + b — bq)? a
_ rK-Kq-aq) m(l-g¢)](a—D)
aK a(aq + b — bq)?
luego
r —Kq—ag) m-gla=d) _ r
aK a(aqg+ b — bq)? K
ml-q’la—b) _ r r(K-Kg-aq)
a(aqg + b —bq)? K aK
m(1 —q)3(a —b) _ ar —r(K — Kq— aq)
a(ag + b —bq)? aK

Km(l—¢q)*(a—b) < r(Kq— K +aq+a)(ag+b—bg)*.

Por lo tanto si Km(1 —¢)*(a —b) < r(Kq— K + aq+ a)(aq + b — bq)?, E3 = (N, P)

es un estado estacionario asintdticamente estable.
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5. FEj3 es asintéticamente inestable si 7 > 0, pero, por lo visto en el item anterior se deduce

que 7 > 0 siy s6lo si Km(1—¢q)*(a—0b) >r(Kq— K + aq+ a)(ag+ b — bq)>.
[l

Es conveniente hacer un resumen de los anteriores teoremas en dos tablas presentadas a

continuacion:
Punto Esta- Sentido Biolégico ESTABILIDAD
cionario Condicién LOCAL
SILLA
Ey=(0,0)
m < br SILLA
El = (N17 ())

K>b

ro~ ~ ASINTOTICAMENTE ESTABLE
By=(N,P) | m<br+ N (=)~ N)

Km(1—gq)*(a—b) < r(Kq— K +aq+a)(ag+b—bg)*

méx(b, N) < K INESTABLE

Km(1—gq)*(a—b) > r(Kq— K +aq+a)(ag+b—bg)*

Tabla 3.1: Efecto Allee débil
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Punto Esta- Sentido Biolégico ESTABILIDAD
cionario Condicién LOCAL
ASINTOTICAMENTE ESTABLE
Ey=(0,0)
m > br SILLA
E1 = (]\/Yl7 ())
K>b
- r(K + b)?
m < =
m > br SILLA
EQ = (NQ, O)
K>b
- r(K +b)?
m< ———
4K
~ ~ ASINTOTICAMENTE ESTABLE
E;=(N, P)
KEm(1—g)*(a—b) < r(Kq— K +aq+a)(ag+b—bg)*
ro~ _ INESTABLE
- C_ ) - N
m<br+ =N ((A b) A)
KEm(1—gq)*(a—b) > r(Kq— K +aq+a)(ag+b—bg)*

Tabla 3.2: Efecto Allee fuerte



Capitulo 4

Experimentacion numérica

Desde los trabajos de Alan Turin (1950) se pueden identificar tres ingredientes funda-
mentales en la biomatematica: la modelizacion, el empleo de ecuaciones diferenciales y la
utilizacion del ordenador, este capitulo hara referencia al tercer ingrediente. En las ultimas
décadas se han desarrollado paquetes de software especificos para resolver sistemas de ecua-
ciones diferenciales, lo que ha convertido al ordenador en una herramienta indispensable,
ademas de que las computadoras han sido el instrumento clave para estrechar el vinculo
entre Matemaética y Biologia. Uno de estos software es MATLAB y especificamente el fichero
pplane8, el cual fue utilizado para realizar simulaciones del modelo (1) para algunos valores

de los 7 parametros.

Para realizar las figuras que se presentan a continuacion, se fijaron los siguientes parame-
tros K =1, r =1,q = 0.25 s = 0.1 y dependiendo de los valores de los parametros
restantes (a, b y m) se caracterizan los puntos de equilibrio del sistema en estudio (1) por

medio de los teoremas “Efecto Allee Débil” (3.2.1) y “Efecto Allee Fuerte” (3.3.1).

Para la figura 4.1 se toman los valores de parametros a = 0.7, b = 0.4y m = 0.23,
como 0.23 < 0.4 % 1 entonces se empleard el teorema (3.2.1) para lo cual se deben verificar

las hipétesis:

37
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m < br + %N ((K—b) —]\7) y K > b, efectivamente 0.23 < 0.4856 y 1 > 0.4, luego

N’ =N (r (1= N/K) = (m/(N + b)) = (N PY(N +a) K=1  r=1 s=0.1
P’=sP(-0.25+N/(N+a)) b=04 a=07 m=023
T T T T T T T T
- R
oo . = & & &
0351y ; e e e
Joos R
03y EETTE TE T
Y = & & &
0251 1 IREDIIDIEPE R,
o 020 i ~ = - - - “« &~ &= &= |
J s - - - - - - - - « e &«
0.15F P > = = = = = = = = = & &= u
v > = - - = = = = = = “~ &= &
01~ > - - R R R R R S PR R —
7 s T T e e S S S « &
0.05 ks R I SRR S DR TR R I &
S R e T S S =
or > 5 5 5 5 5 S5 5 5 5 5 SRde ]
0 011 0‘2 013 0‘4 015 016 0‘7 018 0‘9
N

0.4

0.395

0.39

0.385

0.38

0.365

0.36

0.355

0.35

0.18 02 0.22 0.24 0.26 0.28 03

(b) Zoom sobre (N, P)
Figura 4.1: Dindmica del modelo con efecto Allee débil caso (N, P) inestable

Ey = (0,0) y By = (Ny,0) = (0.8099020,0) son localmente silla; ademés Ey = (N, P) =
(0.2333,0.3766) es inestable ya que Km(1 —q)3(a—b) > r(Kq— K + aq+ a)(aq + b — bq)?,
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esto es 0.0291 > 0.0282. La grafica corrobora los resultados del teorema y ademas grafi-
camente se puede observar la presencia de una érbita peridédica estable, esto hace que las
soluciones con condiciones iniciales en el conjunto Q = {(z,y) € R*/z > 0,y > 0} — {E3}
pasado determinado tiempo giren entorno a la o6rbita periddica estable, lo que significa que
las densidades de las poblaciones pasado un tiempo tiendan a ser ciclicas con lo cual las

especies pueden llegar a coexistir.

Para la figura 4.2 se toman los valores de parametros a = 0.7, b = 0.4y m = 0.22,
como 0.22 < 0.4 x 1 entonces se empleard el teorema (3.2.1) para lo cual se deben verificar

las hipétesis:

m < br + N ((K—b) —]V) y K > b, efectivamente 0.22 < 0.4856 y 1 > 0.4, luego

K
N’ =N (r(1-N/K)-(m/(N+Db)))- (NP)(N+a) K=1 r=1 s=0.1
P’=sP(-0.25+N/(N+a)) b=04 a=07 m=0.22
T T T
0451 1 v R R R 9
[ ¢ &
] I CE e e
035k ' = & e & ]
i \ N
0.3\ R R~ ELEL
Il M A & &~ &
0.25F i
' N = &&= &
o
02} . S 5 &= &..& 4
’ > S = = - - > AN SSRERECCRINC
015 ‘ ST > B T D R EI SERCEN S ]
> = - = = o= = = - « = &
01F 9
S = - -\« & &
0.05F -~ R e . T A == d
A s s e R T R e T T T
)= () ° i
= = = = =T ==
T I I I I I I I I ; I
0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 4.2: Plano fase para el efecto débil caso (Kf , 15) estable

Ey = (0,0) y E; = (N1,0) = (0.8196152,0) son localmente silla; ademéds E; = (N, P) =
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(0.2333,0.3913) es estable ya que Km(1—¢q)3(a—b) < r(Kq—K+aq+a)(aqg+b—bq)?, esto es
0.0278 < 0.0282. La grafica es acorde a los resultados del teorema y ademas graficamente se
puede observar que todas las soluciones con condiciones iniciales en el conjunto Q = {(x,y) €
R?/z > 0,y > 0} —{E3} se aproximan al punto estacionario 3 al transcurrir el tiempo, esto
induce a pensar que el punto E3 no es localmente sino globalmente asintéticamente estable,
lo que significa que las densidades de las presas y los depredadores pasado el tiempo sean
muy proximas a N y P respectivamente; asi pues si de la poblacién de presas se extrae una
cantidad razonable de individuos la dindamica poblacional no se vera afectada pues al sistema

le tomara un tiempo volverse a recuperar y estar muy proximo al punto Fs.

N@E(1-NK)-(m(N+b)-(NP)(N+a) K=1 r=1 s=01
SP(-025+N/(N+a)) b=07 a=05 m=0.71

N
=]
X

S

1

T T T T T T

18F y r f r | } t f foeeq
16 f [ t t t f f f
14p- &

12

10

o
o
o
>
o
-
©
-
o
o
N
o
)
a
o
w

Figura 4.3: Plano fase para el efecto fuerte caso (N, P) estable

En la figura 4.3 se toman los valores de pardametros a = 0.5, b=0.7y m = 0.71, como

0.71 > 0.7 % 1 entonces se empleard el teorema (3.3.1) para lo cual se deben verificar las
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hipétesis:

m < br + %Kf ((K —b) — N), m < (K+b) y K > b, efectivamente 0.71 < 0.7222,
0.71 < 0.7225y 1 > 0.7, luego Ey = (0,0) es localmente asintéticamente estable; F =
(N1,0) = (0.2618034,0) y Ey = (N,,0) = (0.0381966, 0) son localmente silla; ademds E3 =
(N, P) = (0.1667,0.0094) es localmente asintéticamente estable ya que Km(1—q)3(a—b) <
r(Kq— K + aq + a)(aqg + b — bq)?, esto es —0.0599 < —0.0528. La grafica corrobora los
resultados del teorema y ademas graficamente se puede observar que algunas soluciones se
aproximan a Fj lo que indica que las poblaciones estan condenadas a la extincién si no hay
un factor externo que afecte al sistema; mientras que otras se aproximan a FE3 por lo cual
las densidades de las poblaciones tenderian a estabilizarse permitiendo que las dos especies
coexistan. Un hecho importante de resaltar es que si por ejemplo la solucién a un problema
de valor inicial es la curva naranja y se incrementa el dato inicial correspondiente a los depre-
dadores, se puede pasar de la curva naranja a la curva verde, lo cual en términos ecoldgicos

seria catastréfico ya que la curva verde prondstica la extincion de ambas especies.

En la figura 4.4 se toman los valores de pardametros a = 0.5, b =0.6 y m = 0.61, como
0.61 > 0.6 * 1 entonces se empleard el teorema (3.3.1) para lo cual se deben verificar las
hipotesis:

m < br+%ﬁ((K—b)—N), m < S o f S b se tiene que 0.61 < 0.6389, 0.61 <
0.6400 y 1 > 0.6, luego Ey = (0,0) es localmente asintoticamente estable; £y = (Np,0) =
(0.3732051,0) y Ey = (N3, 0) = (0.0267949, 0) son localmente silla; ademés Fs = (N, P) =
(0.1667,0.0251) es inestable ya que Km(1 —q)3(a —b) > r(Kq— K +aq+ a)(aqg+b— bq)?,
esto es —0.0257 > —0.0413. Se observa en la grafica que cualquier solucién con condiciones
iniciales en el conjunto Q = {(z,y) € R*/z > 0,y > 0} — {F3} tiende al punto Ey cuando
el tiempo tiende a infinito, esto induce a pensar que el punto Ey no es localmente sino
globalmente asintoticamente estable lo que predice que sino se dan como condiciones iniciales

a I3 las poblaciones estan condenadas a la extinciéon en determinado plazo.
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(1-NK)- (M(N+b)-(NPY(N+a) K=1 r=1 s=0.1

N =N(r
P'=sP(-0.25+N/(N +a)) b=06 a=05 m=0.61
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Figura 4.4: Plano fase para el efecto fuerte caso (N, P) inestable



Apéndice A
Conceptos Bioldgicos

A continuacion se introduciran algunos de los términos biolégicos més usados en ecologia.

Los cuales fueron extraidos del libro fundamentos de ecologia [7]
= Ecologia: La ciencia que trata las interacciones de los organismos y sus ambientes.

» Poblacién: Grupo de organismos, del mismo tipo (especie), que viven en un érea

especifica.
= Densidad de poblacion: Niumero de organismos por unidad de area.
= Tasa de natalidad: Porcentaje de nuevos individuos que se agregan a la poblacion.
= Tasa de mortalidad: Porcentaje de individuos que mueren en una poblacién.

= Migracion: Movimientos de individuos dentro de la poblacién. La inmigracién corres-
ponde a la entrada de nuevos individuos a la poblacion y la emigracion a la salida de

individuos. Esta caracteristica confiere a la poblacion la propiedad de dispersion.

» Potencial biético (o tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién): Capaci-

dad de los organismos para reproducirse bajo condiciones 6ptimas.

» Depredacién: Un tipo de interacciéon de dos especies en la cual una de ellas (la

depredadora) ataca y mata a las otras especies (la presa).

43
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» Cooperacion: Un tipo de interaccién de dos poblaciones donde ambas se benefician;

la interaccion tiene caracter optativo para cada una de las dos especies.

= Mutualismo: Un tipo de interacciéon de dos poblaciones en la que cada una de las

poblaciones se beneficia, siendo dependientes de esta relacién.

= Competencia: Un tipo de interaccién de dos poblaciones en la cual ambas se disputan

el mismo recurso limitado.
» Nivel trofico: Posicién en la cadena alimenticia.

» Ley del diez por ciento (o regla del diezmo ecolégico): Establece que los orga-
nismos tnicamente pueden capturar aproximadamente el 10 % de la energia procedente

de un nivel trofico.
= Capacidad de carga: La capacidad de un medio particular para mantener la vida.

= Dinamica de poblaciones: Toda poblacién estd constantemente bajo el efecto de
factores (externos o internos) que tienden a hacer aumentar o disminuir, o a mantener
en equilibrio el nimero de individuos de la poblacion . Debido a esto los integrantes de
cada poblacién cambian con el tiempo, cambiando también la estructura y composicion
de la poblacién. La dinamica de poblaciones trata de describir y cuantificar estos cam-

bios que continuamente ocurren en la poblacién, esto mediante modelos poblacionales.

= Leyes basicas de la ecologia: Estipuladas por el biélogo americano Barry Commoner
y el economista rumano Nicholas Georgescu-Roegen, las cuatro leyes de la ecologia
serfan:
1. Todo esté conectado a todo lo demas.
2. Todo va a algun lugar.
3. La naturaleza lo sabe y lo hace mejor.

4. No existe ningin proceso gratuito.
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La formalidad de la ecologia, como la naturaleza tematica de su estudio, permitié
consolidar de manera réapida una teoria ecoldgica fundamentada en multiples leyes y

principios que describen los aspectos esenciales de todo ecosistema.

“...Se puede considerar a un ecosistema como una produccion teatral. La atmosfera, la tierra,
el agua, la energia solar y todos los demas elementos abiéticos, constituyen el medio -el foro,
la iluminacién y la estructura misma del teatro-. La obra debe representarse dentro de los
limites de este ambito. En esta analogia, los actores estan representados por las poblaciones
individuales de organismos vivos. El argumento de la obra esta determinado por la forma en
que los actores actian entre si. El éxito, o el fracaso, de cada poblacién individual depende
de su habilidad para adaptarse al escenario en que se representan, asi como también al papel

que debe representar (en relacién con los otros miembros del elenco)...”
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