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GLOSARIO

CONJUNTO ABIERTO
E es abierto en R™ si para todo @ € E existe un € > 0 tal que B(z,¢) c E.
CONJUNTO COMPACTO

Un espacio M < R" es compacto si de cada cubrimiento abierto V' de M se

puede extraer una subcoleccién finita que también cubre a M [15].
ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

Una ecuacién diferencial es ordinaria (E.D.O) si la ecuacién involucra las

derivadas de una funcién con respecto a una unica variable independiente.
HOMEOMORFISMO

La funciéon biyectiva H es un homeomorfismo si es continua con inversa

continua.
MATRIZ SIMETRICA
Una matriz cuadrada de orden n A es simétrica si A = AT,

TRANSFORMACION LINEAL

Una transformacion lineal T es una funcion entre dos espacios vectoriales
donde se preserva la operacion de adicion de vectores y producto escalar por

un vector.
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RESUMEN

El sistema autonomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional de
Holling tipo II describe la dindmica poblacional de dos especies (presa-predador) y es

modelado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

. T CI1X2
= F ’ — (1 _ _> _
T (@1, 20) = 4 ’ T 0
CT1X2

.I:Q = FQ($1,I2> = —6ZE2 +

donde ¢, k,§ son pardmetros positivos y x1(t), z2(t) representan las densidades pobla-

cionales de presas y predadores, respectivamente, en el instante t.

En este estudio se identifican los puntos de equilibrio del sistema (1), encontrando dos
puntos silla-nodo y un punto de equilibrio P3 no trivial. Se determina las condiciones
para que la matriz jacobiana de (1), evaluada en Pj, tenga un par de valores propios
complejos puros que es la condicién necesaria para la ocurrencia de la bifurcacion de
Hopf; lo cual permite encontrar los valores cg, kg, dp que cumplen esta condicién. Se con-
sidera cada uno de estos valores como parametro de bifurcacion, y bajo las hipdtesis del
teorema de la forma normal de la bifurcacién de Hopf, se concluye que para cada uno
de los valores co, ko, d el sistema (1) es topolégicamente equivalente a la forma normal
de la bifurcacién de Hopf. Por 1ltimo, se calcula el primer coeficiente de Lyapunov para
determinar el tipo de bifurcacién de Hopf (supercritica, subcritica y degenerada) que

admite el sistema en cada uno de los casos.

Para respaldar los resultados téoricos encontrados se usa MAPLE y MATLAB, los
cuales permiten confrontar los resultados. En particular, el uso de MATLAB permitié

visualizar los resultados de forma grafica.

Palabras clave: Sistema dinamico, bifurcacion de Hopf, punto de equilibrio, teorema de

Hartman-Grobman, retrato fase, curva logistica, respuesta funcional de Holling tipo II.
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ABSTRACT

The autonomous prey-predator system with logistic growth and Holling type II fun-
ctional response describes the population dynamics of two species (prey-predator) and

is modeled by the system of ordinary differential equations:

2 = Fi(z1,22) = 24 (1 - ﬂ) - Gt

Kim, 1T 2)
'y = Fy(ay,10) = —0a0 + ——,
X2 2($1 IQ) X2 1+ 2

where ¢, k, § are positive parameters, and x;(t), x2(t) represent the population densities

of prey and predators, respectively, at time .

This study identifies the equilibrium points of the system (2), finding two saddle-node
points and one non-trivial equilibrium point P5;. The conditions are determined for the
jacobian matrix of (2), evaluated at P3, to have a pair of purely complex eigenvalues,
which is a necessary condition for the occurrence of the Hopf bifurcation. This allows
finding the values cg, ko, 09 that satisfy this condition. Each of these values is considered
as a bifurcation parameter, and under the assumptions of the normal form theorem for
the Hopf bifurcation, it is concluded that for each of the values ¢y, ko, dp the system (2)
is topologically equivalent to the normal form of the Hopf bifurcation. Finally, the first
Lyapunov coefficient is calculated to determine the type of Hopf bifurcation (supercri-

tical, subcritical, and degenerate) that the system admits in each of the cases.

To support the theoretical results found, MAPLE and MATLAB are used, which allow
the comparison of the results. In particular, the use of MATLAB allowed visualizing

the results graphically.

Keywords: Dynamical system, Hopf bifurcation, equilibrium point, Hartman-Grobman

theorem, phase portrait, logistic curve, Holling type II functional response.
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INTRODUCCION

Desde el siglo XX las matematicas empezaron a ser aplicadas en diversos campos, es-
pecialmente en la biologia, despertando gran interés en la comunidad cientifica [5]. Los
modelos matematicos son la descripcién matematica de un fenémeno de la vida real,
y teniendo en cuenta las relaciones e hipdtesis que gobiernan el fenémeno se construye
la ecuacién o sistema de ecuaciones matematicas que lo determinan, las cuales pue-
den ser algebraicas o diferenciales. Un caso particular son los sistemas dinamicos que
modelan fenémenos que evolucionan con el tiempo. Estos sistemas pueden clasificarse
como discretos (t € Z) o continuos (¢ € R), estos ultimos son modelados por ecuaciones

diferenciales ordinarias que con frecuencia involucran parametros reales.

La bifurcacion de Hopf es aplicada en la fisica, biologia, quimica y en otras areas. Es
un tipo de bifurcacion que se caracteriza por el cambio de estabilidad de un punto
de equilibrio (atractor o repulsor), dando lugar a un ciclo limite conocido como 6rbita
periédica cuando se perturba un pardmetro (de bifurcacién) del sistema. Es decir, cuan-
do un sistema sufre bifurcacion de Hopf, se pasa de un comportamiento estable a un
comportamiento oscilatorio. Un ejemplo de este fendmeno particularmente es el sistema
autonomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional de Holling tipo
II. Dicho modelo descrito en (3) consta de un par de ecuaciones diferenciales ordinarias

no lineales de primer orden

Jfl = Fl(xl,l’g) =T (1 — E) — hits

By 1T (3)
9 = F ) = _5 + 2 )
X2 2(5U1 932) X2 1+ 2,

donde ¢, k,d son parametros positivos y x1(t), xo(t) representan las densidades pobla-
cionales de presas y predadores respectivamente en el instante . En este sistema k es

la capacidad de carga del entorno para la presa, 0 es la tasa natural de muerte del

14



predador, c es la eficiencia de la caza de los predadores y representa la respuesta

+ 2
funcional del predador respecto a la densidad de presas (Ver [16] y [3]).

Los parametros ¢, k y 0 son parametros criticos en un sistema presa-predador y pueden
influir significativamente en la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf en dicho sistema. El
parametro c representa la capacidad de los predadores para capturar y consumir presas,
y esta relacionada con la tasa de encuentro y la tasa de consumo de presas por parte de
los predadores, si los predadores son altamente eficientes en la caza, pueden mantener
la poblacion de presas bajo control, si la eficiencia de la caza es baja, las presas puede
crecer sin control y provocar presion sobre los predadores y su disminucién. La eficiencia
de caza es importante porque determina la tasa a la cual los predadores pueden reducir
la poblacion de presas. El parametro k representa el tamano maximo de la poblacion de
presas que el ecosistema puede mantener en equilibrio a largo plazo teniendo en cuenta
todos los recursos disponibles; si la poblacién de presas excede la capacidad de carga,
los recursos pueden escasear y las presas pueden morir por falta de alimento generado
por la competencia entre ellas, afectando a la poblaciéon de predadores. Por tltimo, si
el pardmetro § que representa la tasa de mortalidad del predador es baja entonces los
predadores tienen mas tiempo para cazar y consumir, lo que lleva a un agotamiento de
las presas y a su vez a una disminucién de la poblacion de predadores debido a la falta

de alimento.

El estudio de (3) puede revelar comportamientos interesantes, como la existencia de
ciclos limites, la estabilidad de los puntos de equilibrio y la posibilidad de cambios cua-
litativos del sistema cuando uno o mas parametros son ligeramente alterados, lo que
facilita comprender la dinamica de los ecosistemas y dar sugerencias para la conservacion
de las especies. El objetivo de este documento es realizar un estudio del comportamiento
de las poblaciones en (3), realizando un analisis cualitativo de este. Ademads se estable-
ce las condiciones bajo las cuales (3) experimenta una bifurcacién de Hopf, para lograr
esto, se considera ¢,k y 0 como parametro de bifurcacion, y se encuentran las condi-
ciones suficientes para que en cada caso este sistema esté sujeto a dicha bifurcacion.

El estudio cualitativo de este modelo proporciona informacion valiosa para comprender
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céomo las perturbaciones en el entorno y los cambios en los parametros pueden afectar
a las poblaciones de presas y predadores. Estudiar la presencia y estabilidad de estos
ciclos es esencial para comprender los patrones de oscilacion y cémo pueden influir en la
dindamica del ecosistema, lo cudl permitira hacer mejores predicciones sobre la evoluciéon

de las poblaciones del sistema en cuestion.

A lo largo de este trabajo se calculan puntos de equilibrio, su clasificacion topoldgica, y
se hace un estudio de la bifurcacién de Hopf; se usan los software MAPLE y MATLAB
para facilitar la verificacién de los resultados encontrados a través de los retratos de
fases sobre la dindmica de este sistema. Las figuras encontradas en el documento son
de nuestra autoria a excepciéon de las figuras 2.2 y 2.4 que fueron obtenidas del libro
Kuznetsov [4]. Para llevar a cabo los objetivos propuestos se expondran conceptos de la

teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas dinamicos y bifurcaciéon de Hopf.

En el Capitulo 1, se presentan los conceptos tedricos necesarios de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias, sistemas lineales, no lineales y sistemas dinamicos continuos.

En el Capitulo 2, se exponen algunos resultados fundamentales en el estudio de la
bifurcacién de Hopf, y las condiciones suficientes para que un sistema auténomo sea

topoldgicamente equivalente a la forma normal de la bifurcacion de Hopf.

En el Capitulo 3, se encuentran los puntos de equilibrio triviales y no triviales de (3),
los cuales son hiperbdlicos permitiendo la linealizacién del sistema en cada caso. Se
considera el punto de equilibrio no trivial y se hallan los valores de los parametros
¢,k y 6 para que la matriz jacobiana evaluada en él posea un par de valores propios
complejos puros, que es la condicion suficiente para la bifurcacién de Hopf y, a través de
las hipdtesis del teorema de la forma normal, se demuestra la equivalencia topoldgica en
cada valor del parametro con la forma norma de la bifurcacién de Hopf, y por tltimo,
se calcula el primer coeficiente de Lyapunov para mostrar qué tipo de bifurcacion de

Hopf admite el sistema.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Sistemas lineales y no lineales

El sistema autéonomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional de
Holling tipo II es un sistema dinamico continuo, por tanto, el estudio de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, tanto en sistemas lineales como no lineales, resulta fundamental
para la comprensién de este trabajo. Muchos de los resultados y definiciones que se mos-
traran en los capitulos 1 y 2 han sido obtenidos principalmente de los libros Elements

of Applied Bifurcation Theory [4] y Differential Equations and Dynamical Systems [8].

Definicién 1. (Sistemas autdnomos y no auténomos)
Si se considera a X = R"™ como un espacio de estados, £ un conjunto abierto en X,
x € F ytelR, se puede definir un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
auténomo por:

dx

T = F(z,t) 6 = = F(z,t), (1.1)

donde F : E xR < R""! — R™ es un campo vectorial de clase C'(E). Dicho sistema es
autonomo si la variable t no aparece explicitamente en el sistema, es decir viene dado

por:
dx

o , dx
z (z) 6 g

— F(a), (1.2)

donde F': E < R" — R™

Si la variable t representa el tiempo los sistemas (1.1) y (1.2) se llaman sistemas dind-
mico no auténomo y auténomo respectivamente. Si en (1.2) F es una transformacion
lineal de R™ en R", el sistema es llamado un sistema autonomo lineal y es representado

por x = Ax, donde A es la matriz de representacion de F.
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Para el caso lineal y para cada g € F el problema de valor inicial

T = Ax

m(to) = X9

tiene solucion unica para todo t € R y esta dada por
x(t) = eMlay. (1.3)
Si det(A) # 0, entonces A es diagonalizable, es decir, existen matrices J, P tales que
P'AP = J,

donde J es una matriz diagonal y P es una matriz real invertible. Asi la solucién (1.3)

también se puede representar de la forma
x(t) = Pe’' P x,.

Segun la naturaleza de los valores propios A; 2 de la matriz cuadrada de orden 2 A, J

es equivalente a alguna de estas formas:

1. Si My < 0, entonces

0 A

con k € {0, 1}.

18



3. SiXig2=a+1i8,8 >0, entonces

(Ver a detalle en [8]).

Una solucién constante de (1.2) se denomina solucion de equilibrio y las variables

x1(t), xa(t), ..., v, (t) de la solucién x(t) son las variables de estado del sistema.

Teorema 1. (Teorema fundamental de ezistencia y unicidad)

Sea el problema de valor inicial

x = F(x)

(1.4)
w(to) = Xg, lg € [($0) - R, xo € F

donde E es un abierto en X = R". Si F € C'(E), se garantiza la existencia y unicidad

de la solucién de (1.4) en [tg — €, tg + €] para algin € > 0.

Definicion 2. (Curva integral)
La gréafica de la solucion de una ecuacién diferencial se llama curva integral. Asi para
el sistema auténomo no lineal (1.2) donde F € C'(FE), dado cualquier punto x de E o

es una soluciéon constante o por ahi pasa una tnica curva integral.

Teorema 2. (De los valores propios)
El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada de orden n de coeficientes reales A

es dado por

PA) = A" — (tr(A))A\" ™ + - + (=1)"det(A),

donde los valores propios de A son los nimeros A tales que P(\) = 0.

Ademas se cumple

tr(A) =AM+ X+ + Ay, det(A) = Mg Ay
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Teorema 3. (Funcion implicita)
Sea U un abierto en R* = R¥ x R™, F': U — R™ un campo vectorial de clase C*(U),
(a,b) = (a1, ,ag, by, b)) €U, @ = (21, - ,2) e RF, y = (y1,- - ,ym) € R™ tal
que F(a,b) = 0. Si

det[g—g(a,b)]yéo, i=1,-,m
entonces existe un abierto V < RF tal que @ € V y una tnica funcién continua

G :V — R™ tales que: b = G(a), F(z,G(x)) =0 paraVx eV y Ge CY (V).

Teorema 4. (De la funcion inversa)

Sea U un abierto en R", F': U — R"™ un campo vectorial de clase C'(U) y a € U. Si

Ja
detlgy;(a)]séo, i=1,-,n
entonces existen abiertos V' y W en R™ tales que: V. U W < F(U),a € V,b =
F(a) e W,W = F(V), F es inyectiva en V, existe G : W — V tales que G(F(x)) = =
para todo x € V 'y G e CY(W).

1.2. Sistemas dinamicos

La palabra dindmico se refiere al movimiento o evolucién en el tiempo de un sistema.
Asi, un sistema dindmico es un proceso determinista de un fenémeno que evoluciona
con el tiempo, donde el término determinista hace referencia a que el estado actual del
sistema determina su estado futuro. Si el tiempo toma valores reales (¢t € R), se trata
de un sistema dinamico continuo y es el de interés en este trabajo, ya que este suele ser

modelado por ecuaciones diferenciales ordinarias. De aqui la importancia del capitulo 1.

El sistema auténomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional de
Holling tipo II es un sistema dindmico continuo, descrito por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, cuyo estudio cualitativo se enfoca en comprender el comporta-

miento y estabilidad de las soluciones del sistema a medida que el tiempo avanza.
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Este andlisis se reduce a examinar conceptos claves como: punto de equilibrio, flujo, 6r-
bitas y la clasificacion topoldgica de los puntos de equilibrio en el espacio de definicién
del sistema. En este trabajo se tomard a este espacio de definicion como subconjunto

de R"™, que es el conjunto de todos los estados posibles que puede tomar el sistema.

1.2.1. Flujo de un sistema dinamico

Sea el sistema autéonomo

x = F(x) (1.5)

con F € CY(F), donde F es un abiertoen X = R", x € E .

Definicién 1. (Espacio de estados)

El espacio de estados o espacio de fase de (1.5) es un conjunto de todos los posibles
estados del sistema en el espacio E; es decir las variables (de estado) que muestran el
comportamiento del sistema cuando ¢ incrementa. La solucién «(t) de (1.5) describe un
estado evolucién del sistema, es decir, se puede establecer el comportamiento y evolu-

cion del sistema por un cambio con respecto al tiempo t.

Definicién 2. (Estado evolucion)

El estado de evolucién x(t) del sistema (1.5) en el tiempo ¢ € I(x) < R esta determinado
por un operador evolucion ¢, : ' — E en el conjunto de todos los posibles estados del
sistema, para el cual, dado un punto &g € F, con & (ty) = ®o, este operador lo transforma

en algin estado x(t,xo) € F

xo — pi(xo) = x(t, x0).

Definicién 3. (Flujo)
Sea el sistema (1.5) con F' € C'(E) y E un abierto en X = R™. Si ¢ € F y ¢i(x)
es la solucion del sistema (1.5) en el intervalo I(x) < R, entonces el flujo del sistema

dindmico (1.5) es la familia

{er(@)}
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para cada € F y para todo t € I(x). Es decir, el flujo es el conjunto de todas las
curvas solucion del sistema. Formalmente un curva que pasa por el punto xg € E se
define como:

C(xo) ={(t,x) : x = x(t,x0);t € I(xp)}.

Para el problema de valor inicial

x = F(x)

(1.6)
w<t0) =T, lp € I(.’BQ) - R, T € l?7

se define el flujo ¢(xo) : I(xo) x E — FE como una unica curva solucién; describe una

trayectoria en el espacio de estados.

Si se considera un tiempo continuo positivo (t € I(xg) < R, t = 0), entonces se dice que
la solucién de (1.6) es un semifiujo. Puede suceder también que el sistema dindmico sélo
se defina localmente en el tiempo, es decir para 0 < ¢y < t. Para sistemas dinamicos
continuos (t € R), ¢; es llamado operador evolucion invertible. Permitiendo de esta
manera, dado un punto & € E del presente, estudiar el comportamiento del sistema en
el pasado y futuro.

El operador evolucién invertible satisface que ¢_; es el inverso de ;, donde

(ptop)(x) =2, TEFE.

El operador evolucién ¢, verifica las propiedades que modelan el comportamiento del

sistema dindamico:

wo(x) = (L.7)
Pris(x) = (010 ps)(x) (1.8)

para todo x € E y todo t,s € R tal que 0,s € I(x) y t € I(ps(x)).
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En (1.7) se indica que el sistema no cambia su estado de forma esponténea (invarianza
temporal). En (1.8) se indica que el resultado de la evolucion en el sistema en ¢ + s uni-
dades de tiempo, dado un punto inicial & € F, es equivalente primero a un cambio del
estado del sistema en s unidades de tiempo, y después, con ps(x) como estado inicial,

una evolucién en t unidades de tiempo. Es decir el sistema no cambia en el tiempo.

Bajo estas dos propiedades en (1.5) se dice que este es un sistema auténomo.

Ahora se dard una definicion mds formal de un sistema dindmico.

Definicion 4. (Sistema dindmico)

Un sistema dindmico se define como la terna {X, I, ¢;}, donde X = R™ es el espacio de
estados, I < R es un conjunto de tiempos ty ¢; : X — X es el flujo parametrizado por
el tiempo t € 1.

Sea el sistema auténomo continuo
x = F(x), (1.9)

con F'e C1(E) donde F es un abierto en X y x € E, su flujo estd dado por ¢; : E — E.
Este sistema dindmico se puede representar como un campo vectorial, donde cada vec-

tor en (1.9) es un vector de tangentes de cada punto del espacio de estados E.

Definicion 5. (Conjunto invariante)
Sea el sistema dindamico (1.9) con flujo ¢ (x) : E — E. Se dice que K < F es invariante
con respecto a ¢, si cumple que ¢, (K) < K, para todo t € I(x). Las soluciones de equi-

librio, periddicas, y el mismo espacio de estados son ejemplos de conjuntos invariantes.

Definicién 6. (Conjunto atractor)
Un conjunto cerrado e invariante K’ de E es atractor en (1.9), si existe para K’ una
vecindad U tal que ¢ () € U para todo t = 0y ¢i(x) — K’ cuando t — oo, para todo

xel.
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1.2.2. Puntos de equilibrio del sistema dinamico

Para estudiar el sistema auténomo (1.9), dada la dificultad de encontrar la solucién del
sistema, se considera el analisis cualitativo, es decir, estudiar como son las soluciones
alrededor de una solucion constante que corresponde a un punto de equilibrio &* de
dicho sistema, de aqui la importancia de estudiar este concepto y otros conceptos como
el de punto de equilibrio hiperbdlico y la clasificacién topoldgica de estos puntos, que
son fundamentales para dicho andlisis. Teniendo en cuenta ciertas condiciones del sis-
tema (1.9), el teorema de Hartman-Grobman (que se enunciard un poco més adelante)
y dependiendo de la naturaleza de los valores propios de la matriz jacobiana del siste-

ma, se determinara de manera local cémo es el flujo alrededor de un punto de equilibrio.

Es importante recordar que en un sistema lineal el origen es el tinico punto de equilibrio.

Definicién 1. (Punto de equilibrio)
Considere el sistema auténomo (1.9) y * € E. Se dice que x* es un punto de equilibrio
del sistema si F'(x*) = 0. En consecuencia satisface que ¢;(x*) = «*, paratodot e I <

R. Esto es, * es una solucion de equilibrio del sistema.

1.2.3. El teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman muestra que bajo ciertas condiciones, dado el pro-

blema de valor inicial

x=F(x
() (1.10)
.’E(to) = g, tp € I(wo), g € U
tiene el mismo comportamiento cualitativo (local) del sistema
x = |DF(x*)|x
[DF(a*)] .

$(t0) =H :130), ty € _[, g € U,
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con F € CY(U), donde DF(x*) : V — R" es una transformacion lineal, U,V abiertos
en R" que contienen a x* y a 0 respectivamente y H : U — V es un homeomorfismo

tal que H(x*) = 0 (Ver[9]).
(1.11) es la linealizacién del sistema (1.10) en el punto de equilibrio &* esto es

T = Ax; A= DF(x"), (1.12)
donde A es la matriz jacobiana del sistema en el punto x*.

Definicién 1. (Punto de equilibrio hiperbdlico)
Sean X = R" FE un abierto en X , * € E un punto de equilibrio de (1.10) y
A = DF(x*). El punto * es hiperbdlico si ninguno de los valores propios de A tiene

parte real nula y es no hiperbolico si no satisface lo anterior.

Teorema 1. (De Hartman-Grobman)

Sea el sistema (1.10), con F' € C'(E) donde F es un abierto de X = R", y ¢; es el flujo
del sistema. Supdéngase que * € E es un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema,
entonces existe un homeomorfismo H : U — V, definido en los entornos abiertos U, V'
de x* y del origen respectivamente, tal que para todo xg € U, existe un intervalo abierto

I(xo) < R, (0) = a9, que contiene al origen tal que
H o py(x0) = e H(xp); t e I(xg).

(Ver demostracién en [9]).

Lo que significa que el estudio cualitativo del sistema (1.10) se reduce al estudio del
sistema lineal (1.12) en el punto de equilibrio *, donde la clasificacién topoldgica de
los valores propios de A muestran el comportamiento asintotico de las curvas integrales
cercanas al punto x*, suficiente para un estudio cualitativo local del comportamiento
del sistema, siempre que este punto no tengan en su matriz jacobiana algiin valor propio

nulo o con parte real cero, es decir, sea un punto hiperbélico.
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El teorema de Hatman-Grobman permite establecer la igualdad de estabilidad del equi-
librio en el sistema lineal y no lineal siempre que este sea punto de equilibrio hiperbdlico.
A continuacion para el estudio de la estabilidad de un punto de equilibrio no hiperbélico
se introducird la funcién de Lyapunov, que permite estudiar la estabilidad tanto de un

punto de equilibrio hiperbdlico y la de un equilibrio no hiperbélico.

1.2.4. Funcion de Lyapunov

Sea el sistema auténomo

& = F(x), (1.13)

con F € C1(E), donde E es un abierto en X = R™. Si existe un punto de equilibrio no
hiperbdlico «*, el teorema de Hartman-Grobman no determina la estabilidad o inesta-
bilidad de ese punto, por tanto es necesario el problema desde otro punto de vista, es

asi como la funcion de Lyapunov del sistema juega un papel importante.

A continuacién se enunciard la definicion de funciéon de Lyapunov y su teorema de es-

tabilidad. (Ver [8])

Definicién 1. (Funcion de Lyapunov)
Sea el sistema (1.13), F' € C'(E) y * € F un punto de equilibrio. Se dice que L : £ — R,

L € CY(E) es una funcién de Lyapunov si

2. L(x) >0, E— {z*}.

Teorema 1. (De estabilidad de Lyapunov)
Sea el sistema (1.13), F' € C'(E), £* un punto de equilibrio del sistema y una funcién

de Lyapunov L : F — R
1. Si L(a:) < 0 en FE, entonces x* es estable,
2. Si L(x) < 0 en E — {x*}, entonces &* es asintGticamente estable,
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3. Si L(x) > 0 en E — {x*}, entonces x* es inestable.

Observacion: Por la regla de la cadena se tiene

L(z) = VL(x)F(x) = VL(x)&.

1.2.5. Orbitas

La representacion geométrica de las curvas soluciéon de un sistema brindan una esti-
macién sobre el comportamiento a largo plazo del sistema auténomo (1.13). El interés
del estudio cualitativo de un sistema dindmico esta centrado en las érbitas y puntos
de equilibrio, donde estas primeras no son mas que la representacion geométrica en el

espacio de estados de las soluciones del sistema.

Definicién 1. (Orbita)

Sea el sistema (1.13), con F' € C'(E), una drbita o trayectoria es la parametrizacion de
una curva solucién (curva integral) del sistema en el espacio de estados F <€ X = R™.
Asi dada una condicién inicial x(ty) = xg € E, tg € I(x¢) < R, una tnica drbita T’ pasa
por ese punto. Por tanto, cada érbita representa una curva I' de las infinitas curvas del
sistema.

Formalmente, dada la condicién inicial & (tg) = o para el sistema (1.13)

Teo ={yeE:y=qyxg),tel(xg) <R}

Para tiempos positivos y negativos, se define respectivamente la trayectoria que pasa

por el punto xg como:

F;o:{yEE:y:@t<w0)>t€[(w )7t }7

=0
" <0}.

0
I, ={yel y=p(xo),tel(xg),t

La trayectoria que pasa por el punto xq satisface que I'y, = 'y U T, , t € I(xo).

27



Definicién 2. (o y w-limite de una drbita)

Sea E un abierto en X = R" con p,q,x € E y ¢, el flujo del sistema (1.13),

1. p es un punto w—limite de ¢, si existe una sucesién t,, — oo, tal que

lim (IDtn (w) = p7
0

n——»-

2. @ es un punto a—limite de ¢, si existe una sucesién ¢, — —o0, tal que
lim ¢, () =q.
n—--aoo

Los conjuntos w, a— se denotan w(I"), a(T"), respectivamente y se definen como el con-
junto de todos los puntos w, a-limite de una curva I' de ¢y, respectivamente y a(I") vw(I")
es conjunto limite de I'. Se tiene que si p es punto w—limite de I'; luego todos los demas
puntos de la trayectoria ¢;(p) son también puntos w—limite de I, esto es, I', < w(I"). De
manera andloga, si g € a(I'), entonces I'y < a(I"). Es asi que los puntos p, g—limite son
invariantes bajo el flujo ¢y, puesto que se cumple que si p € w(I'), entonces ¢, (p) < w(I),

analogamente se tiene que ¢;(q) < «(T"), siempre que g € a(I") ([6]).

Las o6rbitas del sistema (1.13) son esenciales para el estudio de la estabilidad (local) del
sistema y se clasifican dependiendo de su evolucion en el tiempo, es decir, del comporta-
miento de las demds dérbitas en sus cercanias y/o alrededor de un punto de equilibrio *,
en periodicas, asintoticamente estables, parcialmente estables e inestables. Las orbitas

mas simples de un sistema dindmico son los puntos de equilibrio.

Una érbita es periddica o ciclica si para un punto @ € B(x*, €) y para algin € > 0 se

cumple que

() = Qrimy (),

para Ty > 0, la orbita tiene un comportamiento periddico alrededor de x*. El minimo

valor Tjy que satisface lo anterior se denomina periodo. Se genera una curva cerrada.
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Orbita

0.8

Figura 1.1: Orbita en un sistema dindmico continuo

Definicién 3. (Ciclo limite)

Un ciclo limite T de (1.13) es una drbita periddica y aislada a nivel local, es decir, es la
Unica trayectoria cerrada en las proximidades de un punto de equilibrio y es el w, a—
conjunto limite de otras trayectorias; las soluciones del sistema tienden a aproximarse
o alejarse de ella. Dependiendo del comportamiento de las trayectorias cercanas al ciclo

limite, este puede ser asintoticamente estable, inestable o parcialmente estable.

1. Un ciclo limite I' es asintoticamente estable silas demas érbitas del sistema tienden
a acercarse a ella. Esto es, es el w—conjunto limite de cada trayectoria en su

cercania.

2. Un ciclo limite I' es inestable si todas las soluciones cercanas se alejan de ella.

Esto es, I' es el a—conjunto limite de cada trayectoria del sistema.

3. Un ciclo limite I' es parcialmente estable si existe al menos una érbita inestable y
al menos una orbita estable en su cercania. Es decir, es «, w— conjunto limite de

orbitas cercanas.

El siguiente teorema presenta un criterio para un anélisis cualitativo del ciclo limite en

un sistema auténomo planar.
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Teorema 1. (Estabilidad de las orbitas periddicas)
Sea el sistema (1.13), E un abierto en X = R? F € C''(E) y I'(t) una solucién periédica

con periodo Ty,

1. I'(t) es estable si

rTo
Vs« F(I'(t))dt <0,
Jo
2. T'(t) es inestable si
rTo
Vs« F(T'(t))dt > 0.
Jo
Observacion: V = F' = @ + @
(31‘1 (31‘2
Ciclo limite
F oo
Ak

)

Figura 1.2: Ciclo limite asintéticamente estable

De todo lo mencionado se concluye que los conjuntos atractores, como los puntos de

equilibrio y ciclos limites son a,w— conjuntos limites de (1.13).

Teorema 2. (De Poincaré-Bendizson)
Sea el sistema (1.13), E' un abierto en X = R" con una érbita I', donde I'* estéd con-
tenida en un subconjunto compacto M < E. Entonces si w(I') no contiene puntos de

equilibrio de (1.13), w(I") es una 6rbita periédica de (1.13) (Ver[15]).
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De este teorema que clasifica los posibles estados de las soluciones acotadas en un con-

junto invariante, se tiene que el caos no ocurre para (1.13) si E = R? (Ver[13]).

Existe un teorema conocido como el criterio de Bendizson que permite identificar la

inexistencia de una érbita periddica para el sistema auténomo (1,13), con £ < R2

Teorema 3. (Criterio de Bendizson)

Si D < R? es una regién simplemente conexa (es decir, D no posee agujeros) y la ex-

., 0Fy OF . . . .
presion q—l + 3—2 no se anula ni cambia de signo en D, entonces el sistema (1,13) no
ox ox9

tiene érbitas peridédicas completamente contenidas en D. (Ver demostracion en [17]).

Es importante tener claro que si una de estas hipotesis no se cumple, entonces no se

puede asegurar la existencia de una orbita periodica.

1.2.6. Criterios de estabilidad

El estudio local de la estabilidad del sistema auténomo (1.13), con F € C'(E) y flujo ¢y
se reduce al estudio del comportamiento de los puntos de equilibrio y de las soluciones

del sistema en cercanias de estos. Se definird la estabilidad en los puntos de equilibrio.

Definicion 1. (Estabilidad en los puntos de equilibrio)

Un punto de equilibrio * € E del sistema (1.13) es localmente estable si las 6rbitas de
las soluciones cercanas a él, tienden a permanecer cerca de ¢l (en una vecindad), cuando
t — 0. Es inestable si no satisface lo anterior, es decir, las érbitas en su cercania tienden
a alejarse de él con el paso del tiempo. !

De manera formal, sea * un punto de equilibrio del sistema dindmico (1.13) donde

x* = @i(x*). Sea r > 0 el radio de una bola con centro en el punto x*.

LE con la norma usual es un espacio de Banach, de aqui la buena definicién en las distancias.

31



1. x* es estable si Ve e (0,r),36 = d(to, €) € (0,r) tal que si
x € Bs(x*), entonces l|oi(x) — @e(x™)|| < €
para todo t € [ty,+0),tp € R. Si no lo satisface se dice que x* es inestable
(repulsor).

2. x* es atractor si es estable y es asintoticamente estable si y solo si es estable y

satisface que
lim ¢y (x) = py(a”).
t—00
(Ver[9])
Teorema 1. (Linealizacion de Liapunov y Poincaré)

Sea &* un punto de equilibrio del sistema (1.13), con B,(x*), r € (0,00) y la matriz

jacobiana A = DF(x*).

1. El punto x* es asintdticamente estable (sumidero), en B,.(x*), si todos los valores

propios de A tienen parte real negativa.

2. El punto &* es estable, en B,(x*), si los valores propios de A tienen parte real no

positiva.

3. El punto x* es inestable (fuente), en B,(z*), si A tiene al menos dos valores

propios con signo opuesto.

A continuacién se dara un teorema para la clasificacion topoldgica del punto de equilibrio

x* del sistema lineal (1.12) para sistemas 2 x 2 (Ver|§]).
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Teorema 2. ( Traza-determinante)

Sea X = R? y el sistema lineal
i=Ar, xeX (1.14)

con * = 0 punto de equilibrio del sistema, A = det(A) y o = tr(A). La ecuacién

caracteristica de A esta dada por:

\ o+ /02— 4N
12 = .

M —ol+ A =0, con valores propios 5

Dea:)\1+/\2yA=)\1)\2,

1. Si A <0, entonces (1.14) tiene un punto silla-nodo en el origen.

2. SiA>0yo0?—4A > 0,0 # 0, entonces (1.14) tiene un nodo en el origen.

3. SiA>0,02—4A = 0,0 # 0y A\ = Ao, (1.14) tiene un nodo estrella en el origen.
4. SiA >0y oc*—4A <0, 0 # 0 entonces (1.14) tiene un foco en el origen.

5. Si A >0y o =0, entonces (1.14) tiene un centro (estable) en el origen.

Se tiene en 2, 3 y 4 estabilidad (resp. inestabilidad) en * si o < 0 (resp. o > 0).

Punto silla-nodo - Punto centro

05

X0

-0.5 7

-15 -1 -0.5

0

Figura 1.3: Punto silla-nodo, punto centro
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Teorema 3. (Estabilidad de Lyapunov)
Sea F € C'(E) y * = 0 es un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema (1.13), z* es
asintéticamente estable en (1.13) si y sélo si * es asintéticamente estable en el sistema

lineal (1.14), A = DF(x*). De manera anédloga para los puntos de equilibrio inestables.

1.2.7. Equivalencia en sistemas dinamicos

El concepto de equivalencia en sistemas dinamicos es fundamental al momento de definir
la bifurcacién de Hopf (que se hard en el siguiente capitulo). Es de esperarse que siste-
mas dindmicos topologicamente equivalentes preserven conjuntos invariantes, cantidad
de puntos de equilibrio y 6rbitas periddicas. Asi, dado el sistema dindmico {X, I, ¢},
se dice que es topoldgicamente equivalente al sistema {X, I, ¢;} si existe un homeo-
morfismo H : X — X que envia Orbitas del primer sistema a érbitas del segundo,
preservando la direccién u orientacion en el tiempo. Es decir, el retrato de fase de este

ultimo sistema puede ser obtenido por una transformacion continua en el primer sistema.

Definicion 1. (Sistemas topoldgicamente equivalentes)

Sea E abierto en X = R" y los sistemas autéonomos
z = F(x), rek (1.15)

& =G(z), xeck, (1.16)

con F,G € CYE) y ¢, ¢ flujos de los sistemas (1.15), (1.16) respectivamente, sin
pérdida de generalidad con punto de equilibrio * = 0 en cada sistema. Se dice que
(1.15) y (1.16) son topoldgicamente equivalentes en 0 si existe un homeomorfismo H :
U — V, donde U,V son abiertos en E que contienen al origen, tal que H(0) = 0y
los dos sistemas dinamicos conservan la direccién de las orbitas alrededor del punto de
equilibrio. Es decir, si una trayectoria se dirige de x; a z5 en U, entonces su imagen

bajo H se dirige de H(z1) a H(xg) en V.

H(p(xo)) = ¢(H(x0)), x(ty) = xo € U; tg € I(x0).
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En otras palabras, las curvas soluciéon de los sistemas, parametrizadas por el tiempo,
conservan la direccién de flujo. Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion en el

tiempo, entonces estos sistemas son topologicamente conjugados en cercanias del origen.

Se puede definir en sistemas dindmicos topolégicamente equivalentes una relacion de
equivalencia, es decir, dados dos o mas sistemas con mismo comportamiento cualita-

tivo, estos son topolégicamente reflexivos, simétricos y transitivos. (Ver a detalle en [11])

Definicién 2. (Sistemas paramétricos topoldgicamente equivalentes)

Sea E un abierto en X = R" y los sistemas suaves (C*(E)) m—paramétricos

z=F(r,a), xeE,aeR™ (1.17)

x =G(x,B), reFE BeR™. (1.18)

Se dice que (1.17) y (1.18) son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo

en el espacio de parametros

pla) :R™ = R™: B =p(a),

y un homeomorfismo en el espacio de estados

H,:E—E: y=H,(x), ye E

que envia érbitas del sistema (1.17) con valor de parametros « en drbitas del sistema
(1.18) con valor de pardmetro 8 = p(«), preservando la direccién del tiempo. La equi-

valencia local, sin pérdida de generalidad en el equilibrio * = 0 hace que H,(0) = 0.
Con intencién de evitar realizar cdlculos tediosos en el andlisis cualitativo de sistemas

auténomos, como por ejemplo, el calculo de la matriz jacobiana, es 1util estudiar un

sistema simplificado que sea cualitativamente equivalente.
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Definicion 3. (Sistemas orbitalmente equivalentes)
Los sistemas auténomos (1.17) y (1.18) con & € E, son orbitalmente equivalentes si

existe una funcién v : E — R suave (C*(E)) y positiva (u(x) > 0), tal que
F(z) = u(x)G(x), Ve e E.

Definicién 4. (Retrato de fase)
El retrato de fase es la representacion geométrica en el plano XY (plano de fase) o en
el espacio (R™,n = 3) (espacio de fase) de todos los posibles estados del sistema (1.15).

Es decir, representa las orbitas y puntos de equilibrio del sistema.

| N\Z//é
A \ =

-1 -0 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
1(1) xl(t)

X0

[N

Figura 1.7: Sistemas topoldgicamente equivalentes en el origen

Teorema 1. (Retrato de fase topoldgicamente equivalente)
Los retratos de fase del sistema (1.17) cerca de dos puntos de equilibrio hiperbdlicos,
x*,y* € X = R"” son topolégicamente equivalentes (localmente) si y sélo si DF(x*)

y DF(y*) tienen el mismo nimero de valores propios con parte real negativa y positiva.

Definicion 5. (Sistema estructuralmente estable)
El sistema (1.15) es C'— estructuralmente estable en una regién U < R", si cualquier
sistema (1.16) que sea C''— cercano en U a (1.15) es topoldgicamente equivalente en U

a (1.15). (Ver [2])
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Capitulo 2

BIFURCACION DE ANDRONOV-HOPF

Existen sistemas dindamicos continuos modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias
donde juegan un papel muy importante los parametros. Una ligera variaciéon en uno de
estos parametros puede desencadenar un comportamiento impredecible y significativo
en las soluciones del sistema. Este fendmeno se conoce como bifurcacion y es un con-
cepto matematico que pertenece a una rama joven de las matematicas, conocida como
teoria de las bifurcaciones. Esta rama fue introducida por Henri Poincaré (1854-1912)
y ha sido estudiada por muchos otros cientificos destacados como E. Lorenz, Lyapunov,
Newton. La comprensién de la bifurcacion es fundamental para el andlisis y la predic-

cién del comportamiento de muchos sistemas dinamicos continuos en la naturaleza.

Definicién 1. ( Bifurcacion)

Counsidere el sistema auténomo no lineal
x = F(x,a), (2.1)

con F' € C'(E) donde E es un abierto en X = R", x € F y a es un parametro real.
Una bifurcacion es una variacion en la estructura cualitativa del sistema: creacién o
destruccién de puntos de equilibrio y/o en el cambio de estabilidad de esos puntos y
de las orbitas, cuando el pardmetro « es alterado ligeramente. De manera formal, es la
aparicién de un retrato de fase de (2.1) no topoldgicamente equivalente por la variacién
del pardmetro . En otras palabras, como se menciona en [14], si el comportamiento
cualitativo de (2.1) es el mismo para campos vectoriales cercanos a F', se dice que el
sistema (2.1) es estructuralmente estable y si un campo vectorial F' € C'(F) no es

estructuralmente estable, entonces éste presenta una bifurcacion.
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Un resultado establece que cualquier sistema lineal con sélo puntos hiperbdlicos es es-

tructuralmente estable.

El parametro donde surge una bifurcacion en el sistema dindamico se llama pardmetro de
bifurcacion. La codimension de una bifurcacién es la cantidad de condiciones indepen-
dientes para que ocurra la bifurcacién y esta es la misma en todos los sistemas genéricos

(formas normales) que exhiben alguna bifurcacién.

Existen dos tipos de bifurcaciones: bifurcacion local y bifurcacion global. En este trabajo

se estudiara la bifurcacién local.

Definicion 2. (Bifurcacion local)
Una bifurcacion local es aquella que ocurre en un punto de equilibrio y muestra la es-

tabilidad en las proximidades de este punto.

Las bifurcaciones que se producen por una variacién suave o significativa de un para-
metro pueden ser estables o inestables. La bifurcacion estable se presenta cuando pese a
la modificacién de estos parametros, el sistema puede regresar “facilmente” a su estado
inicial. La bifurcacion inestable se presenta cuando la estabilidad de todo el sistema se

ve afectado y resulta “cadtico” su comportamiento.

Definicién 3. (Bifurcacion de Hopf)

En un sistema auténomo paramétrico 2 x 2, un punto de equilibrio es asintéticamente
estable si la matriz jacobiana en ese punto tiene valores propios complejos conjugados
con parte real negativa, el cual se conoce como un “foco estable” (Teoremas 1,2, Pég.32).
Si al variar un parametro, los valores propios en el punto de equilibrio se convierten
en un par de complejos conjugados puros, entonces se trata de un “centro estable”. Por
otro lado, si los valores propios de la matriz jacobiana en el equilibrio son complejos
conjugados con parte real positiva, entonces se considera un “foco inestable”. Esta pér-
dida o cambio de estabilidad local al cruzar la parte real de los valores propios desde

el eje negativo al eje positivo se conoce como bifurcacion de Hopf. Este fenémeno se
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caracteriza por la aparicion o destruccién de una oOrbita periddica aislada, es decir, un

ciclo limite, al atravesar el umbral determinado por los valores propios en la parte real.

La bifurcacion de Hopf es clasificada en subcritica, supercritica y degenerada, depen-
diendo del lugar donde se origina un ciclo limite en relacién al valor de bifurcacion. En
la subcritica, el ciclo limite aparece para valores menores al de bifurcacion, en la su-
percritica, el ciclo se genera para valores mayores al de bifurcacién, y en la degenerada,

hay presencia de érbitas periddicas justo en el punto de bifurcacion.

Definicién 4. (Diagrama de bifurcacion)
Es una representacién gréafica en R™ x R de cémo cambia el comportamiento de un

sistema dinamico en funcion de un parametro. Es la misma para sistemas equivalentes.

2.1. Forma normal de la bifurcacion de Hopf

Sea el sistema auténomo planar (E = R?) con o un pardmetro real:

.I:l = F1<$1,.T2) = QT1 — T2 + (ZC% + LCg)l'l

Ly = Fy(x1,32) = 21 + g + (27 + 23)2s.

2.1.1. Bifurcacion de Hopf supercritica

Se analizara el sistema (2.2) con signo (—) antes de sus términos no lineales, esto es

Jfl = Fl(.fl,xg) = Qr1 — Tg — (33% + .T%)Il (2 3)

Ty = FQ({L‘l,ZEQ) =T +ary — (J}% + ZE%)JIQ

1. Puntos de equilibrio
Si se considera

Fi(z1,22) = 0, Fy(x1,22) =0

se ve claramente que el punto P; = (0,0) es un equilibrio (trivial) de (2.3). Se procede

al estudio del comportamiento de los valores propios de la matriz jacobiana del sistema.
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2. Matriz jacobiana

a—3x2—12 —1-—2xx
DF(wl,azQ) = ! 2 . s
1—2rmy  a—a? — 323

evaluada en el punto P, = (0,0)

a —1
DF(0,0) =
1 «
tiene valores propios
)\1:()é+’i, )\QZOé—i.

Teniendo en cuenta los valores posibles para el parametro « se tiene:
i) Si o < 0, entonces P = (0,0) es un punto atractor (foco estable).
ii) Si @ = 0, entonces P, = (0,0) es un punto centro estable.

iii) Si @ > 0, entonces P; = (0,0) es un punto repulsor (foco inestable).

Introduciendo la variable compleja z = xq + ixo,
z=re", Z =T + %o, |2|* = 2] + 23
y reemplazando en (2.3) se tiene,

=y —xy — (25 + 23wy + (3 + axy — (2] + 23)70)

= axy +imy) + i(zy + ize) — |2 (31 + o)

(a+1i)z — z|2]%,

=>\1Z—9(275704)§ g(Z,E,Oé)ZZ|Z|2,

luego

2= A(2) — 2|22
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Es posible que el sistema (2.3) tenga més puntos de equilibrio, usando las coordenadas
polares:

x1 = rcos(h), xo = rsen(f), r,6 >0

donde

x
o3+ w2 =12 y 0 = tan™! (m—j),zl # 0,

derivando implicitamente ambas igualdades con respecto a t se obtiene

. LUl.lel + 513'217.2 . 1:2.%'1 — .TQ.I:l
= - = —F—5— (2.4)
T Ty + x5
y reemplazando las ecuaciones 71,25 de (2.3) en (2.4), se tiene un sistema topoldgica-

mente equivalente:

Si 7 = 0 se obtiene r = 0,r = 4/, lo que implica que los puntos de equilibrio son:

Py :(070)7 Py = (\/576.)7 P3 = (—\/5,9)

De donde (y/a,0), (o > 0) es una circunferencia de radio /. Se presenta una bifurca-
cién de Hopf supercritica, dado que para a < 0, las érbitas tienden a acercarse (local)
al punto de equilibrio P; = (0,0) (atractor), en a = 0 hay 6rbitas que convergen débil-
mente a P (centro), en o > 0 la estabilidad de P se pierde (repulsor), donde las érbitas

se acercan por dentro y por fuera a la cirfunferencia de radio 1/« (érbita estable).

a=-1 a=0

3 05 1 15 15 1 05 o
() (1)

a<0 a=0

05 1 15

Figura 2.1: Bifurcacion de Hopf supercritica
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X1

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacién de Hopf supercritica [4]
2.1.2. Bifurcacion de Hopf subcritica
Este tipo de bifurcacién se presenta en el sistema

(I,;l = Fl(xl,xg) = Qr|y — T2 + (CL’% + x%)xl

Ty = Fy(w1,22) = 11 + azy + (2] 4 23)20.

Su estudio se hace de manera analoga al anterior, de donde se obtiene un ciclo limite

inestable para a < 0, véase la figura 2.3.

=1 az0 as1

a<0 a=10

Figura 2.3: Bifurcacién de Hopf subcritica
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcacién de Hopf subcritica [4]

A continuacién se mencionaran varios resultados importantes que permitiran determinar
bajo qué condiciones el sistema auténomo no lineal (2.1) es topolégicamente equivalente

al sistema (forma normal) que presenta la bifurcacién de Hopf.

2.2. Teorema de la forma normal de la bifurcacion de Hopf

Se considera el sistema auténomo
x = F(x,a), x = (11,25) e R* a e R, (2.5)

con F'e C*(R? x R), y se supone que existe un punto * € R? y un valor de pardmetro
ag tal que:
H.1) (Condicién de equilibrio)

F(x*, ap) = 0.

H.2) (Condicién de bifurcacién)
A(ao) = DF(ZB*, O./())

tiene un par de valores propios imaginarios puros.

H.3) (Condicién de transversalidad)

d
7o (Be(A(a)))la=ae # 0,
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donde A(«) es un valor propio de DF(x*),

entonces existe un cambio de coordenadas y parametros que transforma al sistema en

ZL:1 = Fl(Il,JIg) = 6.%‘1 — T2 + (.7)% + l’%)l‘l

I'g = FQ(I’l,ZL‘Q) =2 + Bl’g =+ (ZE% + I’%)ZL‘Q

2.3. Bifurcacion de Hopf genérica

Se considera el sistema auténomo (2.5) con F' € C*(R? x R), punto de equilibrio * = 0
y en a = 0 su matriz jacobiana A(a) = DF(x*, ) posee valores propios Ao = tiwy
con wy > 0. Por el teorema de la funcién implicita, si A = 0 no es un valor propio de
A(a), el sistema tiene un tinico equilibrio *(a) en algiin entorno al origen para todo
|a| lo suficiente pequeno. A través de un cambio de coordenadas se puede llevar ese

punto x*(a) al origen. Asi el sistema ya linealizado puede ser escrito por

A~

z=Alo)x + F(x, a), (2.6)

donde F es una funcién en R? x R suave cuyas componentes F' = (F}, F;) tiene expan-

sién de Taylor en * iniciando con términos cuadréticos, F = O(|z]?).

La ecuacion caracteristica de la matriz jacobiana A(«a) = DF(x*, «) es
M oA+ A=0

donde
o=o(a) =tr(A(a)), A = A(a) = det(Alw)),

asi los valores propios de A(«) son

Aa(a) = (a(a) + /0% (a) — 4A(a)> .

N | —
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La condicién suficiente para la bifurcacion de Hopf es la existencia de un par de valores

propios imaginarios puros. Asi, para |«/| suficientemente pequenio se puede introducir

pla) = so(a),  wla) = 53/ (@) - o2(a)

y obtener los valores propios

() = pla) + w(a)i, Aa() = A\i(«), ©(0) =0, w(0) = wy > 0.

A continuacién se mencionan algunos lemas importantes para determinar el tipo de

bifurcacion de Hopf que admite un sistema autonomo. De aqui en adelante se denotara

<P,q>= Z?:ﬂTiQi- donde p = (p1,.-,pn),q = (q1, .-, ¢n) € C™.

Lema 1
Al introducir la variable compleja z = z1(t) + ixo(t), el sistema (2.6) puede ser escrito

para || lo suficientemente pequenio, como una sola ecuacién
z=Ma)z+g(z,Z, a),
donde g = o(||z|[?) es una funcién suave (C®) de (2,7, a), dada por
9(2.%,0) = w(a), F(2q(a) + 7q(a), 0))

y q,p son vectores propios asociados a los valores propios A(a), A(a) de A(a), AT ()

respectivamente.
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Demostracion

Sea la matriz jacobiana A(a) en (2.6) con valores propios complejos

A(a) = AMa), Aa(@) = Ma).

A(a)g(a) = Ma)q(a), (2.7)

y también g(a) es un vector propio de A(a) correspondiente al valor propio A(a), es

decir

A(a)g(a) = Ma)g(a). (2.8)
Sea p(a) € C? el vector propio de AT () correspondiente al valor propio A(a), esto es

A (e)p(@) = Ma)p(a), (2.9)

y también p(a) es un vector propio de AT («) correspondiente al valor propio A(a), es

decir

AT(a)p(a) = A@)p(a). (2.10)

Como A(a) y AT(a) tienen el mismo determinante y la misma traza entonces () y

() son valores propios tanto de A como de A”.

Se denotara A = A(a), AT = AT(«). Si se supone que < p,q >= 0, entonces p es

vector propio de A correspondiente al valor propio A(«), asi se tendria entonces que
Ap(a) = X(a)p(a). (2.11)
de sumar (2.9) y (2.11) se tiene que

(A+ A")p(a) = 2X(a)p(a).
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Como A+ AT es una matriz simétrica de coeficientes reales, entonces sus valores propios
son reales, y esto es una contradiccién, dado que 2\ € C, asi (p(a),g(a)) # 0 y en

consecuencia es posible normalizar p respecto a q, esto es

P(),q(a)) = 1.

Ahora, cualquier vector € R? puede ser representado de manera tnica, para todo |a]
suficientemente pequeno como x = zq(a) + zg(a) con z = (p(a),x) € C.

En efecto

(p(a), zq(a) + Zq(a)) = (p(x), zq(a)) + {p(a), Zq(c))
= z(p(a), q()) + z(p(a),q(a)),

como (p(«a),q(a)) = 1, entonces
P(a), zq(a) + Zq(@)) = 2 + Z(p(a), q(a)).

Ahora se verificard que (p(a), q(a)) = 0. En efecto, de (2.9) y (2.8) se tiene que

y por tanto



Como A(a) # A(«), para || suficientemente pequefio, entonces

P(a),g(a)) =0, luego  (p(a),zq(a) +Zq(a)) =z,  zeC.

Finalmente de (2.6) y z = (p(a), x) se tiene entonces

z = <p(a), 113>
= (p(a), A()z + F(z,q))

~

= <p(a), A<a)m> + <p(0é), F(wa Oé)>

Ahora

= (p(a), A(a)zq(a)) + {p(a), A(a)Zq(a))
= z{(p(a), A(@)g(a)) + {(p(a),ZAg(a))
= xp(a), Ala)g(a))

(@)

Asi se tiene que
PoMa)z+g(5a),  g(z3a) = pla), Pl=g(a) + 7(a),0))m

Ahora la expansién de Taylor de g(z,Zz, «) alrededor de (0,0, ) es dada por

1 1 1
9(2,%,a) = Z ngz(a)zkgl = 5920(04)22 + g (a)2z + 5902(04)52+
k+i=2 ’ ’

1 1 1 1
ggso(@)z3 + 5921(04)225 + 5912(04)272 + 5903(04)53 +O(]2]]")
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donde

ak+l
Ok O

z

gr(a) =

Suponiendo que en a = 0, * = 0 la funcién }A?’(a:, a) =

(p(a),

F(zq(a) + zZq(a), @))| =0, para k+1>2

se puede representar de la forma

Pz, 0) - %B(w, ) + éC(w, z,x) + Oz

con B(x,x) y C(x,x,x) funciones multilineales simétricas de x € R?

En coordenadas

B:R?xR? R

C:R?x R?> x R? — R2.

Bi(z,y) = MZZ %\&0 riyy 1= 12
= %&;0)&_0 r1Y1 + %k_o T1Y2
2 BLE(E,0) .
T,Y,u 2111 06,0606, \5 0 TjYkl, t=1,2
B %;’0)!5_0961,%% i §< 0&s )’5 0Tz 222%’5_0%?&“1
+&2};—<§;)|§_0x1y2u2 + &2};;—(55’;)|5_0x2y1u1 + %k_omylm
%k:(}rﬂhul + aggi—égmk:ox?ygu% i=1,2.
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De este modo, segtn el lema, la funcion g se puede escribir asi
_ 1 1

donde b = zq + zZq y se denota p = p(0) y g = q(0).

Ahora

B(zq +7q,2q + Zq) = B(zq, 2q + Zq) + B(Zq, 2q + Zq)
= B(zq,2q) + B(2q,%Zq) + B(Zq, zq) + B(Zq, Zq)
= 2*B(q,q) + 2zB(q,q) + 22B(d,q) + °B(g, q).

Como B es simétrica se tiene que B(q, q) = B(q, q). Luego,

9(2,%,0) = {p, % [2°B(q, q) + 222B(q,q) + Z°B(q. @) + -+

= 5P, Bla, ) + 5p. Bla, @) + 57p. B@a) + -

donde 2% = |z|%. De este modo, los términos cuadraticos en

_ _ 1 _ 1 _ _
9(2,7,0) = g11(0)2Z + = [920(0)2* + g022°| + = [921(0)2°Z + ¢12(0)2°Z%] + - --

2 2!

pueden ser expresados por las férmulas

90 ={p,B(q,q)), gu=<® B@q), g02=<p B(q,q).

Célculos similares con

C(2q+7q, 2q+7q, 2q+7q) = 2°C(q, q, q)+32°2C(q, q,q)+322°C(q, q, 9)+z°C(q, g,

muestran que

gn =P, C(q,9,9)).
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Lema 2

El sistema auténomo plano con 5 € R y punto de equilibrio * = 0

Ty = Fi(21,22) = By — 20 + (ﬁ + x%)xl + O(||x|\4)
Ly = Fy(x1,23) = 21 + Py + (2] + 23)x2 + O(]2]|*)

es topoldogicamente equivalente (localmente) cerca del origen al sistema

7y = Fi(z1,22) = By — 20 £ (22 + 22)14

Ty = Fy(x1,32) = 21 + fra £ (55% + 37%)952

Es decir, los términos de orden cuatro y superiores no afectan el comportamiento de la
bifurcacién del sistema.

(Ver demostracién detallada en [2]).
Lema 3
La ecuacién

P= At %f +og1eE o+ %z? NER (2.13)

donde A\ = Aa) = p(a) + iw(a), u(0) = 0,w(0) = wy > 0y gij = gij(c) puede ser
transformada mediante el cambio invertible de coordenada compleja (que depende del

parametro)
h h
Z=w+ %wQ + hpyww + %EQ (2.14)

para todo |a| suficientemente pequeno, en una ecuacién sin términos cuadraticos

W= \w + O(HwH?’)
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Demostracion

El cambio inverso de variables esta dado por la expresion

hao2? hooZ?
w= 2= S~z - 22 4 0|4,

al derivar esta expresion y por regla de la cadena se tiene que
W =% — hoo(22) — h1 (32 + 22) — hpoZZ + - - -, (2.15)

sustituyendo 2,7 de (2.13) en (2.15) se tiene que

2 -2 2 -2
— G027 g20% — . Y027
+ e )
g112%2 B 207 [ 5 5 ]

22 z2 - T2072 Jo222
—hy lz ()\z - 92; + g2z + —gO; ) +z X2+ 92; + G Ee + 90;

— 2 — 2
— z V4
—hOQZ[AZJrg%Z +ﬁzz+g°; ]4‘

agrupando términos semejantes se tiene que

W= Az + [g;() )\hgo] 27+ [911 — Mg — )\hll] [QSQ )\hoz] R

de sustituir z,Z de (2.14) en esta ultima igualdad se tiene que

. h h
W=\ (w + %wQ + hp W + ;’2@2)

920 hag hoa 2
+[2 )\hgo:l w+7w +h11ww+ 9 —Ww

- ha h hao—; ho2
+ [911 — )\hll — )\hll] <w + 7010 + hnww + ;2@2) ( + TO'LU2 + hnww + 7011) )

2

hog—s  — ho2
+ [932 )\h02:| (@ + %wz + hu@w + %wz) + -,
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del desarrollo de esta expresion y de agrupar términos semejantes se obtiene que

. 1 1 -
W= A\w + 5(920 — Ahgo)w? + (g11 — Ay )wiw + 5(920 — hoe(2A — \)@* + -, (2.16)

si se considera

con A = A(0) = wpi # 0, wy > 0, y para |a| lo suficientemente pequeno se tiene que
2X— X # 0, y sustituyéndolos en (2.16), los términos cuadréticos se cancelan, es asi que

la igualdad (2.16) se puede transformar a
W = Aw + O([[w|*)m

(Ver a detalle en [2])

Lema 4

La ecuacién

= et B8 Bz S22 4 B 4 0(|J4])Y) (2.17)

donde A\ = Aa) = p(a) + iw(a), (0) = 0,w(0) = wy > 0y gij = gij(c) puede ser
transformada mediante el cambio invertible de coordenada compleja (que depende del

parametro)

h h h h
ﬁw3 + ﬂuﬂ@ + ﬁwwz + ﬁwi”

S 5 2 6

(2.18)
para todo |a| suficientemente pequeno, en una ecuaciéon con un tnico término cibico

W = Aw + cow’w + O(||w|[*),

donde ¢; = ¢1(@).
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Demostracion

El cambio inverso de variables esta dado por la expresion

h h h h
%23 — %zQZ — 712232 — %33 +O(||z]|"),

w =z —

al derivar esta expresion y por regla de la cadena se tiene que

h h : h . h
w=z-— %222 — %(22732 + 22%) — %(252 + 22Z%Z) — %E% + -

de sustituir 2,7 de (2.17) en esta tltima igualdad se tiene

930 3 4 92 2n y T2 52| H03

w—/\z+6 5 5 5

h
%22 (/\z %23 + %222 + %252 + %ﬁ)
—hai2Z <)\z + %23 + %223 + %222 + %23)

2 6
h
—%? )\z+%z3+% 2z+% 7+

hos _o 30—  Jo1— J12 o3
——Z AT+ =R+ 22+ B )
T\ 2 2 6~

agrupando términos semejantes se tiene que

. h h
wz)\z—F(%— %)z +<g;1 Ahm—Aﬂ)

+ (g; A@ - Ahlg) 2+ <gg3 - X@)

3

Sy}

de sustituir z de (2.18) en esta ultima igualdad se tiene que
. h3o h21 hip hos _
=\ —w + = ZE20w? + 28w
w <w + 6 w” + 2 w + 7 ww” + 6 w
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h h h h h ’
# (Bt (0 e 4 Pt Buwt 4 T )

—h h h h h 2
+ (% — Mgy — A%) (w + %uﬁ + %wQE + 71211@2 + %wf*) z

g2 b2 5 hgo 5 hat o a5 hos_3) o
~I—(2 )\2 )\hlg)(w+6w+2ww+2ww—l—6w Z

gos  ~hos _3
== A=)+,
(% -7%)
de sustituir

_ 21 hia__ ho3
zZ =W + 2 ww2 + w3

y de agrupar términos semejantes se tiene
, 1 | — 9
w= A \w + 6 (930 — 2)\h30) w" + 5 (921 - ()\ + )\)hgl) ww
1 — 1 —
+§(g12 — 2)\h12)ww2 + 6 (903 + ()\ - 3)\)h03) @3 + -,

si se considera

930 g12 gos
7h12:_— h03: — 7h21207

DY N 3N — A

h30

con A = A(0) = wpi # 0, wyp > 0, y para |a lo suficientemente pequeno se tiene que
3\ — X # 0, y sustituyéndolos en la tltima expresién todos los términos ctibicos se

2w, es asf que esa expresién se puede transformar en

eliminan, excepto el término w

W = A + c;w?w + O(||wl[*),

donde ¢; = ¢1(a) = [ |
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Lema 5 (Forma normal de Poincaré para la bifurcaciéon de Hopf)

La ecuacién

. 1 _
z=Az+ 2 mgklzkzl +O([|2]1")
2<k+I<3
donde A = Aa) = p(a) + iw(a), p(0) = 0,w(0) = wy > 0y ¢;; = gi(cv) puede ser
transformada mediante el cambio invertible de coordenada compleja (que depende del

parametro)

h h h h h
Z=w+ %wQ + hijww + %wQ + %w‘g + $ww+ %w3

para todo |«| suficientemente pequeno, en una ecuacién con sélo el término resonante
cibico (w?w)

W = w + cqw?w + O(||w||*)

donde ¢; = ¢1(@).
La demostracion se hace de manera analoga y es resultado de las demostraciones ex-

puestas anteriormente. (Ver demostracién detallada en [4], Pag. 97)

El coeficiente ¢;(a) es importante para determinar el tipo de bifurcacién de Hopf que

presenta el sistema (2.6), (ver [2]). En a = 0, con g;; = g;;(c), se tiene que

i 1 921
0) = — —2 2_ - 2+ 2=
Cl( ) 2 [920911 ’911| 3’go2| 9 7
con wy > 0.
Desarrollo
Del lema 3 y 5 se considera a
. 920 o —, Yo2_o 3
z—)\z+7z tgusz+ TE + O(||#]]°), (2.19)
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h h
z=w+ %wz + hyww + %@2, (2.20)
w = Aw + c;w?w + O(||wl|*), (2.21)

de derivar (2.20) y por la regla de la cadena se obtiene
2 =i + hogwth + hyy (W + WD) + heW W, (2.22)
de reemplazar (2.21) en (2.22) se tiene

Z = \w + W + hyow[ w + c;w? W] (2.23)

+hn[(Aw + W @)W + wiv] + heyww + - -+, (2.24)

de sustituir z,Z de (2.20) en (2.19) se tiene

z=A [w + %WQ + hy W + %EQ] + % [w + %wQ + hy W + %wz]

h h hoo? —— hoow?
+g11 [w T %wQ + hy Wi + %EQ] [w T 2; 1 hyww + 202 ]

R N 2
hoow? — hogw?
+%[w+ 202 + hyw + 202 ] T

de desarrollar y agrupar términos semejantes se tiene que el coeficiente de w?w es

h — _
g20‘(2h11) + 911 =4 hi ) + Joz (ho2) + —g21, (2.25)
2 2 2 2
si se considera
920 g11 920
h == N h == —_, h = =0,
20 \ 11 3 02 o\
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con A = A«a), A = A(«), donde ademés

c1(a) = 920(@) g11 () n g20(@)gui(@) | |gu()? n oz () goa () g21(@)

@) 2\(a) AMa)  2(2M(a) — Ma)) 2
~ g(@)gi(@)2A (@) + Ma)] | [g11(c)]? [g02()]” g21 (@)
} IRYE M) T 2@Ma)-xa) | 2

y para o = 0, A\(0) = +wyi, se tiene

920(0)g11(0)[2woi — woi] N 1911(0)]? n |902(0)[? +921(0)

c1(0) = 2wk Wo' 2(2uwoi + woi) 9
= ] 92009 (0) — 2090 0)P — Lyguat) ] + 220
2 |72V 11 31902 5
(Ver a detalle en [2])
Teorema
Sea la ecuacion
dw , \
pri Ma)w + ¢ ()w|w]® + O(||w||*), (2.26)

donde A(a) = p(a) +iw(a), u(0) = 0> 0,w(0) = wy > 0, si 4(0) # 0y Re(c1(0)) # 0,
entonces la ecuacién puede ser transformada mediante un cambio de coordenada (que
depende del pardmetro) y una parametrizacién no lineal del tiempo, en una ecuacién
de la forma

du

—5 = (B+ D+ sulul® + O(||ul[*),

donde u es una nueva coordenada compleja, 6 es el nuevo tiempo, 5 es el nuevo para-

metro, y s = signo[Re(c1(0)] = +1.
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Demostracion

1. Escalamiento lineal del tiempo

Al introducir la nueva variable de tiempo v = w(a)t, como w(a) > 0 para todo |a| lo

suficientemente pequeno, la direccion del tiempo se preserva, ahora

dw dw dt dw 1 1 dw

—_— = — Y — = — % — = g

dy dt dy dt dy  w(a) dt’
dt

de sustituir (2.26) en esta tltima igualdad se tiene

T = ey [ul) + i@ + eafeyuuf? + Ol )]
— M 7w @wwz w 4
_(w®+> + Syl + O,
al hacer
gty @) _al)
ﬁ_ﬁ< ) w(a)’ dl(ﬁ) U.J(Oé)’
_0)

(2.27)

(2.28)

localmente o = «(3), 5(0) =0y B(O) = ——= % 0 (por hipétesis), luego, por el teorema
w

0
de la funcién inversa se tiene que

di(B) = di(a(B)) = ——55

asi en (2.31) se tiene

dw

7, = B+ d(Bull +O(llll’).

2. Reparametrizacién no lineal del tiempo

Al introducir para las érbitas el nuevo tiempo 6 = (v, 5) donde

df = (1 +ex(B)w*)dy,  con ei(B) = Im(di(B)),

este cambio es una transformacién préxima a la identidad en una vecindad pequena del
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origen (|w|* ~ 0), asf

B D (B i+ d (@l + O+ e (BheP) " (229)

a9~ dy o
de series de potencias se tiene

1

TremE ~ -~ Ol + @@lf)” = (@)l + - (2.30)

de sustituir (2.30), distribuir y agrupar términos semejantes en (2.32) se obtiene

dw

=g = B dw (du(B) - BIm(di(B)) — ie1(8)wlwl* + O(l[wl])*. (2.31)

Como

di(B) = Re(di(B)) + ilm(dy(8)),

entonces

Re(di(B)) = di(B) — iIm(dy(65)),

asf en (2.31)

W~ B+ o+ L@l + O(ful?),
con l1(B) = Re(d1(B))—pIm(d,(B)), donde (/) es conocido como el primer coeficiente

de Lyapunov, ademas
_ Re(c1(0))

ll(o) W(O)

3. Escalamiento lineal de coordenadas

Como Re(c1(0)) # 0, luego 1;(0) # 0, y al introducir la nueva variable compleja u con

u

NIRG

w =



ahora

du dw
- |ll(5)|@,
, .. dw .
asi de sustituir — se obtiene
de
du . ) 4 . ll(ﬂ)
— = (B +1)u + sulu|® + O(||ul|*), s = sign(l1(0)) = =+10

(Ver a detalle en [2]).

De lo expuesto anteriormente se observa la relevancia del coeficiente ¢;(0) para deter-
minar el tipo de bifurcacién de Hopf que admite un sistema auténomo. A continuacién
se introduce una definicién que permite hacer esa clasificacion, donde se involucran los

coeficientes cuadréticos y cibicos de la expansion de g(z,z, «) del lema 1.

2.4. Primer coeficiente de Lyapunov

Sea el sistema auténomo (2.6), donde donde F(z,a) tiene una expansién de Taylor
en * = 0 de la forma (2.12) con valores propios A\j s = Fiwg,wp > 0 en el valor de
bifurcaciéon « = 0. La funcién real [1(«) es llamada primer coeficiente de Lyapunov,

donde este coeficiente real en el valor de bifurcacién « es calculado por la formula

1 .
[1(0) = 2—%36(192,091,1 + wWog2,1)-

El primer coeficiente de Lyapunov (I;) permitira establecer, la clasificacién de la bifur-

cacién de Hopf en supercritica , subcritica y degenerada de (2.5).
1. Sil;(0) = 0, entonces se produce una bifurcacion de Hopf degenerada.
2. Sil1(0) < 0, entonces se produce una bifurcacion de Hopf supercritica.

3. Sil;(0) > 0, se produce una bifurcacion de Hopf subcritica.
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2.5. Teorema de la bifurcacion de Hopf

Se considera el sistema no lineal (2.5) que tiene para todo |a| suficientemente pequeno

el equilibrio * = 0 los valores propios
A2(a) = pla) £ w(a)i, 1(0) = 0,w(0) = wo > 0.
H.1. (Condicién de transversalidad)

d )
@R@(/\LQ,O(NO[:U = M(O) #* 0

H.2. (Condicién de no degeneracion)
11(0) # 0,

entonces (2.5) es topoldgicamente equivalente en cerca del origen a una de las formas

del sistema (2.2) (Ver[4], Pag. 100).

2.6. Teorema de Poincaré, Andronov, Hopf

Si el sistema (2.5) de clase C*(R? x R) con =* un punto de equilibrio y A = DF(z*, ),
satisface que,
H.1. (Condicién de bifurcacién)

Los valores propios de A son imaginarios puros en o = ay,

H.2. (Condicién de transversalidad)

d
%R€()\1727 a)|a=a0 > 07

H.3. El punto x* es asintoticamente estable cuando o = «y,

entonces (2.5) tiene un ciclo limite para todo «a € (g, ap+¢€), para algin € > 0 (Ver[10]).
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Capitulo 3

BIFURCACION DE HOPF EN UN SISTEMA
AUTONOMO PRESA-PREDADOR CON
CRECIMIENTO LOGISTICO Y RESPUESTA
FUNCIONAL DE HOLLING TIPO II

3.1. Introduccion al sistema

Se considera el sistema autéonomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta
funcional de Holling tipo II para la iteraccién de presas y predadores con densidad

poblacional x(t), z5(t) en el instante ¢, respectivamente, descrito por

T = Fl(il’lal’z) =T (1 - ﬂ) - ot

é:[['lajg L+ 1 (31>

.I:Q = Fg(l'l,ffg) = —(5$2 +

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de clase C*(R?) modela el compor-
tamiento poblacional de las dos especies mencionadas en un ambiente casi ideal, dado
a algunas restricciones del medio. Los pardmetros 9, ¢, k son reales positivos: k es la

capacidad de carga del ambiente para las presas, o es la tasa de muerte natural del
sl

predador, c es la eficiencia de la caza de los predadores y 1 representa la respuesta

T
funcional del depredador a la densidad de presas: El consumo de presas por predador
no puede continuar creciendo linealmente con el niimero de presas disponibles, sino que

debe saturarse [16] y [3].
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Variable de estado Descripcion
x1(t) Densidad poblacional de las presas
xo(t) Densidad poblacional de los predadores

Cuadro 3.1: Descripcion de las variables de estado del sistema (3.2)

Parametro Descripcion
c Eficiencia de la caza de los predadores
) Tasa de muerte natural del predador
k Capacidad de carga del ambiente para las presas

Cuadro 3.2: Descripcion de los pardmetros del sistema (3.2)

La primera ecuacién (z) describe la tasa de cambio de la poblacién de presas, el tér-
mino logistico (1 — %) modela la capacidad de carga del entorno para esta especie:
Indica que a medida que la poblacién de presas se acerca a la capacidad de carga k,
el crecimiento de la poblacién va disminuyendo, sin esto, se consideraria un aumento
exponencial “irreal”. El crecimiento de las presas también se ve afectado por el niimero

de encuentros con los predadores (—czixs).

El encuentro entre presas y predadores tiene un impacto significativo en las poblacio-
nes de ambos; la densidad de las presas se ve reducida, mientras que la densidad de
los predadores tiende a aumentar. Existen dos tipos principales de respuestas de los
predadores ante los cambios en la densidad de las presas: la respuesta funcional y la

respuesta numérica. En este caso, el enfoque esta en la primera.

La respuesta funcional es crucial en la dinamica de las poblaciones predador-presa, esta
respuesta se refiere al incremento en el nimero de presas capturadas por un predador
0 a una captura mas temprana a medida que la densidad de presas aumenta: a medida
que la densidad de presas crece, los predadores capturan mas presas en un periodo de
tiempo mas corto. Sin embargo, esta tasa de depredacion no sigue una relacién lineal,
sino que se satura y alcanza un valor maximo conocido como tasa de saturacion media.
Este valor indica la maxima cantidad de presas que el predador puede capturar. Cuando

la densidad de presas tiende a infinito, la tasa de captura se estabiliza en el valor maximo
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1. Esto refleja el hecho de que los predadores no pueden depredar indefinidamente a un
ritmo constante, ya que su capacidad de depredacion se satura a medida que la densidad
de presas se vuelve muy alta. Una vez que se alcanza el nivel maximo de captura, la tasa
de captura de presas no aumenta mas, sin importar cuanto se incremente la densidad

de presas.

Crecimiento Exponencial de Presas
T T T T T

Curva solucién
) Condicién inicial
100 e

90 - B

60 - b

50 - bl

40[/ 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Modelo Logistica
100 T T T T

Curva de crecimiento
90 - —— — — Capacidad de carga

80 - bl

Figura 3.1: Crecimiento exponencial y logistico en las presas
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La capacidad de los predadores para manejar las presas es un factor importante en esta
respuesta funcional. El tiempo de manejo incluye la persecucion, sometimiento, consu-
mo y digestién de las presas. Este tiempo limita la cantidad de presas que un predador
puede procesar por unidad de tiempo y reduce el tiempo disponible para buscar nuevas
presas. Como resultado, el nimero de presas consumidas por unidad de tiempo dismi-
nuye progresivamente a medida que aumenta la densidad de presas, hasta alcanzar un

valor estable.

En resumen, la respuesta funcional es un mecanismo crucial para regular la poblacién
de presas y mantener el equilibrio ecolégico en el ecosistema, ya que establece limites a
la capacidad de depredacion de los predadores y evita un aumento ilimitado en la tasa

de captura de presas.

Respuesta funcional de
Holling tipo II
T T T

15 T T T T T

XL(1+x1)
———— Limite superior

Tasa de captura/consumo

Figura 3.2: Respuesta funcional de Holling tipo II
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15

Respuesta funcional de

05

Proporcion de presas consumidas

Holling tipo Il

1(1+x1)
———— Limite inferior

10

Figura 3.3: Proporcién de presas consumidas vs presas disponibles

La segunda ecuacién () describe la tasa de cambio de la poblacién de predadores. El

término —dxy representa la tasa natural de mortalidad de los predadores, es decir, su

disminucién natural sin la influencia de las presas, y en iteraccién con estas, su densidad

incrementa, debido a la caza de presas, viéndose esto reflejado en el término +

CT1T2
14+ x; '

1000y,

90 -

80 -

70 -

X,(0)

60 -

50

a0+

30

Modelo Malthusianc
T T T

Densidad predadores
(O Condicién inicial

10

Figura 3.4: Modelo malthusiano en predadores con ausencia de presas
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El interés de este trabajo esta en hallar para qué valores de los parametros del sistema
hay formacién de érbitas periddicas y un cambio cualitativo de los puntos de equili-
brio tras la variaciéon de los parametros. Las soluciones periddicas aisladas del sistema
indicarian un comportamiento periddico y ciclico de las poblaciones, que corresponden
a ciclos limites (Cap. 2) y esto es lo esperado en un ecosistema, el nacimiento de una

solucién periddica que indicaria una estabilidad en la convivencia de las especies.

En la dinamica del sistema, ¢, d, £ son los parametros que controlan el comportamiento
evolutivo de este y son claves. En particular, el parametro k£ representa la capacidad
de carga del ambiente para las presas, lo cual indica que las presas pueden soportar el
medio sin que la especie colapse o se produzca un comportamiento catastréfico. En un
estudio cualitativo, es razonable suponer que un punto de equilibrio del sistema deberia
tener su coordenada x; (presas) igual a esta capacidad de carga k, ya que si las presas
alcanzan dicho nivel, es claro que la tasa de crecimiento comenzara a disminuir. Esto
es valido siempre y cuando no haya otros factores limitantes para el crecimiento de las
presas, como la interaccion con predadores, enfermedades, entre otros. Por lo tanto, el
punto (k,0) es un candidato a ser un punto de equilibrio estable en el sistema. Para
encontrar un valor ky de la capacidad de carga tal que al variarlo ligeramente el sistema
presente una bifurcaciéon de Hopf, especificamente una solucion periddica estable, se de-
be buscar el punto critico en cual el comportamiento ciclico de las especies se produce

a medida que el tiempo aumenta.

La eficiencia de caza de los predadores hacia las presas juega un papel fundamental en
el crecimiento evolutivo de ambas especies. Estos encuentros entre predadores y presas
emergen negativamente a las iltimas. Por lo tanto, encontrar un valor adecuado para el
parametro ¢ que pueda provocar una bifurcaciéon de Hopf seria de gran importancia, ya
que revelaria en qué punto se produciria una solucién periddica estable o inestable. De-
terminar este valor critico de ¢ permitiria identificar un punto en el cual ambas especies
pueden coexistir en un comportamiento ciclico y estable. Esto implicaria que la tasa
de encuentros entre predadores y presas estd equilibrada de tal manera que ninguna

especie prevalece sobre la otra. Serfa un escenario en el cual las especies interactiian de
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manera sostenible a lo largo del tiempo.

Por otro lado, también es posible que se presente una solucién periddica inestable en
cierto valor de c. Esto indicaria un comportamiento negativo, en el cual una de las

especies prevaleceria sobre la otra y podria llevar a la extincion de la especie mas débil.

18 Compor i de presas y predadores Dinamica de Presas y Pr
T T T T T

Presas 10
Predadores

== Ciclo de crecimiento | |
@ Condicion inicial

® ©
T T
L L

)

X0, 5,0

IS
h

w
T
'

0 5 10 15 20 25 30 20 25 30 35 40 45
t X, (0

Figura 3.5: Crecimiento ciclico de presas y predadores

Es fundamental tener en cuenta que este modelo es una simplificacion de la realidad y
no abarca todos los factores e interacciones bioldgicas posibles, pero permite obtener
ideas y conceptos fundamentales sobre las dindmicas de las interacciones entre preda-
dores y presas. Al estudiar este modelo simplificado, se puede obtener conocimientos
valiosos que pueden ser utiles para comprender y abordar problemas més complejos en

la ecologia y en la biologia.
En un andlisis cualitativo de (3.2), el estudio se resume al calculo y clasificacién topo-

l6gica de los puntos de equilibrio. Para simplificar los cédlculos, se presenta un sistema

orbitalmente equivalente que conserve las propiedades esenciales del sistema original.
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3.2. Sistema orbitalmente equivalente

Multiplicando por (1 + z1), 1 > 0, a derecha y a izquierda de cada ecuacién de (3.1) y
haciendo la sustitucién en la variacién en el tiempo dt = (1 + z1)dr y regresando a la

variable original se obtiene el sistema orbitalmente equivalente

. T
xr = F1<LE1,132) = 131(1 + .771) <1 — ?) — CI1T2 (32>
.I:Q = FQ(JI1,$2) = —(5<1 + $1>ZE2 + CcT1Zs.

Para garantizar que la interaccién de las poblaciones en un contexto de depredacién
tenga sentido bioldgico, se deben cumplir ciertas condiciones. En particular, se consi-
deraran los valores ¢ > 0, k> 1y k > Lé’ con el fin de asegurar que las densidades
poblacionales x; y x5 sean siempre mayores o iguales que cero. Ademads, se busca evitar
la existencia de puntos de equilibrio y parametros negativos, ya que estos no tienen una
interpretacion biolégica adecuada en este tipo de interaccién, es asi que se considera el

espacio de estados

Q={(z1,22) € R2| 1 = 0,29 = 0}.

Dicho esto, se clasificara topolégicamente cada punto de equilibrio del sistema, segui-
damente en un punto de equilibrio no trivial se hallaran las condiciones (valores en los
pardmetros) para que la matriz jacobiana posea al evaluarse en él un par de valores
propios complejos puros; se estudiaran los casos donde cada parametro 9, ¢, k sera para-
metro de bifurcacién y los restantes serdn parametros reales. Por ultimo, se calculara el
valor de cada parametro para que exista una bifurcacién de Hopf, y el primer coeficiente

de Lyapunov para clasificar su tipo.

3.3. Puntos de equilibrio del sistema

En primer lugar se debe hallar los puntos de equilibrio del sistema (3.2), igualando cada

una de las ecuaciones diferenciales a cero.

x
Fi(zy,29) = x1(1 + 27) <1 — %) —cx179 =0 (3.3)
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Fy(xy,29) = —=0(1 + x1)xg + cx129 = 0. (3.4)

De (3.3) se obtiene que

1 2
xlll—cxg—ka:l (1_E)_%]:0

1 2
< x =0 Vv ll—cngrxl(l——)—ﬂ]:O.

Se tiene:

1. Si z; = 0 entonces en (3.4) se tiene que x5 = 0.

2. Ahora
1 1\? 1
1— -+ 1——) =41 = -1
1 x] k- \/( k) (k) (e )
].—C.Tg—i-xl 1_E —?:0<:>$1— 2
k
(3.5)
De (3.4) se obtiene que
4]
xo(—0 —0xy +cx1) =0 29=0 v T, = 5
C J—
3. Sustituyendo x5 = 0 en (3.5) se tiene que
K _1 +4/1+ 2 + !
T3 = — — — _
b2 ko kK2
[ 2
_ k = 1 N (k+1)
2 k k?
K[, L kel
21 k k
— I = k?, I = —1
Se conserva la soluciéon x; = k y se descarta la soluciéon xz; = —1, por lo considerado
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anteriormente.

4. De (3.3) y con 1 = d 5 5 tiene que
C_
(M 4a)(k—x1) k(c—0d)—0 , 4]
Ty = e = k=0 To >0 si k>c—(5'

Asi se obtienen que los puntos de equilibrio estan dados en la siguiente tabla por

5§ 1 0
P =(0,0) | P, = (k,0) P3:(C_5’C_5_k(c—5)2>

Cuadro 3.3: Puntos de equilibrio del sistema (3.2)

Los puntos de equilibrio P;, P, y P3 representan las soluciones constantes del sistema:
P, representa la ausencia de predadores y presas en un entorno natural, P, una desace-
leracion de la tasa de crecimiento de las presas hasta su estabilizacién en ausencia de
predadores; si x1 = k se tiene que 1 = 0, si kK — o0 y 21 < k entonces las presas pueden
prosperar en un ambiente favorable con abundantes recursos, y si ;1 > k la densidad
de presas empieza a decrecer, y P3 representa un equilibrio en la que las dos especies

coexisten establemente.

Dado que el sistema (3.2) es suave (esto es, C*(R?)), se garantiza la existencia de las

soluciones dada cualquier condicién inicial.

3.4. Matriz jacobiana y clasificacion topologica de cada
punto de equilibrio

La matriz jacobiana del sistema (3.2) estd dada por

1 1
l—cro+2x1(1— = —3x2(—) —cx
DF(CE1,ZL‘2) = ? 1( kf) ! k !
xa(c —0) x1(c—0) =9
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1. Al evaluar el punto P; = (0,0) en DF(x1,z5) se tiene

1 0
DF(0,0) = ,
0 —0

con valores propios

)\1:1, )\22—(5<0, 0> 0.

Asi el punto P; es un punto silla-nodo y por tanto no ocurre una bifurcacion de Hopf.

El resultado se resume en la proposicion:

Proposicién 3.4.1: El punto P, = (0,0) es un punto silla-nodo.

2. Al evaluar el punto Py = (k,0) en DF(xy,z2) se tiene

—-1—k —ck
DF(k,0) = ;
0 k(c—46)—4¢

con valores propios
)\1:—(1+l€)<0, )\2:l€<6—5>—5.

Como k >

5 se tiene que el punto de equilibrio P, es un punto silla-nodo y por
c JE—

tanto no ocurre una bifurcacion de Hopf. El resultado se resume en la proposicién:

Proposicion 3.4.2: Si se satisface que k > Py = (k,0) es silla-nodo.
c

-y’

1
3. Al evaluar el punto P; = (c ﬁ 5 e=0  he ﬁ 5)2) en DF(zy,x2) se tiene

(ke —0k—d6—c) —cb
A= DF(Py) = k(e —0)? c—0 (3.6)

5
1_
k(c—0) 0
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Si se denota (o) = tr(A) y (A) = det(A), entonces los valores propios de A son

o+ /02— 4N
A2 = (3.7)

2
donde
d(kc — ok — 4§ — ¢)
o= hc—0) : (3.8)
o [k(c—9)—0]
A = . .
(c—6)? k (39)
Si
)
o=tr(A) =0, y A =det(A) >0, con k > 5 c>9
c—
se garantiza la existencia de valores propios imaginarios puros.
Luego, de (3.8), o = 0 implica que kc — dk — 6 — ¢ = 0, de aqui se tiene que
d(k+1) c(k—1) c+9d
- = = ) 1
c=o1 T 0 RelT (310)

Ahora se estudiardn tres casos en donde en cada uno de estos se tomara cada valor del
pardmetro obtenido en (3.10) como valor de bifurcacién y se demostrard la existencia

de la bifurcacion de Hopf al variar estos.

Punto de equilibrio Condicién Clasificacion
P, =(0,0) d>0 Punto silla-nodo (inestable)
)
Py = (k,0) k> 5 Punto silla-nodo (inestable)
c—
) 1 )
P = (c— 5o Rl — 6)2> c>0 Punto hiperbélico

Cuadro 3.4: Clasificacién topolégica de los puntos de equilibrio de (3.2)
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3.5. Caso I: Se considera a ¢ parametro de bifurcacion y

0, k parametros reales

El anédlisis empieza considerando a ¢ parametro de bifurcacion y a 0, k como los para-

metros reales del sistema.

De (3.10) se considera a

I(k+1)

_— 1.
ho1) k>

C=Cy =

De (3.7) se tienen los valores propios en términos del parametro ¢

Ma(c) = o(c) £ 4/0%(c) — 4A(c).

Se considera a

Se empieza demostrando que en el punto Ps y en el valor del pardmetro ¢ = ¢y la ma-
triz jacobiana A(cy) en (3.6) tiene valores propios imaginarios puros, como condicién
suficiente para la bifurcaciéon de Hopf (condicion de equilibrio y de bifurcacion), lue-
go, para el andlisis de la bifurcacion de Hopf en el sistema se verifica que se cumple la

condicion de transversalidad (Teorema forma normal de la bifurcacion de Hopf, Cap. 2).

H.1. (Condicion de equilibrio)

d(k+1)

P *= P =cy=
ara @« 3y €= Co 1

se tiene que

F(x*, c) = 0.
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H.2. (Condicion de bifurcacion)

La matriz jacobiana en el punto P; con ¢ = ¢q es

0 —0(1+ k)
Ale) = DF(x*,c0) = | 1. 1 ¢ 2 :
— 0
2k
con valores propios
. E+1) [0
A 2(co) = tw(co)i, w(co) = ( 5 ) 7> 0.
H.3. (Condicion de transversalidad)
. o(c) ) .
Al derivar a p(c) = — respecto al pardmetro c se obtiene

. 0| k(0—c)+30+c
jite) = 2 |09

k(c—9)3 7
y evaluada en ¢ = ¢

. (k—-1)?
f(co) = Sk > 0, k> 1.

Asi, con ¢ = ¢ el sistema (3.2) es topolégicamente equivalente a la forma normal de la

bifurcaciéon de Hopf (Cap.2). Esto se resume en la siguiente proposicién:

O(k+1)

ﬁ,k>1el

Proposicion 3.5.1: Para el punto P3; y valor del pardmetro ¢y =

sistema (3.2) exhibe una bifurcacién de Hopf.

Ahora en ¢ = ¢g el punto de equilibrio P; toma el valor

E—1 k*—1
- (552 E5%)
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De (3.8)

B de(k—1) =5k + 1)]
o(e) = S

se tiene que o(c) < 0 para ¢ < ¢y y o(c) > 0 para ¢ > co, asi Ps(co) es inestable para

¢ > cg y es asintéticamente estable para ¢ < ¢g. P3(cg) es punto de bifurcacion.

1
Ahora, trasladando el punto de equilibrio P; = <c é S s e i 5>2) al punto en
el origen (& = (0,0)) por el cambio de variables
1 )
_§1+ _57 §2+ —5_]{3(6—5)2

se transforma el sistema (3.2) en

3 - < ) 0)5152 (3.11)

£ Yo e ase

d(k+1)
k—1

C((k+ 1) 1k 5(k +1)
? k+12;§)§<226(>2]25)§1 Ba-Ci)se
(e (2 ) e

Asi el sistema (3.12) se puede ver como z = A(c)z + g(z,Z,¢) y de la forma

Sustituyendo ¢ = ¢y = n (3.11) se obtiene

£ =Alc)é + F(&,co),  F(& co) = (Fi(€, o), Fa(€, )T

donde

Rlew - (5 )a-(1)e- (T e
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E(f;co) = (kQ_fl) §16o.

El sistema (3.12) se puede representar ademds como

€= Alr)é + 3B(E6) + C6.6,8)

donde las funciones multilineales B, C' toman en & = 0 y los vectores bidimensionales

T = (x17x2)T7 Yy = (y17y2)T7 z = (Z1722>T

los valores

1-1«) 5(k +1)
1y — Y 1

Bi(z,y) B (T 1 ) (212 + m2y1)

B(wa y) = - 25
By(, y) (m) (T1y2 + 2291)
Ch( ) <6) T1Y12
T,Y,z —\ 7)1z
C(z,y,2) = Cl(m v, 2) = k
2\Ls Y 0

3.5.1. Primer coeficiente de Lyapunov

Ya con el pardmetro ¢ = ¢g como valor de bifurcacion del sistema, se procede a deter-
minar qué tipo de bifurcacién de Hopf admite, por ello se procede a calcular el primer
coeficiente de Lyapunov. Esta parte del trabajo es muy constructiva y los célculos se

basan en aplicar el lema y siguiendo lo estudiado en el capitulo 2 (Pég.42, Pag. 61).

Para el calculo de vectores propios se plantea

A(co)g = Mg y A" (co)p = Xap
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donde

. k1
T 2k
Aco) = | Zs(k +1) .
2

de A(co) es
q=(q1,q)= (\/%Z, 1>

y un vector propio p € C? asociado a

)\2 = —iW(Co) = —(k: i 1) él

2 k

de AT (cp) es

Si se considera a

se tiene que
<p,q>=1, <p,q>=0.

Ahora en los vectores p, q, P, q se obtiene

Bia,q) Sk —1) — 26(k —l—_l)\/(%i
B(g,q) = — g N
Bs(q,q) (m) \/oki
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_ | Cilasg @) | | —6Vki
Claaw= [CQ(Qa q’q):| - |: 0 ] ’

“O(k+1) (25\/% S5k — 1))

Z,

k—1 2Vkd

g21 =< p,C(q,q,q) >= =30,

wo = w(co) = (%) \/g,

Pk1) o ((k 1)? 1) ;

192,091,1 = W T

—30(k+1) [
Wogen1 = — A/ -

2 k

El primer coeficiente de Lyapunov esta dado por

1 .
L1<Co) = 2—%R6<29270g1’1 + woggJ) =)< 0, 6> 0.

Se tiene que Li(cq) < 0, asi ocurre una bifurcacion de Hopf supercritica al variar ¢ = ¢,
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3.5.2. Retrato de fase, bifurcacion de Hopf supercritica

1. Puntos de equilibrio P, = (0,0), P, = (k,0)

X,()

X0

0.8

06

04

02

02+

-0.4

-06 -

0.8 [-

0.6 -

0.4

0.2

-0.2 -

-0.4

-0.6 |-

§=1/4, c=9/20, k=3

x, (0

Figura 3.6: Caso I, P, = (0,0) silla-nodo

§=1/4, c=9/20, k=3

__/ \L
—//\\

~ — s
e . ™~
—
ﬁ/é/_
1‘.5 IZ 2‘.5 3!5 4‘ 4!5

3
%00

Figura 3.7: Caso I, P, = (3,0) silla-nodo
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2. Bifurcacion de Hopf supercritica

=114, c=9/20, k=3

ik
05 f
_of ¥
by
05 - \
al
\. ‘ ‘ ‘ ‘
B 05 0 05 1
x,(0)
c < Cy
=114, c=1/2, k=3
1L
05
= Or
=
05)
-1
-1 5’ \
-1
%0
C = (C
6=1/4, c=3/5, k=3
mn
05l
ol
%
05k
al
15 \
i L L L N,
1 05 0 05 1 15
x,(0)
C > Cy

Figura 3.8: Bifurcacion de Hopf supercritica en ¢ = ¢y y con P; trasladado al origen
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3.6. Caso II: Se considera a k£ parametro de bifurcacion y

), c parametros reales

De (3.10) se considera a

k:kozm, c> 0.

De manera analoga al caso I se empieza demostrando que en el punto P; y en k = kg

se cumplen las hipdtesis del teorema de la forma normal de la bifurcacion de Hopf.

H.1. (Condicion de equilibrio)

o
Enm*:ngk:k0=C+

se verifica que

F(x*, ko) = 0.

H.2. (Condicion de bifurcacion)

La matriz jacobiana A con k = kg es

0 —cd
A(ko) = DF(z* ko) = | . ¢—0[,
0
c+9
con valores propios
. 26
A2(ko) = fw(ko)i  donde  w(ky) = Ry i 0.
H.3. (Condicion de transversalidad)
k
Al derivar p(k) = o(k) respecto a k se tiene
56+ c)

(k) = m>
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)
2(c+9)

,u(ko) = > 0.

Asi el sistema (3.2) con k = kg es topolégicamente equivalente a la forma normal de la

bifurcacién de Hopf. Esto se resume en la siguiente proposicion:

.o . + 0 .
Proposicién 3.6.1: Para el punto P; y valor del parametro kg = 6—5; ¢ > ¢ el sistema

(3.2) exhibe una bifurcacién de Hopf.

c+ 0

Enk==Fk =
1 07 =%

el equilibrio P3; toma el valor

1) c
%%@—Q:?étﬁ)'

De (3.8)

§[k(c—06) — (c+9)]
k(c—9)? ’

o(k) =

se tiene que o(k) < 0 para k < ko y o(k) > 0 para k > ko, asi P3(ko) es inestable para

k > ko y asintoticamente estable para k < ko. P3(ko) es punto de bifurcacion.

c+46

: 9 o -0
G- (%) e- () 8- (55) 8- 0ae

52=(Ci5)&+%c—®€ﬁz

De sustituir £ = kg =

en (3.11) se obtiene el sistema

(3.13)

Asi el sistema (3.13) se representa de la forma

€= A(ko))& + F(& ko), F(& ko) = (Fi(& ko), Fa(€. ko))”
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donde

—~ ) -0
Rek - () 8- (55

E(& ko) = (¢ —9) &

)ﬁ—«%ﬁQ

El sistema (3.13) se puede representar ademés como

€= AE + 5B(6.€) + 5C(E,6.6)

donde las funciones multilineales B, C, en & = (0,0), toman en los vectores bidimensio-

nales
T = (mbe)T? Yy = (ylva)T7 z = (Zlaz2)T
los valores
B (L) g — clange + aap)
B(ac, y) _ 1(ﬂ3ay) _ et o 1Y — (Y2 — T2Y1
By(x,y) (c—06)(z1y2 + T291)
_6(c— 5)33 B
C(x,y,2z) = ctro WA
0

3.6.1. Primer coeficiente de Lyapunov

Ya con el parametro k = kg como valor de bifurcacién, se procede a determinar qué tipo
de bifurcacién de Hopf admite. De manera andloga al caso (1), se procede a calcular el

primer coeficiente de Lyapunov.

Para el calculo de los vectores propios se plantea

Alk)g=X g v  AT(ko)p = lop
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donde

c
AT(k’o) _ s c+ 0
c—9 0
Un vector propio g € C? asociado a
: 2
A =iw(ky) = 25

en A(kg) es
q=(q,q) = ((c-+

y un vector p asociado a
)\2 = _ZCL)(kO> =

de AT (ko) es

p=@m@=(

Si se considera a

se tiene que

<p,q>=1,

o .
J) —02_522,1>

A ———i

0—5_1
scto) )

<p,q>=0.

Asi en los vectorios propios p, q, P, q se obtiene

87

Bl(qaq) _ _62625
Bs(q,q) o |

2
200, [3(c+9).

c—90 ¢ c—90

21/8(c? — 8%);i
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_ o(c+9).

_ Ci(q,9,9) —60 (c )7,

Clq,q,q) = = c—=46 |,
Cs(q,4,q) 0

_ 1 c—90 . O(c+9).
921 =<p,C(q,q,q) >= —3 6(C+5)z<—6(5 (c_d)z> — 35,
B

, B ch? 52 63
1920911 = ool Lt e
0
Wog2,1 = —350\/7 2
‘ ch? 0
Re (292,091,1 + w092,1) = m — 30c 2 _ 52

El primer coeficiente de Lyapunov esta dado por

1 .
Ll(k()) = JRG (192,091,1 + UJoggl) =—0 <0, 0> 0.
0

Como Ly (ko) < 0, una bifurcacion de Hopf supercritica ocurre al variar k = k.
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3.6.2. Retrato de fase, bifurcacion de Hopf supercritica

1. Puntos de equilibrio P, = (0,0), P, = (k,0)
=1, c=312, k=5

N

06

[

(=2}

04 r

02F

N

X,(0)

021

0.4+

-0.6

08+

-15 -1 -0.5 0 05 1 15
x,(0)

Figura 3.9: Caso II, P, = (0,0) silla-nodo

6=1, c=3/12, k=5
1 |-
08 r
06 -
o ;_// ¥
02F
e N a4
<0 7 /o ox

X, (0

Figura 3.10: Caso II, P, = (5,0) silla-nodo
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2. Bifurcacion de Hopf supercritica

6=1, c=312, k=4

0.5

0.5

X,(0)
o

-1 -0.5 0 0.5 1
%)

k<k30

6=1, c=312, k=5

0.5 -

/

05
al
-1.5
‘
1 0.5 0 0.5 1
%)
k= kg
6=1, c=3/2, k=6

15

%)

<15+

‘ ‘
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25
X0

k>l€0

Figura 3.11: Bifurcacién de Hopf supercritica en k = ky y con Pj trasladado al origen
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3.7. Caso III: Se considera a ) parametro de bifurcacion

y ¢, k parametros reales

Se demuestra que en el punto P3 y en el valor del parametro

c(k—1)

0= ==

k>1

se satisfacen las hipotesis del teorema de la forma normal de la bifurcacién de Hopf.

H.1. (Condicion de equilibrio)

c(k—1)

Enax* =Py d =09y = )

se cumple que

F(z*,8) = 0.

H.2. (Condicion de bifurcacion)

La matriz jacobiana en el punto Ps con § = dy es

0 c(l1—k)
A(éo) = DF(ZU*,50) = 1+ k 2 s
2k 0
con valores propios
, c(k? -1
)\1,2 = iZW((S(]), W<50> = (4—]{:) > 0.

H.3. (Condicion de transversalidad)

a(9)

Al derivar p(6) = — respecto a d se tiene

sy (e=9elk = 1) = 6(k+ 1) = 3(k + D] + 26[e(k = 1) = 5(k + 1]
:U( ) - 2k<0—5)3 )
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evaluada en d = dg

. (R +1)2(k-1)
[L((S()) = She # 0, k> 1.

c(k —
E+1
de la forma normal de la bifurcacién de Hopf. Esto se resume en la siguiente proposicién:

Asi el sistema (3.2) con § = §y = es topolégicamente equivalente al sistema

c(k—1)
k+1

Proposicién 3.7.1: Para el punto P; y valor del parametro §y = ik > 1 el sis-

tema (3.2) exhibe una bifurcacién de Hopf.

—1
En d =9y = ek —1) se tiene el punto de equilibio
E+1
k—1 (k+1)?
P5(d) = ( 2 7 4ck ) '
De

S[e(k — 1) — 8(k +1)]

() = k(e —0)? ,

se tiene que o(d) > 0 para 0 < 0y y 0(d) < 0 para § > Jy, asi P3(dp) es inestable para

0 < dp y asintéticamente estable para § > dg. P3(dg) es punto de bifurcacién.

De sustituir § = §p = C(:Jll) en (3.11) se obtiene
. —clk —1 1—-k 1
&= C(T)> S+ <W) & — (E) & — (0)&1&
C k1 2 (3.14)
§o = W)gl'i'(k_i_l)flf?

Asfi el sistema (3.14) se representa de la forma

£=A(o)E+ F(€,c0),  F(€ co) = (Fi(£8), Fal&,60))"
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donde
= —k
Reo - (5 )e-(3) g - ae

Fa(e,b) — (;fl)&fg.

El sistema (3.14) se puede representar ademds como

€= AG)E + 3B(EE) + C(6.6,8)

donde las funciones multilineales B, C', con & = 0, toman en los vectores bidimensionales

T = (x17x2)T’ Yy = (ylva)Tv z = (Zlv ZQ)T
los valores
1—k
Bi(z,y) — ) T — c(@aye + zau)
B(:B, y) = = 2¢
By(z,y) (k; n 1) (1y2 + Toth)

3.7.1. Primer coeficiente de Lyapunov

Para el calculo de vectores propios se plantea

AGo)g=X g v  AT(00)p=lop

donde
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Un vector propio g € C? asociado a

c(k?—1)

A1 =1w(d) =1 i

de A(dp) es

q= (QhQZ) = < %_i__ll)i, 1)

y un vector propio p € C? asociado a

)\2 = —ZW(50> = —i M

de AT(50) es

p = (p1,p2) = (q/%i,l) )

Si se considera a
_ 1 k+1 i1
P=sWeak—1)"

<p,q>=1, <p,q>=0.

se tiene que

Ahora en los vectores propios p, q, P, q se tiene

ck =1 9 ck(k—1) .

Bi(g,q) i+ 1 E+1
B(QaQ) = =
DBs(q, q) de ch(k — 1),
k+1 k+1
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Bla.a) - [?q’?)] - [ k+1 }
Ak(k —1)3
C(a,q,q) = [C q’q"’ N T
0

C q,q,q

G20 =< p,B(g,q) >= —c+

c |, ck(k—1) (k—1)? k+1 .
kol [ > Neakk—1|"

(k—1) |e(k—1)

g1 =< p,B(q,q) >= 5 RE T 1)z,
_ —3c(k -1
921 =<p,C(q,q,q) >= %
c(k?—-1)

_ _ck—=1) Jc(k—1) Ak —1)3 5 ck(k—1) (k—1)? E+1 |
0t = T AN Rk + 1)\ 4k(k + 1) k+1 2 Neak—1|"

Alk—1)3

Wwog2,1 = -3 m

El primer coeficiente de Lyapunov esta dado por

—c(k—1)

<0 k> 1.
k+1 ’

1 .
L1(50) = Q_WORG(ZQMQM + wog2,1) =

Como L1(dg) <0, k > 1, una bifurcacion de Hopf supercritica ocurre al variar § = .
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3.7.2. Retrato de fase, bifurcacion de Hopf supercritica

1. Puntos de equilibrio P, = (0,0), P, = (k,0)

§=2I5, c=1, k=72

=
1

08r

06

(=2

04 r

02r

X0

021

0.4

-0.6 -

Figura 3.12: Caso III, P, = (0,0) silla-nodo

=215, ¢=1, k=72

x,(0)
N

x,()

Figura 3.13: Caso IlI, P, = (3,5,0) silla-nodo
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2. Bifurcacion de Hopf Supercritica

9110, c=3, k=2
1
08
06
0.4
02
0 *
02
0.4
-0.6
. | : . . . . |
06 04 02 0 02 04 06 08 1
X,
0 < 50
6=1, ¢=3, k=2
b
08F
06+
04r
£ o2t
S
ol
02l
04k
06k
. . . . . . . . .
06 04 02 0 02 04 06 08 1
x,(0)
d = 0y
6=11/10, c=3, k=2
1k
08
06
04t
€, 02
x
02f
04 f
06

-08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X,

(5>(50

Figura 3.14: Bifurcacién de Hopf supercritica en § = dg y con P5 trasladado al origen
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La siguiente tabla presenta un resumen de los resultados obtenidos. En ella se detallan
los valores de bifurcacion, la estabilidad del punto de equilibrio en relacién con valores
menores y mayores respecto al valor de bifurcacién, respectivamente, asi como el tipo

de bifurcacion de Hopf asociado en cada uno de los tres escenarios analizados.

Parametro | Valor de bifurcacion Estabilidad Tipo de bifurcacion
c <y cC>Cy
ok +1
c Co = % Asintético | Inestable Supercritica
k < ]{70 k > k?()
c+0 N »
k ko = 5 Asintético | Inestable Supercritica
C J—
o< 50 o> (50
c(k—1) o [
4] 0y = 1 Inestable | Asintético Supercritica

Cuadro 3.5: Valores de bifurcacién con Ps trasladado al origen en el sistema (3.2)

A continuacion, se ofrece una vision alternativa acerca de la existencia de ciclos limite en
el sistema (3.2), abordando tanto el teorema de Poincaré (Pag. 63) como la aplicacién

de una transformacién a coordenadas polares en el sistema (3.2).

3.8. Ciclos limites en el sistema

Sea F' = (Fy(x1,x2), Fy(x1,22)) el campo vectorial asociado al sistema (3.2) y el punto

de equilibrio no trivial

) 1 )
P3:<0—5’C—5_k(c—5)2)’ ¢ 0.

Proposicion 3.8.1: El campo F' asociado al sistema posee un ciclo limite en una vecindad
o(k+1) ks 1
E—1" '

de P3 para todo ¢ € (cy, co + €) con € > 0 y valor de pardmetro ¢y =
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Demostracion
H.1. (Condicion de bifurcacion)
Del (Caso I) los valores propios de A(co) = DF(P3,¢p) son

Az(co) = Twleo)i, w(co) = @\/g > 0; c>90

H.2. (Condicion de transversalidad)

Sle(k—1) =6k +1)]
2k(c — 9)?

d
luego —Re(M2)|emey = ~—=——

Re(Mo) =
el 1’2) de

H.3. (P; trasladado al origen es asintdticamente estable)
Considerando =1 = &, z9 = & el sistema (3.11) que tiene a (0,0) como punto de

equilibrio, de (2.4) el sistema es equivalente en coordenadas polares a

fzrwﬂﬁl[( —0)—c- kw@)_( cd k(c—0)—c—20

) sen rcos?
o Reop 0—5) S <@}
+rcos(0) [Er cos3(0) — crsen(0)cos(0) + sen(0) (1 - +7(c— 8)sen?(0)

k(c—4¢

) = cos> 9 c—0)rsen — sen cos Olk(c —9) —c = 9]
. (9)_L5<1 («91{3(c } 5)) h k(é)_ 5) fe)]_ 26 (0)1[ " Heor
—sen(0) [% + rcos®(0) ( ¢ Rleo ;) ) — Eﬂcos?’(@) - crsen(@)cos(@)}
(3.15)
Para 6 = 0 se tiene que
. rolk(c=08)—c—06] rk(c—08)—c—20] 13
;= T + s - (3.16)
Enc=c = (5(:_4_11 se tiene que

21—k
7'"|CZCO=%{T—7}<O; kE>1

siempre que r # 0, as{ el origen es asintéticamente estable. De (Teo. 2.6, Cap 2) se tiene

que para ¢y < ¢, proximo de cg, el campo F' posee un ciclo limite ll
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Proposicion 3.8.2: El campo F' asociado al sistema posee un ciclo limite en una vecin-
c+9

dad de Py para todo k € (ko, ko + €) con € > 0 y valor de parametro ko = T C > ).
c—
Demostracion
H.1. (Condicion de bifurcacion)
Del (Caso II) se tiene que los valores propios en A(ky) = DF(Ps, ko) son
. 26

)\172(1430) = iw(ko)l donde QJ(ko) = m > 0.
H.2. (Condicion de transversalidad)

dk(c—06) = (c+9)] d J

Re(A12) = 1 — Re(A —ky = 0.
6( 1,2) 2]{3(0—(5)2 uego dk 6( 1,2)|k7k0 2(C+(5) >

H.3. (P; es asintdticamente estable)

Sustituyendo en (3.16) el valor k = ko = c+o

c—90

se tiene que

, —72[6 + (¢ — d)r]
T|k:k0 = cto <0

siempre que r # 0, asi el origen es asintéticamente estable y se tiene que para kg < k,

proximo de kg, el campo F' posee un ciclo limite W
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TRABAJOS FUTUROS

Las herramientas matemaéticas estudiadas en este documento se aplican:

= En biologia, investigar sistemas de presa-predador més complejos, que incluyan
multiples niveles tréficos (organismos productores, consumidores, descomponedo-

res).

= En ecologia, explorar como la introducciéon de factores ambientales cambiantes o
la inclusion de multiples especies en el sistema pueden afectar la estabilidad y el

comportamiento del sistema.

= En economia, modelar sistemas econdémicos que involucren la interaccion entre
empresas competidoras y consumidores utilizando la bifurcacion de Hopf. Por
ejemplo, investigar como la competencia y la demanda del mercado pueden generar

ciclos econémicos y fluctuaciones de precios.

= En matemdticas, extender el andlisis a sistemas con derivadas parciales, como
ecuaciones de reaccion-difusién, para estudiar patrones espaciales y fenémenos
de inestabilidad en sistemas dispersivos. Por ejemplo, analizar como la difusién

afecta la estabilidad y el tipo de bifurcaciones que pueden ocurrir.

= En ingenieria, aplicar el concepto de bifurcaciéon de Hopf para analizar la esta-
bilidad de sistemas de ingenieria complejos, como redes eléctricas, sistemas de
control y circuitos electronicos. Esto puede ayudar a prevenir fallos inesperados o

mejorar el rendimiento de sistemas dinamicos.

= En neurociencia, utilizar modelos basados en la bifurcacion de Hopf para estudiar
la actividad neuronal y las oscilaciones en el cerebro. Por ejemplo, investigar como
diferentes parametros afectan la generacién de patrones de actividad neuronal y

cémo estas oscilaciones pueden estar relacionadas con funciones cognitivas.
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En climatologia, investigar la dindamica de sistemas climaticos utilizando modelos
basados en la bifurcacién de Hopf. Por ejemplo, analizar cémo la interaccién entre
el clima, la atmosfera y los océanos puede dar lugar a oscilaciones climaticas

periddicas, como el fenémeno del nino y de la nina.

En quimica, estudiar la estabilidad de reacciones quimicas y la formaciéon de pa-
trones espaciales en sistemas reactivos no lineales mediante el andlisis de la bi-
furcacion de Hopf. Esto puede proporcionar informacion sobre la aparicién de

oscilaciones quimicas y la generacién de patrones de concentracion.

En medicina, aplicar modelos de presa-predador con bifurcaciones de Hopf a la
dindmica de interacciones entre células cancerosas y el sistema inmunitario. In-
vestigar como la inestabilidad en el equilibrio entre estas poblaciones celulares
puede estar relacionada con la progresion del cancer y las respuestas inmunita-
rias. También es posible estudiar la afectacién de algunos virus, como por ejemplo

el dengue y el chikungunya en las personas.

En astronomia, estudiar la estabilidad de sistemas dinamicos astrofisicos, como
sistemas de estrellas binarias o sistemas planetarios, utilizando la bifurcacién de
Hopf. Esto puede proporcionar informacién sobre la evolucion y el comportamien-

to a largo plazo de estos sistemas.

En computacion y redes, estudiar la dinamica de redes complejas, como redes de
comunicacion o redes neuronales artificiales, utilizando conceptos de bifurcacién
de Hopf. Esto puede ayudar a comprender como se forman y propagan oscilaciones

en sistemas de redes complejas.

En psicologia, analizar el comportamiento de sistemas cognitivos utilizando mode-
los de bifurcacién de Hopf. Por ejemplo, investigar como los cambios en los estados
emocionales y cognitivos pueden estar asociados con oscilaciones en la actividad

cerebral y como esto afecta la toma de decisiones.
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CONCLUSIONES

La complejidad generada por la no linealidad entre las variables de estado en ciertos
sistemas dinamicos descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias dificulta la obten-
cion de su solucion explicita y su estudio. Por consiguiente, la teoria de los sistemas
dinamicos y bifurcaciones juega un papel crucial en el analisis cualitativo de estos siste-
mas, proporcionando informacién sobre la evolucién de sus érbitas, puntos de equilibrio
y las posibilidades de que las 6rbitas se acerquen o se alejen de estos. La bifurcacién de
Hopf muestra para qué valores de los parametros del sistema se presentan soluciones
periddicas, en qué momento las poblaciones tienden a converger a dichas soluciones y
bajo qué condiciones estas especies podrian desaparecer o perpetuarse. Biolégicamen-
te, la bifurcacién de Hopf puede interpretarse como un cambio en la dindamica de la
relacion presa-predador o el sistema podria estar en un estado de equilibrio, donde las
poblaciones de presas y predadores se mantienen constantes. Sin embargo, cuando los
parametros de bifurcacién toman valores mayores o menores al valor de bifurcacién, el

sistema exhibe oscilaciones en las poblaciones.

En este trabajo se presenté un sistema auténomo presa-predador con crecimiento lo-
gistico y respuesta funcional Holling tipo II y se determiné tres puntos de equilibrio

del sistema, dos triviales y uno no trivial, dados por P, = (0,0), P, = (k,0) y

) 1 )
Py = (C s T = 6)2>' Gracias al teorema traza-determinante los puntos

de equilibrio triviales P; y P, se clasifican topolégicamente como puntos silla-nodo,
matematicamente estos dos puntos tienen Orbitas cercanas que tienden a acercarse y

a alejarse de estos respectivamente. Para el punto no trivial P; se encontré que para

ok +1 ) k—1
cada valor ¢y = %, 0 = et 5 y 0y = C(k——kl) se satisface el teorema de la
J— C J—

forma normal de la bifurcacion de Hopf, es decir, son valores de bifurcacién. El primer

coeficiente de Lyapunov determind que para cada uno de estos valores el sistema exhibe

una bifurcacién de Hopf supercritica.
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En conclusion cuando ¢ > ¢y, k > kg el sistema auténomo presa-predador garantiza
la coexistencia sostenible de las especies. Para § > g se evidencia un comportamiento

interesante, puesto que se forma una orbita repulsora.
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