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Resumen

Sean a y b enteros coprimos no nulos y considere la sucesion de Lucas de primera categoria
(tn)n>o definida por vy = 0, uy = 1y u, = au,—1 + bu,_» para todo n > 2. Un concepto
importante en la teoria de niimeros es el de orden p-adico, algunas veces llamado valuacion p-
adica. Para un primo p y un entero n, el orden p-adico de n se define como el méaximo exponente
de p que divide a n. En este trabajo se presentan algunos de los conceptos basicos de la teoria
de sucesiones de Lucas y del orden p-adico, para posteriormente realizar un estudio del orden
p-adico de los términos de sucesiones de Lucas de primera categoria basados en el articulo “The
p-adic valuation of Lucas sequences [9]” publicado por el Doctor Carlo Sanna en el ano 2016.
Especificamente, para todo primo p y todo entero positivo n, se presentan férmulas simples

para la valuacién p-ddica v,(u,,) en términos de v,(n) y el rango de aparicién de p en (uy)n>0-
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Introduccién

La sucesion de Fibonacci es una sucesién infinita de niimeros que comienza con 0 y 1, y a partir
de ahi, cada elemento es la suma de los dos anteriores. Esta sucesion fue descrita en Europa por
Leonardo de Pisa, matematico italiano del siglo XIII también conocido como Fibonacci. Los
nimeros de Fibonacci tienen numerosas aplicaciones en ciencias de la computacion, matematicas
y teorfa de juegos, entre otras (ver [2]).

En el siglo XIX el matematico francés Edouard Anatole Lucas (1842-1891) dio un im-
portante aporte al estudio de las llamadas “sucesiones generalizadas de Fibonacci”, las cuales
comienzan con dos enteros cualesquiera, y a partir de ahi, cada elemento de la sucesion es una
combinacion lineal de los dos precedentes. Un conjunto especial de ellas que comienzan con 0 y
1 se conocen como sucesiones de Lucas, las cuales representan una familia de sucesiones lineales
binarias con bastante interés en la teoria de nimeros. Algunos casos especiales de esta familia
de sucesiones habian sido considerados antes por Leonardo de Pisa, Pierre de Fermat y John
Pell, entre otros (ver [9]).

Aunque se conocian muchos hechos particulares sobre sucesiones de Lucas, la teoria general
fue desarrollada por primera vez por Lucas en un articulo seminal que aparecié en el Volumen
I del American Journal of Mathematics en 1878 (ver [6]). Es un trabajo de rico contenido
matematico donde se relacionan las sucesiones de Lucas con muchos temas interesantes, como
funciones trigonométricas, fracciones continuas, el niimero de divisiones en el algoritmo del
maximo comun divisor como también en pruebas de primalidad.

Contemporaneo a Lucas, el matemético alemén Kurt Wilhelm Sebastidn Hensel (1861

1941) (ver [12]) adopta ciertas ideas de algunos matemdticos anteriores, como por ejemplo
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de su mentor Ernst Kummer, para describir por primera vez en 1897 la valuacion p-adica u
orden p-adico de un nimero entero. Para un primo p, la valuacién p-adica de un entero n es
el exponente de la potencia mas alta de p que divide a n. De manera equivalente, la valuacion
p-adica de n es el exponente con el que aparece p en la descomposicion en factores primos de n.

El estudio del orden p-adico fue de gran motivacion en la comunidad matematica y sus
avances en el tema se volvieron cada vez mas importantes en la teoria de niimeros y otros
campos durante el siglo XX. La valuacién p-adica es 1til para definir un norma p-adica, que a
su vez es la base para definir una distancia en el conjunto de los nimeros p-adicos, lo que ha
permitido usar métodos del andlisis para estudiar problemas de teoria de ntimeros.

También es interesante en teoria de numeros estudiar el orden p-adico de los términos de
sucesiones lineales recurrentes. En este sentido, Lengyel en [3] caracterizé completamente el
orden p-adico de los niimeros de Fibonacci. El orden p-adico de sucesiones lineales recurrentes
de orden superior también ha sido estudiado en algunos casos particulares (ver [1,4]). Bravo,
Diaz y Ramirez por ejemplo caracterizaron en [1] el orden 2-ddico y 3-ddico de los niimeros de
Tripell.

En el ano 2016, el Doctor Carlo Sanna en su articulo “The p-adic valuation of Lucas se-
quences [9]”, usando el concepto de rango de aparicién de un primo en una sucesion de Lucas,
describe en forma compacta los resultados previamente conocidos y proporciona férmulas sim-
ples para la valuacion p-adica de los términos de sucesiones de Lucas, lo cual generaliza el
resultado de Lengyel sobre el orden p-adico de los nimeros de Fibonacci.

El presente trabajo de grado tiene como principal objetivo analizar y estudiar el orden

p-adico de los términos de sucesiones de Lucas basados en el articulo del Doctor Sanna.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones importantes y necesarias para el entendi-
miento del trabajo presentado a continuacién, ademas de algunos resultados que ayudaran a
lo largo del desarrollo de la presente tesis. Las principales referencias utilizadas para abordar
estas tematicas son [7,10-12].

Es de anotar que se entendera el conjunto de los niimeros naturales N como el conjunto de

los enteros positivos incluido el cero.

1.1. Numeros algebraicos

Los comienzos de la teoria de niimeros algebraicos se remontan a las ecuaciones de Diofanto,
llamado asi por el matematico del siglo III Diofanto, quien estudié y desarrollé métodos para

la solucién de algunos tipos de ecuaciones Diofanticas. *

Definicién 1.1 FEl nimero o € C se llama algebraico si satisface una ecuacion polinomica de
la forma

2" +a" + o+ a, =0

para alginn > 1 y ai,as, ..., a, € Q. El conjunto de nimeros algebraicos se denota por Q.

1Se denomina ecuacién Diofantica a cualquier ecuacién algebraica de una o més incégnitas, cuyos coeficientes
recorren el conjunto de los ntimeros enteros, de las que se buscan soluciones que pertenezcan al conjunto de los

enteros.

11
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Ejemplo 1.2 Los siguientes son ejemplos de niumeros algebraicos.

"= B ya que la siguiente expresion algebraica se verifica para o,

» a =2+ 1, ya que satisface la siguiente ecuacion,
(x—1)* =2,

o equivalentemente,

22 —3224+3x—-3=0.

Proposicién 1.3

Algunas propiedades de los nimeros algebraicos que merece la pena resaltar son las siguientes.
(1) Qc Q.
(2) Q es un subcampo de C.

(8) El nimero a € C es algebraico si, y sélo si, existe un espacio vectorial de dimension finita

V #0 tal que si V C C, se garantiza que oV C V.

(4) Elnimero o € C es algebraico si, y sdlo si, el espacio vectorial sobre Q, V = {1, a,a?,.. .},

es de dimension finita.
(5) Q es algebraicamente cerrado. Esto significa que si o € C satisface la ecuacion
2"+ 40, =0
con ¢y, Cy, ..., cn €Q, entonces a € Q.

Definicién 1.4 Se dice que un polinomio p(x) es mdénico si su coeficiente principal es 1, es

decir, si p(x) es de la forma,

p(z) =2" +a "+ +a,.
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Proposicién 1.5 Sea o un nimero algebraico que satisface el polinomio mdnico m(z) € Q[x]?

de grado minimo. Para p(z) € Q[z], se tiene que si p(a) = 0, entonces m(z) | p(x).

Demostracion. Dado que p(z) es un polinomio tal que p(a) = 0 y teniendo en cuenta el hecho
de que m(x) es el polinomio de grado minimo que satisface la condicién m(«) = 0, se garantiza
que el grado de p(x) es mayor que el grado de m(x). Asi, usando el algoritmo de la divisién
existen polinomios ¢(x) y r(x) tales que p(z) = m(z)q(x) + r(x) donde el grado de r(z) es

menor que el grado de m(z). Luego

Pero m(x) es el polinomio de grado minimo con esta condicién, por lo tanto r(z) = 0 de donde

se garantiza que m(z) | p(z). [

Definicién 1.6 EI polinomio m(x) mencionado en la proposicion anterior se llama polinomio

minimo de a. Si gr(m(x)) = d, entonces se dice que « es nimero algebraico de grado d.

Enteros algebraicos
El nimero a € C es un entero algebraico si satisface una ecuacién polinémica de la forma
"+ a4 a, =0

para algunos coeficientes ay, as, ..., a, € Z.

El conjunto de enteros algebraicos se denota por Z.

Observaciéon 1.7 En teoria de niumeros algebraicos, un nimero entero algebraico a menudo
se llama simplemente un nidmero entero, mientras que los nimeros enteros ordinarios (los

elementos de 7,) se llaman enteros racionales.

Ejemplo 1.8 Los siguientes son ejemplos de enteros algebraicos.

2Se denota por Q[z] al conjunto de polinomios en la variable z con coeficientes racionales.
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» a=3V2+1€7Z, ya que o cumple la ecuacion x> — 2z — 17 = 0.
» a =24+ V3 €Z, dado que a satisface la expresion algebraica z* — 102% + 1 = 0.

Proposicion 1.9

A continuacion se mencionan las principales propiedades del conjunto de los enteros algebraicos.
(1) Z C Z.
(2) Si un entero algebraico es racional, entonces éste es un entero racional, es decir,

ZNQ ="Z. (1.1)

(3) Sia€Q, entonces na € Z para algin n € Z,n # 0.
(4) Z es un subanillo de C.

(5) El nimero a € C es un entero algebraico si, y solo si, existe un grupo abeliano finitamente

generado distinto de cero B C C, tal que aB C B.

(6) El nimero a € C es un entero algebraico si, y solo si, el grupo abeliano B definido por

B ={l,a,a?% ...} C C es finitamente generado.
(7) Z es integralmente cerrado, es decir, si o € C satisface la ecuacion
a4 4a, =0,

con ay,as, .. .,a, € 4, entonces o € 2.

1.2. Residuos cuadraticos

La congruencia x = a (mdd m) es una relacién de equivalencia que permite clasificar a los
niumeros enteros, y por ende a los naturales, en clases de equivalencia. Estas clases se llaman
clases de restos o residuales y estan formadas por cada niimero entero y todos sus congruentes.
En este contexto, se llaman asi porque cada clase puede representarse por el residuo que resulta
al dividir cualquier elemento entre el médulo m. Las clases médulo m se representan por Z/mZ

0 POr Zy,.
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(1) Param = 2, Z/27Z = {0, 1}, son los restos producidos al dividir un entero arbitrario entre

2. El elemento 0 representa a los niimeros pares y el 1 a los impares.

(2) Para m = 5, Z/5Z = {0,1,2,3,4}. Aqui, por ejemplo, el elemento 3 representa a los
numeros ..., —12, -7 —3,—2,3,8,13,18,23, ..., que dan residuo 3 al dividir entre 5.

La clase Z/mZ contiene exactamente m elementos a saber: {0,1,2,3,4,5,6,...,m — 1}. En los
sistemas algebraicos, las clases de restos tienen estructura de anillo para la suma y el producto

modulo m.

Definicién 1.10 Se llama sistema completo de restos al conjunto de m enteros, tomados

cada uno de ellos de una de las clases de restos modulo m {0,1,3,4,5,6,...,m — 1}.

Definicién 1.11 Se llaman restos potenciales de un nimero natural n respecto a un modulo

m, a los restos producidos al dividir las distintas potencias naturales de n entre m.

Ejemplo 1.12 Los restos potenciales de 5 modulo 3 son:

5 =1 (mdd 3),
5' =2 (méd 3),
52 =1 (méd 3),
53 =2 (mdd 3),

y ast sucesivamente. Luego los restos potenciales de 5 modulo 3 son 1 y 2.

Definicién 1.13 Sea a € Z y n € Z*. Se dice que a es un resto cuadrdtico (o residuo

cuadrdtico) mddulo n, si existe x € Z tal que x* = a (mdd n).
Observaciéon 1.14 FEl producto de dos restos cuadrdticos siempre es un resto cuadrdtico.

Ejemplo 1.15 Calculemos los restos cuadrdticos respecto al modulo 17. El sistema completo

de restos respecto al modulo 17 es el conjunto

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,14, 15, 16} .
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Asi, el sistema cuadrdtico de restos, respecto al modulo 17 es {1,2,4,8,9,13,15,16}, y se calcula

de la siguiente forma:

12=1 52 =8 92 =13 132 =16
22 =4 62 =2 10% =15 142 =9
3% =9 7 =15 11% =2 152 =4
4% =16 82 =13 122 =8 16° = 1.

Observe que los restos cuadrdticos respecto a un modulo se pueden dividir en parejas en las
cuales la suma de las bases es igual al modulo. Fste patron simétrico permite obtener la tota-

lidad de restos cuadrdticos utilizando solo la mitad de los numeros base. El procedimiento es el

siguiente:
17 y 16°=1 (mod 17), 52y 122 =8 (mod 17),
22y 15°=4 (méd 17), 62 y 117=2 (méd 17),
3y 14°=9 (mdd 17), 7y 10°=15 (mdd 17),
42 y 13*=16 (mdéd 17), 8 y 9°=13 (modd 17).

De hecho, st a es un resto cuadrdtico modulo n, entonces n — a también lo es.

Lema 1.16 Sia es un resto cuadrdtico médulo p # 2, se garantiza que la congruencia 2 = a

(méd p) admite 2 soluciones.

Demostracidn. Si a es resto cuadratico, la congruencia 22 = a (méd p) admite una solucién,

digamos # = z; (méd p). Como (—x1)? = 7,? = a (mdd p), entonces la congruencia admite
una segunda solucién = = —z; (méd p), que es distinta a la anterior porque p # 2. Luego,
22 = a (méd p) admite como soluciones a x1 y —x1. |

1.3. Simbolo de Legendre

El simbolo de Legendre fue introducido por Adrien-Marie Legendre en 1798 en el curso de sus

intentos de demostrar la ley de reciprocidad cuadratica. Generalizaciones del simbolo incluyen
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el simbolo de Jacobi y los caracteres de Dirichlet de orden superior. La conveniencia de la
notacion del simbolo de Legendre inspiré la introduccion de varios otros simbolos utilizados en
la teoria algebraica de nimeros, como el simbolo de Hilbert y el simbolo de Artin.

El simbolo de Legendre es una funcién multiplicativa utilizada para determinar el cardcter
cuadrdtico de un nimero a con respecto a un médulo primo p, es decir, si a es residuo cuadratico
o no. Toma como argumentos un entero a y un primo p > 2 y devuelve uno de los valores:
0,1, —1, dependiendo de si a es 0 no residuo cuadratico médulo p, es decir, de si la congruencia

2? = a (méd p) tiene solucién o no.

Definicién 1.17 Sea p > 2 un primo y a un entero. Se define el simbolo de Legendre® de

la siguiente forma,

1, st a esun resto cuadrdtico modulo p,
(%) =4 —1, si a no es un resto cuadrdtico modulo p,
0, st pla.
Ejemplo 1.18
<%> =1, ya que 2> =1 (mdd 3).

Proposicién 1.19
A continuacion se presentan algunas propiedades interesantes del simbolo de Legendre (alp).

Para todo primo impar p se tiene que:

1
(1) (—) = 1. En efecto, 12 =1 (méd p), por lo que 1 es un resto cuadrdtico.
p

1 1 s p=1 (mébd 4),
p —1 si p=3 (mdd 4).

"

9 1 si p=1,7 (mdd 8),
5 (2)-
p | —1 st p=3,5 (méd 8).

» (3) 1 si p=1,11 (méd 12),
p ~1 s p=5,7 (méd 12).

\

3(alp) también es una notacién vélida para el sfmbolo de Legendre.
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5 1 si p=1,4 (mdd 5),
o)
P —1 si p=2,3 (méd 5).

0 (2)-

b b
(7) Para todo a,b € 7, se tiene que (2) (—) = (a_)
p p p

a b
(8) Sia=b (méd p), entonces <—> = <—) Esta propiedad se debe a que los numeros de
b p
una misma clase son simultdneamente restos cuadrdaticos o restos no cuadrdticos.

(9) Sip yq son nimeros primos impares se garantiza que

()=o)

Esta propiedad es conocida como Ley de Reciprocidad Cuadratica.

Criterio de Euler

En teoria de nuimeros, especificamente en aritmética modular, el Criterio de Euler se emplea
para determinar si un entero a es un residuo cuadréatico médulo un niimero primo. Este criterio

lleva el nombre del matematico suizo Leonhard Euler.

Teorema 1.20 (Criterio de Euler) Sea p > 2 un nimero primo y a un entero coprimo con

p. Entonces a es un residuo cuadrdtico mddulo p si, y solo si, a® /2 =1 (méd D).

2

Demostracion. Suponga que a = x* (mdd p) para algin = € Z. Como p 1 z, entonces por el

Pequeno teorema de Fermat, =1 = 1 (mdéd p). Por lo tanto se deduce que
a®P~V/2 = (x2)(p_1)/2 =27"'=1 (mdd p).

Reciprocamente, suponga que a?~"/2 = 1 (méd p). Sea b un elemento primitivo? médulo p.
Entonces a = b* (méd p) para algiin i. Luego se tiene que a®?~Y/2 = piP=1/2 = 1 (mébd p).
Como b es de orden p — 1, debe darse el caso de que p — 1 divide a i(p — 1)/2. Por lo tanto i es

par y las raices cuadradas de a son +b/2. [ |

4Esto significa que b es un generador del grupo multiplicativo L.
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Como corolario de este teorema se obtiene que si @ no es un residuo cuadratico médulo
p, entonces aP/2 = —1 (méd p). Asi, el criterio de Euler puede expresarse de manera més

compacta usando el simbolo de Legendre:

aP~1/2 = (2) (mdd p).
p

1.4. Raices n-ésimas de la unidad

La conceptualizacion de las raices de la unidad tiene origenes historicos que se remontan a las
antiguas matematicas, pero su formalizaciéon y comprension profunda se atribuyen principal-
mente a Leonhard Euler en el siglo XVIII. Euler, a través de su trabajo en analisis matematico,
contribuy6 significativamente al entendimiento de los ntimeros complejos y las soluciones de
ecuaciones polinéomicas. Las raices de la unidad, expresadas como niimeros complejos de la for-
ma (cos(6)+isin(f)), son soluciones clave para ecuaciones polinémicas de grado n y desempenan
un papel central en la teoria de nimeros y el andlisis complejo.

Estas raices poseen propiedades fascinantes y cuentan con aplicaciones extensas en diversos
campos. En teoria de ntmeros, se utilizan para estudiar propiedades de los niimeros enteros,
especialmente en relacién con las raices n-ésimas de la unidad. En anélisis matematico, las raices
de la unidad son esenciales para entender series infinitas y convergencia. Ademas, en ingenieria
juegan un papel crucial en el analisis de senales y sistemas, proporcionando una herramienta
poderosa para modelar fenémenos ciclicos y oscilatorios. En resumen, las raices de la unidad
representan un concepto matematico fundamental con aplicaciones amplias y profundas en

diversas disciplinas.

Observacién 1.21 FEncontrar las raices n-ésimas de un complejo z € C es equivalente a

resolver la ecuacion w™ =z conn € N yw € C.

Definicién 1.22 Se dice que z € C es una raiz n-ésima de la unidad si 2" = 1 para algun

numero natural n.

Se denota por G,, al conjunto de todas las raices n-ésimas de la unidad, esto es,

G,={z€C:2"=1}.
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Explicitamente,

an{wk:e%ki/":ogk<n—1},

y en consecuencia #(G,,) = n.

Proposicién 1.23

Algunas de las principales propiedades de las raices de la unidad se presentan a continuacion.

(1) Paran > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad es igual a cero.

2nki/n

Demostracion. Las raices n-ésimas de la unidad son e para k = 0,....,n — 1. Su

suma es entonces,

3
—

S = (627ri/n)k.
0

x~
I

2mi/n

Como n > 2, se tiene que e # 1. Asi, usando la formula de una suma geométrica se

obtiene:
(eQWi/n)n -1 1—1

S = e2mi/n _ ] - e2mi/n _ =0.

(2) El producto de raices n-ésimas de la unidad también es una raiz n-ésima de la unidad.

Demostracion. Sean x ey raices n-ésimas de la unidad, esto es ™ =1 yy™ = 1. Entonces

n

"y = (xy)" =1,

es decir, xy es raiz n-ésima de la unidad. [

1.5. Orden p-adico

Kurt Hensel nacié el 29 de diciembre de 1861 en lo que se conocié como Konisberg, Pru-
ssia a finales del siglo XIX. Teniendo influencias de distinguidos profesores como Lipschitz,
Weierstrass, Borchardt, Kirchhoff, Helmholtz y Kronecker. Este tltimo fue fundamental en su
interés por explorar el método de Weierstrass en series de potencias de funciones logrando asi

la introduccién de los nimeros p-adicos. Inicialmente su interés se centraba en encontrar la
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potencia exacta de un nimero primo que dividiera el discriminante de un cuerpo de nimeros.
Posteriormente, introdujo el concepto de cuerpo con valuacién, una contribucion que tendria

un impacto significativo en el estudio del algebra moderna.
Definicién 1.24 Una valuacion sobre un anillo conmutativo A es una funcion
v:A—ZU{+o0}

que satisface las siguientes propiedades:

(1) v(z) = +o0 si, y sdlo si, x =0;

(2) v(zy) = v(z) +o(y);

(3) La desigualdad ultramétrica v(z +y) > min{v(z),v(y)}.

Un ejemplo de una valuacién sobre Z se encuentra en la siguiente definicién.

Definicién 1.25 Sea p un nimero primo. La valuacién p-adica (también conocida como

orden p-adico), de un nimero entero n, se define de la siguiente forma

méax{k : p¥ | n} sin #0,
up(n) = , 0
oo sin = 0.

Observaciéon 1.26 En efecto, el orden p-ddico es un ejemplo de una valuacion sobre Z, ya
que el item (1) de la Definicion 1.24 se encuentra implicito en la definicion anterior de orden
p-ddico, mientras que los items (2) y (3) se wverifican a continuacion. Para tal efecto, sean

vp(z) =m yu,(y) =n, esto esx =p™t yy =p"k donde p{t yptk.

» Observe que xy = p™t - p"k = p" ™™kt y pttk, de donde se concluye que
vp(zy) = n+m = vy(x) + vy(y).
» Sin pérdida de generalidad suponga que m > n. Entonces

r4+y=p"t+ptk=p"(P" "t+k)yptp™ "t +k ya que p1k.
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Por lo tanto,
vp(r +y) =n =min{v,(x),v,(y)} . (1.2)

St m = n, entonces se tiene que
vp(x +y) > min{v,(z),v,(y)} -

La valuacion p-adica se puede extender al conjunto de los niimeros racionales como la funcién
vy Q = Z U {+o0}, definida por v,(x/y) = v,(z) — v,(y).

Se dejan los detalles de la prueba para el lector.
Ejemplo 1.27 v5(9/8) = v2(9) — v2(8) =0 —3 = —3.

Proposicién 1.28 (Propiedades elementales del orden p-adico)

Para x € 7. y todo primo p se tiene:
(1) 0,(1) = vy(~1) = 0.
Demostracion. Como p es un nimero primo se garantiza que p1 1, y por ende, p{ —1.
Luego v,(1) = v,(—1) = 0. |

(2) vp(2) = vp(=).
Demostracion. vy(—z) = v,((—1)z) = v,(—1) + vp(z) = 0+ v,(x) = vy(z). |

(3) vp(z™) = nuy(z), n € N.

Demostracion.

(4) vp(2™h) = —up(x).

Demostracion.

Up(x_l) = vp(1/2) = vp(1) — vp(x) = —vp(w).
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(5)

Siptx yn € Z, entonces v,(x™) = 0.
Demostracion.

Note que v,(x) =0 ya que p{x. Luego v,(z™) =n-vy(z) =n-0=0. [

vp<(i)>:1,n€N,1§n<p.

Demostracion. Para n = 1 la igualdad se verifica claramente. Ahora para 1 < n < p se

tiene:

Observando que para todo x en el conjunto {p —n+1,p—n+2,...,p— 1} se cumple
que x < p, se tiene que v,(z) = 0. Similarmente, como n < p se sigue que vy(n!) = 0.

Gracias a que la valuacion de un producto es igual a la suma de las valuaciones de sus

+(() -

factores se garantiza que

El siguiente lema, a menudo es utilizado en concursos olimpicos de resolucion de problemas,

pertenece al folclor matematico y normalmente se atribuye a Lucas y Carmichael.

Lema 1.29 (Lema de elevacién del exponente) Para todo nimero primo impar p, todos

los enteros ¢ y d tales que ptcd yp | c—d, y todo entero positivo n, se tiene:

vp(c" — d") = vp(n) + vy(c — d).

Demostracion. Note que

"—d"=(c—d) (" + A+ TR A+ ed AT,
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De la hipétesis p | ¢ — d, se tiene que ¢ = d (mdéd p) y por tanto

A4t ed T =T e e P T (méd p)
n—1

=nc (méd p).

Considere los siguientes casos.

Caso 1. Si (n,p) =1, entonces pf ("' + " 2d+ " 3d? + - 4+ cd" 2+ d") y asi
V(" —d") = vy(c — d).

Luego el lema se cumple ya que v,(n) = 0.
Caso 2. Sin = p, entonces p | (P~ + P 2d + P3d*> + - -+ + cdP~> + dP~1). A continuacién
se prueba que

P (P A A edPTE AP,

En efecto, de la hipétesis p | (¢ — d) se tiene que d = ¢+ kp para algin k € Z. Para 0 <t <p

se tiene

I = T e+ kp)!

H-1) ; 2, (kp)*c™ + -+ (kp)t>

=Pt (Ct +t(kp)c Tt +
=Pt Fthpd™)  (moéd p?)
="+ thp?  (méd p?).
Por lo anterior se obtiene
PP g+ P =@ (P kp )+ (P (p— Dkpc?) (méd p?)
=pP '+ (142434 +p—1)kpd?
= pc’ !+ (]%1) kp*ch?
=pc’~! (méd p?)
#0  (méd p?).
Luego
vp(c’ — dP) = vp(c —d) + 1 = v,(c — d) + vy(n).
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Caso 3. Finalmente, si n es de la forma n = p*b con (p,b) = 1, de los Casos 1 y 2 se tiene,

e = ) = () = (@) = (" = @) = (@Y = (@)

a—1 a—2

= (@ =) 1= (@

a—2

P @)+ 1

_ Up(cpa—Q N dpa—Q) + 2

— v, (¢ —d”) +a

= vp(c —d) +vp(n).

1.6. Sucesiones lineales recurrentes

Una sucesién de niimeros complejos es una funcion del conjunto de los niimeros naturales en

los complejos f: N — C. A continuacién se presentan algunas observaciones sobre sucesiones.

Una sucesion asigna a cada nimero natural un nimero complejo determinado de manera

unica.

Cada elemento de la sucesién se denota por f, = f(n).

» La sucesion se denota por (f,,)nen 6 simplemente (fy,)n>o0-

Al elemento f, se le llama n-ésimo término de la sucesion.

En este documento se escribiran las sucesiones en la forma

U, U, Uy« oo yUpy ... (0} (un)nzo. (13)

Definicién 1.30 5@ existen numeros reales o complejos ag, ay,...,ax_1 tales que el término

(m + k)-ésimo de la sucesion (uy,)n>o estd dado por:
Utk = Qk—1Um+k—1 + Qk—2Um+k—2 + - -+ + GoUp, para m = 0, (1.4)

entonces la sucesion se llama sucesion lineal recurrente de orden k (o simplemente re-

currencia de orden k).
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Definicién 1.31 El polinomio caracteristico de la sucesion (uy,)n>0 que satisface (1.4) estd

dado por:
p(X) = XF (X o —a X — aq. (1.5)
Definicién 1.32 i
p(X) =[(X =) :7i £ sii £k, (1.6)
j=1
es la factorizacion del polinomio caracteristico p(X) definido por (1.5), entonces 1,71, ..., s

reciben el nombre de raices de la recurrencia. Si todas las raices de la recurrencia son simples,

entonces se dice que la recurrencia es simple.

Teorema 1.33 Suponga que la sucesion (u,)n>o0 es simple con raices vi,...,7s. Entonces
(un)n>0 satisface la recurrencia lineal de orden k con polinomio caracteristico p(X) si, y sdlo

si, existen constantes By, ..., By, que no dependen de n, tales que
u, = By + -+ By, para todo n > 0.

Ejemplo 1.34 Las sucesiones lineales recurrentes de orden 1 se refieren a las progresiones
geométricas, en estdis cada término se obtiene multiplicando el término anterior por una
constante denominada razon o factor de la progresion. Si se denota por a,_1 al término que
ocupa la posicion n de la sucesion, se puede calcular el valor de cualquier término a partir del

primer término ag y de la razon r mediante la siguiente formula llamada término general

U1 = ag -1

Ejemplo 1.35 Las sucesiones lineales recurrentes de orden 2 son conocidas como sucesiones
binarias. Un ejemplo notable son las sucesiones de Lucas, que se abordardn a detalle en el
siguiente capitulo.

Uno de los ejemplos mds celebrés de sucesiones binarias es la sucesion de Fibonacci (Fy,)n>o,
cuyos valores iniciales son Fy =0, Fy =1 y para n > 2 el n-ésimo término estd definido por la
siguiente expresion

F,=F,_1+ F,».
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Hacia el ano 1202, Leonardo de Pisa también conocido como Fibonacci, fue un joven italiano
que en sus viajes a oriente descubrid la existencia de los niumeros ardabigos. A su regreso, escribio
el libro “Liber Abaci”, en el que traslado los saberes matemdticos de los orientales a Europa.
Fibonacci abogaba por el nuevo sistema de niumeros por su conveniencia en asuntos comer-
ctales en contraste con los numeros romanos utilizados en su é€poca. La inquietud que lo llevo
a postular la famosa secuencia que lleva su nombre era su curiosidad sobre los hdbitos de apa-
reamiento de los conejos. Al suponer que estos alcanzan la madures sexual al cabo de un mes y

cada pareja es capaz de producir una nueva pareja de conejos, llego a la siguiente conclusion:

s Durante el primer mes hay un par de conejos y como no tienen edad suficiente, no pueden

reproducirse.

= Durante el tercer mes, la pareja se reproduce por primera vez, por lo que hay 2 pares de

conejos.
= En el cuarto mes, el primer par se reproduce otra vez, por lo que hay tres pares.

= Durante el quinto mes, el primer par se reproduce y el sequndo par también lo hace, aunque

el tercer par todavia es muy joven, por lo que hay cinco pares.

Este patron de crecimiento continta.

En la actualidad, la sucesion de Fibonacci desempena un papel fundamental en diversas dis-
ciplinas, como ciencias de la computacion, matemdticas y teoria de juegos. Ademds, se observa
en configuraciones bioldgicas, como por ejemplo las ramas de los drboles, la disposicion de las
hojas en el tallo, las flores de alcachofas y girasoles, las inflorescencias del brécol romanesco,
las pinas de las coniferas, asi como en la codificacion del crecimiento de formas orgdnicas com-
plejas mediante el ADN. De igual manera, se encuentra en la estructura espiral del caparazon

de algunos moluscos.

Ejemplo 1.36 Las sucesiones lineales recurrentes de orden 3 se conocen como sucesiones
ternarias. En estos casos, para garantizar que la ecuacion caracteristica asociada a la relacion
de recurrencia esté bien definida, se proporcionan tres términos iniciales. A partir de estos,

cada término adicional de la sucesion se define en funcion de los tres términos anteriores.
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Entre éstas sucesiones recursivas de orden 3, se destacan unos casos especiales como las de
Perrin, Padovan y Tribonacci.
Los nimeros de Padovan (P,),>0 estdn definidos por la relacion P15 = P, + Py, con

condiciones iniciales Pq = Py = P, = 1. Los primeros niumeros de Padovan son:
1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16, 21, 28, 37,49, 65, 86, . . .

Los nimeros de Perrin (Ry,),>0 satisfacen la misma ecuacion de recurrencia que los nimeros
de Padovan, pero con valores iniciales Ry = 3, Ry = 0 y Ry = 2. Los primeros términos para
n > 0 son:

3,0,2,3,2,5,5,7,10,12,17, 22,29, 39, 51, 68, 90, . .

Finalmente, la sucesion de Tribonacci (T),)n>0, que también es uno de estos casos especiales
corresponde a los valores iniciales Ty =0 y Ty =15 = 1 y su relacion de recurrencia estd dada

por T, =T, 1+ T, o+ T, 3 paran > 3. Los primeros términos de esta sucesion son:

0,1,1,2,4,7,13, 24,44, 81, 149, 274, 504, 927, . ..



Capitulo

Sucesiones de Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas (4 de abril de 1842 - 3 de octubre de 1891), conocido como
Edouard Lucas, fue un reconocido matematico francés. Inicialmente contribuyé en el observato-
rio de Paris y mas tarde se dedico a la ensenanza de las matematicas en dos institutos parisinos:
el Liceo de San Luis y el Liceo Carlomagno. Se le recuerda por sus trabajos acerca de la sucesion
de Fibonacci, que él denominé de esa manera, y por el test de primalidad que lleva su nombre,
pero también porque fue el inventor de algunos juegos recreativos matematicos muy conocidos,
siendo el mas destacado el de las Torres de Handi. En este capitulo se introduce la definicién
de sucesion de Lucas, se proporcionan ejemplos y se exploran algunas de sus propiedades.

Para iniciar, sean a, b enteros coprimos no nulos, y considere el polinomio
p(X)=X?*—aX —0.

El discriminante de p(X) es A = a® + 4b y denotamos sus raices a lo largo de este documento

por:

a_a—i—\/z
=——

o VB

b=

Asi,
a+f=a, a—BZ\/Z y af = —b.

Observacién 2.1 Como A = a® + 4b, entonces /A = a® (méd 4). Observe que si a es par,

entonces a> = 0 (méd 4), mientras que si a es impar, entonces a*> =1 (méd 4). Por tanto,

A=0,1 (mébd 4).

29
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Para el par (a,b), se definen las sucesiones de nimeros u(a,b) = (u,(a,b))n>0 ¥

w(a, b) = (wy(a,b))n>o por las férmulas

an_ﬂn
a—pf

En particular, ug = 0 y w3 = 1, mientras que wg = 2 y wy; = a. Las sucesiones u(a, b) y w(a,b)

Up, = up(a,b) = y  w, =wy(a,b) =a" 4+ " paratodo n € Z. (2.1)

se llaman sucesiones de Lucas de primera y segunda categoria asociadas al par (a,b) y p(X)
representa su polinomio caracteristico; estas sucesiones también son conocidas como sucesiéon
de Lucas y sucesién companera de Lucas respectivamente. De acuerdo a la Definiciéon 1.31 con

m =n — 2 se cumple que
Up = QUp—1 +bUp—o vy w, =aw,—1 +bw,_o paratodo n > 2. (2.2)

Por tal razoén, u(a,b) y w(a,b) corresponden a sucesiones lineales recurrentes de orden dos.

Ejemplo 2.2 Considere el polinomio p(X) = X?> — X —1 en el cuala = 1 y b = 1. Su
discriminante es /\ = 12 + 4(1) = 5 y sus raices vienen dadas por:

1+V5 1-5
2 2

(0%

s

Note que o+ = a = l,a — f = /5 y aff = —1. Para estos valores de a y b, se tiene
que ug = 0,u; = 1wy = 2 ywy = a = 1. Ademds, u, = Up_1 + Up_o Y W, = Wp_1 +
Wnp_o para todo n > 2. En este caso se puede observar que u(1,1) representa la sucesion de
Fibonacci (F,)n>0 y w(1,1) corresponde a la sucesion companera conocida como la sucesion de
Lucas, usualmente denotada por (Ly)n>o-

A continuacion, se presenta una tabla con los primeros 14 términos de las sucesiones de

Fibonacci y Lucas.

Tabla 2.1: Primeros términos de las sucesiones de Fibonacci y Lucas.

n o(1(2/3/4|5 |6 |78 9|10 11|12 |13
u(L,1) (O[T [1 235 |8 [13|21 (34| 55 | 89 | 144 | 233
we(1,1) | 2134|711 18|29 |47 |76 | 123 | 199 | 322 | 521
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Ahora utilizando la formula u, = (o — ") /(a—B) se calcula el séptimo término de la sucesion

de Lucas asociada al par (1,1), es decir ug.

. <1+\/5> _<1—2\/5> (14 V5) — (1 — v/5)8

2 2
a—p 1+v5 1-v56 V5
2 2
Al aplicar el Teorema del Binomio en la expresion anterior se obtiene que

Ug =

125 + 405 + 125" 12440-5412-25 512 .

26./5 26 64

Las sucesiones de Lucas para algunos valores de a y b tienen nombres especificos:

Tabla 2.2: Ejemplos de sucesiones de Lucas.

Sucesién asociada al par (a,b) Nombre

un(1,1) Ntumeros de Fibonacci
wy(1,1) Ntumeros de Lucas
un(2,1) Niumeros de Pell

wy(2,1) Ntmeros de Pell-Lucas
un(1,2) Ntmeros de Jacobsthal
wy(1,2) Ntumeros de Jacobsthal-Lucas
un(3, —2) Ntumeros de Merssene 2" — 1

wy (3, —2) Ntmeros de la forma 2™ + 1,

que incluye a los niimeros de Fermat

Definicién 2.3 Se dice que una sucesion de Lucas asociada al par (a,b) es no degenerada
sib# 0y la razén /B de las 2 raices del polinomio caracteristico p(X) no es una raiz de la

unidad.

Lema 2.4 Sea (uy,)n>0 una sucesion de Lucas no degenerada cuyo polinomio caracteristico

tiene raices o y 8. Entonces aw # B y por tanto el discriminante /\ de p(X) es distinto de cero.
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Demostracion. Si o = 3, entonces /3 = 1, lo cual es una contradiccién ya que o/ no es una

raiz de la unidad. En consecuencia, a # (3. Ahora note que,

AZ0s (a—p)P 40 a—-B#0s a#p.

|
Paulo Ribenboim en su libro “My Numbers, My Friends:Popular Lectures on Number Theory” [8]

prueba el siguiente teorema.

Teorema 2.5 Sea (uy)n>0 una sucesion de Lucas degenerada asociada al par de enteros copri-
mos a y b. Entonces se tiene que (a,b) € {(£2,—1),(£1,—1)} y en cada uno de estos casos

(Un)n>0 Y Su sucesion companera (Wy)y>0, cumplen una de las siguientes condiciones:
» FEs periddica con valores en {0,£1,+2}.
» Esigual a (n),>o.
» Esigual a ((—=1)""'n),>o.

Demostracion. Sea n = o/ 5. Entonces

(2.3)

7)4—7]*1:%4_@:@2*‘52 :&2+2a5+/32—2aﬂ: (O‘+5)2_2(Jéﬁ:a2+2b
B« af a3 op —

Por lo anterior 7+ 1! es un racional. Ademés dado que (u,),>0 €s no degenerada se tiene que
71 es una raiz de la unidad y por tanto existe n € N tal que " = 1. En consecuencia 7 es raiz de
la ecuacién X™ —1 = 0 y por lo tanto es un entero algebraico. Lo mismo ocurre con ~*. Ahora

teniendo en cuenta que Z es un subanillo, se garantiza que la suma de enteros algebraicos da

1 1

como resultado un entero algebraico, es decir, n + n~" es un entero algebraico. Luego n + n~
es un entero.

Ahora observe que n" = 1 implica que |n| < 1y [p7'| < 1. Asi, por desigualdad triangular
se tiene que

n+n7t =1Inl+n" <2

De (2.3) se tiene entonces que
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Como (a? 4 2b)/b es entero, se tienen los siguientes casos:

Caso 1. a® +2b = 0. En este caso a® es par y por tanto a es par. Luego b es divisible por 2 de
donde (a,b) > 1, lo que contradice la hipétesis (a,b) = 1.

Caso 2. a® 4+ 2b = —b. Esto implica a®> = —3b. Es decir, a? es miultiplo de 3 y por tanto a
también lo es. De ahi que (a,b) > 1, que contradice la hipétesis (a,b) = 1.

Caso 3. a? + 2b = 2b. En este caso a*> = 0, lo cual no es posible.

Caso 4. a*+2b = —2b. Esto implica que a* = —4b. Como (a, b) = 1, entonces obligatoriamente
debe ocurrir que b = —1 para el cual a = £2.
Caso 5. a® + 2b = b. Esto implica que a®* = —b. Como (a,b) = 1, entonces la tinica opcién es

a==+1yb=-1.
Por lo anterior se concluye que (a,b) € {(£1,—1),(£2,—-1)}. |

A continuacién se describe todas las sucesiones de Lucas degeneradas en las siguientes tablas.

Tabla 2.3: Primeros términos de sucesiones de Lucas degeneradas.

n| up(l,—=1) | wu(1l,=1) | u,(—=1,-1) | w,(—=1,-1)
0 0 2 0 2
1 1 1 1 -1
2 1 1 1 1
3 0 -2 0 2
4 -1 -1 1 -1
) -1 1 -1 -1
6 0 2 0 2
7 1 1 1 -1
8 1 -1 -1 -1
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Tabla 2.4:
n| o up(2,—1) | we(2,—1) | u,(—=2,-1) | wu(—=2,-1)
0 0 2 0 2
1 1 2 1 -2
2 2 2 -2 2
3 3 2 3 -2
4 4 2 -4 2
) ) 2 5 -2
6 6 2 -6 2
7 7 2 7 -2
8 8 2 -8 2
9 9 2 9 -2

2.1. Propiedades elementales de sucesiones de Lucas

Teniendo en cuenta los enteros coprimos a y b, a continuacion se relacionan algunas propiedades

de las sucesiones de Lucas no degeneradas para enteros positivos n y m.

Multiplicacion de indices:

(1) ug, = uywy,, para todo n € Z.

Demostracion. Usando (2.1) se tiene:

U2n

a—pf a—pf a—pf
(2) wa, = w2 —2(—b)", para todo n € Z.

Demostracion. Usando (2.1) y el hecho que o = —b se obtiene:
Wo,, = a2n +B2n — a2n —|—20énﬁn _|_52n o Qanﬁn

= (a"+8")" = 2(af)" = wy, — 2(=b)".

_ar =g (o= pr)(a"+ ") (an - m) (a" + 5") = upwy.
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[ |
Suma de indices:
(3) Umtn = Umwy — (—b)"Up,—p, para todo m,n € Z.
Demostracion. De (2.1) y el hecho que a8 = —b se tiene que:
m+n __ QAm+n
Urmsm = amTt — g
a—f
B am—i—n _|_Oém5n _ anﬁm o /Bm-i—n _ amﬂn + anﬁm
= "
B aern +am/3n _ O‘/nﬂm _ Bern B Oémﬁn _ anﬁm
N a—f a—f
_ (am _ 6m)(an+ﬁn) B (aﬁ)n(am—n _Bm—n)
a—f a—f
B a™ — /Bm . . . o™ — ﬁmfn
= UnWyp — <_b)num—n
[ |
(4) Wpin = Wpw, — (—b)"Wy,—, para todo m,n € Z.
Demostracion. De (2.1) y el hecho que aff = —b se llega a que:
Wiy = @7 T
— am—i—n_i_amﬁn_‘_anﬁm_i_ﬂm-l—n _amﬁn _ anﬁm
= (@™ +8")(a" 4+ 8") = (aB)" (™" + "7)
= wpw, — (=) Wy _p.
[ |

Otras féormulas del mismo tipo son:

(5) Unwy — UpWy, = 2(—=b)"Up—p, para todo m,n € Z.

Demostracion. Usando nuevamente (2.1) y el hecho que a8 = —b se obtiene:
a™ — Bm a — ﬁn
U Wy, — Up Wy, = ———— (" + ") — a4+ "
e = S )
aern _|_ O{mﬁn _ anﬂm _ Bern am+n + anﬁm _ amﬁn _ 6m+n
N a—f a—pf
_ 2amﬁn _ zanﬁm B a™m " — 5m—n

" 2(a6)”( . > = 2(—D) "ty —n.
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|
(6) Upnwy, + UpWy, = 2Up4p, para todo m,n € Z.
Demostracion. De (2.1) se garantiza:
a™ — 5m a — 6n
U Wy + Up Wy, = ————— (" + ") + ———— (" + ™)
-p a—f
B am—i—n + amﬁn _ anﬁm _ Bm—i—n + am+n + anﬁm o amﬁn _ Bm—&—n
a—f
2&m+n _ 2Bm+n <&m+n _ Bm—l—n)
= =2 = 2um-l—n
a—p a—p
|
(7) Umtn = UnUnt1 T bum—lun‘

Demostracion.

am+n _ Bm—l—n am+n _ Bm—i—n O{<Cym—|—n _ 5m+n) _ ﬁ(am—l—n _ 6m+n)
um—&-n:—:(a_ﬁ) 2 = 2

a—f (a—25) (a—25)
B am-‘rn-‘rl o amﬁn—f—l . Oén—&—lﬁm + ﬁm—i—n—f—l . Bam—‘rn € amﬁn-ﬁ-l + O/L-HBW _ Oéﬂm+n
(a —B)?
Luego de factorizar y separar las fracciones, de la anterior expresion se obtiene:
(am _ 6m>(an+l _ ﬁn—i—l) (aﬁ>(am+n—1 _ am—lﬁn _ anﬁm—l + Bm+n—1)
Um4n = -
’ (a— B)2 (a— B)?
a™ — ﬁm an+1 _ ﬁn+1 amfl _ ﬁmfl a — Bn
= — (aB)
a—p a—p a—f a—f
= UpUn+1 + bum—lun'
|

(8) 2Wpin = Wiy + Aty y,.

Demostracion.

2wm—|—n — 2<am+n + Bm—l—n) — 2am+n + 25m+n

_ 2(.m+n _ .mpAn __ .nQm m+4n
:am—kn_’_amﬁn_i_anﬁm_'_ﬂm—&—n_i_(a 5) (Oé a 6 - O!ﬁ +5 )
(a—p)
De la expresién anterior, luego de algunos calculos se observa que

= Wy Wy, + DU Uy,
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(9) Auy, = 2w, — aw,.

Demostracion.

Aun _ (04_6>2 <O./ _6 ) _ 2an+1+25n+1 _an—|—1 _aﬂn —Oénﬂ—ﬁn—’—l,

Au, = 2™ 4+ ) — (@ + B) (@™ + B") = 2wy — aw,.

[ |
(10) wy, = 2uUpy1 — auy,.
Demostracion.
w, = an 4 g = @B+ Yo"+ af" —anf - 7
a—p a—p
_ 20" — 2ﬁn+1 — "l 4 Ozﬁ" _ Oznﬂ 4 ﬁn—i—l
= - )
Asi,
_ 2(a™ =g — (a + B)(a" = ")
w, =
a—p
B an—i—l _ Bn—f—l a” — 671
=2(" i) e (S25)
= 2Up 11 — QU
[ |

(11) u2 = up_1tupy1 + (=0)" 1.

Demostracion.
. (o =p" 2_ " — 20" " 4 330
“”‘(a—ﬁ) -y
o qnelgntl  gntlgnel g gin g getlgnel _ggngn | gnel gt
B (a—p)? '
Luego,

u2 _ (Ozn_l _ 5n—1)<an+1 _ ﬁn—H) + (aﬁ)”_l(a _ 5)2
" (a—p)?
_ (0 gt - g

(o —p)?

+ (aB)" ",
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y en consecuencia,

ui _ (an—; : gn—l) <an+1 _ ﬂn-&-l) N (OCB)nfl s N (_b)nfll

Relaciones cuadréaticas:

(12) w? = Au? + 4(—b)", para todo n € Z.
Demostracion. De (2.1) se tiene que:

2a2n _ QOZan _‘_ﬁQn
(o = 5)?

Por lo tanto, nuevamente de (2.1) y de los hechos que A = (a — 8)? y a8 = —b se llega

wsz(a"+5")2:a2n+2a”ﬂ”+ﬂ2nz(a—ﬂ) +4a"5"

a que
o — Bn

a—f

U}2 _ A(a” B Bn)2

; L ) +4(—b)" = AuZ + 4(—b)".

+4a"f" = A (
m

A continuacién se enuncia una férmula bien conocida que relaciona wu, con los coeficientes

binomiales.

Lema 2.6 Para n impar se tiene que

n—1

2n—1un _ i (2]{7:_ 1) an—(2k+l)Ak'

k=0
Demostracion. Usando (2.1) y los hechos que VA = a—f, a = (a+/A)/2y = (a—/D)/2

se obtiene:

o 2" =8 (20)" — (28)"
" e =B 2 /D
(@t V)~ (a— VA"
SN '

Aplicando el Teorema del Binomio se garantiza que:

> (1) twmr = 3 (e var
NS
2<T)an1\/Z+2<;L)an3<\/Z)3+...+2<n7_l2>a2(\/Z)n2+2(\/Z)n

20/ ’

2n71u k=0
n =
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de donde,
Ly = (")t (M)A (T et a2 w1 [ )a2ad2 L A2
1 3 5) n—2
En consecuencia )
= n
2n—1 L= n—(2k+1)Ak'
=D (Qk + 1) ¢
k=0
[ |
Lema 2.7 Para n impar se tiene que
n—1
- n 2k A K
2n—1 — n— ]
=3 (5)
k=0
Demostracion.
2" 2a)™ + (28)"
2n71wn — ?(Oén—i-ﬁn) — ( Oé) ;_( 6)
(a+B+a—pF)"+(a+B—a+p)"

2

(a+ /A" + (a— /D)
; .

Utilizando el Teorema del Binomio se tiene,

n

2 (Z) a" (VD) + ]; (Z) a" (/D)

— k=0
2", =

2
2 (g) a" +2 (Z) a? \/Z2 +2 <Z) a"_4\/z4

2

_|_...’

y en Consecuencia,

2" w, = a" + (Z) a"iA + (Z) a" AN 4t (n " 1) a2,

Esto es
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2.2. Propiedades de divisibilidad de sucesiones de Lucas

Las sucesiones de Lucas no degeneradas poseen propiedades de divisibilidad de gran relevancia
que es necesario destacar. Estas propiedades resultan fundamentales para el desarrollo del

préximo capitulo y se describen mediante los siguientes lemas.
Lema 2.8 Sea p un primo tal que p | b. Entonces p{ u,, para todo n > 0.

Demostracion. Suponga que p | by que p | u, para algin n > 0, y sea n el minimo con esta
propiedad. Como u; = 1, es claro que n > 2. Dado que u,, = au,_1+bu,_2 y p | b, se deduce que
p | au,_1. Como p | by (a,b) =1 se deduce que p 1 a. En consecuencia p | u,_1, contradiciendo

que n es el minimo con esta condicién. [ |
Lema 2.9 Sea p un primo tal que p | b. Entonces p 1w, para todo n > 0.
La demostracién del Lema anterior es similar a la demostracién del Lema 2.8.

Ejemplo 2.10 Considere la sucesion de Jacobsthal y Jacobsthal-Lucas correspondiente al par
(a,b) = (1,2).
(un)n>0 = {0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, 341, ...} .

(wn)n>0 = {2,1,5,7,17,31, 65,127, 257,511, 1025, ...} .
El primo p = 2 no divide a ningin nimero de Jacobsthal ya que p | b, y entonces todo nimero
de Jacobsthal es impar y todo nimero de Jacobsthal-Lucas es impar para n > 0.

A continuacién se presenta una “férmula de multiplicacién”.

Lema 2.11 Para todos los enteros positivos k y n se tiene que Uk, = Ugly, donde (Up)m>o €S
la sucesién de Lucas con polinomio caracteristico p(X) = X? —w, X +(=b)". Ademds, (Um)m>0

es no degenerada, y el discriminante es N = u2/\.

Demostracion. Teniendo en cuenta (2.1) y aplicando la férmula cuadrética al polinomio

p(X) = X? —w,X + (—b)", se observa que sus ceros son:
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Wy, + w2 —4(=b)" "+ B+ /(o + )2 — 4(af)"

> = 2 - 2

an+ﬁn+ (an_ﬁn)Z n

= = X N

2
y
el VA o) G V(e + )2 — 4(ap)"

2 2

:an+6n_2(an_ﬁn)2:6n

Suponga por contradiccion que (U, )m>o €s una sucesion degenerada. Esto implica que el
cociente de sus raices a/[3 es una raiz de la unidad, lo que a su vez significa que existe k € Z*

tal que (a/B)* = 1. Esto es

_\ k _ n s
(%) _%_:_Egniz_<%> =1 donde s=nkce€Z,

lo cual contradice la hipétesis de que (un)n>0 es no degenerada. En consecuencia (m)m>o0

también es no degenerada.
De esto tltimo se tiene de acuerdo al Lema 2.4 que @ # vy A # 0. Luego, de (2.1) se
obtiene ,
(a-9)) =,
Finalmente se calcula uy,, usando (2.1) como sigue:
B ok — ghn _@k_Bk B ak— gk an— g _@k_Bk an — "

Hhn = a—pf a—f a—f . a—p a—p ' a—f

Lema 2.12 Sea p un primo impar. Entonces

Uup = (%) (méd p),

Demostracién. Para p > 2 se sabe por el pequeno Teorema de Fermat que p f 2°~1. Por otro

lado, del Lema 2.6 se obtiene:

p—1

2

P s

k=0

= paP~! + (g) aP 3N 4 (p p 2) a?AP=3/2 L A(=1)/2
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= Sip| A, entonces el lado derecho de la expresién anterior es multiplo de p. Asi, p | 2P~ 1w,

de donde se deduce que p | u,. Por lo tanto
A
u, =0 (mdd p) = <;) (méd p).

= Suponga ahora que pt A. Teniendo en cuenta la propiedad (7) del orden p-ddico Seccién

1.5, se tiene que p | (p) para 1 <n < p. Entonces del Teorema del Binomio
n

p
o (VAN _ 1, P\ p—k Ak/2
O‘_( > =~ a+; KA

de donde,
PaP = aP + AP? =aP + APV /A (méd p).
Similarmente,
v — a— A p:l ap—l—zp: yZ ap_k(_l)k;Ak/g
2 2P — k ’
y asi,

WEP = g — NP2 = gp — APD2 /A (méd p).

Restando las expresiones anteriores se obtiene,
PaP —2PBP =2/ - APD2 (méd p),

y entonces

P _ 3P
2P (a\/zﬁ ) =2AP~D/2 (méd p).

De (2.1) se llega a que
2Py, = 2APD/2 (méd p),

Yy en consecuencia

u, = APV/2 (méd p).

Ahora, por el Criterio de Euler (Teorema 1.20) se tiene,

AP-D/2 = (%) (méd p).
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Por lo anterior se deduce que

Teorema 2.13 Para un primo impar p y una sucesion de Lucas (up)n>0 Siempre ocurre una

de las siguientes opciones.
(1) Siptbyp| A, entonces p | uy.
(2) SiptAba y (Alp) =1, se concluye que p | up_;.
(3) SiptAba y (Alp) = —1, se garantiza que p | Upy1.

Demostracion. La demostracién se divide en los siguientes casos:
Caso 1. La prueba del primer item se tiene como consecuencia inmediata del Lema 2.12, pues
bajo la hipétesis p | A, el simbolo de Legendre (A|p) = 0. Luego u, =0 (méd p), lo que implica

que p | u,.

Caso 2. Para la demostracién de los items (2) y (3) bajo las hipdtesis pt A, ptb, ptayp > 2,

p
p_ (etVAN _1(, P\ p—k Ak/2
a—( 5 =5 a—i—kzl ka AN .

Teniendo en cuenta la Proposicién 1.28 item (6) del orden p-adico, se observa que p | (p) para
n

note que,

1 <n < p, de donde 2Pa? = a? + AP~V/2\ /A (méd p).

» Si (Alp) = 1, entonces por el Criterio de Euler, Teorema 1.20, se tiene la congruencia
AP=D/2 =1 (méd p), asi 2Pa? = 2a (méd p). Ademds, 27 = 2 (méd p), de donde se

garantiza que o = o (mdéd p). En consecuencia

2

o?=a (médp) y o =a® (mddp).

Las mismas congruencias se obtienen para f3, esto es,

BP=pB (médp) y B"'=p* (mdd p).



2. Sucesiones de Lucas 44

Restando las expresiones anteriores se sigue que,

(a=B)(up—1)=0 (médp) y (a—PB)(ups1 —u2) =0 (méd p).
En particular, p | A(u,—1), p | A(ups1 —u2) y pt A. De donde se concluye que w1 = uy
yup =1 (m6d p).

La definicién de sucesion de Lucas garantiza la congruencia u,1 = au, + bu,—1 (méd p).
De lo anterior se sigue que uy = a + bu,—1 (méd p). Como us = a, entonces p | bu,—1, y

como p 1 b se obtiene finalmente que p | u,_;.

» Suponga ahora que (A|p) = —1. Aqui se tiene que 2Pa”? = a—+/A (méd p) =28 (mdd p).
De donde o? = 3 (mdd p) y por tanto o™ = af (méd p) = —b (méd p). El mismo
argumento prueba que P! = —b (mdd p), y restandolas se obtiene aPt! — Pl = 0

(méd p). Por lo tanto p | Auyiq, y como p1 A, se concluye que p | upi1.

Observacion 2.14 La anterior demostracion no toma en cuenta el caso p = 2, ya que fdcil-

mente se observa que si 21 uy = a, entonces 2 | uz = a* +b.

Proposicion 2.15 Para todos los enteros positivos m y n se tiene que
med (U, Un) = Umed(m,n)-

Demostracion. Si m | n, escribiendo n = mf, se tiene que

n __ An m\l __ m\¢
Zj_:;: jm_gm _ (Oéoézn_éﬁm> :(am)f—l_i_(Oém)EfQﬂm_i_u__i_(ﬂm)ffl.

El miembro derecho de la férmula anterior es un entero algebraico por ser un polinomio con
coeficientes enteros en v y 8 que son enteros algebraicos, esto se garantiza por la Proposicion
1.9 (7) ya que Z es integralmente cerrado. Por otra parte el miembro izquierdo es racional,
y nuevamente por la Proposicién 1.9 (2) se sabe que u,/u,, es un entero, lo que implica que
Uy, | Upm. Se concluye que si m | n, entonces u,, | u,. Por lo tanto, dados enteros m y n con

d = med(m,n), se deduce que ug | u, y Ug | U, y en consecuencia ug | med(t,, uy,).
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Reciprocamente, suponga primero que m y n son primos relativos. Por inducciéon sobre

méx {m, n} se prueba que existen 2 polinomios P(X) y Q(X) con coeficientes enteros tales que

XM —1 X" -1
P(X
X -1 ( )+X—1

Q(X) = 1.

Sim =n=1se toma P(X) =1y Q(X) =0.Sim >mn > 1 escribiendo m = ng + r con
0 <r <n se tiene

. (2.4)

Xm—-1 X"—-1/X"™M—-1 X" =1
(1) v -

X—-1 X-1\Xn—-1 X —1

Por lo tanto, si se supone por induccién que P;(X), Q1(X) € Z[X] son tales que

X" -1 X"—1

entonces
X" -1 XM -1 X" —1/X™M -1
1= P(X — X" X
X—ll()+(X—1 X—1(Xm4> )Qﬂ)
XM -1 X" -1
— P(X X

con P(X) = Q1(X) y QX) = P(X) — (X" = 1)/(X" — 1)) X"Q1(X), lo que prueba la
existencia de la férmula (2.4) para el par (m,n). Tomando ahora enteros positivos arbitrarios

m, n, escribiendo m = dmy, n = dny con d = med (m,n) y

al cambiar X por X% se obtiene,

Xm—1 X" -1 X1
P(X? X% = .
x o T @) =
Homogeneizando!, se tiene
Xm _ym X" _yn Xd—Yd
2 T R V)4 sx vy =2

donde R(X,Y)y S(X,Y) € Z[X,Y] son las homogeneizaciones de P(X%) y Q(X?) respectiva-

mente. Recuerde que si

'La homogeneizacién de funciones es un proceso mediante el cual se ajusta una funcién para que satisfaga

una propiedad de homogeneidad.
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f(X) = C()Xk +01Xk_1 + - +Ck,

entonces su homogeneizacién es f(X,Y) = coX* + c; X*7 1Y + - - + ¢, Y*. Sustituyendo
(X,Y) = (a, p) se tiene
umR (e, B) + up,S(a, B) = ug.

Por lo tanto
Ud Um,

= R(a, §) +

med (U, uy,)  med (U, Up)

Unp

S(e, )

med (U, )
En esta expresion, el lado izquierdo es un numero racional y el lado derecho es un entero

algebraico. Asi, med (ty,, uy,) | ug. |

2.3. Rango de aparicion

Del Lema 2.8 se sabe que si p | b, entonces p 1 uy para todo k > 1. Por el contrario, si p 1 b,
entonces por el Teorema 2.13 se sigue que p divide u, 6 a u,—1 0 a up41, por lo que tiene sentido

la siguiente definicion.

Definicién 2.16 Sea p un nimero primo tal que p1b. El rango de aparicién de p, denotado

por 7(p), se define como el entero positivo mas pequeno k tal que p | ug. Esto es
7(p) :=min{k > 1:p| ug}.

El rango de apariciéon posee propiedades significativas que merece la pena resaltar y son las
siguientes.
El siguiente Lema es referenciado por el Doctor Carlo Sanna en su articulo the p-adic valuation

of Lucas sequences [9].

Lema 2.17 Sea p un numero primo tal que p 1 b. Entonces para cada entero positivo n se
cumple que

plu, si,ysdlosi, T(p)|n.
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Demostracion. Sea p tal que p | u,. Como p | ur(), entonces p | med (un,uT(p)). Pero por la

Proposicién 2.15 se tiene que med (un,uT(p)) = Umed (n,r(p)) Y €1 CONSECUENCIA D | Umed (n,7(p))-

Luego, por definicién de 7(p), se sigue que med (n, 7(p)) = 7(p), de donde 7(p) | n.
Reciprocamente, si 7(p) | n, entonces se tiene que u, @) | u,. Como p | u,(,) se concluye que

P | Uy, |

Lema 2.18 Sea p un nimero primo tal que ptb. Entonces T(p) = p si, y sélo si, p | 7(p) si, y
sélo si, p | A.

Demostrar el lema anterior es equivalente a demostrar las siguientes equivalencias:
(1) 7(p) = p si, y solo si, p | 7(p).
(2) p|7(p) si, y solo si, p | A.

Demostracion.

(1) Suponga que 7(p) = p. Este caso es trivial pues p | p. Reciprocamente al suponer que
p | 7(p) se tiene que p < 7(p), quedando como tnica opcién 7(p) = p segin el Teorema

2.13.

(2) Suponga que p | 7(p). Del item anterior se tiene que p = 7(p) y asi p | u,. Por el Lema
2.6 se garantiza que

p—1

2
27t =y <2ki 1) @ BHDAL

k=0
= (P)ar 4 (P)arsa+ (P)arsn24 v [ P )a2a-972 4 AG-D/2
1 3 ) p—2

Por la Proposicién 1.28 (6) se sabe que p | (p) para todo 1 < s < p, de donde p | AP~D/2,
s

De ahi se concluye que p | A.

Reciprocamente, al suponer que p | A se obtiene del Teorema 2.13 que p | wu,. Luego

por el Lema 2.17 se garantiza que 7(p) | p, y por tanto 7(p) = p, pues p es un primo y

pfu =1
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Ejemplo 2.19 Considere las sucesiones de Fibonacci u(1,1), la sucesion de Pell u(2,1) y los
primos p = 2,3,5. Para la sucesion de Fibonacci se tiene que 7(2) = 3, 7(3) =4 y 7(5) = 5;

mientras que para la sucesion de Pell se tiene que 7(2) =2, 7(3) =4 y 7(5) = 3.

Tabla 2.5: Primeros términos de las sucesiones de Fibonacci y de Pell.

n |0]1]2(3|4]5]|6 7 8 9 10 11 12 13
F,10/1]1{2]3 |5 |8 ] 13|21 | 34 5h) 89 144 233
P, 101251229 |70 169 | 408 | 985 | 2378 | 5741 | 13860 | 33461

Finalmente se puede ver que para la sucesion de Fibonacci se tiene que 2 | F,, para n = 3k;
3| F, paran = 4k; 5| F, para n =5k, k € N. De igual forma para la sucesion de Pell se tiene
que 2 | P, para n =2k; 3| P, paran = 4k; 5| P, para n = 3k, k € N.



Capitulo 3

Orden p-adico de sucesiones de Lucas de

primera categoria

El orden p-adico de algunas sucesiones especiales de Lucas habia sido estudiado previamente
por muchos autores. Lengyel [3] por ejemplo consider6 la sucesién de nimeros de Fibonacci
(Fy)n>0 y probé lo siguiente.

Teorema 3.1 Para todo entero positivo n y todo niumero primo p # 2,5 se tiene,

(

0, si n=1,2 (mdd 3);

1, si n=3 (mdd 6);
va(F) =

3, si n=6 (méd 12);

ve(n)+2, si n=0 (méd 12).

v5(F,) = vs(n);

vp(n) + vp(Frpy), si n=0 (mdéd 7(p));

up(F) = _ ,
0, si nZ0 (méd 7(p)).

3.1. Propiedades

En este capitulo se van a derivar algunas propiedades basicas de v,(u,) para demostrar la formu-

la hallada por el Doctor Carlo Sanna en su articulo “The p-adic valuation of Lucas sequences” [9]

49
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publicado en 2016. En su trabajo, el autor presenta férmulas simples para encontrar el orden
p-adico o la valuacién p-ddica de términos de sucesiones de Lucas no degeneradas (uy,),>o en
términos de v,(n) y el rango de aparicion de p en (u,,),>0. Se justifica afirmar por Teorema 2.5
que para estudiar v,(u,) no hay pérdida de generalidad al suponer que (uy,),>0 €s no degenera-
da. Las sucesiones de Lucas degeneradas corresponden a casos triviales y por tanto carecen de
interés.

A continuacién consideramos « y 3 las raices del polinomio caracteristico de dicha sucesién.

Tales propiedades seran usadas posteriormente para probar el teorema principal.

Lema 3.2 Si a y 8 son enteros y p es un primo impar tal que p 1 b y p | A, entonces

vp(un) = vp(n) para cada entero positivo n.

Demostracion. Primero note que a # [ ya que suponemos que (uy,),>o es no degenerada. Luego,

de 2.1 y del hecho que v,(z/y) = v,(z) — v,(y) se tiene que,

a — Bn
a—p

Ahora, utilizando el lema de elevacion del exponente Lema 1.29 con ¢ = a y d = [3, se observa

i) =, (20 ) = vl = ) = yfa - )

que
Vp(Un) = vp(n) + vp(a — B) — vp(a — B) = vy(n),
vaque ptaf=—byp|a—pF=+A. ]

Lema 3.3 Sip > 5 es un nimero primo tal que p1b yp | A, entonces v,(u,) = 1.

Demostracion. Del Lema 2.6 se tiene,

p—1
2
_ p _
op=1l, _ p—(2k+1) A K
e Zk:o (Zk + 1)
= pa’~" + (g) aP A+ (];) aP A+ (p f 2) A’ AP 4 ATD/2,

Observe que p? | A™ para m > 2. Ademés, como p | (g) para p > 5, se tiene que

p? | (g) a?~®/\. Por lo anterior se garantiza que

201y, = pa?~!  (méd p?).
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Asi, dado que p | A = a? +4b, pfby p > 5 se deduce que p { a, de donde

Up(2pilup) = Up(apilp)-
Esto es
vp(2P71) + vy () = vy(aP1) + wp(p),

y en consecuencia

Lema 3.4 Sip es un nimero primo tal que p{b, entonces

vp(upf(p)) > vp(u‘r(p)) +1,
con igqualdad sip > 5, p=3 y31A.

Demostracion. Del Lema 2.11 se sigue que Up-(p) = Uplir(p), donde (y,)n>0 es la sucesién de

Lucas no degenerada con polinomio caracteristico p(X) = X? — w, ;X + (—=b)"®). Luego,

Up(“m(p)) = Up@puT(p)) = vp(lp) + Up(UT(p)>- (3.1)

2

T(p)A, por el Lema 2.11 se sigue que p | A. Asf del Lema 2.12 se tiene

Como p | Uy y A = u

que

u, = (A/p) =0 (méd p). (3.2)

Es decir p | @,. Por tanto de (3.2) se tiene que v,(tUpr(p)) > 1 + v,(tr(p) ). Para el resto, note del

Lema 3.3 que si p > 5, entonces v,(u,) = 1. Asi se tiene que

UP(UPT(P)) =1+ Up(uT(p))-

Ahora considere el caso p = 3y 31 A. En la prueba del Lema 2.11 vimos que @ = oy 3 = .
Por lo tanto @ = o™® y B = 876G). Asf que de (2.1) y el hecho que a8 = —b se obtiene que
~3 _ 733
U3 = af — g =’ +af+ % =a¥0 4o g0 4 276
a —
_ a27(3) + 2(a6)7(3) + 627(3) . (Oéﬁ)T(3) _ (aT(3) + /67’(3))2 . (a/B)T(S) (33)

= w3(3> — (=),



3. Orden p-adico de sucesiones de Lucas de primera categoria 52

= Por una parte, si 3 | a, entonces 7(3) = 2 pues ug = 0,u; = 1 y entonces us = a. Luego,
usando que o+ = a y aff = —b se sigue para us que,
iy = wi — (=b)? = (a® + %) = 1* = (a® + 208 + % — 2a3)? — V?
= ((a+ B)* —=2aB)* = b* = (a* + 2b)* — b* = a* + 4a®b + 4b* — V?
= a* + 4a?b + 3% = (a® + b)(a® + 3D).
Como 3 1 b por hipétesis, se tiene que 31 (a* +b) y 3||(a* + 3b), de donde se concluye que
v3(tig) = 1. Asi que de 3.1 se tiene que vs(us-(3)) = 1 + v3(ur(3))-

2 —

= Por otra parte, si 3 { a, entonces a (méd 3). De lo anterior y teniendo en cuenta que

A =a*+4b#0 (mdd 3) y 31b, se sigue que b =1 (méd 3). En consecuencia a? + b =
2 (mé6d 3) y a?+2b=0 (méd 3). Como ug = 0,u; =1, ug = a, ug = auy + bu; = a® +b,
uy = aug + buy = a® + 2ab = a(a* + 2b) se concluye que 7(3) = 4.
Entonces, de 3.3 y los hechos que af = —by a+ 8 = a se sigue que
iy = wf — ()" = (@' + 4 ' = (0 + ) — 2026 — b
= (a4 B8)* = 2a8)” — 20°3%)* = b* = ((a® + 2b)* — 20°)* — b
= (a* +4a’b + 40" — 2°)* — b* = (a* 4 4a’b + 20°)° — b".
Esto es,
3 = a® + 4a%b + 2a*b* + 4a°b + 16a*b* + 8a*V® + 2a*V? + 8a%b* + 4b* — b*
= a® + 8a°b + 20a"V* + 16a°b® + 3b* = (a* + 4a®b + 3b*)(a” + 4a®b + b?)
= (a® + b)(a® + 3b)(a* + 4a*b + b%).

Nuevamente vs(u3) = 1, ya que,
31 (a® +b)(a® + 3b) y 3||(a* + 4a®b + b?) = (a® + 2b)* — 3b°.

Asi que se tiene la igualdad deseada de (3.1) para p = 3. [
Finalizamos los resultados preliminares con el siguiente resultado que concierne a la valuacién

p-adica de sucesiones lineales enteras recurrentes en general.

Lema 3.5 Sea (V,)n>0 una sucesion lineal recurrente de orden k > 2 dada por

Vo = @1Vn-1+ "+ @Yok para cada entero n >k, (3.4)
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donde Yo, V1, -, Vk—1 Y Q1, 02, - ..,ar Son enteros. Suponga que existe un numero primo p tal

que ptay y
min {v,(a;) : 1 < j <k} > méx {v,(ym) — vp(1n) : 0 <m,n < k}. (3.5)
Entonces vy(Yn) = Up(Vn (méd k)) para cada entero n > 0.

Demostracion. Se procede por induccion sobre n. Para n = 0,1,...,k — 1 la afirmacién es
verdadera ya que n = n (mdéd k). Asi asumimos que n > k y que la afirmacién es vélida para
todos los enteros no negativos menores que n. Por (3.5) y por hipdtesis inductiva, para cada
7=12,...,k—1 se tiene
p(am—;3) = vp(a;) + vp(n—j) = vp(a;) + Up(Yn—j (msd k)
> Up(Ynk (mod k) = Up(Yn—j (mod k) + Up(Yn—j (mod k)
= Vp(Yn-k  (msd k) = Vp(Vn—k) = Vp(aryn—r)-
Por lo tanto de (3.4) y la hipétesis de induccién se sigue que
Up(Yn) = Vp(@1Yn—1 + - - + Ak Vn—k) = Up(a@xVn—k)
= Up(@kVn—k (méd k) (3.6)

= V(Y (mod k),

lo que termina la prueba. [ |

3.2. Lemas clave para la prueba del Teorema principal

Con todo lo que se ha visto hasta el momento ya se puede iniciar una breve introduccion
al teorema principal, el cual esta substancialmente dividido en 4 lemas que se presentan a

continuacion:

Lema 3.6 Sip es un nimero primo tal que ptb y p| 2\, entonces

1 si pln,
Up(Upn) = vp(un) +

vp(u,) st pin,

para cada entero positivo n.
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Demostracion. Del Lema 2.11 se obtiene que uy, = Uy, donde (U, )m>o es la sucesiéon de Lucas

con polinomio caracteristico p(X) = X2 — w, X + (—=b)". Luego

Up(Upn) = Vp(Un) + vp(1y).

' ; T o= (ab —
De acuerdo a lo que se quiere probar ahora se necesita calcular v,(u,). Note que @, = (&

B?)/(a — B) depende de n puesto que &@ = oy 3 = " Sip > 5, dado que p | A y en

consecuencia p | A = u2 A\, el Lema 3.3 garantiza que v,(1,) = v,(u,) = 1, por lo que se verifica

la afirmacién. Por lo tanto, asumamos que p =2 o p = 3 y defina v :=p y v, := 4, = u,(n),

para cada entero positivo n.
Suponga primero que p = 2. Asi, de (2.1) se tiene que

~ a2n o 6271
fyn:uzzw:a + B" = w, para cada n > 0.
Por lo tanto, de (2.2) se obtiene que

Y = AYp_1 + bYn_o para todo n > 2.

Ademsds 2 | a, ya que por hipétesis 2 | A = a® + 4b. Por lo tanto se puede verificar que (7, )n>0

satisface las hipdtesis del Lema 3.5 ya que v9 = 2,y; = a = us, b son enteros y 2 1 b. Ademas

min {vy(a;) : 1 < j <2} =w9(a) > ve(a) — 1 = max{va(Vm) — v2(7) : 0 <m,n < 2},

es decir,
min {vs(a;) : 1 < j <2} > max{ve(ym) — v2(1n) : 0 <m,n < 2}.
Asi, para cada entero n > 0 se tiene que
ve(y0), st 2|m; 1, si 2| n;

02(%) = U2(/yn (mdéd 2)) = =
ve(y1), st 21n. vo(ug), si 21{n.

Suponga ahora que p = 3. Luego de (2.1)

B a3n _ﬁ?m B

b= = @ () 4 (08)

Vn = U

(3.7)

para todo entero positivo n. De hecho, dado que 7y = 3 se tiene que la anterior expresion se

cumple también para n = 0.
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Se sigue entonces que (V,),>0 €s una sucesion linealmente recurrente de orden 3. En efecto,

el Teorema 1.33 garantiza que su polinomio caracteristico es

(X =) (X - )X —aB) = X? —aBX? - PX?*+afPX — ?X? + ®BX +a?B*X — o5
=X’ —(a®+ 2+ aB)X* + (ap) (B + o + aB) X — o’
=X —u3X® — buz X +b°.
Asf que 7, = usYp_1+busVn_o—b3v,_3 para cada entero n > 3. Ademds o = 3, 71 = a’>+b = us
v v2 = ws —b* = (a® + b)* — b = (a® + 3b)us, ya que de (3.7), (2.1) y el hecho que a8 = —b se
tiene que 7y, = w? — 2(—b)".
Note que 31 a, ya que por hipétesis 3 | A = a® + 4b y 31 b. En consecuencia,

v3(71) = v3(72) = v3(us), de donde se concluye que (v, ),>0 satisface las hipotesis del Lema 3.5,

asi:
)
va(Y0) st n=0 (mdd 3);
1, si 3| n;
v3(Yn) = 3(Yn (mea3) = wva(y1) si n=1 (méd3); =
v3(ug), si 31{n.
va(y2) si n=2 (mdd 3).
\
Lo que completa la prueba. [ |

Lema 3.7 Sip es un nimero primo tal que ptb y p | A, entonces

Up (U ) =

para cada entero no negativo v.

Demostracion. Se procede por induccion sobre v. Para v = 0 se tiene la siguiente igualdad
Up(upo) = vp(u1) = v,(1) = 0, y para v = 1, se tiene v,(u, ) = 1 +v,(uy) — 1 = v,(u,). Suponga
ahora que v > 2 y que la afirmacién es verdadera para v — 1. Dado que p | p* ' y v — 1 > 0,

por Lema 3.6 se obtiene:
Up(Upe ) = Vp(Uppr-1) = Up(tpo-1) + 1 = (v = 1) +vp(up) =1+ 1 =v+v,(u,) — 1,

lo cual demuestra la afirmacion. [ |
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Lema 3.8 Sip es un nimero primo tal que ptb y p | A, entonces

vp(n) +up(up) — 1, si p|n;

0, si pfn.

para cada entero positivo n.

Demostracion. Sea n = mp¥ donde v > 0 es un entero y m un entero positivo, tal que p 1 m.
Sea (1g)s>o la sucesién de Lucas con polinomio caracteristico X? — w,, X + (=b)™. Del Lema
2.11 se sabe que u, = UyoUp, Upm = Uplm, ¥ P | A = u,\. Ademds, ya que p | A\, se obtiene
de los Lemas 2.17 y 2.18 que p { ty,. Ast v,(u,) = v,(Up).

Si v = 0, entonces claramente v,(u,) = v,(4;1) = v,(1) = 0. Si v > 1, entonces de los Lemas

3.7 y 3.6 se garantiza que
Up(un) = Up(%)”) =v+ Up(ap) —l=v+ Up(upm> - Up(um) -1
=v+v,(up) — 1 =0v,(n) +v,(uy,) — 1,

que es nuestra afirmacion.

Lema 3.9 Sip es un nimero primo tal que ptb, pt A, y 7(p) | n, entonces

vp(n) + Up(“w@)) —1, si pln;
Up(un) =
Up(Ur(p)), si ptn.

Para cada entero positivo n.

Demostracion. Sea n = m7(p) donde m es un entero positivo. Sea (tg)e>o la sucesion de Lucas
con polinomio caracteristico X2 — Wr(p) X + (—b)T(p). Del Lema 2.11 se tiene que w,, = Uy, Ur(p),
Upr(p) = Upllr(y Y P | A = ui(p)A. Ademas ya que pt A, por el Lema 2.18 se sigue que p { 7(p).
En consecuencia v,(m) = v,(n).

Por una parte, si p | n entonces p | m y por Lema 3.8 se obtiene
Up(tn) = Vp(Um) + Vp(Ur(p)) = vp(m) + vp(tp) — 1 + vp(ur(p))
= vp(m) + vp(tpr(p)) = Vp(Ur(p)) = L+ vp(tir(p))

= vp(m) + Up(“w(p)) - L
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Por otra parte, si p{n entonces p t m y nuevamente por Lema 3.8 se garantiza

Up(“ﬂ) = Up(am> + Up(uT(p)) = UP(UT(p))7

como se afirmo. [ |

3.3. Orden p-adico de sucesiones de Lucas de primera

categoria

El principal resultado de este documento es el siguiente teorema, que proporciona férmulas para

Up(un)'

Teorema 3.10 Sip es un numero primo tal que p{b, entonces

vp(n) + vp(uy) — 1, st plA, pln;
0, st plA, ptn;
vp(un) = 9 0p(0) + 0 (tprp) — 1, st ptA, T(p) [n, plm (3.8)
Up(Ur(p)) si. pt A, 7(p)[n, pin;
L 0, st 7(p) 1 n.

Para cada entero positivo n.

Demostracion. Este teorema se sigue inmediatamente de los Lemas 3.8, 3.9 y 2.17. Teniendo en
cuenta que los tres Lemas parten de la hipotesis de que p es un nimero primo tal que p{ by
las conclusiones seran validas para todo entero positivo n, se observa lo siguiente:

Por una parte, el Lema 3.8 enuncia que si p | A y 7(p) | n, entonces la valuacién p-adica
estarda dada por v,(u,) = v,(n) + v,(uy) —1sip | ny vy(u,) = 0si pfn. De donde se siguen
los primeros dos item del teorema principal.

Por otra parte, el Lema 3.9 enuncia que si 7(p) | n, pt Ay 7(p) | n, entonces la valuacién
p-adica estard dada por v,(u,) = vp(n) + vp(Uprp) — 1 si p | 7y vp(tn) = vp(tr() sipfn. Lo

que garantiza la veracidad del tercer y cuarto item del teorema principal.
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Finalmente, el Lema 2.17 enuncia que para cada entero positivo n se cumple que p | u,, si, y
sélo si, 7(p) | n, De donde se concluye que si 7(p) | n entonces v,(u,) = 0, lo cual corresponde

al ultimo item del teorema principal. [ |

Comentario final

En la teoria de ntimeros, la resolucion de ecuaciones Diofdanticas es un campo de estudio que ha
generado gran interés debido a su aplicabilidad en diversos problemas matematicos y compu-
tacionales. En particular, las sucesiones de Lucas y sus valuaciones p-adicas ofrecen un enfoque
poderoso para abordar ciertos tipos de ecuaciones Diofanticas. Esto se debe a que la valuacién
p-adica de las sucesiones de Lucas proporciona informacion sobre congruencias y propiedades
aritméticas de los ntimeros involucrados, lo que a su vez puede conducir a estrategias inno-
vadoras para resolver ecuaciones Diofanticas. Por lo tanto, este trabajo no sélo contribuye al
conocimiento tedrico de las sucesiones de Lucas, sino que aporta herramientas para la resolucion

de problemas numéricos y algebraicos en la teoria de ntimeros.
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