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1. Introduccion

El arte es un reflejo profundo de la identidad y la cultura de una comunidad. A lo largo de la
historia, las diversas manifestaciones artisticas han desempenado un papel fundamental en la
preservaciéon y transmision de las tradiciones culturales, asi como en la creacién de conexiones
significativas entre grupos de individuos. En este contexto, la presente tesis tiene como obje-
tivo relacionar los grupos de Frisos y grupos Cristalograficos con el arte de tres comunidades
comunidades distintas, pero igualmente enriquecedoras: los Misak, los Agustinianos y los Pae-
ces. En primer lugar, es imperativo comprender el contexto cultural de estas comunidades para
apreciar plenamente la profundidad y la diversidad de sus expresiones artisticas. Los Misak,
una comunidad indigena que habita en las montanias del Cauca, departamento de Colombia,
tienen una rica herencia cultural que se manifiesta en su arte, que a menudo estd imbuido
de simbolismo y sabiduria ancestral. Los Agustinianos, por otro lado, han dejado una huella
significativa en la historia de la region Andina, y su arte es un testimonio de su identidad
dnica. Mientras tanto, la regiéon de Tierradentro es conocida por su misteriosa y evocadora

arqueologia, que ha cautivado a arqueélogos y amantes del arte por igual.

La motivacion de este trabajo surge del reconocimiento que tiene la Alhambra, una de las obra
més representativas del arte musulman situada en Granada - Espana, que es un tesoro para los
matematicos de hoy en dia, debido a sus diferentes patrones geométricos y a su arquitectura

donde estan representados los 7 grupos de frisos y los 17 grupos cristalogréficos.

La escencia de esta investigacion radica en identificar los grupos de Frisos y los grupos Crista-
lograficos que subyacen en el arte de estas cuatro comunidades, que aunque geograficamente
distantes, comparten la singularidad de sus creaciones artisticas que a menudo estan relacio-
nadas con conceptos matematicos fundamentales, como la geometria, las formas, los patrones
y las secuencias numéricas; las cuales se manifiestan en su arte de maneras intrincas. Estas
manifestaciones artisticas no solo son un testimonio de la habilidad y la creatividad de las co-
munidades, sino que también reflejan un profundo entendimiento de las mateméaticas ocultas
donde los complejos sistemas geométricos presentan sorprendentes similitudes con las simetrias

de los grupos matematicos.



En ultima instancia, esta tesis subraya la importancia de reconocer que las estructuras de
grupo en el arte y las matematicas no son disciplinas aisladas, sino que estan intrincadamente
entrelazadas. La interseccion entre la creatividad artistica y la precision matematica es un
campo fértil para la exploracién y la comprension, y ofrece una visiéon tnica de la manera en
que las culturas pueden aprovechar las matematicas para expresar su identidad y comprender

el mundo que les rodea.

En un mundo cada vez més interconectado, esta investigaciéon también destaca la importancia
de promover el didlogo intercultural y fomentar una apreciacién mas profunda de la diversidad
cultural y matemaética. A medida que avanzamos en la exploracion de las relaciones entre el
arte y las matemaéticas, es esencial reconocer que estas conexiones no solo enriquecen nues-
tra comprension del mundo, sino que también nos unen en la apreciaciéon de la belleza y la

complejidad de ambas disciplinas.



2. Aspectos generales de grupos de frisos y grupos cristalogra-

ficos

En esta seccion, se dirige la atenciéon hacia un conjunto crucial de conceptos de la Teoria
de Grupos, destacando especialmente las nociones fundamentales de transformaciones y sus
interrelaciones. La introduccién de la definicién de transformaciéon marca el comienzo de las
conceptualizaciones que constituiran los pilares fundamentales de esta investigacion. El proce-
so de interconexion conceptual no solo proporciona coherencia, sino que también forma la base
solida sobre la cual se construira el resto de esta investigaciéon. Asi, cada elemento contribuye

a la edificaciéon de un marco conceptual que sustentara todo el desarrollo de este estudio.

Se destaca la contribucion de dos referentes: Ricardo Gomez en [3] y Nahuen Soprano en [4],
para la elaboracién y comprension del marco teérico. Son fuentes primordiales en los cuales se
han encontrado la mayoria de las definiciones y teoremas que se presentan a continuacién. Es
importante destacar que se han realizado algunos ajustes en la redaccién e incluido detalles,
con el objetivo de entrelazar las ideas provenientes de ambos referentes; buscando una armoni-
zacidn conceptual que permita una lectura fluida y coherente, enriqueciendo asi la comprensiéon

global del marco teérico que se desarrolla en esta seccion.

2.1. Grupo de transformaciones

Este apartado incluye algunos preliminares sobre grupos que conducen la definiciéon del grupo
de transformacién de un conjunto, esta definicion representa el punto de partida desde el cual
se gesta la esencia del trabajo que son los grupos de friso y crisatalogréficos, delineando las

lineas maestras que guian el desarrollo y comprension de la temética abordada.

Definicién 2.1.1. Un grupo (G, *) es una estructura algebraica formada por un conjunto no

vacio G con una operacion binaria (o interna) que satisface las siguientes propiedades:
1. z,y € G=xzxy e G. (Asociatividad)

2. (xxy)*z=uxx(yxz); para todo x,y,z € G



3. Existe un elemento e € G que verifica:
exx =x%e=x; para todo v € G (Neutro)

4. Para todo x € G existe un elemento que se denota x~' € G tal que:

rxz ' =a"txx=e (Inverso)
Definicion 2.1.2. Sea A un conjunto no vacio, una funcion f : A — A biyectiva se denomina

una transformacion de A.

Ejemplo 1: Dado el conjunto A = {z,y,z}, se puede explorar las funciones que pueden
definirse sobre este mismo conjunto. En total, hay 3% = 27 funciones posibles, ya que cada
elemento de A puede ser asignado a cualquiera de los tres elementos en A (incluido a si mis-
mo) para formar una funcion. Sin embargo, si se considera tnicamente las funciones que son
transformaciones, es decir, aquellas en las que cada elemento de A se asigna a un elemento
diferente en A, se obtiene un conjunto mas especifico, esto es, hay 3! = 6 transformaciones

posibles. Asi, las seis transformaciones posibles son:

ida p1 P2 " V2 V3
r = r — vy r — oz T — x r — oz r — vy
z =z z — z =y z =y z — x z — oz

Definicion 2.1.3. Un conjunto no vacio G de transformaciones de un conjunto A, se le llama

grupo de transformaciones de A si cumple:
. f,geG=gofed
ii. f,g,h € G= (gof)oh=go(foh)
wi. idg € G

w. feG=fled



Ejemplo 2: De las propiedades de funciones biyectivas se tiene que el conjunto de todas las
transformaciones de A, forman un grupo, asi en el Ejemplo 1 las 6 transformaciones del con-
junto A = {z,y, z} forman un grupo (G, o), donde G = {id4, p1, p271,72,73}; pero también

hay otro grupo de transformaciones de A dado por el conjunto H = {ida, p1, p2}, en efecto:

pLopz=p2opr =ida, p1op = p2y p20p2 = p1.

Se destacan las siguientes definiciones de la teoria de grupos:

Definicion 2.1.4. Un subconjunto H mo vacio de G es subgrupo de G, si H es grupo bajo

la operacion de G.

Ejemplo 3: Con el Ejemplo 2 se tiene que el grupo (H,o) es subgrupo del grupo (G, o).

En adelante si se tiene un subconjunto H de un grupo GG y se quiere probar que H es subgrupo
de G, se probaran en el conjunto H las propiedades i, i4¢ y tv ya que la propiedad iz la satisfacen

todos elementos del grupo G, en particular los elementos de H.

Definicion 2.1.5. Sea A un conjunto cualquiera de transformaciones, el grupo generador de
A es el menor grupo de transformaciones del cual se obtiene todos los elementos de A al realizar

las posibles composiciones con sus elementos y sus inversos. Se denota G = (x) = {z" € G}
Ejemplo 4: Del Ejemplo 2, v; y 72 generan al grupo G, pues v = 73 = id4, 71 © Y2 = p1,

Y201 = P2y V102071 =207 072 =73. Asi G = (y1,72).

Ahora, se continua con la exploracion del mundo de las Isometrias, las cuales son transforma-
ciones que preservan distancias.
2.2. Isometrias

Definicion 2.2.1. Las Isometrias son funciones f : R® — R™ que preservan la distancia.

Es decir, para todo par x,y € R" se cumple:

d(z,y) = d(f(2), f(y)) = |lf (=) = FW)I] = llz = yl].

Se denota por Iso(n) al conjunto de todas las isometrias de R™.



A continuacion se observa que las Isometrias, junto con la composicion de funciones, forman
un subgrupo de transformaciones de R", es decir: son funciones biyectivas, es un conjunto
cerrado bajo composicion, la funcion identidad es una isometria y cada elemento de Iso(n)
tiene inverso que también es una isometria, este subgrupo es llamado grupo de isometrias

en R".

Los siguientes resultados hacen posible identificar los aspectos mencionados en el parrafo an-

terior.

La identidad id € Iso(n), en efecto: para z,y € R™ se tiene que d(id(x),id(y)) = d(z,y).
Teorema 2.2.1. Si f, g € Iso(n) entonces go f € Iso(n).

Demostracion. Sean z,y € R™ entonces

d((go f)(z),(go y) = d(g(f(x)),g

y por tanto, g o f € Iso(n). O

Teorema 2.2.2. Una isometria f: R™ — R" es inyectiva.

(y). Esto implica que d(f(z), f(y)) = 0.

Demostracion. Sean z,y € R™ tales que f(z) = f(y
Como f es una isometria, entonces d(z,y) = d(f(z), f(y)) = 0, y por tanto z = y. O

Falta probar la sobreyectividad de cualquier isometria y la existencia de los inversos, con el
objetivo de reconocer el conjunto de isometrias como un subgrupo de transformaciones. Esto
se deduce a continuacién, a partir de la caracterizaciéon de las isometrias desde las matrices

ortogonales.

Definicion 2.2.2. Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es invertible si existe

una matriz cuadrada de orden n llamada matriz inversa de A, denotada por A% tal que



A-A7'= A1 A =1, donde I, es la matriz identidad de orden n. Se denota por GLy,(R) al

grupo de matrices invertibles de orden n con entradas en R.

Definicion 2.2.3. Sea A una matriz con m filas y n columnas. La matriz traspuesta deno-

tada A', estd dada por A;; = (A)ji donde 1 <i<nyl<j<m.

Definicién 2.2.4. Una matriz ortogonal es una matriz U € GL,(R) tal que U= = U*. Se

denota por Oy, el conjunto de matrices ortogonales de tamano n con entradas en R.

Observaciones 1:

1.1) Ssi U es una matriz ortogonal U!-U = I,,.
1.2) Si U es ortogonal entonces U1 también lo es, pues: (U~1)"!=U, (U =U.

1.3) Si Uy y U son ortogonales, entonces Uy - Us es ortogonal.

La observacién anterior permite deducir que:
Teorema 2.2.3. O,, es un subgrupo de GLp(R).

Demostracion. Los siguientes cuatro items permiten verificar que O, es un grupo bajo la

operacion de GL,(R):
i. UeO,=UcecGL,(R)
ii. In € Oy
iit. Uy, Uy € O, = Uy - Us € Oy, (por observacion 1.2)

iv. U € O, = U"! 0, (por observacién 1.1)

Teorema 2.2.4. Si U € O,, entonces det(U) = £1.



Demostracion. Sea U € O,,.

= U'-U = I, (por observaciéon 1.1)

= det(U'-U) =det 1,

= detU' -detU =1

= detU-detU =1 (ya que det U! = det U)
= (detU)?=1

= detU ==+1

O

Ahora, se estudia el conjunto de matrices ortogonales con determinante 1 que se denota por

SO,,.

Teorema 2.2.5. SO, es un subgrupo de O,,.

Demostracion. Los cuatro items siguientes prueban que SO,, es un grupo bajo la operacion

de Oy:
1. UeSO,=Uc0,
1. I, € SO, puesdetl, =1
11t. Sean Uy, Us € SO,,, entonces U; - Uy € SO, en efecto:

det(U1 . UQ) = det U1 - det U2
= 1-1
= 1

iv. Sea U € SO, esto es, det U = 1 y por la Definicion 2.2.4 se tiene que det U~! = det U =
1. Por lo tanto, U™! € SO,,.

O

Observacion 2: Mas atn, ya que SO, es subgrupo de O,, y 0, es subgrupo de GL,(R), se
concluye que SO,, es subgrupo de GL,(R).

Para continuar este estudio, se retoma el concepto de grupo cociente:



Definicion 2.2.5. Sea G un grupo y H subgrupo de G. Una clase lateral izquierda de H
con representante g € G es el conjunto gH = {gh : h € H} y una clase lateral derecha de
H con representante g € G como el conjunto Hg = {hg:h € H}.

Si gH = Hg, esto es gHg~' = H, para todo g € G, se dice que H es un subgrupo normal.

Definicion 2.2.6. Dado un grupo G y H subgrupo normal de G, el cociente de G y H se
define como el conjunto G/H = {gH|g € G}.

Teorema 2.2.6. Sea G un grupo y H subgrupo normal de G entonces G/H es un grupo con

la operacion
(aH)(bH) = abH.
A este grupo se lo conoce como grupo cociente.

Demostracion. Primero se verifica que la operacion (aH)(bH) = abH es independiente de la

eleccidon de los representantes para las clases laterales.

s Sean aH = bH y cH = dH, se debe demostrar que

(aH)(cH) = acH = dbH = (bH)(dH)

Para esto, sean a = bh; y ¢ = dho para algunos hy y ho en H. Luego

acH = bhidhoH
= bHdH
= bhiHd (por ser H normal)
= 0bHd
= bdH (por ser H normal)

Para finalizar se identifica si cumple con las cuatro propiedades para ser un grupo,

i. Dados dos elementos aH y bH € G/H, se quiere demostrar que (aH)(bH) € G/H.

Por la definicion de la operacion, se tiene que (aH)(bH) = abH, la cual es una clase

lateral izquierda de H. Por lo tanto, la cerradura bajo la operaciéon de cumple.

ii. Sean aH, bH, cH € G/H. Se quiere demostrar que



((aH)(bH))(cH) = (aH)((bH)(cH)).
Por un lado se observa,

((aH)(bH))(cH) = (abH)(cH) (por definicion de la operacion)
= ((ab)cH)

Por otro lado,

(aH)((bH)(cH)) = (aH)(bcH) (por definicion de la operacion)
= (a(bc)H)

Como a, b, ¢ son elementos de un grupo G se tiene que
((aH)(bH))(cH) = (aH)((bH)(cH)).

Por lo tanto, la asociatividad se cumple.

jit. Sean eH, aH € G/H donde e es la identidad de G. Se quiere ver que eH es la

identidad de G/H, es decir (eH)(aH) = aH.
(eH)(aH) = eaH (por definiciéon de la operacion)
= aH (pora, e € Gy e ser la identidad de G)
Y también

(aH)(eH) = aeH (por definiciéon de la operacion)
= aH (pora, e € Gy e ser la identidad de G)

Por lo tanto, eH es la identidad de G/H.

iv. Dado cualquier elemento aH € G/H, su inverso es a ' H, donde a~! es el inverso

de a en G.

Por un lado se tiene,

(aH)(a"'H) = aa 'H (por definicién de la operacion)

= eH (porser a=! el inverso de a en Q)

Asi mismo,

(a='H)(aH) = a'aH (por definicion de la operacion)

= eH (por ser a~! el inverso de a en G)
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Por lo tanto, a ' H es el inverso de G/H.

Asi, se ha demostrado que G/H es un grupo.

O
Teorema 2.2.7. SO, es un subgrupo normal de O,,.
Demostracion. Sea S € SO, y U € O,,. Entonces
det(USU ') =detU - detS- detU ' = (detU)?- detS=1-1=1
Por lo tanto USU ! € SO,,, esto es, SO,, es un subgrupo normal de O,,. O

Observacion 3: Por Teorema anterior se tiene que, O,,/SO,, es un grupo.

Teorema 2.2.8. Sean Uy,Uy € Oy, Uy y Uy pertenecen a la misma clase del grupo Oy, /SOy,
sty solo si Uy - U2_1 € SO,

Demostracion. Puesto que Uy y Us pertenecen a la misma clase y dado que Uy, Us € Oy,
entonces (U150,,) = (U250,,), por lo cual existen elementos hy , hy € SO, tales que

(Urh1) = (Uzhg) y se consideran las siguientes igualdades

(Uih1) - (Uzha)™" = (Ushs) - (U2ho) ™!
(Uih1) - (hy'U5 ") = (Uzha) - (hy U5 )
UihsUy ' = I,
det (Uy-UyY) det (h3) = 1,
det (Uy - U{l) = 1, yaquedet (hg) =1

Por lo tanto, Uy - U2_1 € S0,.

<) SiU; - U{l € SOy, entonces Uy y Us pertenecen a la misma clase en O,,/SO,,.
Puesto que Us - U2_1 € SO, entonces Uj - U{lsOn = 50, asi U1S50,, = U350,,.
O

Del anterior teorema resulta que el cardinal del grupo cociente O,,/SO,, es 2, para concluir

que 0,,/SO,, ={(S0,,), (USO,,)} donde U € O, y U ¢ SO,,.
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En el siguiente teorema el simbolo, ( , ) corresponde el producto punto en R™; es decir para
z,y € R", se tiene que (z , y) = z'y, con - el producto de matrices y {e;}" ; es la base

canodnica de R"™.

Teorema 2.2.9. Sea U € R™ x R™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) U es ortogonal
b) Uz, Uy) = (x, y) para todo x, y € R™
¢) Las columnas de U forman un conjunto ortonormal.

Demostracion. Usando la definicion de producto punto en R" se verifican dos equivalencias,
a) < b)ya) < o).
a) = b) Sean z,y € R". Note que
(x,y) = aly
= Uy (va que UU = I,,)
= (Ux)'Uy
= (Uzx, Uy)

b) = a) Dado que (Uz,Uy) = (z,y) para todo z,y € R" se tiene que

Uz)lUy = 2ty
0 = 2oy—2UUy
0 = 2'By,donde B=1,—-UU

Tomando x = e; y y = e, y sabiendo que (e;)! B ej = Bjj, se obtiene que B = 0 y por tanto

UU = I,; esto es, U es ortogonal.

a) < c¢) Al considerar U; como la i-ésima columna de U, se tiene que:
{ <U;,U> = 1

< U, Uj > =
Por otro lado, si al considerar U una matriz con columnas ortonormales entonces UU = I, y

, para i # j de lo cual las columnas de U son ortonormales.

por tanto U es ortogonal. d

A partir de este teorema se pueden caracterizar las transformaciones que dejan fijo al origen

como lo expresa el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.10. Dada una funcion f : R™ — R" las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f € Tso(n) y £(0) =0
b) (f(). f(u)) = (v, y) para todo z, y € R?

c) Existe U € Oy, tal que f(x) = Ux para todo z € R"

Demostracion. Se prueban tres implicaciones que permiten verificar la equivalencia de las
afirmaciones: a) = b), b) = ¢), ¢) = a).

a) = b). Dado que f es una isometria en R" y f(0) = 0, entonces
l2||* = d?(x,0) = d*(f(x), £(0)) = d*(f(x),0) = [|f(2)|]* para todo = € R

Por consiguiente
(z,2) = (f(2), f(2)) (1)
Ademas, teniendo en cuenta la Definicion 2.2.1 y (1) se tiene

|z —yl? = [If(z) = fW)II” (2)

Del lado izquierdo de la igualdad (2)

le—yl>? = (x—y,z—y)
-y, z)—(T—-y,y)
z,x) =y, z)—(x, y)+{y,y)

jz|[? = 2(z , y) + [lylI*.

— o~~~

De manera similar, el lado derecho de la igualdad (2)

1) = FWIP = Nf@I*=2(f(z), fF@)+If WP

Por consiguiente, igualando los resultados del lado izquierdo y del lado derecho de (2) se tiene

que

Jeett? = 2, ) + tf? = L) = 2(f (@) , f() + ILFatt?

Puesto que ||z|| = ||f(x)|| para todo z € R™, se llega a la igualdad:
(@, y)=(f(x), fv))
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probando lo requerido.

b) = ¢) Sea f : R" — R™ una funcién que preserva el producto punto de R™, el conjunto
{f(e;)}_; es ortonormal, por consiguiente una base de R™. Sea U la matriz cuyas i-ésimas
columna U; es tal que U; = f(e;) parai =1,2,...,n, asi, por Teorema 2.2.9, U € O,

Ahora, se verifica que f(x) = Uz para todo z € R™. Por la defincion de la matriz U se tiene

que

1
X9 n
Uz = (Uy,Us,---,Us) - . =x1U1+332U2+"‘+5L’nUnszif(ei)
) i—1
Tn

Por el otro lado se puede escribir f(x) =Y 1", aif(e;), ya que {f(ei)}i=1,2,..n s base.

Ademas, por la hipotesis con y = e; se obtiene

(flx), fle)) = (2, ) (3)
Al calcular el lado izquierdo de la igualdad (3) se tiene
(f(x), fleg)) = (Xiiaif(e), fles))
= Y ai{fle), fle)))
= «a;(f(ej), f(e;)) por {f(e;)}i, ser ortonormal
=  Oy.
Al calcular el lado derecho de la iguladad (3) se obtiene
(z,e;) = xj(ej,ej), por {e;}, ser ortonormal

Asi, a; = x; para todo i = 1,2, ...,n. Por tanto, Uz = f(x).

c) = a)
SeaU € O, y f(x) = Uz, al evaluar esta igualdad en x = 0 se identifica f(0) = 0.

Ahora, se verifica que f € Iso(n), esto es: ||f(x) — f(y)|| = ||z — y||, en efecto:
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1f@) = fWI? = (fx) - f(
)= ), f(@) = {f(@) = Fly), f(y)

( y) . f@)— )
(

= (f@), f@)=(fly), flx)—(flx), f)+ W), fy)
(
(

=
2

z,x)—(y,z)—(z, 9y +{y,y.

Ademas
le =yl = (z-y, z-y)
= (T-y,m)-(&-y,y
= (@, 2)=(y, o) —(z, »+y, v
Restando las dos expresiones se obtiene ||f(z) — f(v)||> — ||z — y||*> = 0. Por lo tanto,
f € Iso(n).

Hasta el momento en este documento se han estudiado resultados de isometrias en R™, se pro-
sigue con un teorema que afirma que todas las isometrias de R" se identifican con una matriz
ortogonal y una traslacion, lo cual permite concluir que el conjunto Iso(n) con la composicion

de funciones es un grupo.
Dado b € R™ — {0}, se denota mediante ¢, : R — R" la traslacion dada por b,

ty(x) =z + 0.

Las traslaciones son isometrias que no dejan fijo al origen, pero preservan las distancias entre

puntos, en efecto

d(ty(z), to(y)) = [(x +b) = (y + O)|| = [|z — yl| = d(z,y).

Ademés cumplen que tp1 0 tpa = tp14p2, también tg = Id y en consecuencia tb_1 =1t_p, de lo

cual el conjunto de trasformaciones forma un subgrupo del grupo Iso(n) .

Teorema 2.2.11. Para cada isometria f de R™ existe una matriz ortogonal Uy y un vector

by tal que f(z) = ty,(Uy - x) para todo x € R".
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Demostracion. Para empezar, se considera by = f(0) lo cual permite garantizar que la isome-

tria t_p, o f deja fijo al origen, en efecto:

tp,0f(0) = top,(by)
= by—by
— 0.

Usando el Teorema 2.2.10, existe Uy € Oy, tal que
(t—b; o f)(x) = Uy - x para todo = € R".
Asi, aplicando ¢, en ambos lados de la igualdad anterior se obtiene lo requerido por demostrar:
thy 0ty 0 f(x) = o f(z) = f(z) = 1y, (Uy - ).
O

Del anterior teorema se puede inferir que las isometrias son invertibles y por tanto, también son
sobreyectivas, hecho que muestra que Iso(n) es un grupo, tal y como se menciona al principio

de esta seccion.
Observacion 4:
4.1) Dada una isometrfa f, la eleccion de su matriz Uy y su vector by asociados es tnica.

4.3) Si una isometria f es una traslacion, la matriz Uy es la matriz I,,.

4.3) Como det Uy = %1, se puede definir el signo de f asi:

sg(f) :=det Uy.

Se dice que f preserva la orientacion si sg(f) = 1 e invierte la orientacion si sg(f) = —1.

3) Por el Teorema 2.2.11, si f1 y f2 son isometrias, entonces sg(f1 o fa) = sg(f1) - sg(fa),

en efecto:

filfe(z)) = Up fo(z) +bpy
- Ufl(Uf2x+bf2)+bf1
= (UpUp)x + (Up by, + by,).
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Dicho lo anterior, se examinaran dos tipos de isometrias de R? ademaés de la traslacion, las
funciones py que es la rotacion alrededor del punto (0,0) y ~; la reflexién con respecto a la
recta [ en R? que pasa por el punto (0,0) y forma un angulo v con el eje z. Estas funciones
van de R? en R? tal que para z € R? su imagenes son py(z) = Upz v yi(x) = Uz con Uy y U,

son matrices de tamafio 2x2 respectivamente:

cos —senf cos2y  sen2y
Uy = yU =
senf cost sen2y  —cos2y

Por tanto, usando el Teorema 2.2.10 item c), las funciones pg y 7; son isometrias en R? ya que
sus columnas son ortonormales, mas ain estas isometrias permiten clasificar en dos tipos las
isometrias de R? que dejan fijo el origen de coordenadas (0,0), el cual en adelante se expresa

como 0.

Teorema 2.2.12.  a) Para las rotaciones en R? alrededor del punto 0 € R? se tiene la

igualdad de conjuntos { pg | € R} ={ f | f es isometria en R?, f(0) =0, sg(f) =1}

b) Para las refleviones con respecto a un eje | que pasa por el punto 0 € R? se tiene la

igualdad de conjuntos { v, | 0 €1} ={ f | f es isometria en R? f(0) = 0, sg(f) = —1}

Demostracion. Se verifican las igualdades de los items a) y b).

a) o) {pg|0€R}C{ f]|fesisometria en R? f(0) =0, sg(f) = 1}.

Esta contenencia se demuestra a partir del Teorema 2.2.10 con la matriz Uy =

cos —senf ]
, se tiene que det(Uyg) = sg(pp) = 1.
send cosf

o) { f| f esisometria en R? f(0) =0, sg(f) =1} C{ pg | 0 € R}.

Por Teorema 2.2.10 si f € Iso(2) y f(0) = 0 existe una matriz ortogonal U tal que
f(z) = Uz, si ademas se considera que sg(f) = 1 es decir det U = 1 se garantiza
que f es una rotaciéon en R"™ alrededor del punto 0, en efecto, por ser U ortogonal,
si la primera columna de U denotada U; es un vector unitario, esto es, ||Ui]|2 = 1;
y por tanto existe una rotacion p;(Ur) = e1. Como p,(Ur) = pa(U - e1) = (p; - U)x,

donde se ha llamado del mismo modo a la rotacién que a la matriz que le representa,
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la primera columna de p; - U es e1. La matriz p; - U segtin lo anterior, es ortogonal

y perteneciente a SOs (por serlo tanto pg como U) asi

1 z
(pg - U)(ps-U)" = Iy y por lo anterior ps-U = de lo cual
0y
1 =z 10 1 0
= de manera que:
0 y Ty 0 1

1+ 22 =1, entonces 22 = 0 por lo cual z = 0.
0+ y? = 1, entonces y? = por lo cual y = +1, ademas ya que sg(f) = 1, entonces
y = 1.

. . _ ) cosf  send
Se concluye que la matriz U = p 5 la matriz de rotacion: U =

—senf cosf
esto es f = py.

De este resultado se sigue que la inversa de una rotacioén es otra rotacion.

{ f| f es isometria en R?, f(0) =0, sg(f)=—-1} C{ v |0€l}

Haciendo un proceso analogo al inciso a) pero teniendo en cuenta sg(f) = —1, se
1
llega a que p; - U = . De lo cual
0 -1
e 1 0 B cos(—0) —sen(—0) 1 0
0 -1 sen(—0)  cos(—0) 0 -1
cos(—0) sen(—0)
sen(—0) —cos(—0)

Por lo tanto U es una matriz de reflexiéon con respecto a una recta que pasa por el

0 de angulo ¢ = —60/2.

Asi, U = pé_l’y = pgy con O = —0 v 7 la reflexion con respecto al eje x representado
1 0

por la matriz
0 —1
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2.2.1. Reflexiones, traslaciones y rotaciones

En R? tambien se cuenta con funciones que permiten rotar al rededor de cualquier punto
p € R? y reflexiones con respecto a una recta [ que no necesariamente pase por el origen de

coordenadas, las cuales se denotan:
. pz la rotacién en un angulo 6 en sentido antihorario al rededor del punto p en R2.
= 7, la reflexion con respecto a la recta r en R2.
Para lo cual se cumplen las siguientes igualdades que se denotan como (4)
] pzztpopgot_p
pi(c) Ps(cp)+p

Cr 1 1 1 1 1 1 ] CI

u c C

] Pe(c-p)
. L = .‘\ W b /
u

Imagen 1. Representacion grifica de una rotacion sobre un punto fijo p.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra)

» Y =tpoy oty

Imagen 2. Representacion grdfica de una reflexion sobre una recta 7.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra)
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donde b es un punto de r y por lo tanto [ es la recta paralela a r que pasa por el cero (0), se

deduce que pj y 7, también son isometrias.

Se probara que las traslaciones tp; las rotaciones py alrededor del 0 y la reflexiéon v alrededor

del eje x, generan a Iso(2).

Teorema 2.2.13. Sea f € Iso(2). Sisg(f) =1 entonces, f es de la forma typg. Si sg(f) = —1

entonces, f es de la forma typey. Ademds su escritura estd expresada de forma tnica.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.11 se sabe que toda isometria f es de la forma ¢, - U con
U € O3, considerando t; como la matriz y la traslacion del mismo modo por facilidad en la

escritura:

a) Si det U = 1 por el Teorema 2.2.12 aplicado a U se tiene que U = py y por tanto

Jf=1p0py.

b) Sidet U = —1 entonces, nuevamente por el Teorema 2.2.12 aplicado a U = py oy y por

tanto f =1t 0 pg oy.
Para demostrar la unicidad:

a) Se considera f =ty 0 pp, v f = t, 0 pp, asi operando a izquierda por t;l se tiene que
po, = pe, luego 01 = 0s.

b) Se considera f =t,0pg, 0oy y f =ty 0 pp, oy asi al operar a izquierda por tb_l y derecha

1

por v~ se tiene que pg, = py, luego 61 = 0s.

O]

Las siguientes propiedades, que se denotan como (5), son de traslaciones t, rotaciones p y la

reflexion ~, de las dos tltimas funciones se usa su representaciéon matricial:

» 1y Olh, = L +by)- Para z € R? se tiene
(tb1 o tbz)(x) =y (tbz (x»
- tbl (b2 + Z‘)
= b+ (b2 + J:)
= (bi+b)+x

- t(b1+b2)($)
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Ast (ty) "t =ty

" P61 ©C Phy = P(01+62)

Se consideran las matrices que representan a las funciones pg,, pg, ¥ po, © pg, respecti-

cost; —senb costly  —senbs
vamente: Up, = , Ug, = y
senf1  costy senfy  coslsy

cos(01 + 02) —sen(61 + 02)
Up010p92 =
sen(01 +62)  cos(01 + 62)
conociendo que py, ©py, tiene matriz Uy, Uy, , basta probar que Uy, Uy, = Up010p92 (en ade-
lante se omitira tanto detalle y se trabaja con las matrices que representan las funciones).
Usando las férmulas de seno y coseno de la suma y resta de angulos.
costl; —senb costly  —senby

Uy, Uy,

senf;  cosby senfy cosby

cosbicosly — senbisenlly —coslisenby — senbicosbs

senbicosbly + cosfisenly —senbisenly + cosbicosbs

cos(01 + 02) —sen(by + 02)
sen(f1 4+ 62)  cos(0y + 02)

U(91 +62)

Ast (pg) ™" = p_o

» 2 =1d

) ) cos2y  sen2y
Se considera la matriz que representa a U; = entonces

sen2y —cos2y
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cos2y  sen2y cos2y  sen2
sen2y —cos2y sen2y —cos2y

uu, =

cos?21) + sen?2q) cos2ipsen2p — cos2ipsenip
sen2icos2yy — senipcosy c0s*2) + sen’21)

Ast (y;)7! = y en particular v2 = Id (la reflexion sobre el eje x, tomando 1) = 0)

" yopy=pgO

1 0 cosd —senb
UyoUpg =

0 -1 senb cost

cosd —senf

—senfl —cos6
y

cos—60 —sen—0 1 0
U_pgU, =

sen—0 cos—0 0 -1

cost) —senb

—senl  —cosf

= pp o7, es la reflexion respecto a la recta que pasa por el origen de coordenadas en R? y

forma un angulo de 6/2 con el eje x. En efecto:
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cosf —senb 1 0
UgU, =
senb cost 0 -1

cost senb

senf —cost
= Py O ty = tl; o pg, l; = pg(b), en efecto
po o tp(z) = Up(z + b) = Upx + Ugb = pg() + pa(b) = t,,) © po

» yoty=t;07, b= ~(b) en efecto trabajando por componentes.

1 0 x1 + by x1+ by
yotp(x) =y(z+b) = =
0 -1 To+b—2 —x9 — by
1 0 T b1 r1 + by
ty () oy(z) = n + =
0 —1 T9 by —x9 — by

Teorema 2.2.14. Todas las isometrias en R? que preservan orientacion son bien traslaciones
o0 bien rotaciones (no necesariamente alrededor del origen), mientras que todas las que invierten
orientacion son la composicion de una reflexion -y, y una traslacion por un vector paralelo a
r (a esta clase de isometria se le llama reflexion deslizante); en el caso de tomar como vector

de traslacion al vector nulo, se obtiene una reflexion.

Demostracion. Sea f una isometria en R? con sg(f) = 1 es decir, preserva orientacion, y supo-
niendo que f no es una traslacion, se debe probar que f es una rotaciéon. Por el Teorema 2.2.13
se sabe que f es de la forma t, o pg con 6 = 0. Para identificar que f es una rotaciéon se debe
tener un punto fijo es decir un elemento p € R? tal que: f(p) = Us(p)+b = p, de lo cual se tiene

el sistema matricial I>(p) —Uy(p) = b esto es (Ia—Uy)p = b el cual tiene tnica solucion, ya que

1 — cost sent
det(I,—Uf) = det
—senfl 1 — cosb
= (1 —cosh)? + sen?d
= 1 —2cosh + cos*0 + sen’6

= 2(1 — cosh)
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pues asi det(la — Uy) # 0 ya que 6 # 0.

Ademas, se tiene que (Io — Uy)p = b si y solo si p + pa(—p) = b ya que —Uy(p) = Us(—p), vy
por lo tanto ¢, 0 t,,(_p) = tp-

Ya que pg(—p) = Uy(—p) = —Uy(p) = b — p, entonces t, ot, ;) = tp. Finalmente usando la
primera igualdad de (4) y la pentltima igualdad en (5):

Py =tpopgotp=tpoty_pops=tyops=f

como se queria demostrar.

Ahora, sea f una isometria en R? con sg(f) = —1 como se observé en (5), f es de la forma
tp 0 pg o 7v. De lo cual para b = 0 se tiene que f = py oy es una reflexién con respecto a una
recta [ que pasa por el origen y forma un angulo de 6/2 con el eje z.

Si b # 0, entonces se descompone como b = by + by donde by es la proyeccion de b sobre la recta
[ v by es la proyeccion de b sobre la recta perpendicular a [ que pasa por el origen denontada
por I+, considerando la base ortonormal u = (cos(/2), sen(0/2)), ut = (—sen(0/2), cos(0/2))
se tiene que:

by = (b.u)u es paralela a la recta [ y

by = (b.ut)ut es ortogonal a la recta I

de tal forma que f(x) = Uz + by + by = (Uzx + ba) + by = tp, o tp, © pg o 7. Se verifica a
continuacion que ty, 0 pg oy =t/ 0, 0t_y /9, usando algunas de las propiedades (5) se obtiene

las siguientes equivalencias:

tpjpopgoyol_po = T_p20peots—p/2)

= lpy2 9 lpgor(~b/2) © PO O Y

= ty/24pgoy(—b/2) © PO O

de lo cual para garantizar igualdad ¢, 0 pgoy = ty/20710t_4/2 = ty/24 pyoy(—b/2) © Po O, SOlO se

necesita verificar que ty, = tj/245,0y(—b/2), qQue es equivalente a probar que by = b/2 — U(b/2),
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va que ppy(z) = Uz, asi se reduce a probar que 2by = b — U(b/2). Al considerar b = (z,y):

z cos(0) —sen(0) 1 0 z
Y sen(f)  cos(0) 0 -1 Y

b—U(b/2)

z(1 — cosf) + ysend
—zsenf + y(1 + cosf)

Por otra parte

2< —sen(6/2) z > —sen(6/2)
cos(0/2) Yy cos(0/2)

2bgy

22sen?(0/2) + y2cos(0/2)sen(6/2)
—22sen(0/2)cos(0/2) + y2cos®(0/2)

2(1 — cos) + ysenb
—zsenb + y(1 — cosh)

la dltima igualdad es cierta a partir de tres identidades trigonoméricas basicas. Por lo tanto

J=thopgoy =ty otypoy0t_pyp ="ty oYL

donde L es paralela a [ (por (4)) y como by es la proyeccion de b sobre L se cumple que by es

paralelo a [, obteniendo lo requerido.

2.2.2. Grupos de Friso

Los frisos se representan bajo la forma de bandas decorativas entre bordes paralelos que con-
tinuan en ambos sentidos, los motivos que los componen se repiten a igual distancia entre
ellos.

A continuacion, se exhibe un ejemplo de un friso encontrado en los hipogeos de Tierradentro

en el departamento del Cauca.
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Imagen 3. Friso encontrado dentro de los hipogeos de Tierradentro.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra)
Para definir de manera rigurosa un friso, se cuenta con las siguientes definiciones.
Definicién 2.2.7. Sea F C R2. Se define el grupo de simetrias de F' como
Sim(F) :={f € Iso(2) : f(F) = F}.

Ejemplo 6: Sea F' = {(0,y), y € R}, entonces y(F) = F, asi v € Sim(F), ademéas si w € R

entonces t(g .,y (F) = F, asi t(g ) € Sim(F).
Definiciéon 2.2.8. El conjunto de traslacion de Sim(F) se define como el conjunto
LSzm(F) = {b € R?: tp € Szm(F)}

En el ejemplo anterior (0,a) € Lgjm (). Para cualquier a € R

Definicién 2.2.9. Un subconjunto F de R? es un friso si eviste a € R? — {0} tal que
Lgimry ={na:n € Z} = Za.

Los frisos contienen traslaciones en una sola direccién ya que, para todo b € Lgjy(r) existe

a € R? — {0} de forma que b = na para algiin n € Z.

Definicion 2.2.10. Un subgrupo G de Iso(2) es un grupo-friso si existe un friso F tal que

G = Sim(F).

De la Imagen 1. se identifica que las tnicas isometrias que deja invariante el friso son una

traslacion y cualquier multiplo entero de ella.

Teorema 2.2.15. Sea F un friso tal que Lgp,ry = {na:n € Z}.

i. Sitppg € Sim(F'), entonces 0 = km para algin k € Z.
ii. Sty € Sim(F), entonces [ es paralela o perpendicular a a.
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iit. Sitpy € Sim(F) con'b # 0 en la recta l, entonces | es paralela a a yb = %a para algun

ke Z.

Demostracion. Sean ¢ € R? y typp € Sim(F) considerando las tltimas propiedades en (5) se
tiene:

(tbopg)otco(tbopg)_l = tbopgotcopg_l ot_p

= tpoteopg ope_1 ot_p; €= py(c)

= tpotsot_p
= tbtpy(c)—b
= (o) (6)
De lo cual, si t € Sim(F) también t, ) € Sim(F), y por lo tanto deben ser ¢, ¢ = na y
po(c), po(c) = ma paralelos, de donde 6 = k7 para algin k € Z.
Sea c € R? y v, = t,ppy, nuevamente considerando las tltimas propiedades en (5) se tiene:

1 1

(thopgoy)oteo(tpbopgoy) ™ = tpopgoyotcoy "op_got_p
= thopgoteoyoy topgotp; ¢=7(c)
= tpotzoppoyoytop gotp; ¢=py(y(c))
= lpotzotp

= ta.

o
—~
~
S~—

Si te € Sim(F) también tz = t,,0,(c) € Sim(F), esto es ¢ y pp o y(c) son paralelos, como se
vio en [5] pgy, es la reflexion respecto a la recta [ que pasa por el origen de coordenadas en R?
y forma un angulo de 6/2 con el eje x, luego pg o y(c) = 7;(c), forman un angulo 0° o de 180°
es decir [ es paralela a a o [ es perpendicular a a, por lo que también debe ser [ paralela a a o

[ es perpendicular a a.

Finalmente, si t, o y; € Sim(F') como b € [ entonces ~;(b) = b, y por propiedades en (5), asi
th oY 0th 0y = th Oty b)Y © N = top € Sim(F)

Se concluye que top es de la forma tg,, con k € Z y [ es paralela a.

Teorema 2.2.16. Si F' un friso, entonces existe una recta lp tal que Sim(F) C Sim(lp)
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Demostracion. Usando el anterior Teorema 2.2.15, se demostrara éste por casos:

Caso 1: Si Sim(F') no contiene ni rotaciones ni reflexiones, solo contiene reflexiones perpen-

diculares a a: en este caso cualquier recta [p paralela a a cumple lo requerido.

Caso 2: Si Sim(F') contiene rotaciones por el teorema anterior se puede suponer que p, €
Sim(F). Se va a comprobar que sirve elegir I como la recta generada por a. Es claro que
cualquier reflexion perpendicular a a la deja invariante. Ademas, cualquier reflexion deslizante
tga o~ (permitiendo k£ = 0) debe cumplir [ = [, pues de no ser asi t;a YO Pk ONO Pr seria
una traslacion perpendicular a a, de lo que se deduce que t ka 0N € Sim(lp). Por ultimo, si
PR = tapopr es otra rotacion en Sim(F), debe ser también (topopr)opr = top € Sim(F), lo que

implica que 2p es un miultiplo entero de a, es decir que p € I, y por lo tanto tapop, € Sim(lF).

Caso 3: Sim(F') no contiene rotaciones pero si contiene reflexiones deslizantes paralelas a
a: notar que solo puede haber una reflexion deslizante paralela a a pues de haber dos, al
multiplicarlas se obtendria una traslaciéon no paralela a a, de lo cual Ip = 1.

Del anterior teorema, se tiene que cada friso tiene un eje salvo paralelismo, el cual de denotara
lr, en particular se considera el caso lr es el eje x que permite definir un caso especifico de

grupos-friso.

Definicion 2.2.11. Un grupo-friso G se llama grupo-friso estandar si G satisface que:
Lg={neilne€Z} y G C Sim(eje z).

La siguiente definicién permite establecer una relacién de equivalencia sobre el conjunto de

grupos subgrupos-friso de Iso(2).

Definicién 2.2.12. Sea o > 0, las funciones d,, : R? — R? definidas por do(x) = ax son

estiramientos los cuales cumplen las siguientes propiedades:
i) dy =1,
i1) do odg = dug, y por lo tanto d;l = di /s
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iii) Si f € Iso(2) es de la forma f(x) = Ux + b entonces
dof(x) = a(Ux) + ab = U(ax) + ab = fda(x)

donde f € Iso(2) esta definida por f(x) = Ux + ab,

iv) A pesar de no ser los estiramientos isometrias, el conjugado de una isometria por un

estiramiento sigue siendo una isometria.

Al considerar el conjunto © de todos los subgrupos-friso de Iso(2) y definir ahi la rela-
cion §1 ~ 9o < existen a > 0y f € Iso(2), con sg(f) = 1, tales que, como conjuntos
(do o £)G(do o f)~! = Go, especificamente: si h € G(dy o f)oho(dyo f)~t € Go . Dado que ~

es una relacion de equivalencia se puede hablar entonces del conjunto cociente 2/ ~.

Todo elemento de €/ ~ tiene un representante G tal que Lg = {neiln € Z} y tal que
G C Sim(ejex). En efecto, para ver esto basta con ver que el eje de todo friso puede ser

llevado al eje z, para lo cual alcanza una isometria de signo positivo (que es una rotacion), y

-1

que luego se puede hacer unitario su vector asociado a, que también es posible mediante dl\allz'

De lo cual un friso puede relacionar con un grupo-friso estandar.

Como se vi6 al inicio del estudio de transformaciones en R?, éstas forman un subgrupo de
Iso(n), asi en la siguiente proposicion T denota el subgrupo de Iso(2) formado por las trasla-

ciones.

Proposicion 2.3.2: Si G es un grupo-friso estdndar entonces TN G es un subgrupo normal de

Gy G/(TNG) tiene estructura de grupo.

Demostracion. Ya que la interseccién de dos subgrupos de un grupo es nuevamente un sub-
grupo, se considera t. € TNG. Sig € G puede ser g = tp 0 pg 0 bien g = t, o pg 0 7, con
6 = km. En ambos casos, por las igualdades (6) y (7), teniendo en cuenta que y(c) = ¢ por
pertenecer c al eje = se llega a gote0g ' =tye € TNG, por tanto TN G es un grupo normal

y del teorem 2.2.6 se sigue que /(TN G) tiene estructura de grupo.
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Teorema 2.2.17. Sea G un grupo-friso estandar. Entonces G/(TNG) es o bien el grupo trivial,

o bien un grupo de orden 2 o bien isomorfo al grupo de Klein de 4 elementos.

Demostracion. Se verd las posibles formas que puede tener un elemento g € G. Por Teorema

U Ui ) ,
2.2.11 con U = € Oy y b € R* se tiene g(x) = Ux + b con b = ¢(0).

Uz Uz
Considerando b = (b1, bg). Dado que g deja invariante al eje x es decir g(0) = (by,0), entonces

1
bs = 0; se puede escribir entonces b = bje; donde e; es el vector unitario € R%. De
0

lo anterior g(z) = Uz + biey y al evaluar g en e; se tiene g(e;) = Ue; + bie; = U + biey,

donde Uj es la primera columna de U
Uty b1 Uir + b1

Uy +bre; = + = y como g deja invariante el eje z, se tiene
U21 0 U21
r U +b1 Ui
que g(e1) = ,7 € R, asi Uyl = 0, esto es U = y como U es
0 0 Uao
matriz ortogonal, entonces por Teorema 2.2.4 det(U) = 41 de lo cual, usando la igualdad
U -U
Ul = #(U) > 2 y que U = U~ entonces se tiene dos posibilidades:
0 Ui1+bh
U +b 0 U -U
» Cuando det(U) = 1, se tiene que e = > 2 asi, Ujo =0
Ur2 U2 0 Un+bh
Uss 0
v Uss = Uj1 + by de lo cual . Ya que detU = UsUsy = 1 por tanto

Ugp = £1.

» Cuando det(U) = —1 se tiene de manera similar que Ujg = 0y U2 = —(Uy1 + b1), luego

—U. 0
U= > . Por tanto det(U) = —UgUsy = —1, esto es Ugy = +1.
10 -1 0 -1 0
Asi, las cuatro posibilidades para U son U= U=
0 1 0 -1 0 1
1 0
U =
0 -1
10
SiU = entonces g € G es una traslaciéon, por lo que, usando que G es estandar,
01

30



1 0
debe ser b; € Z. En cambio, si U = resulta ser g = tp,¢, v € G, y por lo tanto

0 —1
g% = top,e, € G, de donde 2by € Z.

De estos comentarios se desprenden las siguientes posibilidades:

10
1) SiU = entonces g(x) = x + b por tanto g =t = tye, asi g = t,e1, b1 € Z;.
01
2) Si
1 0 -1 0 1 by
U= entonces g(z) = +
0 -1 0 -1 T2 0

= pr(z) + brer

= tbe, © ()
aSi g = tb191 © pﬂ'7 bl € R?

3) Si
-1 0 -1 0 I b1
= entonces g(z) = +
0 1 0 1 9 0
= provy(x)+ bier, con vy la reflexion con el eje x
tore, © pr 0 ()
ast g = lbye, ©pr o7, b1 €R;

4) Si
1 0 1 0 T by
U= entonces g(r) = +
0 -1 0 -1 T9 0
= y(z) + bie;

tper © (), con 7 la reflexion con el eje x

asi g = lpje; ©7, b1 € Z;

5) ya que 2b; € Z, entonces by =t/2 con t € Z, de lo cual g = t(p,41/2)e, © 7> b1 € Z.

1

Loh se

Notar que si g y h son del mismo tipo en la lista, al realizar las cuentas posibles de g~
obtiene una traslacion, por lo que se tiene la igualdad de clases laterales g(TNG) = h(TNY),

lo que implica que §/(TNG) tiene a lo sumo cinco elementos. Por otra parte si g € G al hacer
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los calculos se obtiene que g% € (TNG), por lo que g(TNG)g(TNG) = ¢g*(TNG) = (TNG) de lo
que se deduce que cada elemento de §/(TNG) tiene orden dos. Como el orden de un elemento
divide al orden del grupo entonces G/(T N G) es par y por tanto solo debe ser de orden 1, 2 o
4, y en caso de ser de orden 4 no puede ser ciclico (pues todos los elementos son de orden 2),

por lo que se llega al grupo de Klein de 4 elementos.

Teorema 2.2.18. )/ ~ tiene 7 elementos, con representantes:

< te, > (8)
<tepp7r >7<te1,p7r’y>,<tel,’y>,<tel,t%elO’y> (9)
<te1apﬂ'77>v<te1apﬂ’at%el0’7> (10)

Demostracion. Sea G un grupo-friso estandar. Se debe probar que G esta relacionado con

alguno de los grupos listados en el Teorema anterior, asi se obtiene los sigueintes casos:

Caso 1) §/(TNG) es el grupo trivial: en este caso G =T NG y por lo tanto G es de la forma (8)

ya que son traslaciones.

Caso 2) G/(TNG) es de orden 2: aqui § = (TNYG)Ug(TNG) es decir que § =< te,,g >, donde

g es de tipo 2), 3) 4) 6 5) de la lista anterior:

e Si es de tipo 2), a partir de las relaciones t_y, 50 g o t:llDl/Q =pr Yt p20te ©

t_l

b2 = e, se obtiene que t_b1/29t:]101/2 =<te,, Pr >.

e Si es de tipo 3), se toma nuevamente ty,, /5 como elemento conjugador y se obtiene
t by /25y, jp =< e pr 07 >.
e Sies de tipo 4), los grupos < te,,tbye; ©7 >y < te,,7y > coinciden.
e Sies del tipo 5), los grupos < te,,t(p,+1/2)e; © > Y < tey,t1/2¢, © 7 > son iguales.
Caso 3) G/(TNY) es el grupo de Klein de 4 elementos, ademés no puede contener elementos del
tipo 4) y elementos del tipo 5) al mismo tiempo pues t; /5, € 9, lo que contradice que G

es un grupo-friso estandar, de lo cual, siendo g; del tipo ¢ G toma alguna de las siguientes

formas:
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(TNGUGgTNG)Ugs(TNG)Ug(TNG) (11)
NG Ugs(TNG) (12)

—
Q
V)
—
Q
w

En ambos casos, § 3 g2 = tb,e, © pr; conjugando con h =t _y,, /3¢, podemos asumir que
g2 = pr. Dado que tp,e, 0 pr oy =g3 € G, resulta g0 ga = t_p,e, 7 € §. En el caso (11)
g3 o g2 debe ser del tipo 4) por lo que by € Z y por lo tanto § =< te,, pr,7y >, mientras
que en el caso (12) g3 o go debe ser del tipo 5), que implica by +1/2 € Z y por lo tanto

§=< telvpﬂatl/Qel oy >.
O

Con el objetivo de mejorar la legibilidad y simplificar la notacién de los grupos de friso, se
realizaran algunos cambios en su simbologfa. Para una representaciéon mas clara, se emplearan
simbolos mas concisos y descriptivos. En particular, se considerard una nueva notacién para

los elementos clave, como:

» t., =t (Traslacion).
» pr = p (Rotacion de 180°).

» v = (7 el la reflexion con el eje z)

prY = Yy (7y es la reflexion sobre el eje y). En este caso, se tendra en cuenta el nombre
del grupo, ya que segun éste, la reflexién la hace paralela o perpendicular al vector de
traslacion; si el nombre del grupo tiene /" se tiene en cuenta que la reflexion que se hace
es perpendicular al vector de traslacién, de lo contrario, si no aparece dicho simbolo, se

tiene en cuenta que la reflexiéon es paralela al vector de traslacion.

» t1_ = D (Deslizamiento).
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Considerando lo anterior, se exhiben ahora los grupos de friso tras un minucioso analisis de
sus generadores. Este proceso incluyo calculos detallados para establecer las relaciones funda-
mentales que caracterizan a cada grupo, proporcionando asi una visiéon clara de su estructura

y propiedades. Denotando t? = ¢ como el conjugado, donde ¥ =~y Lotoy =t
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Imagen 5. Representacion grdfica del conjugado t7 =t.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra)

Para cada relacion se realizoé un analisis grafico como el que se presenta en la Imagen 5, donde
los ntimeros representan el paso a paso de los movimientos que la figura base esté efectuando,

siendo el namero 1, la figura base.
1) pl=<t>
El grupo pl esta generado por traslaciones.
2) p2=<t,p> p’=1,tr=t"
El grupo p2 esta generado por traslaciones y rotaciones.
3) pm=<t,y> =110 =t
El grupo pm esta generdo por traslaciones y reflexiones.
4) p/m=<t,y, > =1, t7=t"1

El grupo p/m esta generado por traslaciones y reflexiones perpendiculares al vector de

traslacion.
5) pg=<t,D>; D?>=t tP =t

El grupo pg esta generado por traslaciones y deslizamientos.
6) p2m =<t,p,y>; V:=Lp* =1 t"P=t"1 t7=t =1

El grupo p2m esté generado por traslaciones, rotaciones y reflexiones.
7) p2g=<t,p,D>; p>=1 D>=t tr=t"1 tP =t pP=p!

El grupo p2g esté generado por traslaciones, rotaciones y deslizamientos.
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A continuacion, se muestra un grafico que representa geométricamente cada grupo de frisos.
Cada uno de estos grupos es tnico, lo que significa que cualquier figura con un patrén se pue-
de analizar para determinar su figura base, y a partir de los movimientos realizados se puede

concluir a qué grupo de frisos pertenece esa figura.

Representacion grafica de los grupos de Friso
pt SIS
~

—

p/m I\W

- SR

Imagen 6. Representacion grifica de los grupos de Friso.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra)
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2.2.3. Grupos Cristalograficos

A diferencia de los grupos de friso, que se centran en simetrias en una tnica direccion, los gru-
pos cristalogréificos abarcan una mayor diversidad de simetrias bidimensionales, incluyendo
rotaciones, reflexiones y traslaciones en el plano. Esta expansion en las operaciones permitidas

da lugar a una mayor riqueza estructural y simétrica en el anélisis de los grupos cristalograficos.
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Imagen 7. Grupo cristalogrifico encontrado en tejido Misak.

Fuente. Artesanias Misak, Silvia - Cauca.

En esta seccion, se tomaron como puntos de referencia a [1] y [2] para llevar a cabo la clasifi-
cacion de los grupos. La demostracion detallada de la clasificacion se presenta en [1], mientras

que en [2], contiene la enumeracion de los grupos junto con sus correspondientes relaciones.

Para nombrar a las grupos cristalograficos se consideran varios factores. Primero se toma en
cuenta el paralelogramo fundamental que define la celda bésica del patréon repetitivo. Luego,
se analizan las simetrias presentes en el grupo. La nomenclatura resultante consta de cuatro

simbolos que describen detalladamente las caracteristicas de simetria del grupo cristalografico:

1) Letra p o c: Estas letras representan el paralelogramo fundamental.
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p : Significa que el paralelogramo fundamental es un cuadrado, un rectangulo o un

paralelogramo.

c : Significa que este grupo tiene como paralelogramo fundamental un rombo.
2) Numeracion: 1, 2, 3, 4 o 6: Estos nimeros representan el orden de los giros.

e Orden 1: No contiene giros.

e Orden 2: Contiene giros de 180°.

Orden 3: Contiene giros de 120°.

Orden 4: Contiene giros de 90°.

Orden 6: Contiene giros de 60°.
3) Letras m o g: Representan el tipo de simetria.

m : Estos grupos contienen reflexiones (espejo = mirror).

g : Estos grupos contienen deslizamientos (deslizamiento = glide)

4) Letra m o g: Igual que la clasificacion anterior pero teniendo en cuenta si hay una

segunda simetria.

En la referencia [1], se destaca que la demostracion para la clasificacion de los grupos se
desarrolla considerando sus reflexiones como un factor determinante, éste divide los grupos

dependiento la cantidad de reflexiones que tiene y asi poder llevar a cabo la clasificacion.

= Grupos planos sin reflexiones: En este caso se encuentran los grupos pl, p2, p3, p4

y p6, los cuales son los grupos que solo contiene rotaciones.

= Grupos planos con una reflexién: Dentro de los grupos que contiene una sola refle-

xi6n estéan los grupos cm, pm y pg.

= Grupos planos con mas de una reflexion: Esta es la clasificacion més grande, pues
hay 9 grupos que la conforman, los cuales son cmm, pmm, pmg, pgg, p3lm, p3ml, pdm,

pdg y pbm.
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En la referencia [2], se sigue un enfoque especifico al iniciar identificando los érdenes de los
grupos antes de proceder con la clasificacién correspondiente. Para llevar a cabo este proceso,

se presentan dos teoremas que establecen fundamentos clave en la categorizacion de los grupos.

Al igual que en los grupos de friso, en los grupos cristalograficos también se realizé un anélisis

detallado de cada una de las relaciones dentro de cada grupo.

Teorema 2.2.19. Sea G un grupo cristalogrdfico que conserva la orientacion. Entonces G+
estd generado por Ty = G N'T y una nica rotacion de orden n, con n = 1,2,3,4 6 6. Asi

pues, G adopta una de las formas siquientes:

1) G1 =<ty ty >.

2) Go =< ty,tw,p> donde p> =1, th =t_,, th =t_.
3) G3 =< ty,tw,p > donde p® =1, th =t_, thy =ty 4.
4) Ga =<ty tw,p> donde p* = I, th =t_,, th =t,.

5) G6 =< ty,tw,p > donde p? =1, th =ty _y, th = t,.

En el teorema siguiente se listan los grupos cristalograficos planos G correspondientes a cada

uno de los posibles subgrupos directos G = G; para i = 1,2, 3,4, 6.

Teorema 2.2.20. .

a) Para el subgrupo G1 (no tiene rotaciones) tenemos exactamente cuatro tipos distintos de

grupos cristalogrdficos:

a.1) pl = < ty,ty >.

El grupo p1 estd generado por las traslaciones t, y tq,.
a.2) em = <ty ty,y >, Y2 =1, t) =ty, ty =1t,.

El grupo cm estd generado por las traslaciones t,, ty, y por la reflexion .
a.3) pg = <ty ty, D>, D*=t, t0=t, tD=t_,.

El grupo pg estd generado por las traslaciones t,, t,, y por el deslizamiento D.
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a.4) pm= < ty,ty,y>, V=1, t] =1t,, th =1_,.

El grupo pm estd generado por las traslaciones t, ty y por la reflexion .

b) Para el subgrupo Go (tiene rotaciones de 180°) se tiene exactamente cinco tipos distintos

de grupos cristalogrdficos:

b.1) p2 = < ty,tw,p>, p>=1, th=t_,, th =t_y
El grupo p2 estd generado por las traslaciones t,, t,, y por la rotacion p.

b.2) emm = < ty,ty,y,p>, pP=1, V2 =1, (yop)2=1I,th=t_, th =t_y, t) =
tw, tow =ty
El grupo cmm estd generado por las traslaciones t,, ty,, la reflexion v y la rotacion
p.

b.3) pmm = < ty,tu,,p>, pP=1, V2 =1, (yop)2 =1, th=t_y, th =t 4, t) =
ty, to, =t_w
El grupo pmm estd generado por las traslaciones t,, t, la reflexion v y la rotacion
o

b.4) pmg = <ty tw,y,p > pP=1 V=1 (yop) =1, 7=ty th =ty ti=
t_o, to =tw
El grupo pmg estd generado por las traslaciones t,, ty, la reflexion v y la rotacion
o

b.5) pgg = < tu,tw,D,p>, p> =1, D>=t,, (Dop)?>=1,1th=1_,, th =t_, tP =
t, ) = tw
El grupo pgg estd generado por las traslaciones t,, t,, el deslizamiento D y la

rotacion p.

c¢) Para el subgrupo G3 (tiene rotaciones de 120°) tenemos exactamente tres tipos distintos

de grupos cristalogrdficos:

¢.1) pP3= <ty tw,p>, PP =1, th =t o, th =ty u

El grupo p3 estd generado por las traslaciones t,, ty y la rotacion p.
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d)

¢

c.2) p3lm = < ty,tu,y,p>, PP =1, V2 =1, (yop)? =ty, th=1t_ o, th =ty w, ti =
t_w, th =t_y
El grupo p31m estd generado por las traslaciones t,, t,, la reflexion v y la rotacion
o

c.8) p3ml = <ty tw,y,p>, =1, V=1, (yop)2 =1, th=t_y, th =ty w, ty =
tw, T =ty
El grupo p3m1 estd generado por las traslaciones t,, t,, la reflexion v y la rotacion

p.

Para el subgrupo G4 (tiene rotaciones de 90°) tenemos exactamente tres tipos distintos

de grupos cristalogrdficos:

d1) pd= <ty ty,p> pt=1 th=t_, th =t,
El grupo p4 estd generado por las traslaciones t,, i, y la rotacion p.

d.2) pAm = < ty,ty,v,p >, pt =172 =1, (yop)2 =1, th =t o, th =t,, t) =
tos twY = t_w
El grupo p4m estd generado por las traslaciones t,, ty, la reflexion v y la rotacion
o

d.3) pAg = < ty,tw,D,p>, pt=1, D> =t, (Dop)?=1,th=1t_, th =t,, tF =

v

ty, tH =1,

El grupo p4g estd generado por las traslaciones t,, t,, el deslizamiento D y la

rotacion p.

Para el subgrupo G5 (tiene rotaciones de 60°) tenemos exactamente dos tipos distintos

de grupos cristalogrdficos:

e.1) pb= <ty,tu,p>, pd =1, th =ty o, th =ty
El grupo p6 estd generado por las traslaciones t,, t,, y la rotacion p.

e.2) pobm = < ty,tw,v,p>, PO =1, V2 =1, (yop)? =1, th =ty o, th =t,, t) =
ty, tw = ty—w
El grupo pbm estd generado por las traslaciones t,, ty, la reflexion v y la rotacion

p.
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Representacion grafica de los grupos cristalograficos

pl cm

| 523 pm

Imagen 8. Grupos cristalogrdficos de Orden 1.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

p2 cmm peg

pmg

prom

Imagen 9. Grupos cristalogrdficos de Orden 2.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.
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3 > 5 p3lm
™

p3ml

Imagen 10. Grupos cristalogrdficos de Orden 3.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

pdg

Imagen 11. Grupos cristalogrdficos de Orden 4.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.
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Imagen 12. Grupos cristalogrdficos de Orden 6.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

2.3. Representacion geométrica de las relaciones de los grupos de frisos y

cristalograficos

En esta seccién, se llevara a cabo una representaciéon geométrica detallada de los grupos de
frisos y los grupos cristalograficos mencionados previamente. El propésito de esta representa-
cién es obtener una clasificacion visual y seleccionar adecuadamente los registros fotograficos
que se presentaran en las secciones 3, 4 y 5. La combinacién de la presentaciéon visual y la
fundamentacién tedrica contribuird a una comprension integral de los grupos de friso y los

grupos cristalogréficos.

2.3.1. Grupos de frisos

A continuacién, se representa geométricamente los grupos de frisos pm y p2m, teniendo en
cuenta una figura base, los generadores y las relaciones de cada grupo. El anélisis de los otros
grupos de friso se encuentran en el anexo 10.1: Resultados geométricos de grupos de

frisos.

» Grupo pm=<t,y>; > =1, t" =t

Pasos graficos para obtener la relacién:

o Y =noy=1I
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Paso 1

Resultado

C ............. ‘) ,

Grafica 1. Pasos para realizar la relacion v* = I del Grupo pm.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

° ﬂ:'y_loto'y:t

Paso 1
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Resultado

t
—_—

Gréfica 2. Pasos para realizar la relacion t7 =t del Grupo pm.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

» Grupo p2m =< t,v,p>; V> =Lp* =1, tP =t t7 =t =4

Pasos graficos para obtener la relacion:

e V=qoy=1

Paso 1

>
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Resultado

C ............. ‘) ,

Grafica 3. Pasos para realizar la realcion v* = I del Grupo p2m.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

e pr=pop=1I

Paso 1

Paso 2
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Grafica 4. Pasos para realizar la relacion p?> = I del Grupo p2m.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).
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Resultado

Grafica 5. Pasos para realizar la relacion tP =t~ del Grupo p2m.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

° t”:y‘lotoq/:t

Paso 1

Paso 3
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Resultado

Grafica 6. Pasos para realizar la relacion t7 =t del Grupo p2m.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

° P =pltoyop=p

Paso 1

/
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Resultado

Grafica 7. Pasos para realizar la relacion v* = p del Grupo pZm.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).
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2.3.2. Grupos cristalograficos

Realizando un anélisis geométrico, andlogo al estudio realizado en los frisos, se obtienen las

relaciones en los grupos cristalograficos pm, comm, p3m1l, p4 y p6.

Representacion gréfica de un grupo de Orden 1:

s Grupo pm = < ty, ty,y >, Y2 =1, ti =t,, ti, =t_y

tw

T,

Paralelogramo fundamental

o1



Grafica 8. Representacion de cada una de las relaciones del Grupo pm.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

Representacion grafica de un grupo de Orden 2:

s Grupo ecmm = < ty,ty,v,p >, p> =1, V> =1, (Yop)2 =1, th=t_,, th =t_y, t) =

tw, tw =ty

Paralelogramo fundamental

e p’=pop=1

a
N~
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hd tz:'Y_lotvO'Y:tw

Gréfica 9. Representacion de cada una de las relaciones del Grupo cmm.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

Representacion grafica de un grupo de Orden 3:

. Grupo p3m1 = < by, tw, 7, p >, p3 = Ia 72 = I? (’Yop)2 = Ia tg =1lw, tfu =

ty—w ) tz = twa t% =1y

Paralelogramo fundamental
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e V=qoy=1

o (YopP=(yop)o(yop) =1

i i
IAG -\ P

1
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Grafica 10. Representacion de cada una de las relaciones del Grupo pSml.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

Representacion grafica de un grupo de Orden 4:

s Grupo pd = < ty,ty,p >, pt =1, th =t_y, th =t,

tw

v

Paralelogramo fundamental

&(\ f)ﬂ
.,
e \)il

o7
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° tﬁ:p_ otyop=1t_y

TJW'
pQI
bL.
ty
p1
. tﬁ,:p‘lotwop:tv
t\'
e ———

T

Grafica 11. Representacion de cada una de las realciones del Grupo p4.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).

Representacion grafica de un grupo de Orden 6:

" Grupop6= < Ly by p >7p6=L tg:tv—wa tfu:tv

o8



Paralelogramo fundamental

mﬂ’ﬁ
%BN

° tﬁ:p_lotvop:tv_w

G

Grafica 12. Representacion de cada una de las relaciones del Grupo pé.

Fuente. Autoria propia (GeoGebra).
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Los anteriores capitulos, lograron sumergir en los cimientos esenciales de la simetria, sentando
asi las bases solidas que constituyeron en el epicentro de esta investigacion. Estas nuevas sec-
ciones encederan la llama de la curiosidad, guiando visualmente hacia los fascinantes mundos
de los grupos de Friso y los grupos Cristalograficos, llevandonos més alla de los limites de la

teoria pura hacia la apreciacion de la matematica como una forma de arte.

Dos antecesores en este tipo de estudio, que indentifican estos patrones en los grupos de Friso
y grupos Cristalograficos, son Victor Albis y José Valencia, como se evidencia en el estudio
referenciado en [8]. En esta investigacion, Albis y Valencia se enfocan en realizar un analisis
estadistico de la frecuencia de aparicién de estos grupos en los disenos de ceramica presentes
en la region Central de Panaméa con el objetivo de validar y respaldar la existencia de una
division periodica de las decoraciones ceramicas en dicha regién. En Colombia, Albis realizo
un estudio en la ornamentacién de diversas culturas, como la Quimbaya, Muisca, Tairona y de
Pupiales. Los diversos hallazgos constituyen valiosos antecedentes en el ambito de los grupos
ciclicos, grupos diédricos, grupos de friso y grupos cristalograficos. El estudio de Albis repre-
senta un importante avance multidisciplinario que vincula la matemaética, la geometria y la

antropologia [13].

Ahora bien, jPreparate para un viaje repleto de belleza, arte y la asombrosa armonia que la

matematica tiene para revelar!

3. Grupos de frisos y grupos cristalograficos en Silvia

Silvia, rincon magico en el corazén de la region del Cauca-Colombia, es un lugar que irradia
historia, cultura y comunidad. La visita a Silvia, permitié una experiencia tnica donde las
tradiciones ancestrales se entrelazan con la vida cotidiana y donde la comunidad juega un

papel central en la creacién y preservacion de su rica herencia cultural.

El viaje a Silvia no solo fue un viaje de descubrimiento cultural, sino también un intento
de comprender como las estructuras implicitas de grupo en esta comunidad se reflejan en su

arte, tradiciones y formas de vida. Se espera que, a medida que se avance en estas paginas, el
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lector se sumerja en la riqueza cultural de Silvia y descubra las conexiones entre la creatividad
artistica y las estructuras sociales de esta comunidad que ha logrado preservar sus tradiciones

de generacién en generacion.

A continuacién, se presentan unas imagenes que capturan momentos significativos que buscan
enriquecer la comprension de la preservacion de la herencia cultural de la comunidad Misak.
Estas imégenes no solo son testimonios visuales de las practicas culturales arraigadas en la
comunidad, sino que también ofrecen pistas sobre las conexiones que hay entre la creatividad

artistica y las estructuras sociales.

En el tejido del tambalguari, que es el sombrero tipico de la comunidad Misak, el cual se
refleja la transmision intergeneracional de habilidades y conocimientos. La Imagen 13 tomada
en la institucion Misak Mamé Manuela, ilustra cémo las tradiciones culturales se transmiten
de manera practica y vivencial, con los ninos aprendiendo las técnicas ancestrales bajo la guia
de sus mayores. Este acto de tejido no solo es una manifestaciéon artistica, sino también un

vinculo tangible con la historia y la identidad cultural de la comunidad.

Imagen 13. Tejido del Tambalguari por el estudiante Heiber Velasco del grado séptimo de la
Institucion Educativa Misak Mamd Manuela.

Fuente. Autoria propia.
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La escuela Misak Maméa Manuela se convierte en un espacio donde la educaciéon formal se
entrelaza con la transmision de conocimientos tradicionales y asi el actuar docente refleja el
papel crucial de la educaciéon en la transmisién y preservacion de la herencia cultural. La si-
guiente imagen ilustra cémo la comunidad se involucra activamente en la preservaciéon de su

cultura, con el docente desempenando un papel clave en este proceso.

Imagen 14. Segundo Yalanda, docente de la Institucion FEducativa Misak Mamd Manuela,
Junto a sus estudiantes del grado noveno.

Fuente. Autoria propia.

La Imagen 15 de las artesanas tejiendo no solo muestran la destreza técnica, sino también
la importancia del tejido como una forma de expresion artistica arraigada en las estructuras

sociales de la comunidad.

Imagen 15. Artesanas del pueblo Misak. A la izquieda Clemencia Montano, a la derecha
Diana Patricia Tunubald.

Fuente. Autoria propia.
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En resumen, las imagenes ofrecen una ventana visual a las dindmicas sociales del pueblo Misak,
destacando la preservacion de la herencia cultural. Cada fotografia cuenta una historia tinica

que contribuye a la comprensién integral de la riqueza cultural de la comunidad.

En seguida se presenta una tabla que detalla el significado de algunos simbolos descubiertos
en Silvia. Esta herramienta visual proporciona una referencia clara y concisa para comprender
la simbologia presente en la comunidad, permitiendo a los lectores adentrarse en el significado
profundo y cultural que estos simbolos encierran. Dichos singificados fueron brindados por la

artesana Diana Patricia Tunubala.
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Tabla 1: Nombre y significado de algunos de los simbolos encontrados en Silvia.
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El estudio de los grupos de frisos y cristalograficos en la cultura Misak revela una profunda
conexién entre la simbologia ancestral y las expresiones artisticas contemporaneas. Durante
las visitas a la Instituciéon Educativa Misak Mama Manuela, la Misak Universidad, el local
Artesanias Misak y el stand de arte Misak en el parque Caldas de Popayan, se logr6 recopilar

un valioso registro fotografico que destaca la riqueza cultural de este pueblo indigena.

Entre los grupos de frisos y cristalograficos identificados, se observa una diversidad de for-
mas y patrones que se reflejan en diversos objetos como bolsos, chumbes, manillas, collares y
en el tejido del tambalguari. Estos elementos no solo son manifestaciones estéticas, sino que

también poseen un profundo significado cultural que se transmite de generacién en generaciéon.

La Institucion Educativa Misak Maméa Manuela y la Misak Universidad en la vereda Santiago,
resguardo indigena de Guambfia, se erigen como guardianes de la tradicién cultural, ensenando
a las nuevas generaciones la importancia de preservar y transmitir de manera inconsciente los
conocimientos relacionados con los grupos de frisos y cristalograficos. Ademés, el local Ar-
tesanias Misak en el barrio El Porvenir del casco urbano de Silvia y el stand de arte Misak
en el parque Caldas de Popayéan son espacios donde estas expresiones culturales se exhiben y

comparten con el piiblico.

La seleccion y clasificacion de las fotografias se realizdé cuidadosamente, teniendo en cuenta
los generadores y las relaciones presentes en los grupos de frisos y cristalogréaficos previamente
descritos. Este proceso permitio resaltar la complejidad y la belleza de las figuras encontradas,
proporcionando una vision mas profunda de la cosmovisién Misak y su habilidad para fusionar

lo tradicional con lo contemporéneo en sus expresiones artisticas.

3.1. Registro fotografico de los grupos de frisos

Para los grupos de Friso, se enfocaré en capturar la esencia de las simetrias unidimensiona-
les, destacando las traslaciones, rotaciones y reflexiones que caracterizan a estos grupos. Se

buscara proporcionar una visiéon clara de la repeticién y regularidad en una sola direccion.
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Para ello, se inici6 el proceso con la realizacién de un registro fotografico exhaustivo, el cual
posteriormente sirvié como base para llevar a cabo una seleccién y clasificaciéon meticulosa de

las imagenes capturadas.

Durante la seleccién, se tuvo en cuenta las cualidades especificas de cada elemento bajo estu-
dio, otorgando prioridad a las formas geométricas presentes en las imagenes y estableciendo un
vinculo directo con los principios matemaéticos previamente abordados. A partir de la figura
base identificada, se procedi6é a estudiar cada movimiento esfectuado por dicha figura. Este

enfoque permitié realizar una clasificacion sistematica en los distintos grupos de Friso.

En el proceso de clasificacion, se llegd a la conclusion de que en Silvia, los tejidos representan
de manera destacada los 7 grupos de frisos. Cada uno de estos grupos refleja patrones espe-
cificos que se manifiestan en los tejidos, proporcionando asi una conexion tangible entre las
manifestaciones visuales y los conceptos matematicos subyacentes. Este enfoque integrado en-
tre la observacion visual y la teoria matematica permitié una clasificacion precisa y reveladora

de los elementos geométricos presentes en los tejidos de Silvia.

Se selecciond un total de 15 fotografias que evidencian la presencia de los grupos de Friso.
De manera representativa, se ha seleccionado un miembro de cada grupo, acompanado de su
generador o figura base, asi como una descripcion detallada de sus respectivos movimientos.
Para ampliar la perspectiva, se incluyen otros ejemplos de grupos de Friso en el Anexo 10.2:
Otros Grupos de Frisos Encontrados en Silvia. Estos ejemplos adicionales brindan una
visién mas completa de la diversidad y riqueza de patrones geométricos presentes en los tejidos

y manifestaciones visuales de la region.

El anélisis detallado de cada representante, junto con la exposicion de los generadores y movi-
mientos asociados, permite una comprensién més profunda y apreciativa de la conexién entre
la geometria matematica y las expresiones visuales en los tejidos de Silvia. Estas fotografias
y su analisis contribuyen significativamente a la documentacion visual y matematica de los

grupos de frisos presentes en la region.
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s Grupo pl =<t >

Figura
hase

Grafica 13. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo pl.

Fuente. Autoria propia.

s Grupo p2=<t,p>

Figura
hase

Grafica 14. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p2.

Fuente. Autoria propia.
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= Grupo pm =<t,y >

Figura
base

Grafica 15. Bolso tejido en lana natural y lana procesada combinados, donde se

identifica el grupo pm.

Fuente. Autoria propia.

» Grupo p/m =<t,y, >

Figura
base

pfm

Grafica 16. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p/m.

Fuente. Autoria propia.
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s Grupo p2m =<t,p,v >

Figura
base

p2m

Grafica 17. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p2m.

Fuente. Autoria propia.

= Grupo pg =<t,D >

Grafica 18. Manilla tejida en chaquiras donde se identifica el grupo pg.

Fuente. Autoria propia.
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Grupo p2g =<t,p,D >

9

ol 1
i ‘E. Wy s

wi i
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Gréfica 19. Bolso tejido en lana nartural y lana procesada combinados donde se

identifica el grupo p2g.

Fuente. Autoria propia.
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3.2. Registro fotografico de los grupos Cristalograficos

En cuanto a los grupos Cristalograficos, su anélisis serd més complejo y abarcador. Se inclui-
ran elementos visuales que reflejen las simetrias bidimensionales presentes en estos grupos,
incorporando rotaciones, reflexiones y traslaciones en el plano. Para ello, el proceso inici6é con
la realizaci6on de un detallado registro fotografico, que posteriormente sirvié como base para

llevar a cabo una seleccion y clasificacidén meticulosa de las imégenes capturadas.

Durante la seleccion, se consideraron las cualidades especificas de cada elemento a estudiar,
dando prioridad a las figuras geométricas presentes en las imagenes y estableciendo un sélido
vinculo con los principios matematicos; el analisis se centr6 en identificar patrones recurrentes
de los cuales se extrajo la figura base, el paralelogramo fundamental, se estudié cada movi-
miento de dichos patrones dentro del paralelogramo y a partir de los movimiento efectuados,

se identificaron una distintos grupos Cristalograficos.

Del registro fotografico obtenido en Silvia se encuentraron representados en sus tejidos 5 grupos
Cristalograficos, especificamente: pl, p2, cm, pm y pmm. Estos grupos capturan las esencias
geométricas presentes en los tejidos, revelando una rica diversidad de patrones que se alinean
con los conceptos matemaéticos subyacentes. Este enfoque integrado entre la observaciéon vi-
sual y la teoria matemaética proporcioné una clasificacién precisa y reveladora de los elementos

geométricos presentes en los tejidos de Silvia.

Se seleccion6 un total de 9 fotografias que exhiben algunos de los grupos cristalograficos
presentes en Silvia. Para cada grupo seleccionado, se presenta un representante acompanado
de su generador o figura base, el paralelogramo fundamental asociado, un anélisis detallado
dentro de este paralelogramo, y la construcciéon del grupo con respecto a los vectores de
traslacién. En el Anexo 10.3: Otros Grupos Cristalograficos Encontrados en Silvia,
se incluyen ejemplos adicionales de grupos cristalogréificos, cada uno con su figura base y
el paralelogramo respectivo. Esta amplia variedad de ejemplos proporciona una visién més
completa de la diversidad de patrones geométricos presentes en los tejidos y manifestaciones

visuales de la region.
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s Grupo pl = < ty,ty >
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Grafica 20. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo pl.

Fuente. Autoria propia.
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Grupo p2 = < ty,ty,p >

Figura
base

Paralelogramo
fundamental

Grupo p2

Grafica 21. Bolso tejido en hilo guagjiro donde se identifica el grupo p2.

Fuente. Autoria propia.
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s Grupo cm = < ty,ty,y >
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Grafica 22. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo cm.

Fuente. Autoria propia.
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s Grupo pm = < ty,ty,y >

Figura
base

w

Paralelogramo
fundamental
Grupo pm

Grafica 23. Bolso tejido en lana natural hilada donde se identifica el grupo pm.

Fuente. Autoria propia.
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s Grupo pmm = < ty, ty,v,p >

Figura
base

Grupo pmm

Paralelogramo
fundamental

Grafica 24. Bolso tejido en lana natural y lana procesada combinada, donde se

identifica el grupo pmm.

Fuente. Autoria propia.
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4. Grupos de frisos y grupos cristalograficos en Tierradentro

La region de Tierradentro, en el corazén de Colombia, es un lugar donde la historia y la cultura
se entrelazan en un misterio cautivante. Aventurarse en esta tierra es adentrarse en el pasado,
explorar el enigma de antiguas civilizaciones y sumergirse en la maravilla de los hipogeos,

tesoros arqueoldgicos escondidos bajo la tierra.

El viaje a Tierradentro fue una experiencia inolvidable. Mientras se deambula por este paisaje
de verdes colinas y cielos azules, se persive la promesa de descubrimientos en las profundidades
de la tierra. Los hipogeos, misteriosos sepulcros subterraneos excavados por los antiguos habi-
tantes de la region, se alzan como testimonios silenciosos de una cultura olvidada. Cada paso
hacia estas estructuras ancestrales desenterraba no solo la historia, sino también la posibilidad

de revelar las complejas estructuras de grupo que podrian haber en ellas.

Este viaje permite explorar en detalle los hipogeos, capturando sus caracteristicas y anali-
zando las pistas que podrian sugerir la existencia de estructuras de grupo en la creacién y
utilizacién de estas maravillosas estructuras arqueolégicas. Las preguntas surgen de manera
natural: ;Cémo se organizaron las comunidades para construir estos hipogeos? ; Qué simbolis-

mo y significado subyacen en las formas y patrones en sus muros?

En este estudio, se comparte el registro fotografico del viaje a Tierradentro y el anéalisis de
los hipogeos, con el proposito de descubrir estructuras de grupo en el arte de esta enigmatica

region.

En Tierradentro se visitaron los siguientes lugares: Segovia, el Duende, San Andrés y el Agua-
cate. Las imégenes que a continuacién se comparten ofrecen una cautivadora vision de las
maravillas que Tierradentro tiene para ofrecer. Estas fotografias capturan la esencia de un
lugar que fusiona la grandiosidad de su entorno natural con la maravilla de los hipogeos. La
majestuosidad del paisaje se entrelaza armoniosamente con la riqueza histérica, creando un
escenario tnico donde la naturaleza y la herencia arqueologica convergen en una experiencia

asombrosa.
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= Segovia

Imagen 16. Segovia - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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Imagen 17. Entrada a los hipogeos. Segovia - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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s El Duende

Imagen 18. Vista desde El Duende - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.

= San Andrés

Imagen 19. San Andrés - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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Imagen 20. Vista de San Andrés - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.

s Alto de El Aguacate

Imagen 21. Alto de El Aguacate - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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Imagen 22. Entrada a los hipogeos. Alto de El Aguacate - Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.

Imagen 23. Andlisis de las fotografias dentro de las tumbas. Alto de El Aguacate -

Tierradentro. De izquierda a derecha: Samin Cerdn, Sara Martinez y Erika Portilla.

Fuente. Autoria propia.
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4.1. Registro fotografico de los grupos de frisos

En el anilisis del registro fotografico que se obtuvo en Tierradentro se identificaron en las
pinturas de sus hipogeos de manera destacada 3 grupos de Friso, especificamente: p2m, pm y
p/m. Estos grupos capturan las esencias geométricas presentes en las pinturas, revelando una

rica diversidad de patrones que se alinean con los conceptos matematicos subyacentes.

Se seleccion6 un conjunto de 12 fotografias que capturan los distintos grupos de frisos presentes
en Tierradentro. De cada lugar visitado, se exhiben dos representantes de frisos. En el Ane-
xo0 10.4: Otros Grupos de Friso Encontrados en Tierradentro, se presentan ejemplos

adicionales de grupos de frisos.
= San Andrés

e Grupo p2m =<t,p,v >

Figura
base

Grafica 25. Hipogeo SAS5, San Andrés, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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26. Hipogeo SAS5, San Andrés, Tierradentro.

Grafica

Fuente. Autoria propia.
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= Segovia

e Grupo pm =<t,vy >

D022200%

Grafica 27. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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e Grupo p/m =<t,y, >
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Grafica 28. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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e Grupo p2m =<t,p,v >

Gréfica 29. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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s El Duende

e Grupo p2m =<t,p,v >

Gréfica 30. Hipogeo T3, El Duende, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.

» El Aguacate

e Grupo pm =<t,vy >

pm

N

Figura
hase

Gréfica 31. Hipogeo, EL Aguacate, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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Grafica 32. Hipogeo, El Aguacate, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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4.2. Registro fotografico de los grupos cristalograficos

De los patrones que se encontraron en el registro fotografico se identifico la figura base, el
paralelogramo fundamental y al estudiar los movimiento efectuados dentro del paralelogramo,
se encontraron presentes en Tierradentro 3 grupos Cristalogréficos, especialmente: cmm, pdm

y pmm.

Se seleccion6 7 fotografias en las que se observa algunos de los grupos Cristalograficos. De
cada sitio visitado y donde se econtré algtin grupo, se deja el representante del grupo con su
generador (o figura base), su paralelogramo fundamental, el anélisis dentro del paralelogramo
y la construcciéon del grupo respecto a los vectores de traslaciéon; en el anexo 10.5: Otros
grupos Cristalograficos encontrados en Tierradentro se tienen otros ejemplos de los

grupos encontrados, cada uno de estos con la figura base y su respectivo paralelogramo.
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s San Andrés

e Grupo cmm = < ty,tw,y,p >

Grupo cmm

" Paralelogramo
fundamental

Gréafica 33. Hipogeo SAS5, San Andrés, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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Grafica 34. Hipogeo T30

Fuente. Autoria propia.
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o Grupo pmm = < ty,ty,y,p >
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Grafica 35. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoria propia.
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5. Grupos de frisos y grupos cristalograficos en San Agustin

El Parque Arqueolégico de San Agustin, ubicado en las majestuosas montanas del suroeste de
Colombia, es un lugar que destila misterio y asombro en cada rincéon. Como un testigo silente
de civilizaciones antiguas, este sitio arqueolégico es un tesoro cultural, un escenario donde la
piedra cobra vida en formas esculpidas con ingenio y devocién. La visita a este parque no solo
fue un viaje en el tiempo, sino una inmersién en la belleza y la complejidad de las creaciones

de la antigua civilizaciéon de San Agustin.

Cada monumento en San Agustin invita a descubrir y analizar obras de arte arqueoldgico,
cada escultura parecia hablar un lenguaje antiguo, y el objetivo era descifrarlo y compartir
los hallazgos con aquellos interesados en la intersecciéon entre estos monumentos y las mate-
maéticas con el propodsito de explorar la posible existencia de estructuras de grupo en el arte
y la arquitectura de esta enigmética regiéon. Tratando de comprender cémo las comunidades
se organizaron para dar forma a estas impresionantes creaciones y cémo la influencia de las

estructuras de grupo perdura en estas manifestaciones culturales.

Las imégenes que a continuacién se comparten ofrecen una breve pero cautivadora visiéon de
las maravillas que San Agustin tiene para ofrecer. Estas fotografias capturan la esencia de un
lugar que fusiona la majestuosidad de su entorno natural con el legado arqueoldgico de una

civilizacién antigua.
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Imagen 24. Parque y Museo arqueoldgico de Obando. El Obando, San Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.

Imagen 25. Casa de la familia Nanez Avirama. El Obando, San Agustin - Huila. De izquiera
a derecha: Samin Cerdn y Sara Martinez.

Fuente. Autoria propia.

95



Imagen 26. Puente encima de la Fuente del Lavapatas, San Agustin - Huila. De izquiera a
derecha: Samin Ceron, Sara Martinez y Wilson Martinez.

Fuente. Autoria propia.
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Imagen 27. Tumba perteneciente al Parque Arqueoldgico de San Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.

96



Imagen 28. Estatua perteneciente al Parque Arqueoldgico Alto de los Idolos, Isnos - Huila. En
la fotografia se encuentra Erika Portilla.

Fuente. Autoria propia.

5.1. Registro fotografico de los grupos de frisos

En la clasificacion del registro fotografico que se obtuvo en San agustin, se determin6 que
en San Agustin se encuentran representados 6 grupos de Friso, especificamente: pl, p2, pm,
p/m, p2m y p2g. Esta diversidad de grupos captura las esencias geométricas presentes en las
expresiones artisticas de San Agustin, revelando una rica variedad de patrones que se alinean

con los conceptos mateméaticos subyacentes.

Se seleccion6 un total de 14 fotografias que capturan los diversos grupos de Friso presentes
en los lugares visitados en San Agustin. De cada sitio explorado, se exhiben dos elementos
representativos de frisos. En el anexo 10.6: Otros Grupos de Friso Encontrados en San

Agustin, se presentan ejemplos adicionales de grupos de Friso.
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» El Obando, San Agustin - Huila.

e Grupo pl =<t >
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Gréafica 36. Vasija perteneciente al Museo arqueoldgico de Obando, San Agustin -

Huila.

Fuente. Autoria propia.

98



=<t,p>

e Grupo p2

A Gl Fl A

D) aseq eunsiq

v w w W e www

Gréfica 37. Vasija perteneciente a la familia Nanez Avirama en el Obando, San

Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.
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Grafica 38. Vasija perteneciente a la familia Nanez Avirama en el Obando, San
Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.
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Gréfica 39. Vasija parteneciente al Museo arqueoldgico de Obando, San Agustin -

Huila.

Fuente. Autoria propia.
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» Parque Arqueolégico de San Agustin - Huila

e Grupo p2g =<t,p,D >
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Gréfica 40. Monumento funerario situado en el parque Arqueoldgico de San
Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.
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e Grupo p2m =<t,p,v >
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Grafica 41. Estatua del monticulo oriental situada en el parque Arqueoldgico de

San Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.

103



» Parque arqueolégico Alto de los Idolos, Isnos - Huila

e Grupo pm =<t,vy >

Grafica 42. Pintura sobre una piedra de una de las tumbas pertenecientes al

Parque Arqueoldgico Alto de los Idolos, Isnos - Huila.

Fuente. Autoria propia.

5.2. Registro fotografico de los grupos cristalograficos

En la clasificacion del refistro fotografico se encontré que una estatua de San Agustin contine
el grupo cristalografico pmm. Siendo San Agustin, el lugar con menos grupos cristalograficos
encontrados.

Se seleccioné una foto en la que se observa un grupo Cristalografico pmm; de este grupo se
identifica el representante con su generador (o figura base), su paralelogramo fundamental,
el anélisis dentro del paralelogramo y la construcciéon del grupo respecto a los vectores de

traslacion.
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s Parque Arqueoldgico de San Agustin - Huila.

o Grupo pmm = < by, by, 7y, p >

Gréfica 43. Grupo cmm encontrado en estadua situada en el parque Arqueoldgico

de San Agustin - Huila.

Fuente. Autoria propia.
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6. Grupos de frisos y grupos cristalograficos en la Alhambra

La Alhambra, majestuoso palacio ubicado en Granada, Espana, construido durante el siglo
XIV por gobernantes islamicos, se erige como un tesoro invaluable para los mateméticos. Su
renombrada arquitectura destaca por la precision, la complejidad de sus patrones geométricos
y las proporciones arquitecténicas cuidadosamente calculadas. Se sostiene que este monumento
presenta, en su estructura, al menos un ejemplo de cada uno de los grupos de Friso y grupos
Cristalograficos mencionados anteriormente. La Alhambra es reconocida no solo por su esplen-

dor visual, sino también por la riqueza matemaética que subyace en cada detalle arquitecténico.

Este palacio no solo constituye un testimonio histérico y artistico, sino que también representa
un recurso invaluable para la exploracién matematica de los grupos de Friso y Cristalograficos.
La Alhambra, con su amalgama de arte y matematicas, continda siendo un fascinante campo
de estudio y admiraciéon para aquellos que buscan entender la interseccion entre la creatividad
arquitectonica y la precision matematica e inspiracién investigativa, como lo fue para este

trabajo.

A continuacion, se presentan algunas imagenes que capturan la esencia y la majestuosidad de
la Alhambra, estas imégenes revelan las maravillas artisticas que han perdurado a lo largo de

los siglos.

Imagen 29. Patio de la Acequia, Alhambra. Granada - FEspana.

Fuente. AlhambraDeGranada.org
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Imagen 30. Salon de Embajadores, Alhambra. Granada - Espana.
Fuente. AlhambraDeGranada.org

Imagen 31. Mexuar, Alhambra. Granada - Espana.

Fuente. AlhambraDeGranada.org

6.1. Registro fotografico de los grupos de frisos

Se dice que la Alhambra es un lugar singular que alberga los siete grupos de frisos en su

arquitectura, un fenémeno que resalta la extraordinaria riqueza artistica de este monumento.
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A continuacion se presentan los 7 grupos de Friso que estan presentes en la Alhambra.

s Grupo pl =<t >

Imagen 32. Grupo pl1 presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

s Grupo p2 =<t,p>

Imagen 33. Grupo p2 presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

» Grupo pm =<t,y >

Imagen 34. Grupo pm presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.
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» Grupo p/m =<t,v, >

Imagen 35. Grupo p/m presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

s Grupo p2m =<t,p,y >
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Imagen 36. Grupo p2m presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

m pg=<t,D >

Imagen 37. Grupo pg presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.
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v p2g =<t,p,D >

Adiidd

Imagen 38. Grupo p2q presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

6.2. Registro fotografico de los grupos cristalograficos

En 1987 Rafael Pérez Gomez encontré modelos de los 17 grupos cristalograficos presentes en la
Alhambra, incorporando la consideraciéon de colores en esta clasificacion. Este enfoque no solo
resalta la complejidad geométrica de la arquitectura, sino que también destaca la importancia

estética de los elementos croméaticos en la ornamentacion de la Alhambra, ver referencia [12].

= Grupos de orden 1: No tienen rotaciones.

o pl = < ty,ty >.
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Imagen 39. Grupo Cristalogrdfico p1. Sala de la Barca. Alhambra, Granada -
Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

110



o cm = < ly, by, Yy >

Imagen 40. Grupo Cristalogrdfico cm. Salon del Trono. Alhambra, Granada -
Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

o pg = < ty,ty, D >

Imagen 41. Grupo Cristalogrifico pg. Puerta del Vino. Alhambra, Granada -
FEspana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

111



o pm = < Ty, by, Yy >

Imagen 42. Grupo Cristalogrdfico pm. Sala de la Barca. Alhambra, Granada -
Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
= Grupos de orden 2: Tiene rotaciones de 180°.

o P2 = < ty,ly,p>

P2

Imagen 43. Grupo Cristalogrdfico p2. Patio de la Acequia. Alhambra, Granada -
FEspana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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o cmm = < Ty, by, Y, p >

Chia
Imagen 44. Grupo Cristalogrdfico cmm. Mexuar. Alhambra, Granada - Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

o pmm = < by, by, Y, p >

Imagen 45. Grupo Cristalogrdfico pmm. Sala de los Reyes. Alhambra, Granada -

Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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o pmyg = < ty,lw,v,p >

PG L l A

Imagen 46. Grupo Cristalogrdfico pmg. Patio Dorado. Alhambra, Granada -
FEspana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

® pgg = <tv7tw7D7p>
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Imagen 47. Grupo Cristalogrdfico pgg. Mexuar. Alhambra, Granada - Espafia.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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= Grupos de orden 3: Tiene rotaciones de 120°.

o p3 = <ty,tw,p>

'P3

Imagen 48. Grupo Cristalogrifico p3. Alhambra, Granada - Espana.
Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

o p3lm = < ty,ty,y,p >

'p_‘:?;im

Imagen 49. Grupo Cristalogrdfico p31m. Puerta del vino. Alhambra, Granada -
FEspana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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o p3ml = < ty,ty,v,p >
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Imagen 50. Grupo Cristalogrdfico pdm1l. Sala de los Abencerrajes. Alhambra,

Granada - Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

= Grupos de orden 4: Tiene rotaciones de 90°.

o pd = <y, ty,p>

p4

Imagen 51. Grupo Cristalogrifico p4. Patio Dorado. Alhambra, Granada - Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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Imagen 52. Grupo Cristalogrdfico p4m. Sala de los Reyes. Alhambra, Granada -
Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

o pdg = < ty, ty,D,p>

Imagen 53. Grupo Cristalogrdfico p4g. Sala de los Abencerrajes. Alhambra,

Granada - Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

117



= Geupos de orden 6: Tienen rotaciones de 60°

Imagen 54. Grupo Cristalogrdfico p6. Sala de los Reyes. Alhambra, Granada -
Esparia.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

o pbm = < ty,ty,Y,p >
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Imagen 55. Grupo Cristalogrifico p6m. Oratorio del Mezuar. Alhambra, Granada -
Espana.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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7. Relaciéon de los grupos encontrados en Silvia, Tierradentro y

San Agustin con los grupos de La Alhambra

En esta seccion, se llevara a cabo una comparacion entre los grupos de Friso y grupos Cris-
talograficos identificados en Silvia, Tierradentro y San Agustin con aquellos presentados en
la Alhambra, este anélisis pretende explorar las similitudes y diferencias en la manifestacion
de los grupos de Friso y los grupos Cristalograficos en estos distintos lugares, resaltando la
diversidad de expresiones geométricas presentes en cada contexto culturales y arquitecténicos.

Las fotografias expuestas en este documento fueron extraidas de los referentes [5], [6] y [7].

7.1. Relaciones de los grupos de friso
7.1.1. Silvia - Alhambra
= Grupo pg =<t,D >

La siguiente comparacion grafica revela disparidades significativas en lo que respecta a la
complejidad en la formacion del grupo pg en la Alhambra. No obstante, se destaca una marcada
semejanza en cuanto a la estructura fundamental, ya que ambos exhiben una tendencia a
adoptar la forma de una espiral. Aunque la complejidad varia sustancialmente, la similitud en
la figura base sugiere la presencia de patrones geométricos comunes en la creacién de ambos

grupos.

B R g o 1|

Grupo de friso pg en manilla de Silvia

Grupo de friso pg en la Alhambra
Gréfica 44. Comparacion del grupo de friso pg entre Silvia y la Alhambra.
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7.1.2. Silvia - San Agustin - Alhambra
s Grupo pl =<t >

La comparacion grafica que a continuacion se presenta revela marcadas diferencias en los patro-
nes entre distintas manifestaciones artisticas. En el tejido de Silvia, la naturaleza se despliega
de manera sublime, evidenciando la belleza inherente del entorno natural, con su simbolo de
motanas. Por otro lado, en el tallado de las vasijas en San Agustin, se percibe una aparen-
te senal de conteo, donde lineas y puntos se entrelazan en un patrén sugerente de registros
numéricos o simbolicos. En el contexto de la Alhambra, la representaciéon alcanza su méxima,

expresion en inscripciones que, en su mayoria, adoptan la forma de poesia.

Grupo de friso pl en la Alhambra

Gréfica 45. Comparacion del grupo de Friso p1 entre Silvia, San Agustin y la Alhambra
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s Grupo p2=<t,p>

La comparacién entre los patrones de Silvia y la Alhambra tienen una fascinante similitud,
revelando una armoniosa disposicion de formas que se entrelazan creando patrones visuales
atractivos. En contraste, al examinar los patrones en San Agustin, se destaca un posible conteo
mediante puntos y lineas. Este enfoque podria indicar una forma distinta de expresién artistica
o incluso funciones practicas, como la representacion de sistemas numéricos. Estas diferencias
en los patrones entre Silvia, la Alhambra y San Agustin resaltan la diversidad cultural y artis-
tica presente en diferentes regiones y épocas. Mientras Silvia y la Alhambra comparten ciertos
rasgos estilisticos, San Agustin presenta una aproximacién dnica con su énfasis en puntos y

lineas.

Grupo de friso p2 en bolso de Silvia

Grupo de friso p2 en vasija de San Agustin
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Grupo de friso p2 en la Alhambra
Gréfica 46. Comparacion del grupo de Friso p2 entre Silvia, San Agustin y la Alhambra.
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s Grupo p2g =<t,p,D >

En la siguiente comparacion, se destaca la presencia de un patrén de tipo Zig Zag en las
diversas expresiones artisticas, siendo mas complejo en el caso de Silvia en comparacién con
el patron observado en San Agustin y La Alhambra. En el patréon de Silvia, se aprecia una
complejidad mayor en la configuracion del Zig Zag, esta complejidad podria indicar una aten-
cion especial a la simetria y la precisiéon en la creacién del diseno, posiblemente reflejando
valores estéticos o simbolicos. Por otro lado, la simplicidad del Zig Zag en San Agustin no
implica necesariamente una falta de sofisticacion, ya que podria estar vinculada a propositos
funcionales o estilisticos especificos de esa tradicion artistica. Mientras que en La Alhambra,
la presencia del Zig Zag podria estar influenciada por el estilo arquitecténico islamico, que a

menudo incorpora patrones geométricos de manera elegante y simbolica.

Grupo de friso p2g en vasija de San Agustin

Adild

Grupo de friso p2g en la Alhambra
Gréfica 47. Comparacion del grupo de Friso p2g entre Silvia, San Agustin y la Alhambra.
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7.1.3. Silvia - Tierradentro - San Agustin - Alhambra

La siguiente comparacion revela una fascinante coincidencia entre distintos patrones, ya que
todos comparten una caracteristica distintiva en forma de flecha (o "v"). A pesar de surgir
en contextos culturales y temporales, diversos, estas representaciones exhiben sorprenden-
tes similitudes en la eleccion de este elemento geométrico especifico. La observaciéon de esta
particularidad subraya la interconexién entre expresiones artisticas aparentemente diversas,
destacando la capacidad de ciertos elementos visuales para transcender fronteras y resonar en

diferentes contextos culturales.

= Grupo pm =<t,y >

Grupo de friso pm en bolso de Silvia

Grupo de friso pm en hipogeo de Tierradentro

Grupo de friso pm en tumba de San Agustin
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Grupo de friso pm en la Alhambra

Gréfica 48. Comparacion del grupo de Friso pm entre Silvia, Tierradentro, San Agustin y la

Alhambra

» Grupo p/m =<t,y, >

En el contexto de Silvia, San Agustin y Tierradentro, se destaca una interesante similitud en
la organizacién de patrones, ya que en los tres casos se pueden identificar agrupaciones de ele-
mentos distintos. En Silvia, este fen6meno se manifiesta a través de la agrupaciéon de colores,
en Tierradentro se observa en las formas geométricas y en San Agustin, las lineas sugieren una
posible organizaciéon vinculada a un conteo o registro. Contrastando con estas observaciones,
la Alhambra presenta una marcada disparidad, ya que no muestra la misma agrupaciéon de
elementos. Sin embargo, al dirigir la atencion hacia la parte geométrica, se revela una notable
similitud de patrones entre la Alhambra y el tejido Misak. Este vinculo geométrico podria
indicar influencias compartidas o una convergencia estilistica, a pesar de las diferencias cul-
turales y geogréficas. Esta observacion sugiere que, aunque las expresiones artisticas de estas
regiones difieren en algunos aspectos, existe una conexién visual que trasciende sus contextos

individuales.

A\x,,..__\f.,..,_\.-'

Grupo de friso p/m en bolso de Silvia
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Grupo de friso p/m en hipogeo de Tierradentro

Grupo de friso p/m en la Alhambra

Grafica 49. Comparacion del grupo de Friso p/m entre Silvia, Tierradentro, San Agustin y la

Alhambra.

s Grupo p2m =<t,p,y >

En los patrones de los grupos p2m se destaca una notoria similitud al presentar estructuras
que incluyen rombos. Esta caracteristica es evidente en varios de los grupos p2m, establecien-
do un vinculo visual entre ellos a través de la presencia comin de esta figura geométrica. No
obstante, es importante senalar que el patréon encontrado en San Agustin se diferencia al no
incorporar rombos en su estructura. La presencia consistente de rombos en los deméas grupos
p2m sugiere una posible conexion estilistica o simbolica entre estas expresiones artisticas. Los

rombos podrian llevar consigo significados culturales o geométricos que son compartidos por
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las comunidades que crearon estos patrones.

Grupo de friso p2m en hipogeo de Tierradentro

Grupo de friso p2m en la Alhambra

Grafica 50. Comparacion del grupo de Friso p2m entre Silvia, Tierradentro, San Agustin y la

Alhambra.
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En resumen, la observacion de patrones en estas diversas culturas revela no solo similitudes y
diferencias estéticas, sino también la riqueza de expresiones artisticas y la variabilidad en las
formas en que las comunidades han utilizado el arte para transmitir sus valores, creencias y

conocimientos.

7.2. Relaciones de los grupos cristalograficos

En esta seccion, se llevara a cabo una comparacion entre los grupos cristalograficos identificados
en Silvia, Tierradentro, San Agustin y la Alhambra. Al realizar esta comparacién se busca
identificar tanto las diferencias como las similitudes en las expresiones artisticas de estas
culturas, proporcionando una visiéon mas completa de céomo la simetria y la geometria han
sido utilizadas en el contexto cultural de cada regién, enriqueciendo asi el conocimiento sobre

la diversidad cultural y estilistica a lo largo del tiempo y el espacio.

7.2.1. Silvia - Alhambra

= Grupo pl

En la siguiente comparacion, se evidencia una marcada diferencia en los patrones artisticos en-
tre Silvia y La Alhambra. En Silvia, se observan patrones que se caracterizan por la presencia
de figuras geométricas, sugiriendo una estética que enfatiza la simplicidad y la organizacién
geométrica en el diseno. Por otro lado, en La Alhambra, se destacan patrones considerable-
mente mas complejos, los cuales no solo incorporan figuras geométricas sofisticadas, sino que
también incluyen elementos decorativos y, en algunos casos, palabras. Asi, la diferencia entre
los patrones de Silvia y La Alhambra no solo esté en la presencia de figuras geométricas frente
a patrones més complejos, sino también en la inclusion de elementos caligraficos y palabras en

La Alhambra.
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Grupo cristalografico pl en la Sala de la Barca - Alhambra

Gréafica 51. Comparacion del grupo Cristalogrdfico p1 entre Silvia y la Alhambra.

= Grupo p2

En la siguiente comparacién, se destaca una interesante similitud en los patrones entre La
Alhambra y Silvia. En La Alhambra, se observa la presencia de un patrén que puede descri-
birse como una sucesién de lineas en forma de Zig Zag. Notablemente, al unir la figura base

de Silvia con este patréon de La Alhambra, se puede apreciar una correspondencia visual.
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Grupo pi

Grupo cristalografico p2 en bolso de Silvia

Grupo cristalografico p2 en el Patio de la Acequia - Alhambra

Grafica 52. Comparacion del grupo Cristalogrdfico p2 entre Silvia y la Alhambra.

= Grupo pm

En el analisis de ambos grupos, se destaca una notable similitud en sus patrones, sin embargo,
se evidencia una diferencia distintiva entre Silvia y la Alhambra en cuanto a la manifestacion
de la caida hacia los lados. En el caso de Silvia, la caida de la hoja se presenta de manera
més evidente y pronunciada, captando la atencién de manera notoria. Por otro lado, en la

Alhambra, la caida se manifiesta de manera mas sutil, otorgando un matiz de delicadeza.

129



Grupo cristalografico pm en la Sala de la Barca - Alhambra

Grafica 53. Comparacion del grupo Cristalogrdfico pm entre Silvia y la Alhambra.

= Grupo cm

En el analisis comparativo entre Silvia y la Alhambra, se destaca una notable similitud en sus
patrones, ya que ambos comparten el paralelogramo fundamental. Sin embargo, al observar
mas detalladamente, se aprecia una diferencia distintiva en la configuraciéon de sus figuras. En
Silvia, la figura exhibe una mayor cantidad de picos en los lados, otorgandole un rasgo méas
pronunciado y distintivo en comparacion con la figura presente en la Alhambra. La presencia
de estos picos en Silvia aflade un elemento visual tnico, que se diferencia de la figura en la

Alhambra, la cual podria caracterizarse por una estructura maéas suave o menos acentuada en
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los bordes.
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Grupo cristalografico pm en la segunda alcoba del Salén del Trono - Alhambra

Gréfica 54. Comparacion del grupo Cristalogrifico ecm entre Silvia y la Alhambra

7.2.2. Tierradentro - Alhambra

s Grupo p4m

En la siguiente comparacion, se destaca tanto la similitud como la diferencia entre los patrones
observados. Ambos comparten la caracteristica de ser creados en torno a una forma circular.

Sin embargo, la distincién entre ellos radica en la complejidad de su disenio. En el patréon de
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Tierradentro, la formacion se limita a la disposiciéon de circulos que conforman el grupo. En
contraste, el patron de la Alhambra exhibe una mayor complejidad, evidenciando la presencia

de multiples figuras geométricas entrelazadas dentro de su esquema circular.

Grupo pam

[ A0 AR
SHEREG a0 W VY

ises
A

Grupo cristalografico es la Sala de los Reyes - Alhambra

Grafica 55. Comparacion del grupo Cristalogrdfico p4m entre Tierradentro y la Alhambra
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7.2.3. Silvia - Tierradentro - Alhambra

= Grupo pmm

En esta comparacion, resulta innegable la similitud entre Silvia, Tierradentro y la Alhambra
en lo que respecta a la presencia destacada de rombos dentro de sus estructuras. Sin embargo,
al profundizar en los detalles, se revelan notables diferencias en la ejecuciéon de este patron. En
Silvia, la presencia del rombo se limita a esta figura geométrica singular, sin incorporar otras
formas adicionales. Por otro lado, Tierradentro va més alla al incluir varios rombos dentro de
su estructura, generando una mayor complejidad visual. Mientras tanto, en la Alhambra, el
patron se caracteriza por la inclusion de una multiplicidad de figuras geométricas, y aunque

el rombo puede ser identificado, se ve complementado por una diversidad de formas.

Grupo cristalografico pmm en bolso de Silvia
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Grupo cristalografico pmm en la Sala de los Reyes - Alhambra

Grafica 56. Comparacion del grupo Cristalogrdfico pmm entre Silvia, Tierradentro y la

Alhambra

7.2.4. Tierradentro - San Agustin - Alhambra

= Grupo cmm

En la siguiente comparacion, se evidencia una marcada diferencia en los patrones de la Alham-
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bra, Tierradentro y San Agustin, a pesar de compartir el paralelogramo fundamental. La dis-
tincién mas sobresaliente radica en la complejidad de la figura presente en la Alhambra en
comparacion con las de Tierradentro y San Agustin. En la Alhambra, la figura exhibe una
mayor complejidad. En contraste, en Tierradentro y San Agustin, las estructuras parecen se-
guir una linea mas sencilla, con menos elementos geométricos o una disposicién mas directa

del paralelogramo.

Grupo cmm

B

I
. SOS

Grupo cristalografico cmm en hipogeo de Tierradentro

Grupo cristalografico cmm en escultura de San Agustin
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Grupo cristalografico cmm en Mexuar de la Alhambra

Grafica 57. Comparacion del grupo Cristalogrifico cmm entre Tierradentro, San Agustin y la

Alhambra.
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Conclusiones

El estudio de la teoria de grupos proporciondé una base sélilda y fundamental para la
identificacion de los diferentes patrones geométricos que se fueron encontrando a lo largo
de esta investigacion. La comprension profunda de los principios matemaéticos subya-
centes en la teoria de grupos ha facilitado la interpretacion y clasificaciéon precisa de
los patrones presentes en los sitios arqueoldgicos estudiados, contribuyendo significati-
vamente a la apreciaciéon y documentacion de la riqueza geométrica en estas expresiones

artisticas y arquitectonicas

Segun el registro fotografico originado de las visitas en Silvia, Tierradentro y San Agus-
tin, en los meses de mayo y julio del afio 2023, se destaca que en Silvia se descubrio los
7 grupos de Friso en sus tejidos, evidenciando la presencia integral de esta rica variedad
geométrica en las manifestaciones textiles de la regiéon. Por otro lado, en San Agustin se
identificaron 6 grupos de Friso en sus esculturas y vasijas, mientras que en Tierradentro
se hallaron 3 grupos en las pinturas de sus hipogeos, mostrando la diversidad de expre-

siones artisticas en cada lugar.

Grupos de friso
Grupo | Silvia | Tierradentro | San Agustin
pl v v
p2 v v
pm v v v
p/m v v v
pg v
p2g v v
p2m v v v

Tabla 2: Grupos de friso encontrados en Silvia, Tierradentro y San Agustin.
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En cuanto a los grupos Cristalogréficos, se logré obtener un total de 7 grupos, de los
cuales 5 grupos fueron encontrados en los tejidos de los Misak, 3 grupos en las pinturas
de los hipogeos de Tierradentro y 1 grupo en las esculturas de San Agustin. Estos ha-
llazgos resaltan la presencia de estos grupos en diversas formas de expresion artistica,
revelando conexiones matematicas en los tejidos, esculturas y pinturas de las culturas

estudiadas.

Grupos Cristalograficos

Grupo | Silvia | Tierradentro | San Agustin

pl v

cm v

pg

pm v
p2 v
cmin v v

pmm v v

pmg

pgg

p3

p3lm

p3ml

p4
p4m v

pdg

p6

pbm

Tabla 3: Grupos cristalogrdficos encontrados en Silvia, Tierradentro y San Agustin.
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» Haciendo un analisis a las diferentes investigaciones que se han hecho sobre la Alhambra,
como en el referente [5], se observa que los grupos encontrados en dicho palacio se han
estudiado no solo centrdndose en las simetrias de los elementos sino que también se tiene
en cuenta los colores. En este trabajo, el analisis se hizo sin tener en cuenta el color
de las representaciones; lo cual genera otro punto de partida para trabajos futuros al

considerar el color en estas expresiones artisticas.

= Este trabajo ha proporcionado una enriquecedora vision de la intersecciéon que hay en-
tre el arte y la matematica. Cada visita realizada como parte de esta investigacion ha
revelado una complejidad artistica y matemaética en cada sitio. La riqueza de patrones
geométricos presentes en los tejidos de Silvia, las pinturas de hipogeos en Tierradentro y
las esculturas en San Agustin, destaca la habilidad de estas culturas para integrar princi-
pios matematicos en sus expresiones artisticas. Esta investigaciéon no solo ha contribuido
a la documentacién y comprension de los grupos geométricos presentes en estos lugares,
sino que también ha destacado la profundidad de la relacion entre el arte y las mate-
méticas en distintas culturas y periodos histéricos. Este cruce entre disciplinas ofrece
una perspectiva inica que enriquece nuestra apreciacién de la creatividad humana y su

capacidad para incorporar conceptos matematicos en formas expresivas y estéticas.
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10. Anexos

10.1. Resultados geométricos de grupos de Frisos

En esta seccion se presentaran los resultados geométricos faltantes de los Grupos de Friso.

>

Figura base

10.1.1. Grupo pl

pl=<t>

t
—_—

10.1.2. Grupo p2

p2 =<t,p>; p2:1,t’):75_1

Pasos graficos para obtener la relacion:

| | p2:pop:1

Paso 1

>

Paso 2
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Paso 4

Resultado:

10.1.3. Grupo p/m

p/m =<ty >; 7 =1 tw=t"

Pasos graficos para obtener la relacion:

"y =y oy =1

Paso 1

>
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Paso 2

Resultado

t_l
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Paso 1

Paso 2
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Paso 4
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el L e p—p————

Resultado

10.1.4. Grupo pg

pg=<t,D>; D>=t tP =t

Pasos graficos para obtener la relacion:

] DQZDOD:t

Paso 1
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Paso 2

" C ______________________

Paso 3

Resultado

» tP =D 1lotoD=t

Paso 1
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10.1.5. Grupo p2g

p2g =<t,p,D>; p*=1 D*=t tr=t"1 tP=t pP=p!

Pasos graficos para obtener la relacion:

= p?=pop=1

Paso 1

>

>~
N

@\j
N~

» D2=DoD=t

Paso 1
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Paso 2

Paso 3

Resultado

. tp:p_lotop:t_l

Paso 1
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Resultado
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» tP =D 1lotoD=t

Paso 1

Paso 2

" C ......................

Paso 3

e

Paso 4
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Resultado

. /)D:D_lopoD:p_1

Paso 1
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10.2. Otros grupos de Frisos encontrados en Silvia

En esta seccion se presentaran los grupos de friso encontrados en otras prendas utilizadas por

los Misak.

10.2.1. Grupos pl, p2 y p2m en manillas

base

pZm

Cr T
oy

Figura
base

Figura
base
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10.2.2. Grupos p/m y p2m en el Tambalguari

base
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10.2.3. Grupo p/m en un bolso
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10.2.4. Grupo p/m y pl en un bolso
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Grupos pl, p2 y pm en un bolso
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Grupos p2 y p2m en chumbes
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10.2.7. Grupo p2 en un bolso
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10.3. Otros grupos cristalograficos encontrados en Silvia

10.3.1. Grupo p2 en un bolso
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10.3.2. Grupo pmm en bolsos
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Otros grupos de Frisos encontrados en Tierradentro
Grupos p2m en Segovia
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Gréfica 58. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro
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Grafica 59. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro
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Grafica 60. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro
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Grafica 61. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro
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10.5. Otros grupos Cristalograficos encontrados en Tierradentro

10.5.1. Grupo cmmm en San Andrés
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Gréfica 62. Hipogeo SAS5, San Andrés, Tierradentro
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10.5.2. Grupos cmm y pmm en Segovia
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Gréfica 63. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro
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Grupo pmm
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Grafica 64. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro
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Grafica 65. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro
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10.6. Otros grupos de Frisos encontrados en San Agustin

10.6.1. Grupos pl, p/m y p2g encontrados en el Obando
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10.6.2. Grupos p/m y p2m encontrados en el parque Arqueoldgico de San Agus-
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