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“Nada encuentro tan maravillosamente bello como una ventana. Pero si me dejase
llevar por mis inclinaciones hacia un infinito numero de ventanas, acabaria por no
haber paredes. E igualmente acabaria por no haber ventanas”.

Gilbert K. Chesterton.






1 INTRODUCCION

El estudio de la evolucion de un concepto matematico a través del tiempo, permite
identificar en el proceso de desarrollo historico, desde su origen primigenio hasta su
conceptualizacion formal, obstaculos y rupturas epistemoldgicas; dos elementos
fundamentales en la construccion del conocimiento cientifico. En este sentido, las personas
que contribuyen en este proceso, son innovadoras, creativas y estan dispuestas a enfrentar,
superar o evadir los obstaculos que se les interponen, por lo que deben buscar estrategias y
condiciones que estén encaminadas a romper nociones predeterminadas y concepciones

previamente aceptadas que impiden el fortalecimiento del espiritu cientifico.

Al considerar las matematicas como una construccion humana, nos identificamos con
los planteamientos de Lakatos y en consecuencia, compartimos la tesis fundamentada de
que los conceptos matematicos no deben ser aceptados por mandato o entendidos como
algo completamente terminado y estrictamente formal. Desde esta perspectiva, asumimos
que en el proceso historico mediante el cual se logra la formalizacion del concepto de la
integral definida, se presentan obstaculos y rupturas epistemoldgicas determinantes en el

avance de este concepto.

El objetivo general es identificar el infinito como un obstaculo epistemoldgico en la
evolucion del concepto de la integral definida. En este proceso, también se exponen otros
obstaculos que se presentan en su desarrollo y algunas de las principales rupturas
epistemologicas que se originan con el progreso del conocimiento matematico,

particularmente las que estan relacionadas con la integral.

Para cumplir con el objetivo propuesto, el trabajo estd divido en cuatro capitulos,
organizados de la siguiente manera: En el primer capitulo se presenta la linea de
pensamiento de Gaston Bachelard (1884-1962), se expone la forma cémo se logra un
verdadero enriquecimiento espiritual, desde la perspectiva de los obstaculos y las rupturas
epistemologicas; se plantea como Bachelard desde su posicion estrictamente racionalista
entiende las matematicas, postura que es confrontada con la tesis de Lakatos de que las
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teorias matemadticas son cuasi-empiricas, situacion que nos permite ubicar obstaculos
epistemologicos en la historia de los conceptos matematicos. Finalmente, se presenta la
relacion que se puede establecer entre didactica de las matematicas y los obstaculos
epistemologicos; destacando la influencia que puede ejercer la historia de las matematicas

en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

En el segundo capitulo, se presenta una historiografia de la integral definida desde su
origen primigenio en el seno de la cultura griega, hasta el momento de su formalizacién en
la segunda década del siglo XIX; se describen los principales aportes en la evolucion de
este concepto, observando como a través de diferentes etapas histdricas, el infinito aparece
como un obstaculo epistemologico y las correspondientes rupturas que permiten el progreso

del conocimiento matematico.

Este capitulo puede ser estudiado en tres periodos; en el primero se expone el trabajo de
pensadores griegos como: los pitagoricos, Aristoteles, Eudoxo, Euclides y Arquimedes. Se
muestra como problemas respecto a la medida originan el calculo de cuadraturas, el
surgimiento de las magnitudes inconmensurables, la concepcion de infinito, el método con
el que determinan la cuadratura de figuras rectilineas y los primeros pasos para calcular el
area de algunas figuras limitadas por lineas curvas. En el segundo periodo, que inicia con
los trabajos de Kepler y Cavalieri, se exponen los aportes de Wallis, Descartes, Newton y
Leibniz, finalizando con las contribuciones de Euler y Fourier; en esta parte se presenta
coémo el calculo de cuadraturas se transforma en el problema de la determinacion del area
bajo la curva, la sistematizacion y la construccion de algoritmos que permiten determinar el
area de algunas figuras mediante la implementacion de infinitesimales, que aunque no
podian ser explicados completamente, si eran demasiado practicos a la hora de obtener
resultados. Se exhiben las formas con las que cada uno de los diferentes pensadores llegd a
manipular el infinito y se muestra que a pesar de las rupturas que generaron, no lograron
dominarlo definitivamente. En el altimo periodo historico, se expone como Cauchy llega a
definir de manera formal el concepto de la integral, definiendo para ello los conceptos de
limite, cantidades infinitamente pequefias y brindando criterios de convergencia a través de

los cuales llega a dominar el infinito.



El capitulo tres presenta los momentos histdricos en los cuales identificamos el infinito
como un obstaculo epistemologico, entre otros obstaculos que influenciaron en el desarrollo
de la integral, dando a conocer las diferentes rupturas que evidenciamos en el proceso

evolutivo de este concepto matematico.

Para realizar este andlisis histérico de la integral, tomamos como referencia la division
que presenta Bachelard respecto a la evolucion del conocimiento: un periodo pre cientifico,
uno cientifico y finalmente el nuevo espiritu cientifico; el momento cumbre donde el
concepto de la integral es definido de manera formal como un objeto del andlisis
matematico. Al final de los dos primeros estados, se exponen: estancamientos, inercias y
regresiones, efectos que son una consecuencia de los obstaculos epistemologicos que se

originan en el desarrollo del concepto de la integral definida.

Finalmente, el ultimo capitulo presenta algunas reflexiones de tipo didactico, refleja la
importancia de conocer los desarrollos historicos de las teorias matematicas, sobre todo
mostrando un perfil de la disciplina diferente al tradicional. Reconocer que las matematicas
son una construccion humana, en cuya evolucidn se originan obsticulos y rupturas
epistemologicas, lo que permite evidenciar la diferencia que existe entre el desarrollo
historico de un concepto y la forma como se presenta al interior del aula de clase. En este
sentido, se debe propiciar que el estudiante, al igual que los diferentes pensadores que
participaron en la construccion del conocimiento matematico, deben tener una actitud
creadora, critica y reflexiva frente a su ensefanza, de tal forma que puedan regresar sobre
los conocimientos previamente aceptados, identificar obstaculos y romper con todo aquello
que dificultad su aprendizaje; en otras palabras, el profesor debe propender porque cada

estudiante edifique su propio espiritu cientifico.



2 BACHELARD Y LOS OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS.

En el presente capitulo se realiza un analisis de la linea de pensamiento de Gaston
Bachelard (1884-1962), exponiendo las diferentes maneras de como se logra un verdadero
enriquecimiento espiritual, su relacion con las matematicas y la teoria de los obstaculos
epistemolodgicos a partir, de lo expuesto en su libro denominado “la formacion del espiritu
cientifico” publicado en 1938, en el que se revelan las condiciones que afectan la

construccion del conocimiento.

Bachelard, estudia las diferentes formas de como se muestra el enriquecimiento del
espiritu’, explica bajo qué condiciones se presentan revoluciones y rupturas
epistemologicas que potencian el progreso del conocimiento cientifico; entendiéndolo
desde la perspectiva Bachelardiana, como el conjunto de saberes que se originan al dar
respuesta a una pregunta formulada y que a diferencia del conocimiento comun, derivado
de la percepcion de los sentidos, es un conocimiento basado en estructuras logicas y
abstractas que se deslindan de la experiencia inicial, un conocimiento que pretende hacer el

transito desde lo sensible hasta lo inteligible.

De acuerdo a lo anterior, un conocimiento puede ser considerado cientifico si tiene la
cualidad de establecer una ruptura con el conocimiento comun, es decir, €s un conocimiento
que ha superado la barrera resultante de la primera observacion que se especializa y

reestructura continuamente el saber.

Bachelard cuestiona notablemente el conocimiento que se obtiene derivado de los
sentidos y argumenta que el verdadero conocimiento debe estar fundamentado en la razén
pues solamente abandonando el confort que nos brindan las motivaciones iniciales y
direccionados por la razoén se puede contribuir verdaderamente al enriquecimiento del
conocimiento cientifico. De igual manera, para Bachelard la ciencia estd en progreso

constante, de tal manera que toda persona interesada en contribuir con su desarrollo debe

'Se entiende por espiritu, todo lo que no es natural, todo lo que no se encuentra en la naturaleza, lo que

solo puede ser obtenido a partir de la capacidad creadora de los hombres. (Judrez Zaragoza, 2006)



estar dispuesta a innovar, a generar procesos que originen crisis a las teorias existentes y se

produzcan cortes epistemoldgicos que dinamicen la evolucion del conocimiento

2.1 El espiritu cientifico.

La humanidad y su capacidad innovadora, se ubica por encima de la naturaleza, lo que
constituye la condicion principal en la formacion del espiritu, desde las edificaciones mas
elementales que aseguran la supervivencia de la especie; hasta las construcciones
cientificas mas elaboradas como la teoria de la relatividad®. Todo lo que el hombre esta en

capacidad de crear, es resultado del espiritu.

De acuerdo con Bachelard, el espiritu puede ser enriquecido desde las artes, la filosofia
y la ciencia. Las artes fortalecen el espiritu a través de las actividades que realiza el hombre
nocturno, aquel que desde la soledad de su hogar deja fluir los sentidos a partir de
expresiones artisticas como la pintura, la musica y la poesia; la filosofia y la ciencia
fortalecen el espiritu a partir del trabajo realizado por el hombre diurno, un hombre creativo
y reflexivo, motivado y dedicado por la razon, el hombre diurno es un hombre que tiene la
capacidad de convivir a diario con ecuaciones en su cabeza. Esta forma de expresarse
empieza a mostrar de alguna manera la importancia que el autor les asigna a las

matematicas en la evolucion del conocimiento cientifico.

Si bien la concepcidon Bachelardiana respecto a la forma en la que evoluciona el espiritu
cientifico es estrictamente racionalista, motivo por el cual las construcciones del
conocimiento deben estar a cargo del hombre diurno, en un trabajo posterior llega a
considerar la importancia de todo aquello que “el cientifico ha desechado a la hora de

. ’ ~ .7 . . .7 . . 3
construir sus teorias, restos que son ensonacion, imaginacion y divagaciones™, en otras

? La importancia de la teoria de la relatividad en la construccion del nuevo espiritu cientifico se retomara

maés adelante cuando se analice la nocién de ruptura desde la postura de Bachelard.

* (Goméz M, 2015)
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palabras, reconoce en la imaginacion, en el hombre nocturno y sus suefios un elemento
significativo de creatividad que no puede ser aislado en la construccioén de las diferentes

teorias cientificas.

Gaston Bachelard establece una relacion entre el psicoanalisis de Sigmund Freud y la
epistemologia (Juarez Zaragoza, 2006). Asi, cuando se psicoanaliza el conocimiento
cientifico, se puede llegar a conocer las diferentes motivaciones de los investigadores y sus
interese. Luego, la formacion del espiritu cientifico al igual que cualquier otro proyecto
realizado por los hombres, tiene momentos de extrema lucidez, tanto como de
incertidumbre u oscuridad y hasta notables momentos de inconsistencia, pues sus diferentes
motivaciones y el medio en el cual se desenvuelven les permite acercarse a algunos saberes

como alejarse de otros.

Algo similar sucede en los procesos de ensefianza y aprendizaje, pues a la hora de
ensefiar o aprender un determinado concepto estos procesos no se realizan de forma lineal,
como si se tratara de armar un rompecabezas colocando una ficha a continuacién de otra. Si
bien existen nociones que son faciles de comprender, existen otras que generan dificultad
que son dificiles de apropiar y en consecuencia entorpecen la construccion de conocimiento

por parte de los estudiantes

Por consiguiente, el conocer la evolucion histérica de una disciplina permite entender
como los diferentes pensadores debieron cuestionar los saberes establecidos, ser
innovadores y creativos; en otras palabras, como lograron desarrollar su espiritu cientifico,
situacion que puede ser implementada para llevar a quien estéd interesado en aprender a que
fortalezca o construya su propio espiritu y logre avanzar en la edificacion de su

conocimiento.

2.2 Ruptura en el desarrollo del conocimiento cientifico.

La nocién de ruptura es de gran importancia en el pensamiento de Gaston Bachelard,

pues para ¢€l, solo a través del cambio en la forma de pensar y de la restructuracion de los
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conocimientos derivados de cortes o rupturas epistemoldgicas, se puede lograr un

verdadero desarrollo cientifico.

El autor realiza una fuerte critica a la posicion que sostiene que el desarrollo de la
ciencia es siempre continuo que se despliega como una construccion de conceptos que se
ligan uno a continuacién del otro perfectamente encajados, obedeciendo estrictamente a un

modelo lineal de construccion de conocimiento.

Bachelard tiene la percepcion de que las ciencias estdn en constante movimiento por lo
tanto, su desarrollo se aleja del modelo lineal de construccién del conocimiento, postura
que va en contravia de su pensamiento respecto a las matematicas, pues considera, que esta
disciplina se desarrolla de forma continua, sin ningun tipo de sobresaltos; unas matematicas
que siempre han existido y existirdn esperando ser encontradas. Situacion que contradice
sus postulados, respecto a la construccion del conocimiento cientifico y que de alguna
manera pone en cuestion el estatus de cientificidad que este autor les asigna a las

matematicas.

Sin embargo, frente a esa vision racionalista, en la que las teorias matematicas son
aceptadas como verdades incuestionables, separandolas de la forma como se constituyen el
resto de las ciencias, aparece otro tipo de perspectivas que permiten entenderlas de una
manera distinta. En este sentido, Lakatos plantea una concepcion de las matematicas
diferente a la tradicional, expone unas ideas que permiten asimilar el desarrollo de las
matematicas de una forma dindmica; perspectiva que es contraria a la fundamentada en el

desarrollo acumulativo de dicha disciplina.

La posicion de Lakatos respecto a la filosofia de la ciencia y en particular a la de las
matematicas, esta direccionada a confrontar las tesis Euclidianas que eran expuestas a
quienes escépticamente argumentaban que obtener un conocimiento seguro era imposible.
De acuerdo con este autor, para abordar el problema planteado por los escépticos sobre la
regresion al infinito del conocimiento, fue necesario trazar unos modelos que permitieran

explicar dicho conocimiento.

Unos de estos modelos cuyo caracter es verificacionista, pretende salvaguardar las
12



seguridad del conocimiento humano, mediante la implementacion de una serie de principios
fundamentales seguros, que no admiten ningun tipo de dudas y a partir de los cuales se
empieza a construir toda una serie de enunciados que van desde los elementales, hasta los

mas complejos y abstractos, todo mediante una serie de raciocinios inductivos.

Lakatos denomina a este modelo como programa Euclideo y lo caracteriza de la
siguiente manera:

Es un sistema deductivo en el que las proposiciones de la cuspide (axiomas)

constan de términos perfectamente conocidos (términos primitivos), y se practican en

esta cuspide inyecciones de valores de verdad infalibles, que sean de valor de verdad

verdadero, y que fluyan hacia abajo, por los canales deductivos (pruebas) e inundan
todo el sistema. (Lakatos, 1981, pag. 17)

Otro modelo es el empirista, basado en el falsacionismo y que segin Lakatos estaria
develado de la siguiente manera:

Llamo “teoria empirista” un sistema deductivo si las proposiciones de la base

(enunciados basicos) constan de términos perfectamente bien conocidos (términos

empiricos) y existe una posibilidad de inyeccion de valores infalibles en esa base, tal

que, si el valor de verdad es falso, fluye hacia arriba por los canales deductivos

(explicaciones) e inunda todo el sistema (si el valor de verdad es verdadero, no existe
ninguna corriente de valor de verdad en el sistema) (Lakatos, 1981, pag. 18)

Este programa empirista se basa en conjeturas, en €l los enunciados basicos son
explicados dentro del mismo sistema llevando a que las teorias no se puedan verificar de
una manera absoluta, s6lo se puede buscar su corroboracion, lo que conduce a que las
teorias matematicas se puedan ubicar en un programa denominado “programa cuasi-

empirista”, el cual se caracteriza por ser completamente opuesto al Euclideo.

Al 1identificar las teorias matematicas como cuasi-empiricas, Lakatos les asigna una
perspectiva diferente, donde su desarrollo se origina a partir de problemas y al disefio de
soluciones arriesgadas en un proceso de construccion permanente. Bajo esta vision de las
matematicas se desarrollard el presente trabajo, pues la evolucién del conocimiento
matematico debe tener el mismo nivel de importancia la solucién de un problema, como el

camino que fue necesario recorrer para encontrarla.
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Lakatos le concede importancia a la solucion de un determinado problema, a la
formulacion de un teorema, pero de la misma forma considera trascendente todo el proceso
que le permite al matematico presentar su solucion, para ¢l las hojas de borrador y los
errores que se pueden haber cometido son indispensables para el progreso del conocimiento

matematico.

Esta concepcion plantea que solo después de ser disefiadas las posibles soluciones a un
determinado problema, se les deben realizar rigurosos analisis y las respectivas refutaciones
pues es asi, como avanza la construccion de las teorias matematicas.

El vehiculo del progreso se encuentra en las especulaciones audaces, la critica, la
controversia entre teorias rivales, los cambios de problemas. La atencién se centra
siempre en los bordes oscuros, los slogans son crecimiento y revoluciéon permanente,

no fundamentos y acumulacion de verdades eternas. (Lakatos, Matematicas, ciencia y
epistemologia, 1981, pags. 49-50)

Este planteamiento brinda una nueva alternativa de progreso cientifico, una vision
diferente a la que se tiene de las matemadticas como algo terminado y completamente
formal, en otras palabras, unas matematicas humanas que dan lugar al error que en algunos
momentos se pueden tornar inexactas y que dependen en gran medida de su historicidad.
En este punto es importante resaltar que aunque Bachelard y Lakatos comparten la idea de
que el desarrollo cientifico no es lineal, su postura respecto a la racionalidad de las

matematicas es completamente diferente.

Entonces, de acuerdo al planteamiento de Lakatos, se puede semejar el progreso del
conocimiento matematico al de las ciencias de la naturaleza y en ese sentido es legitimo

asociar la evolucion de los conceptos matematicos tal y como propone Bachelard.

Desde la concepcion de Bachelard, el conocimiento cientifico progresa en la medida en
que se logre cortar con las concepciones establecidas por el conocimiento comun, por lo
tanto, quien esté interesado en aportar en el desarrollo de la ciencia debe reflexionar
constantemente, descubrir y redescubrir; buscando siempre romper con la impresion que se
obtiene de la primera observacion, abandonando el interés utilitario del conocimiento. En
otras palabras, es necesario romper con el realismo obtenido mediante la experimentacion

sensible fundamentando todos y cada uno de los saberes desde la razon.
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Respecto a la forma como se ha presentado la evolucion cientifica a través de la historia,
Bachelard propone las siguientes “etiquetas historicas” en la medida en que se vea obligado
a separar el pensamiento cientifico en etapas, para lo que plantea los siguientes tres
periodos:

El primer periodo, que representa el estado precientifico, comprenderia a la vez la

antigiiedad clasica y los tiempos de renacimiento y de nuevos esfuerzos, con los siglos
XVI, XVII y aun el XVIIL.

El segundo periodo, que representa el estado cientifico, en preparacion a fines del
siglo XVIII, se extenderia hasta todo el siglo XIX y comienzos del siglo XX.

En tercer lugar fijaremos la era del nuevo espiritu cientifico en 1905, en el
momento en que la relatividad Eisteniana deforma conceptos primordiales que se
creian fijados para siempre. (Bachelard G. , 2000, pag. 9)

Aunque Bachelard no realiza una descripcion profunda de cada una de estas etapas, si
indica como el desarrollo del conocimiento ha sufriendo cambios a través del tiempo,
expresa que el conocimiento generado de la observacion directa de los fendmenos
naturales, pasa por la ciencia moderna iniciada por Galileo con la estructuracion del
conocimiento a partir de teorias matematicas, hasta llegar al verdadero espiritu cientifico el
cual solo puede ser mediado por la razén, donde la abstraccion permita clarificar que se ha

pasado de lo real a lo racional.

Es asi, como la teoria de la relatividad genera una fuerte ruptura con los conocimientos
anteriores, deforma los conceptos establecidos anteriormente y abre cualquier cantidad de
investigaciones donde se debe reestructurar lo que se pensaba estaba estructurado, dando un
sin nimero de posibilidades a la abstraccion, al fundamentar conocimientos que no podian
ser evidenciados a primera vista pero que indudablemente podrian ser abordados desde la
capacidad racional del hombre.

Con la ciencia de Einstein comienza una revolucion de las nociones basicas. Se
establece un relativismo de lo racional y de lo empirico incluso en el detalle mismo de
las nociones. La ciencia experimenta entonces lo que Nietzsche llama “un temblor de

conceptos”, como si la tierra, el mundo, las cosas tomaran otra estructura puesto que la
explicacion arranca de otras bases. (Bachelard G. , El compromiso racionalista, 1973)
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En ese “temblor de conceptos” que menciona Nietzsche, es donde surge una ruptura
epistemoldgica, mediante la cual se acepta una nueva vision de las situaciones y sus

fendomenos, dando inicio a la construccion de nuevo conocimiento cientifico.

En este punto, es importante destacar que para Bachelard el verdadero espiritu cientifico
aparece con la ciencia de Einstein, en la medida que la teoria de la relatividad rompe
totalmente con la experiencia natural, pues los desarrollos cientificos del tercer estadio son
radicalmente abstractos y no son el resultado de la observacion directa de la naturaleza. A
pesar de lo anterior, la experiencia revela que la ciencia ha evolucionado desde sus inicios
mediante diferentes rupturas epistemologicas; asi la formacion del espiritu no se presenta
exclusivamente con la teoria de la relatividad, un ejemplo de esta afirmacion, es la ruptura
que establece la fisica de Galileo y de Newton respecto a la fisica Aristotélica. De esta
manera, se puede observar que la ciencia esta en movilizacion constante, a partir de lo cual
alcanza la rectificacion de sus saberes y diferentes métodos. Al respecto (Goméz M, 2015)
comenta:

La discontinuidad de la historia de la ciencia pone de manifiesto la diferencia entre
distintas teorias cientificas que se suceden a lo largo del tiempo. Para Bachelard, en esa
sucesion se sustituyen los intereses, se cambian los problemas y se propone un mundo

nuevo. Esto es lo que sucede con la fisica de Einstein en el siglo XX. (Goméz M,
2015, pag. 76)

Las rupturas que permiten el desarrollo del conocimiento, también caracterizan la
historia de la ciencia al indicar la transicion que se presenta de un conocimiento comun a un
conocimiento cientifico. La discontinuidad en la evolucion de las teorias cientificas es la
evidencia de como el conocimiento logra superar todo tipo de barreras, las cuales se
encuentran al interior del propio conocimiento y que seran denominadas obstdculos

epistemologicos.

En la presente investigacion se retoma los tres estados de la evolucion del conocimiento
cientifico propuestos por Bachelard aunque con una periodizacion diferente a la que se
presenta en La Formacion del Espiritu Cientifico, estas tres etapas son importantes en la
medida que permiten identificar los obstaculos epistemologicos que se originaron en la

evolucion historica del concepto de la integral definida, ademdas permite visualizar las
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rupturas a través de las cuales el conocimiento matemdtico consiguid avanzar hasta

alcanzar la definicién formal del concepto en mencion.
2.3 Nocion de obstaculo epistemolégico.

La postura Bachelardiana plantea que quienes se dedican a la construccion de la ciencia
estan influenciados por diferentes situaciones derivadas de la época y la cultura. Por tanto,
el desarrollo del espiritu cientifico no es una tarea facil, las teorias previamente
establecidas, o las concepciones que se arraigan en la mente de las personas, se pueden
transformar en barreras u obstaculos que impiden la apropiacion de nuevas teorias, los

cuales el autor denomina obstaculos epistemoldgicos.

La nocién de obstaculo epistemologico es importante en la teoria de Bachelard, pues a
partir de la publicacion de la formacion del espiritu cientifico en 1938, el término sera
empleado para identificar la forma coémo el conocimiento cientifico avanza; en la medida
que es capaz de superar las dificultades que se originan en el mismo acto de conocer.
Bachelard define un obstaculo epistemologico de la siguiente manera:

Cuando se investigan las condiciones psicologicas del progreso de la ciencia, se
llega muy pronto a la conviccion de que hay que plantear el problema del
conocimiento cientifico en término de obstaculos. No se trata de considerar los
obstaculos externos como la complejidad o la fugacidad de los fenomenos, ni de
incriminar a la debilidad de los sentidos o del espiritu humano: es en el acto mismo de
conocer, intimamente, donde aparecen, por una especie de necesidad funcional, los
entorpecimientos y las confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de

estancamiento y hasta de retroceso, es ahi donde discerniremos causas de inercia que
llamaremos obstaculos epistemologicos (Bachelard G. , 2000, pag. 15).

Bachelard ubica los obstiaculos epistemologicos en dos ambientes diferentes; uno
historico y otro educativo. En el historico asigna la responsabilidad que debe tener el
epistemologo a la hora de evaluar la funcion de los conceptos en las diferentes épocas, pues
en ocasiones, conceptos que en algin momento fueron aceptados, pueden generar
estancamientos o inercias en el desarrollo del conocimiento; dificultando el progreso de la
ciencia. Por este motivo, el epistemodlogo debe analizar cada proceso historico desde la
razon, ya que un hecho mal interpretado en una €poca facilmente se puede transformar en

un obstaculo.
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Identificar los estancamientos, retrocesos e inercias (efectos) que se presentan en la
constitucion del concepto de la integral permite establecer los obstaculos epistemologicos
como sus causas, por tal motivo en el capitulo tres se realiza la exposicion de algunos de

estos efectos que llegaron a ser detallados en la evolucion historica de la integral definida.

Bachelard plantea que cuando una persona se interesa por el desarrollo del conocimiento
cientifico, debe estar dispuesto a colocar en duda todas sus concepciones tedricas, debe
proponer reestructuraciones y adecuaciones de las nociones establecidas. Se deben generar
rupturas en el conocimiento mediante una “mutacion” intelectual que evidencie
interrogantes que enriquezcan el campo del conocimiento. Internarse en la construccion del
conocimiento cientifico implica manejar un cierto grado de prudencia frente a los
conocimientos adquiridos, mantener un estado de alerta ante las concepciones familiares y
ante las verdades absolutas que son inculcadas desde la escuela, pues el aceptar todo como
verdadero ¢ inmodificable, reduce la creatividad, imposibilita romper estructuras

establecidas estancando el progreso del desarrollo cientifico.

Sin embargo, esta tarea no es nada facil de realizar, pues cada persona en su proceso de
formacion adquiere una serie de conceptos, que tienen un dominio de validez y que de
alguna manera crean una zona de confort en la que s6lo es posible ratificar lo que ya es
conocido, donde son mas importantes las respuestas que las preguntas, situacion que
dificulta la construccion del conocimiento. Estos saberes tan arraigados y que no
necesariamente son erroneos son los que se constituyen como obstaculos epistemologicos

en el desarrollo del conocimiento cientifico.

En el momento en que el sujeto debe enfrentarse a la construccion de nuevos
conocimientos, la necesidad funcional que el autor referencia, actia como un mecanismo de
defensa, en el que el andamiaje de saberes previamente adquiridos genera algun tipo de
predisposicion en contra de nuevos conocimientos (Padilla Beltran, Guerra Garcia, &

Baron Gonzalez, 2009). Es asi, como “es imposible hacer de golpe tabla rasa de los
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.. 4. q-
conocimientos usuales”” indicando que no se puede pensar en mentes en blanco, que lo que

conocemos afecta lo que deberiamos conocer.

Estudiar la historia debe permitir establecer estos obstaculos, determinar como los
hechos historicos influyen sobre los diferentes puntos de vista de los pensadores de una
determinada época, en muchas ocasiones estancando el progreso de la ciencia, pero al
mismo tiempo invitandolos a romper con esas concepciones predeterminadas, entendiendo
que el franquear estos obstdculos proporciona herramientas para fortalecer el verdadero

espiritu cientifico.

Para el autor de la formacion del espiritu cientifico; no se puede pensar en el historiador
tradicional, para el que la historia es simplemente una sucesion de hechos que deben ser
mencionados. El epistemdlogo, segiin Bachelard, debe ir mas all4, debe transformar los
hechos en ideas; debe entender que un error o un hecho mal entendido en una determinada
época no es solo un hecho por contar. Todo lo contrario, debe entenderse como un
obstaculo, un contra pensamiento y que solamente al profundizar en ellos se puede lograr
un verdadero avance en el desarrollo del conocimiento cientifico. Para determinar los
obstaculos en el devenir historico se deben hacer juicios normativos, donde el epistemoélogo
debe acudir a la razdn, incluso a una razén evolucionada, en el sentido de que unicamente a

partir de los conocimientos actuales se puede juzgar el pasado.

Ahora, entendiendo que el problema del conocimiento cientifico se debe plantear en
términos de obstaculos, es importante caracterizar algunos de los obstaculos que segliin
Bachelard no permiten una adecuada apropiacion del desarrollo del conocimiento cientifico
y que de alguna manera impiden la aparicion de rupturas epistemoldgicas que propicien el
desarrollo y la apropiacion de los diferentes conceptos que estructuran las disciplinas

cientificas.

* (Bachelard G. , 2000, pag. 16)
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2.3.1 La Experiencia Basica

La experiencia basica, entendida como la experiencia que se deriva directamente de los
sentidos, no permite la construccién de conocimiento cientifico, en palabras de Bachelard
este tipo de experiencia “es colocada por delante y por encima de toda critica®. El
conocimiento desde la experiencia bésica es el resultado de la observacion de la naturaleza,

se ajusta a lo real y se aleja de lo racional.

A diferencia del espiritu cientifico que es sélido, que no depende de la subjetividad del
observador, la experiencia inicial est4 cargada de las imagenes que el observador obtiene de

la realidad.

La forma en que los griegos entienden los diferentes fenémenos, generalmente basados
en una experiencia inicial, los lleva a que identifiquen lo finito como algo limitado al
interior de la naturaleza, mientras que por otro lado, el “infinito” lo relacionaban con el
universo, con el tiempo, con la creacion misma de todas las cosas, lo asemejaban con todo
lo que ellos consideraban era inagotable o indefinido, motivo por el cual lo denominan

inicialmente con palabra “ameipov” cuyo significado es ilimitado.

Aristoteles en la Fisica argumenta que:

...la investigacion sobre el infinito concierne a los fisicos. Todos ellos tienen
buenas razones para poner el infinito como un principio, ya que piensan que nada
puede existir en vano, ni puede tener otro poder que no sea el de un principio; porque
toda cosa o es un principio o proviene de un principio, pero del infinito no hay
principio, ya que entonces tendria un limite. (Aristoteles, 1995, pag. 90)

Esta concepcion griega que relaciona el infinito con lo ilimitado exclusivamente,
obedece a su cosmovision, a su forma de entender el mundo y por tal motivo debe ser
superada con el proposito de que el conocimiento matematico avance hacia la construccién
del nuevo espiritu cientifico. En consecuencia, al concebir que el infinito estd mas alla de lo
que puede ser comprendido por los sentidos los lleva a profundizar en su esencia; por ende,

la concepcion del infinito también desencadena un obstaculo sustancialista, el cual sera

® (Bachelard G. , 2000, pag. 27)
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comentado mas adelante.

En sintesis, el conocimiento adquirido mediante la observacidon primera, obstaculiza la
construccidon de nuevo conocimiento, pues es pasional, superficial y un poco novelesco, se
conforma con lo que se percibe, no permite, profundizar, indagar, generar nuevas preguntas,

situacion que detiene la formacion de un verdadero espiritu cientifico.

2.3.2 El Conocimiento General.

Segun Bachelard “aun siguiendo un ciclo de ideas exactas, puede advertirse que la
generalidad inmoviliza el pensamiento.”® El conocimiento no debe ser encasillado dentro
de una sola ley, pues lo convierte en impreciso y estatico. Generalizar el conocimiento lleva
a relacionar los hechos de la misma manera e impide particularizar, obstaculizando la
capacidad creadora de los individuos. La generalizacion estd presente en muchos contextos
del quehacer matematico, por ejemplo en expresiones de la forma; “para todo....”,
“ningun...” hacen relacion a una propiedad de estricto cumplimiento para cada elemento de
un conjunto determinado. Este tipo de exigencia puede llevar a dificultar la busqueda de

nuevos problemas que se originen en el analisis particular de una determinada situacion.

Un conocimiento general propende por la unificacion, la uniformidad y por lo tanto
rechaza lo diferente, las anomalias, y termina por aceptar solamente respuestas antes de

generar preguntas, lo que claramente, puede detener el desarrollo del espiritu cientifico.

Por ejemplo, la concepcion griega respecto al infinito fue generalizada a partir de la
teoria aristotélica, base sobre la cual solo podia ser aceptado el infinito en potencia. Esta
forma de aceptar el infinito llevd a que los pensadores de la época y de épocas posteriores
se alinearan bajo esta forma de pensar, en ese sentido, solo una ruptura respecto a la forma
como generalmente era aceptada la manipulacion del infinito, potenciaria la evolucion del

conocimiento matematico, particularmente el concepto de la integral definida.

® (Bachelard G. , 2000, pag. 69).
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2.3.3 Obstaculo Verbal.

Explicar un determinado fenomeno a partir de una imagen o palabra, aparentemente
puede tener sus aspectos positivos como una estrategia inicial para la comprension de un
concepto, pero esta situacion puede generar dificultades en la medida de que si un hecho o
un concepto siempre es asociado a una imagen familiar, facil de entender, no sera posible
conocer los aspectos detallados de dicho concepto, y realizar indagaciones mas profundas
que permitan concepciones mas elaboradas. La palabra, la retérica o el lenguaje utilizado
en un determinado momento obstaculiza la formacion del espiritu cientifico, en ese sentido

la construccion de un lenguaje adecuado permitiria evadir este obstaculo.

La carencia de un lenguaje apropiado es un obstaculo en el progreso del conocimiento
matematico. Asi, el contar con un lenguaje estrictamente retorico dificultaba el avance de la
disciplina, pues obligaba a que se realizaran extensos e intrincados procesos para obtener
algun resultado. En consecuencia, el surgimiento de simbolos en los desarrollos
matematicos determina una ruptura epistemoldgica con el conocimiento comun, establecido
desde la cultura griega. Si bien, la geometria analitica de Descartes potencializa los trabajos
matematicos al dinamizar la forma como se solucionaban los problemas desde un punto de
visto algebraico, lo que claramente marca una ruptura epistemologica en el desarrollo del
conocimiento matematico, aun se hacen necesario establecer una serie de conceptos y por
tanto una simbologia adecuada para llegar a definir formalmente el concepto de la integral
definida, situacion que debe ir evolucionando hasta lograr la instauracion definitiva del

analisis matematico

2.3.4 Conocimiento Unitario y Pragmatico.

Unificar el conocimiento es propio del pensamiento pre cientifico; buscar un principio
totalizador que encierre todas las teorias, termina por acabar con la diferencia, simplifica la
realidad y al mismo tiempo elimina la posibilidad de encontrar objetos de estudio que no

estén al alcance del conocimiento unificado.

La unificacidén se presenta como obstadculo en el progreso de las matemadticas, en el

momento en que la geometria es asumida como el elemento totalizador de todo
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conocimiento matematico. De acuerdo con el pensamiento griego se hacia necesario
encontrar un mecanismo que estuviera por encima de todo saber cotidiano o conocimiento
vulgar. De esta manera, los desarrollos geométricos permiten establecer un caracter
riguroso para encontrar la solucion a diferentes tipos de problemas. En la cosmovision
griega, la geometria era sinonimo de verdad, por tal motivo, lo que de ella se derivaba era

asumido como una verdad incuestionable y “eterna”.

De esta manera, un conocimiento era considerado cientifico si podia ser demostrado
geométricamente, situacion que obligaba a que los pensadores no se apartaran de los
desarrollos geométricos a pesar de lo complicados y extensos que estos llegaran a ser. Un
ejemplo que se puede presentar al respecto a lo aqui mencionado es la necesidad que
expone Arquimedes de realizar la demostracion de la cuadratura del segmento parabolico
mediante el método exhaustivo (método avalado por la geometria), al considerar que el

método mecanico no garantizaba las condiciones de rigurosidad exigidos por la época.

Otro aspecto que se debe tener en cuenta para identificar el caracter totalizador de la
geometria griega, el cual puede ser considerado como un obsticulo en el desarrollo del
conocimiento matematico, es la capacidad que esta brinda de “definir” y “delimitar” y por
lo tanto, no los conduce a situaciones de ambigiiedad como las que les genera el “horror al
infinito”. En este sentido, la geometria constituye una zona de confort, un obstaculo que en
algin momento se debe romper, con el proposito de buscar nuevas estrategias y métodos

que permitan que la ciencia matematica avance.

Por otro lado, establecer la construccion del conocimiento exclusivamente a partir de su
caracter pragmatico, es también un foco generador de problemas para la fundamentacion
del conocimiento cientifico pues lo que es ttil para unos puede ser inutil para otros y de

este modo, los estudios o las investigaciones caerian en un alto grado de subjetividad.

Al respecto, en el campo matematico nos encontramos con la concepcion de
infinitesimal, nocién que los matematicos o pensadores de diferentes épocas no lograban
argumentar de forma so6lida, sin embargo, les permitia solucionar problemas de una manera

practica. Desde la mirada de Bachelard esta situacion constituiria un obstaculo, ya que la
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utilidad tranquiliza y al mismo tiempo impide que se busque la razon ultima de las cosas.
Es decir la utilidad es quien explica. Respetando la concepcion de Bachelard se considera
que este caracter util que encuentra Newton o Leibniz en las cantidades infinitamente
pequeiias permite que el conocimiento matematico avance en el sentido que potencia el
descubrimiento y la creatividad. Entonces, a partir de la implementacion de los
infinitesimales logran solucionar el problema del célculo de cuadraturas y anti cuadraturas,

problema anclado al interior de las matematicas durante un largo periodo de tiempo.

De la misma manera, la aplicacion de las cantidades infinitamente pequefias, permitio la
construccion de algoritmos, métodos y estrategias para solucionar problemas
satisfactoriamente. Otro ejemplo de aplicacion de los infinitesimales sin preocupaciones de
tipo ontoldgico, son las realizadas por Euler en el momento de desarrollar funciones en
series de potencias o en la solucion de ecuaciones diferenciales planteadas por los
hermanos Bernoulli, situaciones que nos permiten indicar que esta forma de hacer
matematicas, antes de dificultar su progreso, brindar alternativas que permitan su

desarrollo.

2.3.5 Obstaculo Sustancialista.

Buscar la esencia de las cosas implica un esfuerzo ilimitado de la capacidad intelectual
del hombre, al querer profundizar en el nlcleo mismo de los objetos, genera un
desequilibrio entre la razén y la experiencia. La situacion anterior revela que al querer
llegar a lo mas diminuto, a la parte interior de los fenomenos, hechos o conceptos, sélo

termina por generar un desgaste en la busqueda de un verdadero conocimiento.

(Judrez Zaragoza, 2006) Comenta que “al realizar un psicoandlisis a la formacion del
conocimiento objetivo, salen a la luz las posturas que cada época prioriza, pero de igual
manera se manifiestan en forma clara sus miedos, su posicion comoda y sus errores”. En
consecuencia, es importante regresar al pasado para identificar los obstaculos

epistemoldgicos que se generan en la evolucion de un determinado concepto.

Como todos los obstaculos, el sustancialista puede asumir diferentes formas por lo tanto,

se puede encontrar sustancialismo de lo oculto, de lo intimo o de lo evidente, de tal manera,
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que el conocimiento se puede ir hacia el interior, olvidando que lo externo también tiene un
nivel de importancia, solo se busca penetrar para llegar a lo profundo o el sustancialismo de
lo evidente que siempre encuentra las respuestas o las explicaciones menos elaboradas,

generalmente se inclina por lo simple y lo sencillo.

En la concepcion Griega observamos incidencia de este obstidculo con respecto al
infinito a partir de Aristoteles, quien consideraba que el infinito estaba relacionado con el
tiempo y el espacio, y por tanto, lo identificaba como ilimitado. Por consiguiente, se le
asignaron unas caracteristicas que lo diferencian de cualquier otro tipo de concepto por
ejemplo, el considerarlo como un “principio” implica que no tiene limite, que no es creado
y que tampoco puede ser destruido. Este tipo de consideraciones metafisicas, llevo a que se
rechazara completamente el infinito actual situacion que derivo en el conocido “horror al

infinito” en la cultura griega.

La concepcion de infinito trascendié de tal manera en el pensamiento griego, que incluso
se evitaba mencionarlo, una muestra que referencia lo anterior se presenta en Los
Elementos de Euclides en la proposicion 20 del libro IX cuando indica que: “Hay mads
numeros primos que cualquier cantidad propuesta de numeros primos” (Euclides, 1991,
pag. 226). En esta proposicion se asume el infinito potencial, pero no se hace alusion
explicita al mismo por los problemas de caricter filosofico que les puede generar la

inclusion del infinito en los planteamientos matematicos.

Aristoteles, quien finalmente instaura la linea de pensamiento que se debe seguir
respecto al infinito, considera que aceptar el infinito en acto, seria aceptar que es una
magnitud y que en consecuencia se puede medir y comparar lo que a la luz de la razon es
carente de toda logica:

Es también evidente que no es posible que lo infinito exista como un ser en acto o
como una substancia y un principio. Porque cualquier parte que se tome de ¢l seria
infinita, si es divisible en partes (ya que si lo infinito es una sustancia y no un atributo

de un sujeto, la esencia del infinito seria lo mismo que lo infinito). Por consiguiente,
serd o indivisible o divisible en partes infinitas. (Aristoteles, Fisica, 1995, pag. 93) ,

Buscar la esencia del infinito més alld de lo que podia ser entendido por la razon,

profundizar en consideraciones respecto a su naturaleza, generé un obsticulo en el
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pensamiento griego. Sin embargo, los griegos no fueron los Uinicos que tuvieron este tipo
de motivaciones; por ejemplo, Tomas de Aquino siglos después de Aristoteles o el mismo
Descartes relacionaron el infinito con la idea de Dios. En este sentido, se hacen necesarias
rupturas que corten con este tipo de pensamiento y que permitan que el conocimiento

matematico avance.

2.3.6 Obstaculo Realista.

El realismo es considerado por Bachelard como uno de los principales obstaculos, pues
el realista acepta las cosas como se ven y en esa medida, no investiga, no innova, ni ensefa.
El obstaculo realista subvalora la esencia de las cosas, afirma las respuestas y no se
preocupa por las preguntas, en consecuencia detiene la formacion del espiritu. La idea que

referencia este obstaculo es la de “poseer mucho en un pequeiio volumen” (Bachelard G. ,

2000, pag. 155)

La geometria instaurada por los griegos, sin desconocer su profundidad y lo riguroso de
los resultados, establece también un obstaculo de caracter realista. Al tener profundas
dificultades con lo “ilimitado” o “indefinido” encuentran en la geometria un mecanismo
para definir y delimitar asi, solamente es aceptado aquello que pueda ser construido con
regla y compas, definiendo el paradigma en el proceder matematico. De acuerdo a lo
anterior, solo aquello que podia ser representado geométricamente lograba ser aceptado al
interior del campo matematico, limitando los trabajos que pudieran encaminar

investigaciones en otras direcciones.

2.3.7 Obstaculo Animista.

El obstaculo animista se caracteriza por la capacidad que tiene el pensamiento de atribuir
propiedades de los seres vivos a todas las cosas:
A las trabas casi normales que encuentra la objetividad en las ciencias puramente

materiales ha de agregarse una intuicion enceguecedora que toma la vida como un dato
claro y general. (Bachelard G. , 2000, pag. 176)’

" Citado por (Goméz M, 2015)
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A través del tiempo las diferentes culturas le asignan a los seres inanimados
caracteristicas de los vivos, por ejemplo cuando al realizar una investigacion respecto a los
minerales se concluye que estos estan enfermos. Este tipo de aseveraciones no
corresponden a explicaciones que se les pueda atribuir un status de cientificidad y por lo

tanto la evolucion del conocimiento cientifico, se detiene.

2.3.8 Obstaculo Cuantitativo.

El obstaculo cuantitativo, opuesto diametralmente al obstaculo cualitativo inmediato,
estd caracterizado por abusar de los sistemas de medidas tanto por exceso como por
defecto. Precisar una medida, depende del objeto que se mide y del instrumento empleado
para medir, y en algunas ocasiones el afan de aproximar adecuadamente hace que el
cientifico se preocupe mas por la medida que por el objeto o el fenomeno que estd
midiendo. Esta situacion le resta posibilidades al desarrollo de la ciencia puesto que opaca
el fenomeno de estudio, al respecto Bachelard afirma que “hay que reflexionar para medir y

no medir para reflexionar” (Bachelard G. , 2000, pag. 255)

Con la exposicion de estos obstaculos Bachelard presenta la ciencia en constate
movimiento, cuya evolucion estd directamente relacionada con la capacidad que tenga para
identificar barreras y rectificar sus errores. Por lo tanto, quien esté interesado en apoyar la
formacion del espiritu cientifico debe estar vigilante y atento, en disposicion de analizar
continuamente los diferentes conceptos que impiden el desarrollo de las diferentes teorias y

buscar alternativas que permitan superarlas.

El papel de las matematicas en la evolucion de las diferentes disciplinas cientificas es
trascendental desde la concepcion de Bachelard, motivo por el cual, en la siguiente seccion

se expone la forma como esta disciplina se presenta en el pensamiento del filésofo Francés.

2.4 Bachelard y las matematicas.

El espiritu, todo aquello que estd mas alla de lo natural, lo que puede ser considerado
como resultado de la construccion humana, Bachelard lo relaciona con la palabra

“fenomenotécnica” la cual esta conformada por las palabras “fenomeno y “técnica”, donde
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la primera hace alusion al objeto que estudia la ciencia, y la segunda hace referencia a los
recursos que son utilizados para estudiar dicho fendmeno. Con la palabra fenomenotécnica,
Bachelard quiere indicar que los “fendmenos cientificos” tienen un doble caracter: que son
teoria y que son técnicas a la vez, en otras palabras, el resultado del trabajo de los hombres

de ciencia. (Goméz M, 2015)

Es precisamente en la concepcion del segundo término donde Bachelard demuestra lo
fundamental de las matematicas en su teoria. Para (Goméz M, 2015):
Bachelard entiende por noumeno la posibilidad de pensar los fendmenos, esa

posibilidad no se alcanza mas que reconociendo la estructura matematica que subyace
a los fendmenos. (Goméz M, 2015, pag. 82)

De esta manera el concepto de fenomenotécnica, de gran importancia en el desarrollo de
la teoria de Bachelard, en cuanto brinda unas caracteristicas que permiten entender la
evolucién de la ciencia y entre una de ellas establece que las matematicas son la esencia del
conocimiento cientifico.

El papel de las matematicas en la fisica contemporanea sobrepasa pues
notablemente la simple descripcién geométrica. El matematismo ya no es descriptivo

sino formativo. La ciencia de la realidad no se conforma ya con el coémo
fenomenologico: busca por qué matematico. (Bachelard G. , 1938, pag. 7)

Sin embargo, llama la atencion que en sus diferentes analisis sobre diferentes disciplinas
cientificas no incluya a las matematicas, situacion que nos conduce a cuestionar la
posibilidad de que para Bachelard las matematicas no fueran una ciencia, sino, la
herramienta fundamental que permitia estructurar y darle el cardcter racional a las ciencias

de la naturaleza.

Desde el punto de vista de Bachelard debe existir una relacion muy cercana entre quien
se interesa en la evolucion del conocimiento cientifico y las matemadticas, pues sobre estas
ultimas reposa la obligacion de estructurar de manera rigurosa los fendémenos derivados de

la experiencia.

Las matematicas son imprescindibles en la concepcion Bachelardiana del desarrollo
cientifico, pues establecen datos precisos, estructurados y rigurosos; cuyo objetivo es

brindar bases tedricas, para que quienes se dedican a experimentar no se pierdan en
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interpretaciones y juicios personales, que de alguna manera los alejen de verdaderas

construcciones cientificas.

El hombre diurno, al que hace referencia Bachelard en sus diferentes escritos, es un
hombre racionalista por excelencia, capaz de mantener una constante relacion con las
ecuaciones matematicas, un hombre que mads alld de interesarse por lo real, siente una gran
motivacion por dedicar sus horas de vigilia al mundo de la razon. Para Bachelard el
verdadero cientifico, no mide, no pesa, no cuenta, contrario a esto, generaliza a través de
ecuaciones matematicas.

Se sigue repitiendo que la ciencia es el reino de la cantidad, que el fisico no esta
seguro mas que de lo que mide, que el quimico no esta seguro mas de lo que pesa, que
el matematico no estd seguro mas que de lo que cuenta. Ahora bien, medir, pesar,
contar no son a menudo sino operaciones de verificacion. En el fondo, el cientifico
piensa mas ecuaciones algebraicas que soluciones numéricas. Comprender un
fendémeno no es medirlo en los coeficientes de particularidad sino establecer su
ecuacion algebraica con coeficientes indeterminados, de manera que el fenémeno

considerado pase al simple rango de ejemplo de un fenémeno general. (Bachelard G. ,
El racionalismo aplicado, 1979, pags. 188-189)

Es el caso de quienes trabajan en el desarrollo de la fisica, pues deben propender por
establecer una relacion mental entre lo concreto y lo abstracto, lo concreto derivado de la
experiencia sensible y lo abstracto dirigido hacia la rigurosidad que solo puede ser brindada
por la incuestionable estructura matematica.

El contacto experiencia y matematica se desarrolla en una solidaridad que se
propaga. Cuando es la experimentacion la que proporciona el primer mensaje del

fendmeno nuevo, el tedrico no dejara de modificar la teoria reinante para que se pueda
asimilar el nuevo hecho. (Bachelard G. , El racionalismo aplicado, 1979)

El tedrico al cual hace referencia Bachelard, debe ser un “matematico”, aquel sobre el
cual debe recaer la obligacion de buscar en las diferentes teorias la mas débil, aquella que
pueda ser modificada con el objetivo de estructurar el nuevo fendémeno. Es tanta la
influencia ejercida por la disciplina de los nimeros y de las abstracciones en el pensamiento
del filosofo francés, que llega a postular que “el experimentador se felicita de que la

matematica asimile su descubrimiento”.
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La capacidad racionalista de los hombres de ciencia debe estar relacionada con la
manera coémo se producen las matematicas. La ciencia es abstraccion y debe establecerse en

términos de la razon, siendo las matematicas el mejor ejemplo de la racionalidad.

Un ultimo aspecto que demuestra la supremacia que Bachelard les asigna a las
matematicas puede ser evidenciado en su libro El compromiso racionalista:

Esa positividad absoluta del progreso cientifico aparecera como innegable si
examinamos la historia de una ciencia modelo, la historia de las matematicas. Aqui es
bien evidente que no se puede describir una decadencia, pues una disminucion en la
coherencia de las verdades seria inmediatamente un error. Si la historia de las ciencias
relatara los errores que pueden cometerse después de los descubrimientos de la verdad

matematica, seria una historia de malos alumnos en matematicas y no la historia de
verdaderos matematicos. (Bachelard G. , El compromiso racionalista, 1973, pag. 152)

El parrafo anterior permite dilucidar la importancia que Bachelard encontraba en las
matematicas y su historia, para €l encontrar un punto de quiebre en la historia del desarrollo
matematico era algo similar a transgredir la razon y la estructura logica sobre la que se
fundamentaba el conocimiento cientifico. Para Bachelard el conocimiento matematico esta

dado y s6lo debe ser estructurado por quienes de verdad tengan la capacidad de hacerlo.

Esta vision racionalista de las matematicas, transforma la disciplina, en una ciencia
elitista y dura de aprender, le otorga un estatus elevado en comparacion con las otras
disciplinas cientificas, limitando su estudio casi que de forma discriminatoria a un selecto

grupo de personas.

Este tipo de postura advierte que para poder profundizar en el campo matematico, se
hace necesario contar con una serie de habilidades que no estan al alcance de todos los
individuos, olvidando que las matematicas al igual que cualquier otra disciplina cientifica

son producto de la construcciéon humana.

El racionalismo de Bachelard no considera que las matematicas al igual que las ciencias
de la naturaleza se desarrollen en términos de obstaculos. Para él; “la historia de las
matematicas es una maravilla de regularidad, ella conoce pausas. Ella no conoce de

periodos de errores”. (Bachelard G. , 2000)
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Es asi como las matematicas, a través de la historia, se transformaron en sinénimo de
exactitud y de abstraccidn, el instrumento propicio para estructurar y fundamentar las
ciencias mas alla de la experiencia, situacion que organiza el progreso matematico de una
manera ideal, sin sobresaltos, donde cada uno de sus conceptos se encuentran tan bien

encajados que conduce a que estos, sean aceptados como verdades irrefutables.

Sin embargo, en el presente trabajo de investigacion se considera que el desarrollo de
las teorias matematicas no se presenta de manera rigida y lineal tal como lo expone el
racionalismo Bachelardiano. Por lo tanto, se hace necesario combatir el mito de unas
matematicas endiosadas, que se ubican por encima de todas las ciencias y que terminan por

alejarla de todas las situaciones que obstaculizan su desarrollo.

Tal como lo plantea Lakatos, las matematicas son cuasi-empiricas y en oposicion a la
postura racionalista de Bachelard, postula que su origen y su método estdn estructurados a
partir de la experiencia por lo tanto, podemos seguir una linea de pensamiento en la que el
desarrollo de las matematicas se comportan de manera similar al de las ciencias de la

naturaleza.

Desde esta perspectiva y a pesar de la posicion de Bachelard sobre las matemaéticas, su
teoria nos proporciona una herramienta de andlisis historico en términos de obstaculos, la

cual nos permitira clarificar el proceso evolutivo de la nocion de la integral definida.
2.5 Didactica y obstaculos epistemologicos.

En la presente seccion se pretende dar a conocer las relaciones que se pueden establecer

entre los obstaculos epistemologicos y la didactica.

En la formacion del espiritu cientifico Bachelard ubica los obstaculos epistemoldgicos al
interior de las teorias, como en el campo educativo. En el campo educativo se generan los
obstaculos cuando las diferentes practicas conducen a una ensefianza fundamentada en que
los conocimientos cientificos se deben asumir como verdades absolutas, cuya orientacion

debe ser direccionada desde un modelo tnico y lineal.
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El aceptar el desarrollo cientifico segun este modelo puede tener sus implicaciones en el
campo educativo, pues desde esta perspectiva la ensehanza se realiza mediante la

acumulacion de contenidos.

Esta situacion asume que todos los estudiantes aprenden bajo las mismas condiciones y
que al estar en determinado grado del colegio o el haber matriculado algin curso en la
universidad garantizaria que la persona interesada por adquirir nuevos conocimientos, trae

consigo toda una armazon de conceptos que le debe facilitar su proceso de aprendizaje.

Cuando un docente se dedica a seguir directamente las orientaciones de un libro de
texto, puede limitar la ensefianza a un proceso de constantes repeticiones y por lo tanto
espera que el estudiante simplemente acepte y reproduzca conceptos. Esta situacion puede
generar problemas para la apropiacion del conocimiento en los estudiantes y que lleva a que
el profesor “no comprenda que no se comprende” 8 pues este tipo de postura, considera a
los aprendices como un receptaculo que debe ser llenados de informacion, los estandariza la
ensefianza, desconociendo los obstaculos que afectan la apropiacion de nuevo

conocimiento.

Bachelard sostiene que el verdadero progreso cientifico s6lo puede darse en la medida
que haya una ruptura con las concepciones establecidas, romper con aquellas ideas que
generan algun tipo de adormecimiento intelectual en quienes se acostumbran nicamente a
confirmar lo que ya saben; no cuestionan, ni generan de nuevas preguntas, posturas que
definitivamente no permiten ampliar el conocimiento. Segin Bachelard: “...el progreso
cientifico manifiesta siempre una ruptura, perpetuas rupturas, entre conocimiento comun y

.. . ’ 9
conocimiento cientifico.”

Generalmente, a partir de nuestras practicas pedagogicas desde el modelo de ensefianza

tradicional o conductista, les hemos otorgado un caracter pasivo a los estudiantes frente a

& (Bachelard G. , 2000)

® Citado por (Martinez Velasco, 1992, pag. 85)
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su proceso de aprendizaje, los acostumbramos a adoptar los conocimientos casi por
mandato. Este tipo de estrategias educativas son opuestas a los planteamientos de
Bachelard, pues un estudiante conformista; que se limite unicamente a repetir lo que el

docente le imparte, no logra desarrollar un verdadero espiritu cientifico.

Ahora bien, la postura del docente generalmente se deriva de la manera como a ¢l le
ensefiaron y en el desarrollo de su practica pedagdgica asume alguno de los modelos de

ensefanza implementados por el conductismo: los teoricistas y los tecnicistas.

En palabras de Gascon:

Los modelos docentes teoricistas y tecnicistas comparten una concepcion
psicologista ingenua del proceso del proceso didactico que tiene en el conductismo su
referente mas claro. En ambos casos, se concibe el proceso de enseflanza como algo
mecanico y trivial, totalmente controlable por el profesor. (Gascon, 2000, pag. 136)

Los modelos teoricistas y tecnicistas, también denominados modelos cldsicos por
Gascon, son el resultado de la apropiacion del euclideanismo como ¢l modelo

epistemologico mediante el cual se busca interpretar el saber matematico.

El teoricismo considera al estudiante como un recepticulo que debe ser llenado
mediante las diferentes teorias matematicas, donde las clases inician y terminan en las
consideraciones del profesor. Este modelo no considera la génesis historica de los
conceptos matematicos, pues los considera como verdades absolutas ubicadas fuera de todo

contexto.

Por otro lado, el modelo tecnicista considera al estudiante como un “automata” cuya
funcion es la de repetir procesos para mejorar las técnicas, lo que generalmente lo
transforma en un estudiante dedicado a la implementacion de algoritmos, privilegiando las

operaciones sobre cualquier aspecto formativo.

De esta manera, cuando el euclideanismo es aceptado explicita o implicitamente, como
el modelo epistemolodgico del saber matematico, los encargados de su ensefianza llevan a
que los estudiantes sean pasivos frente a su aprendizaje, circunstancia que de ninguna

manera contribuye a la formacion del verdadero espiritu cientifico por parte de los
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educandos.

La ensefianza de las matematicas desde el modelo racionalista ha llevado a transformar
la disciplina en una ciencia dura y fria, ha logrado enaltecerla al nivel de “madre de todas
las ciencias”, situacion que la ha estigmatizado generando una fuerte resistencia por
quienes se ven enfrentados a su estudio. Esta forma de ver las matematicas, limita su
estudio al aprendizaje de una serie de algoritmos por medio de la repeticion, procesos
mecanicos y poco reflexivos que no contribuyen con una verdadera apropiacion de los

conceptos matematicos.

Por este motivo, es importante buscar alternativas diferentes a los modelos
tradicionalistas de ensefianza, invitar a los docentes de colegios y universidades a
prepararse de forma permanente, a ensefiar sin dejar de aprender, incentivar una mentalidad
critica en sus estudiantes y finalmente a buscar que desde sus orientaciones al interior del
salon de clase, se logre contribuir en la formacion del espiritu cientifico de cada uno de sus

estudiantes.

En esta busqueda de herramientas que permitan hacer de las matematicas una disciplina

mas accesible encontramos en la historia una gran aliada.

En palabras de De Gonzalez Urbaneja:

Normalmente la historia nos proporciona una magnifica guia para enmarcar los
diferentes temas, los problemas de los que han surgido los conceptos importantes de la
materia, nos da luces para entender la razén que ha conducido al hombre a ocuparse de
ellos con interés. Si conocemos la evolucion de las ideas de las que pretendemos
ocuparnos, sabremos perfectamente el lugar que ocupan en las distintas consecuencias,
aplicaciones interesantes que de ellas han podido surgir, las teorias recientes que de
ellas se han derivado (...) (Gonzalez Urbaneja, Febrero 2004, pag. 18)

Asi, el uso de la historia de las matematicas es enriquecedor en la medida que permite
conocer los aspectos que motivaron el desarrollo de los diferentes conceptos matematicos,
como evolucionaron a través del tiempo, ademds de los problemas que pretendian

solucionar.

Sin embargo, no solo el proceso evolutivo de los conceptos es importante, pues desde

los estudios histéricos las matematicas se pueden entender como una obra de construccion
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humana, que admite lugar al error, y lo més importante, permite superarlo: “La matemadtica
como ciencia humana no endiosada, a veces penosamente reptante y en ocasiones falible,

pero capaz de también de corregir sus errores” (Gil Perez & De Guzmén Ozémiz, 2001,

pag. 70).

De esta manera, la historia muestra que los conceptos matematicos no solamente deben
ser vistos como objetos estrictamente abstractos, verdades absolutas que emergen desde las
sombras y que deben ser aceptados por quienes estén interesados en profundizar en esta
disciplina; también permite conocer la forma como se desarrollan cada uno de estos
conceptos y los obstaculos que tuvieron que superar hasta lograr constituirse al interior de
una teoria, hechos que deben ser relevantes para quienes estan dedicados a la

implementacion de procesos de ensenanza y aprendizaje de esta disciplina.

(Gil Perez & De Guzman Ozamiz, 2001) indican que ante la necesidad de involucrar la
historia de las matematicas en el ambiente educativo, organismos internacionales como el
National Council of Teachers of Mathematics establecen niveles para su implementacion;
entre ellos el nivel l6gico, el cual expone como los cientificos y matematicos desarrollaron
las distintas teorias (la evolucion del concepto de integral definida por ejemplo) y dan a
conocer qué tipo de problemas los motivaron a desarrollar los conceptos, ademas de
identificar los diferentes obstaculos a los que se debieron enfrentar para lograr la

constitucion del conocimiento matematico.

En consecuencia, un andlisis historico epistemologico del concepto de la integral
definida permite conocer su génesis historica, ademas identifica como la teoria que se
origina en su evolucidon es aceptada por diferentes pensadores, teorias que en muchas
ocasiones deben ser reestructuradas con el propdsito de que la disciplina avance. Luego,
conocer estos hechos historicos permite evidenciar como a través de las diferentes épocas
se originan obstaculos y rupturas que afectan la construccion del conocimiento matematico,
situacion que puede ser utilizada para el provecho de la didactica de las matematicas como

una estrategia que este direccionada a que los estudiantes fortalezcan su espiritu cientifico.
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Los educadores matematicos interesados en buscar soluciones a los problemas que se
generan en los procesos de ensefianza y aprendizaje de su disciplina, pueden establecer
algunas analogias entre los obstaculos epistemologicos a los que se deben enfrentar
quienes se dedican a la construccion de nuevas teorias matematicas, con los obstaculos con
los que se encuentran los estudiantes que estan interesados en la apropiacion de nuevos

conceptos matematicos.
Segun (Juarez Zaragoza, 2006):

Realizar el perfil epistemoldgico de un concepto significa rastrearlo en sus diversos
momentos y en sus diversas aplicaciones para hacernos conscientes de las virtudes de
cada uno, pero sobre todo de sus carencias e impulsar al concepto por caminos no

recorridos, no experimentados. (Judrez Zaragoza, 2006, pag. 136)

Para el autor de la formacion del espiritu cientifico; “comprender y hacer comprender
plantean una misma exigencia”, situaciéon que se reflejara en el desarrollo del presente
trabajo, pues si bien es de carécter epistemoldgico, también busca identificar aspectos que
puedan ser utiles en el campo educativo. Lo anterior, con la idea de contribuir con
investigaciones que estén interesadas en la ensefanza de las matematicas, investigaciones
interesadas en determinar alternativas mediante las cuales el docente logre ‘“hacer

comprender” de una manera mas eficaz las diferentes nociones matematicas.

En el campo educativo algunos obstaculos se derivan de la relacion entre el estudiante y
el profesor, en mayor medida cuando el profesor “no comprende que no se
comprende”locuando el docente cree que la clave esta en la repeticion de una leccion,
cuando se tiene la concepcion de que los procesos memoristicos y repetitivos van a permitir

que los estudiantes se apropien de manera adecuada de los diferentes conceptos.

Bachelard a partir de algunos de sus escritos permite inferir la importancia de la practica
pedagogica, el docente no puede esperar que el estudiante se apropie del conocimiento por

simples reproducciones por ejemplo, cuando hace la reflexion de que “el hecho de que una

1% (Bachelard G. , 2000)
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Ny . 11 ’ .
demostracion se repita muchas veces punto por punto” " no es garantia de que el estudiante

la comprenda.

Es importante que el docente este en movilizaciéon constante, que desde su interés
propenda por el enriquecimiento de su practica pedagodgica, una practica que esté
direccionada a entender como se generan las teorias, que obstaculos se ha generado en su

desarrollo y lo mas importante, como se ha logrado superarlas.

Los estudiantes, a diferencia de ser una hoja en blanco sobre la cual el “maestro” puede
plasmar sus pinceladas de conocimiento, traen una serie de nociones y creencias que son
dificiles de desarraigar y que en determinado momento dificultan la construccion de nuevo

conocimiento.

De acuerdo con Bachelard, el profesor no puede asumir una posicion radical,
fundamentada en su capacidad intelectual, hacerse duefio del conocimiento, generando en

el estudiante algun tipo de sometimiento intelectual.

Esta vision del maestro tradicionalista no da lugar al error desde un punto constructivo,
donde las diferentes reflexiones que a partir de ellos se pueden generar, permitan colocar la
cultura cientifica en un movimiento continuo y dinamico que lo lleve a evolucionar de

manera permanente.

Por ende, es importante abandonar aquellos presupuestos ideologicos que nos encasillan
al interior del tradicionalismo y entender que la construccion del conocimiento cientifico,
en particular del conocimiento matematico, no se realiza mediante una armazén ordenada
de aciertos. Por el contrario, el desarrollo de este tipo de conocimiento se origina a partir
de constantes rupturas epistemologicas, y la evoluciéon o diferentes “revoluciones” a las
que se deben someter las diversas teorias, permiten que se rectifiquen errores o creencias

que desde la sociedad son aceptadas como verdades absolutas.

' (Bachelard G. , 2000)
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Acreditado por el desarrollo de la Teoria de Situaciones Didacticas y siendo conocedor
de los trabajos implementados por Bachelard y Piaget, Guy Brousseau encuentra un nuevo
sentido para los diferentes errores que se presentan en el momento de la apropiacion de

nuevos conceptos matematicos.

Brousseau presenta una importante critica a la forma como se establece la relacion entre
docente y estudiante, donde el segundo se torna pasivo frente al proceso de la construccion
del conocimiento, pues solo se limita a esperar que el profesor le ensefie, a recibir una serie
de conceptos que aparecen como por arte de magia y que deben ser aceptados en la mayoria

de las ocasiones de una manera impositiva.

Al interior de este esquema, el docente se preocupa por cumplir con un plan de estudios
cuya dindmica esta direccionada a entregar al estudiante la mayor cantidad de
conocimientos en el menor tiempo posible, buscando que el estudiante responda una serie
de problemas mediante la aplicacion de un conjunto de algoritmos que no le permiten

obtener un aprendizaje significativo.

Como una disyuntiva a las situaciones mencionadas anteriormente, Brousseau propone
que uno de los objetivos de la didactica de las matematicas debe estar direccionado a
favorecer condiciones que permitan el rechazo de conocimientos previos que obstaculizan
la apropiacion de nuevos conocimientos, situacion que en muchos de los casos termina en
aprendizajes momentaneos que permiten adquirir algunas herramientas para la solucion de
problemas particulares, pero que definitivamente no apuntan a la construccion sélida y

significativa del conocimiento.

Para el didacta francés, solo si el estudiante logra establecer una relacion dialéctica entre
sus conocimientos, es decir si los estd revisando constantemente, modificando, reafirmando
o simplemente rechazando los que ya no tienen un dominio de validez, podra otorgarle un

. .. 12
verdadero sentido al conocimiento.

Los obstaculos epistemolégicos Hugo Barrantes. Transcripcion de una conferencia del 25 de marzo de
2006.
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A partir de los planteamientos anteriores Brousseau define la nocion de obstaculo de la
siguiente manera:

El error y el fracaso no tienen el rol simplificado que en ocasiones uno quiere
hacerles jugar. El error no es solamente efecto de la ignorancia, de la incertidumbre,
del azar que uno cree en las teorias conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un
conocimiento anterior, que tenia su interés, su éxito, pero que, ahora, se revela falso, o
simplemente inadaptado. Los errores de este tipo son erraticos e imprevisibles, estan

constituidos de obstaculos. Tanto en el maestro como en el alumno, el error es
constitutivo del sentido del conocimiento adquirido. (Brousseau G. , 1999, pag. 170)

En este sentido, los errores cometidos por los estudiantes no pueden ser endosados
unicamente a su falta de compromiso con el aprendizaje o la ignorancia de conocimientos
previos, contrario a lo anterior, es su propio conocimiento, concepciones previamente

establecidas las que obstaculizan la apropiacién de nuevo conocimiento.

Por ejemplo, al realizar estudios sobre el producto entre nimeros naturales, se puede
observar que el resultado siempre es un nimero mayor. El estudiante construye ese
conocimiento, lo apropia y su aprendizaje sera significativo siempre y cuando lo utilice al
interior del mismo contexto. Pero ese conocimiento adquirido y que en su momento tuvo
validez puede transformarse en un obstdculo, cuando el estudiante necesite construir
conocimiento a partir del producto de nimeros racionales que estén entre cero y uno, pues
el conocimiento anterior se va a tornar inadecuado para la solucién de nuevos problemas

que involucran este nuevo saber.

De acuerdo con lo anterior, un obstaculo es la manifestacion de errores que no aparecen
por casualidad ni espontaneamente; estos obstdculos aparecen constantemente y
generalmente son derivados de un concepto o conocimiento anterior que tuvo su validez

pero que en un nuevo contexto se torna inadecuado.

Finalmente, Guy Brousseau plantea una arqueologia para investigar los obstaculos

epistemologicos, la cual depende de su origen y se presentan a continuacion:

Origen Ontogenético: Son los que sobrevienen del hecho de las Ilimitaciones
(neurofisioldgicas entre otras) del sujeto en un momento de su desarrollo: el desarrolla

conocimientos apropiados a sus medios y a sus objetivos.
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Origen Didactico: Son los que parecen depender unicamente de la eleccion de un

proyecto o sistema educativo.

Origen Epistemologico: Son aquellos a los que no se puede ni se debe de escapar, del
hecho mismo de su rol constitutivo en el conocimiento a que se apunta. Estos obstaculos se

C 13
pueden encontrar en la historia misma de los conceptos™.

En la caracterizacion presentada por Brousseau, los obstaculos de origen epistemoldgico
hacen referencia a los obstaculos que pueden ser ubicados en la evolucion historica de los
conceptos, de esta manera consideramos que los obstaculos definidos por Gaston Bachelard
en la formacion del espiritu cientifico para la fisica y la quimica pueden ser aplicados a las

teorias matematicas.

En el siguiente capitulo se presenta el andlisis del concepto de la integral definida desde
su origen primigenio en la antigua Grecia, hasta que se transforma en un objeto del andlisis
matematico en el siglo XIX. Se exhibe el infinito como un obstaculo epistemoldgico
reiterativo en su desarrollo historico, algunos otros obsticulos y las rupturas que
permitieron evadirlos, identificando como el concepto que es objeto de nuestro estudio,

evoluciona a través de diferentes épocas.

3 EVOLUCION HISTORICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA.
3.1 La antigiiedad griega y el problema de las cuadraturas.

Historicamente el desarrollo de las matematicas se ha realizado en forma paralela al
progreso de las diferentes culturas, inicialmente sin mas pretensiones que la de solucionar
problemas que se les presentaban en su diario vivir. Un ejemplo de la situacion anterior se
puede observar en civilizaciones como la babilonica y la egipcia las cuales construian

templos o delimitaban terrenos para cultivar; empleando la demarcacion de superficies

BLa arqueologia de los obstaculos epistemolégicos fue tomada del documento los obstaculos
epistemoldgicos y problemas en matematicas de Guy Brousseau.
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mediante la aplicacion de las matematicas que tenian a su disposicion que aunque sencillas,

les brindaban alternativas de solucion a problemas practicos de su vida cotidiana.

Sin desconocer que civilizaciones como las anteriores jugaron un papel importante en el
progreso del conocimiento matematico, la presente investigacion iniciara con los aportes
matematicos realizados en la antigua Grecia, dado que al tener motivaciones mas
intelectuales que practicas, la forma de abordar las matematicas por parte de los griegos

evidencia una clara intencion de fortalecer su espiritu cientifico.

En Grecia se empieza a organizar y sistematizar un cuerpo tedrico que permite
establecer procesos formales de medicion, mas alla de los que eran obtenidos a través de la
intuicion. El establecimiento de la légica y la aplicacion de sus métodos los conducen a
pensar las matematicas de una manera diferente, donde el estudio formal de los conceptos y
las relaciones que se establecen entre estos, les permiten caracterizar las matematicas como

una disciplina cientifica.

Desde esta nueva perspectiva las ideas intuitivas sobre las diferentes formas de medir

.. . . . 14 .., , .
van adquiriendo un sentido de rigurosidad™ con la aparicion de la geometria, cuyo estudio
y progreso estuvo enfocado a la solucion de tres problemas referentes a la medida: La

duplicacidon del cubo, la triseccion del angulo y la cuadratura del circulo.

Buscar la solucion a estos problemas tenia como objeto encontrar la medida de
diferentes magnitudes, pretendian establecer formas de medir que se diferenciaran de los
procesos de medicion empirica directa, que les permitiera determinar longitudes como la
altura de las piramides, el ancho de un rio o la distancia entre un puerto y un barco,

distancias que no podian ser calculadas a partir de situaciones experimentales.

Este tipo de motivaciones dieron paso al desarrollo de muchos de los conceptos

matematicos que conocemos en la actualidad, entre ellos el concepto de la integral, nocion

“La rigurosidad que inicia con la cultura griega marcara la evolucién del conocimiento matematico y en
particular del concepto de integral definida.
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que sera también objeto de estudio.

Al investigar la cultura griega con el objetivo de analizar el célculo de cuadraturas o el
origen de la integral definida, debemos ubicarnos sobre dos épocas muy importantes: el
Periodo Helénico y el Periodo Helenistico, siendo este ultimo, el momento histérico

cumbre en el desarrollo de las matematicas griegas.

En el periodo helénico se realizaron una gran variedad de aportes a la construccion del
conocimiento matematico. Pensadores como Tales de Mileto, Pitdgoras, Platon, Hipderates
de Quios, Eudoxo, entre otros filéosofos y hombres de ciencia, fundamentaron sus teorias
sobre la base de que los fendmenos naturales podian ser comprendidos mediante la razon,
una nueva forma de entender el mundo en la que las matematicas desempefiarian una
importante labor. Es asi como la matematica se constituye, en la cultura griega, como una
disciplina con un método y objeto de estudio determinado, donde la demostracion rigurosa
de los resultados marcara un nuevo camino en la forma de fundamentar los conocimientos

cientificos.

A Tales de Mileto se le atribuyen las primeras demostraciones matematicas,
demostraciones que permitirian acreditar los resultados obtenidos como verdades
inquebrantables, demarcando el camino que deberia seguir la evolucion del conocimiento
de esta ciencia. Pitagoras de Samos uno de sus discipulos mas sobresalientes funda una
sociedad secreta a la que denomina los Pitagoricos, y siguiendo la linea de trabajo de su
maestro se dedican a la busqueda de la verdad a partir de una cosmovision fundamentada
en los nlimeros, en la que consideran que las matemadticas y sus propiedades eran la base de
todo lo existente, asignandole al nimero la responsabilidad de ser el principio fundamental

de la naturaleza.
Para los pitagoricos:

Todos los objetos estaban hechos de particulas elementales de materia o “unidades
de existencia” combinadas de acuerdo con las distintas figuras geométricas. El nimero
total de unidades representaba, de hecho, el objeto material. El nimero era la materia y
forma del universo. De ahi la doctrina pitagorica: “Todas las cosas son niimero”
(Kline, 1985).
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Los pitagoricos establecen que dadas dos magnitudes de medida distinta, es posible
encontrar otra magnitud que sirva de medida comun para ambas, en otras palabras,
consideran que todas las magnitudes son conmensurables™ y sobre esta base edifican toda

su teoria matematica.

Para los pitagoricos los razonamientos geométricos se podian transformar generalmente
en problemas aritméticos, realizaron importantes avances en la geometria del plano, al
punto de llegar a considerar que todo podia ser medido. Sin embargo, dos de sus topicos
mas importantes: el Teorema de Pitagoras y el Pentagrama mistico pitagorico, les condujo
a encontrar dos magnitudes para las cuales no era posible encontrar una medida comtn. En
efecto, se toparon con que la diagonal del cuadrado de lado 1 no era conmensurable con su
lado; lo mismo que sucedia entre la diagonal y el lado de un pentagono regular, situacion
que desencadenaria el primer gran problema al interior de las matematicas griegas: la

aparicion de las magnitudes inconmensurables.
3.2 Los inconmensurables y el infinito.

La diagonal de un cuadrado, resultdé siendo un objeto geométrico complejo para los
pitagoricos, puesto que no les fue posible determinar un segmento que les sirviera de
medida comun entre ella y el lado del cuadrado es decir, encontraron dos magnitudes que
no eran conmensurables, lo que propicié un fuerte golpe a la estructura de las matematicas
que se conocian en ese momento, pues este hallazgo contradecia su teoria de que “Todas las
cosas son numero”. Este hecho desencadend una ruptura en la relacion que se habia
establecido entre la aritmética y la geometria, cuyo soporte radicaba en que todo podia ser

medido a través de los numeros.

En efecto, cuando los pitagoricos se disponen a determinar la razon entre la diagonal y el

. . . .1 ..
lado de un cuadrado mediante la antiphairesis ® se encuentran con un procedimiento que se

5 se dice que las magnitudes 4 y B son conmensurables si existen dos nlimeros n 'y m, tales que n4 = mB.

16 |_a antiphairesis es el método de sustracciones sucesivas mediante el cual se encontraba la razén entre dos
magnitudes.
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nB,GiA%iBnimeros enteros positivos m y n tales que m*: n° = 2:1, lo que es equivalente a
m?=2.n". En la demostracidn se aplica reduccion al absurdo, pues a través de este método
los griegos lograban evadir los procesos en los que se hacia necesario el uso del infinito. los
procesos en los que se hacia necesario el uso del infinito. Los procesos en los que se hacia

necesario el uso del infinito.

Demostracion: Supongamos que existen nimeros enteros positivos p y g los cuales

satisfacen la igualdad

p* =2q* (I

Entonces se pueden presentar los siguientes casos:

i pimpary g impar.
il pimpary g par.

iii p pary g impar.

IV p pary q par.

Supongamos que se cumple (i). Puesto que p es impar, entonces p* es también impar,
pero por (I), p* es par. Eso significaria que p* es par e impar, lo cual es una contradiccion y
por lo tanto no puede darse (i). Un argumento similar puede ser empleado para demostrar la

imposibilidad de (i1).

No se puede dar (iii), puesto que si p es par, es de la forma p = 2¢, donde 7 es un entero

positivo. Reemplazando en (I) se tendria,

(26)? = 2¢*
4t2 = 2q°
2t% = g2

' La demostracién de la inconmensurabilidad entre el lado y la diagonal de un cuadrado se realiza por reduccion
al absurdo, se supone que existen los nimeros m y n lo que lleva a una contradiccion.
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Lo cual significa que ¢~ es par; pero como q es impar, entonces ¢~ también es impar. De

2 r . .y,
esta forma, ¢”seria par e impar a la vez, lo cual es una contradiccion.

No se puede dar (iv), pues si p es par, es de la forma p = 2¢,, donde #; es un entero
positivo que es la mitad de p. Reemplazando en (I) se tendra,
(2t1)* = 2q°
4t? = 2q>
2t2 =q* (1D

Como ¢ también es par, entonces g = 2t,, donde ¢, es un entero positivo que es la mitad
de ¢g. Reemplazando en (II) y simplificando se tendra que t? = 2t3. Lo cual reproduce la
misma situacion inicial y, de acuerdo al proceso anterior, s6lo queda la posibilidad que ¢, y
t, sean pares. Eso significa que existe 73, entero positivo, tal que ©= 2¢;. De lo anterior se

sigue que 73 es la mitad de %, y, por ende, resulta de la division doble de p.

Podemos continuar indefinidamente el proceso anterior produciendo divisiones
sucesivas tanto de p como de g. Sin embargo, esto no es posible pues dado que son

nimeros pares, en algin momento debemos llegar a 1 0 a un nimero impar.

Como no se da ninguno de los cuatro casos anteriores quiere decir que no existen p y g

enteros positivos tales que p*= 2¢*. 18

Adicionalmente, al conflicto creado por el descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables se le uni6 las inquietudes propiciadas por las paradojas de Zen6n de
Elea™ respecto a la pluralidad y al movimiento; aporias que llevaron a una serie de
contradicciones debido a la imposibilidad del movimiento generado a través de la division

infinita.

'8 Demostracion tomada de (Recalde, Lecciones de historia de la matemética, 2011)

Yparadojas como la de “Aquiles y la tortuga™ que muestran la incoherencia légica que presenta el movimiento
cuando involucra procesos infinitos.
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Es asi, como los planteamientos de Zenén y la emergencia de las magnitudes
inconmensurables conducen a contradicciones y problemas de tipo conceptual, cuyo origen
radica en la manipulacion del infinito, concepto que aunque de gran importancia en el
campo matematico, generaria un impacto demoledor en las matematicas de la cultura

griega originando lo que mas tarde seria denominado como el “horror al infinito™.

La concepcion griega del infinito esta ligada su filosofia, a la forma de entender el
mundo y sus origenes, de tal manera que el infinito de Anaximandro, de los pitagoricos y
del mismo Aristételes es relacionado con la palabra “ ameipov” que significa “sin limites”,

identificando el infinito como todo aquello que pueda ser inagotable.

Esta inagotabilidad a la que hace referencia el infinito es donde radica su principal
dificultad, pues para Aristoteles “El infinito (ameipov) no es aquello afuera de lo cual
nada, sino aquello fuera de la que siempre hay algo®™”, desde esta concepcion los griegos

estan aceptando que algo es infinito siempre y cuando no admita ningun tipo de limites.

Frente a esta situacion Aristoteles (383-322 a.C.), plantea la existencia del infinito desde

dos perspectivas diferentes; un “infinito potencial y un infinito actual”.

El infinito potencial se entiende como aquello que no puede ser enumerado, una
operacion reiterativa que no tiene limites, por ejemplo, la inagotabilidad que se encuentra
en los nimeros naturales; en la cual siempre se puede encontrar un numero mayor por

adicion.

Asi pues, tenemos que determinar, ante todo, los distintos sentidos del término
“infinito”. 1) En un caso llamamos infinito a lo que es imposible recorrer, porque por
su propia naturaleza no puede ser recorrido (como una voz, que es invisible); 2) en
otros, lo que se puede recorrer, pero sin llegar a un término, o a) lo que dificilmente
puede ser recorrido, o b) lo que naturalmente admite ser recorrido, pero no puede ser
recorrido o no tiene limite. Ademas, todo lo que es infinito puede serlo o por adicion o
por division o por ambos. (Aristoteles, Obras, 1964, pag. 92)

2 Citado por (Zellini Siruela, 1991, pag. 13)
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El infinito actual considera el infinito en su totalidad, como una unidad, en otras
palabras, un infinito acabado. Por ejemplo, la totalidad de los multiplos de 5. Este infinito
en acto fue tan problematico que Aristoteles niega su existencia desde su propia definicion.

Es imposible que los multiples infinitos sean lo mismo; porque asi como una parte
de aire es aire, también una parte de lo infinito seria infinita, si lo infinito fuera una
sustancia o un principio. Luego lo infinito tiene que carecer de partes y ser indivisible.
Pero es imposible que un infinito actual sea asi, pues tiene que ser una cantidad. Luego
lo infinito existe como un atributo. Pero, si asi fuera, ya se ha dicho antes que no se lo

puede llamar principio, sino mas bien a aquello de lo cual es atributo, como el aire o lo
Par. (Aristoteles, Obras, 1964, pag. 94)

4

El “ ameipov" de los griegos, en particular de Aristoteles siempre estuvo relacionado
con incompletitud, como una tarea interminable que por mas que se intentara realizar,
nunca seria finalizada, en otras palabras, el infinito solo tomaria sentido si se pensaba en

términos de su potencialidad.

Esta vision del infinito le implantaba una idea negativa que impedia la aceptacion del
infinito actual, pues lo “limitado” proporcionaba un caracter concreto a los objetos y
establecia un orden légico a cualquier sucesion de eventos, mientras que lo “ilimitado”
(ameipov) se oponia a lo concreto y en este sentido favorecia una evolucion desordenada y
carente de toda logica, condiciones que no deberia ser aceptadas al interior de la ciencia.

(Zellini Siruela, 1991)

La forma de entender al infinito impuesta por los filésofos griegos, se mantendra
constante hasta que en el siglo XIX sea definida la nocidon de “limite” y se establezca una

nueva perspectiva en el acontecer matematico.

La dicotomia entre el infinito potencial y el infinito actual se presenta al interior de las
matematicas, particularmente en la solucién que presenta Antifén respecto a la cuadratura
del circulo y que Aristoteles contradice de manera contundente, estableciendo la forma
como deberian ser manipuladas las magnitudes de parte de los matemadticos. Antifén

planteaba que:
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Un arco minimo de circunferencia no se distingue de una minima porcion de linea
recta y por consiguiente un poligono regular con un numero infinito de lados no se
distingue de una circunferencia®’.

De esta manera, si se inscribiera en el circulo un poligono regular de infinitos lados de
forma tal que no existiera diferencia entre estos lados y los arcos de circunferencia, la
circunferencia y el poligono deberian ser considerados iguales, lo que le permitia a Antifén
llegar a la conclusion que el circulo podia ser cuadrado, pues para un poligono regular de

una cantidad arbitraria de lados, siempre era posible encontrar un cuadrado equivalente.

Frente al planteamiento anterior, Aristoteles argumenta que el conjunto de poligonos
inscritos es evidentemente un conjunto ilimitado, y por tal razéon los argumentos
presentados por Antifon carecen de todo tipo de solidez. Pues desde la perspectiva
aristotélica no importa que tan grande sea la cantidad de lados muy pequefios que tenga el
poligono regular, siempre sera posible encontrar otro poligono cuyos lados sean mads
pequefios, lo que llevaria a un proceso inagotable. Por tal razoén, por muy pequefios que

sean los lados del poligono este nunca podra ser igual a la circunferencia.

Es importante recordar que para Aristoteles el infinito es algo detras de lo cual siempre
se puede encontrar algo y aceptar la solucion de Antifén equivaldria a aceptar “la existencia
actual de la infinidad de los poligonos™ lo cual seria carente de logica, dado que entraria en

contradiccion con la concepcidn de la potencialidad del infinito.

Finalmente, la crisis que se origind con la apariciéon de los inconmensurables y el
contradictorio infinito, llevé a dudar de la eficacia de las proporciones22 como mecanismo
de construccidon de conocimiento, razoén por la cual buscaron estructurar las matematicas

mediante la logica platonica, estableciendo una geometria deductiva fundamentada en el

2! Citado por (Zellini Siruela, 1991, pag. 28)

’La doctrina pitagérica de las razones enteras y las proporciones fundamentada en la creencia que dos
segmentos de linea siempre iban a ser medidos por una unidad comun, les permiti6 tener la idea de nimero como

tamafio, lo cual aplicarian a las magnitudes geométricas como longitudes, areas y volumenes.
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“rigor”, de tal manera que no fuera necesario involucrar el problematico concepto del

infinito.

La problematica generada por las magnitudes inconmensurables y las contradicciones
que generaron las paradojas de Zenon de Elea respecto al infinito, fracturd notablemente la
teoria de las proporciones establecidas por los pitagéricos como un medio eficaz de
construccion de conocimiento fiable, y llevo imprescindiblemente a cuestionar la validez de
todo aquello que hubiera sido demostrado bajo el argumento de que, dadas dos magnitudes

siempre se podria encontrar una tercera, que serviria de medida comun a las dos iniciales.
3.3 Eudoxo de Cnido el retorno a la certeza matematica.

Frente a la necesidad de retornar el nivel de fiabilidad al conocimiento matematico,
Eudoxo de Cnido plantea una alternativa que permite que los desarrollos matematicos
recuperen su nivel de certeza, redimiendo la importancia de las proporciones en los
desarrollos matematicos y su utilidad en la edificacion del conocimiento. Guardando los
preceptos aristotélicos del infinito, pero ocultando su nombre con el objetivo de evitar los

problemas y contradicciones a las que podria conducir su concepcion.

Eudoxo formado en la escuela platonica encuentra una forma de evadir el problema que
generaba la aparicion de las magnitudes inconmensurables y la manipulacion del infinito y
lo hace a partir de tres aspectos; una definicion, un axioma y un método (Gonzales

Urbaneja, 2008):

I.  La definicion, es presentada como la definicion 5 del libro V de los elementos de
Euclides y se enuncia de la siguiente manera:

Definicion V.5. : Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una

segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimultiplos de la

primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o resulten inferiores a la par,

que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente y tomados
en el orden correspondiente. (Euclides, Elementos X-XIII, 1991, pag. 11)

En palabras de (Puertas, Maria Luisa) la definicion anterior es considerada como “la

piedra angular de la proporcion. Desde luego suministra un criterio necesario y suficiente
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para la proporcionalidad”. A partir de esta definicion la teoria de las proporciones recupera

su valor, pues permite abordar magnitudes conmensurables como inconmensurables.

Un ejemplo de su aplicabilidad se puede observar en la demostracion de la proposicion 1
del libro VI de los elementos.

Proposicion VI.1: Los tridangulos y paralelogramos que tienen la misma altura son
entre si como sus bases.

Para el caso de los triangulos, los pitagoricos empleaban la antiphairesis para encontrar
un segmento que sirviera de medida comun para la base de los triangulos y con base en ello

realizaban la demostracion. Ver la siguiente figura.

M N
B G HC D E

Figura 1. Triangulo empleado por los Pitagoricos.

Los pitagoricos asumian que existia un segmento GH que media al mismo tiempo a los
segmentos BC y DE, con este supuesto los tridngulos ABC y ADE quedan divididos en

py q triangulos respectivamente, y aplicando la proposici(')n23 38 del libro 1 de Los

. ABC BC . .y
Elementos logran concluir que ke s = ~o que es lo que finalizaba la demostracion.
Ahora, si la presuncion de los pitagoricos es falsa, es decir, si los segmentos BC y DE

son inconmensurables la demostracion realizada anteriormente careceria de validez.

%os tridngulos que estan sobre bases iguales y entre las mismas paralelas son iguales entre si.
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En este sentido la definicion de Eudoxo ofrece una salida al problema de la
inconmensurabilidad y lleva a que la demostracion anterior se pueda realizar de forma

rigurosa. La nueva prueba se basa en la siguiente figura:

A

M N

B, B: B: B C D E E; E; E.

Figura 2. Triangulo empleado por Eudoxo para cualquier clase de magnitud.

Se toma el segmento BC y se prolonga m veces hacia la izquierda formando de la misma
manera m tridngulos iguales24 al triangulo ABC, el mismo procedimiento se realiza hacia el
lado derecho prolongando DE una cantidad n de veces, lo que permite construir n

triangulos iguales al triangulo ADE, de donde se puede dar que:

emBC < nDE — A(AB,,C) < A(AE,D) - mA(ABC) < nA(AED)
emBC = nDE — A(4B,,C) = A(AE,D) - mA(ABC) = nA(AED)
emBC > nDE — A(AB,,C) > A(AE,D) - mA(ABC) > nA(AED)

AABC _ BC
AADE ~ DE

Por lo tanto, se puede concluir que

Mediante esta definicion Eudoxo extiende la teoria de las proporciones a cualquier tipo
de magnitud sin la necesidad de considerar su naturaleza, es decir, sin tener que

preocuparse por los problemas que se desprenden de la inconmensurabilidad.

**Proposicion 38 del libro 1: Los triangulos que estan sobre las mismas bases y entre las mismas paralelas
son iguales entre si
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Ii.  En segunda instancia plantea lo que se conoce actualmente como el “axioma de
Eudoxo-Arquimedes” o “axioma de continuidad” y que aparece como la
definicion 4 del libro V en los elementos. Veamos:

Definicion V.4: Se dice que guardan razon entre si las magnitudes que, al

multiplicarse, pueden exceder una a la otra. (Euclides, Elementos X-XIII, 1991, pag.
10)

Mediante esta definicion se suprime la existencia de una magnitud maxima o minima,
erradicando el infinito actual y preservando el infinito potencial tal y como era planteado

por Aristoteles.

En otras palabras dos magnitudes A y B tienen razon si existen m y n en los naturales
tales que mA > B y nB > A, es decir, no importa que tan grande sea una magnitud en
comparacion con otra, la menor siempre podra superar a la mayor. Esta situacion inhabilita
la aplicacion de magnitudes infinitamente grandes o infinitamente pequefas con lo que

Eudoxo brinda una salida al problema de la manipulacién del infinito.

iii. El método de exhaucion.

El método exhaustivo aparece como una herramienta que permite enfrentar el problema
de las paradojas que se originan a partir del tratamiento infinito. Este método se

fundamenta en la proposicion 1 del libro X de los Elementos.

Proposicion X.1:menor que las magnitudes dadas. ©8% (Euclides, Elementos X-
XIII, 1991, pag. 12)

En esencia el método es utilizado para “cuadrar” una figura que no sea rectilinea R y
consiste en inscribir (circunscribir) una sucesion creciente de figuras rectilineas
Ao, A1, Az, -+, Ay en R, tal que, la sucesion R — Ay, R — Ay, R — Ay,-+,R — A, cumpla

con las condiciones de la proposicion X.1.

En este sentido, se pretende establecer un n apropiado tal que la diferencia R — A,

puede hacerse tan pequeiia como se quiera, dicho de otra manera, que la diferencia R —
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A, se pueda hacer menor que cualquier cantidad dada, tan pequefia que permita agotar a la

figura R.

El método exhaustivo cobra importancia en el desarrollo de la geometria griega en la
medida en que a partir de su aplicacion se logra evitar el encuentro con el infinito, mediante
una sucesion de magnitudes que se pueden hacer potencialmente tan grandes o tan

pequeiias como fuera necesario.

De esta manera Eudoxo de Cnido brinda una salida al abismo al que llevaba el infinito
en los desarrollos matematicos, particularmente en el calculo de cuadraturas y curvaturas,
sin embargo esta salida no serd definitiva pues el infinito aparecerd una y otra vez a través

de la evolucion histdrica del concepto de la integral definida.

El trabajo de Eudoxo serd retomado por Euclides y Arquimedes, quienes realizaron
diversos aportes en el calculo de cuadraturas y al igual que sus antecesores buscaron tratar
el infinito de tal forma que sus diferentes aportes no carecieran de rigor o generaran

contradicciones como las que se planteadas en las paradojas de Zenén de Elea.
3.4 Euclides y los primero pasos de la teoria de la medida.

El trabajo de Euclides es considerado de gran importancia en cuanto a la
fundamentacion de los conocimientos matematicos, debido a la demostracion rigurosa de
las proposiciones mediante la aplicacion del método axiomadtico y aunque este presenta
unicamente la solucion de algunos casos particulares, a partir de ellos se logra establecer
una serie de métodos y bases conceptuales que trazarian el punto de partida para el

desarrollo del concepto de la integral y la teoria de la medida.

Los Elementos de Euclides presentan la primera sistematizacion respecto a la teoria de la
medida, pues a lo largo del contenido de sus trece libros muestra gran interés por
determinar la medida de segmentos, superficies y volimenes, y aunque no presenta una

definicion formal de lo que es medir, si establece una operacion para realizarlo. Euclides
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emplea la comparacion de figuras como un mecanismo para determinar su medida

respetando siempre el principio de homogeneidad®.

En la construccion de su teoria de la medida, inicialmente parte de unas nociones que no
define; por ejemplo, congruencia, equivalencia, igualdad, mayor y menor. Estas nociones
son consideradas basicas y adquieren sentido durante sus procesos de desarrollo, de forma
tal que igualdad hace referencia a cantidad; para Euclides dos cosas son iguales si tienen la
misma cantidad, la congruencia es relacionada con encajar, por lo que se puede decir que

dos figuras serian congruentes si una encaja perfectamente en la otra. (Bobadilla, 2012).

Al no presentar una definicion explicita de lo que es medir, se asume que al igual que
para sus antecesores, Euclides asocia la medicién con la comparacion. Es asi, como los
segmentos se comparan entre si buscando uno que sirva de medida referencial, para las
superficies el problema se remite a determinar un cuadrado que sea equivalente a una figura
plana dada y de manera similar para medir volumenes se debe encontrar un cubo que sea

equivalente a un sélido dado.

En sus desarrollos aplica la teoria de las proporciones implementada por los pitagoricos
respecto a las magnitudes conmensurables, y frente a la aparicion de las magnitudes
inconmensurables incorpora la teoria de las proporciones de Eudoxo, de esta manera
maneja todo tipo de magnitudes, sin la necesidad de considerar su conmensurabilidad tal y

como se explico en la seccidn anterior.

De esta forma la proporcionalidad es la herramienta que permite la comparacion de
segmentos, superficies y volumenes. Para el caso de los segmentos se procede de la
siguiente manera; supongamos que se desean comparar los segmentos AB y CD, para esto
se construye un segmento igual a CD en el extremo A de AB a partir del extremo C de CD, a
continuacion lo que se hace es “echar un segmento sobre el otro” y asi determinar cual de

ellos es el mayor.

El principio de homogeneidad consiste en que solo se pueden comparar magnitudes de de la dimension.
54



Respecto a las superficies planas, el proceso de comparacion no siempre puede
desarrollarse de la misma manera que en el caso anterior, esto debido a que existen figuras
que no encajan directamente la una sobre la otra, un ejemplo de tal situacidon se presenta en

la siguiente figura 3.

Figura 3. Figuras planas no congruentes.

Como se puede observar la figura S no se puede hacer encajar en la figura R, sin
embargo, si dichas figuras se logran descomponer en cuadrados como se presenta en la
figura 2xxx, por la nocion comun 2 del libro I de los Elementos de Euclides se tiene que;
(195 = b b 2 [13 4 b 2

si se anaden cosas iguales a cosas iguales” entonces “los totales son también iguales”, en
nuestro caso, si afiadimos cuadrados iguales a figuras iguales, entonces se obtiene como

resultado figuras iguales.

Figura 4. Superficies como unién de cuadrados.

Luego existen figuras planas o s6lidos que son iguales pero no congruentes y por lo
tanto no “encajables”, motivo por el cual se dificultaba su comparacion. Este tipo de
figuras no podian ser “echadas una encima de la otra” tal y como sucedia con los
segmentos, por lo que la teoria de las proporciones presentada por Euclides no seria

suficiente para solucionar completamente el problema de la medida.
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Con el objetivo de solucionar el problema anterior, Euclides propone asignarle a cada
figura plana o solido una figura que le sea equivalente, es decir, de igual magnitud, y que
por su forma puedan ser facilmente comparadas; por ejemplo los circulos y las esferas
podian ser comparados de acuerdo a sus radios y los cuadrados o cubos con sus respectivos

lados.

Las ultimas proposiciones del libro I de los Elementos le sirven de fundamento para
desarrollar el proceso mediante el cual logra convertir una figura rectilinea dada; en un
rectangulo. En primera instancia realiza la triangulacion de la figura; mediante la
proposicion 1.41 Euclides explica coémo obtener un paralelogramo equivalente a un
tridngulo, y para evitar el problema que se le podria presentar si al unir los paralelogramos
obtenidos no se formaba necesariamente otro paralelogramo, incluye las siguientes
proposiciones:

Proposicion 1.42: En un angulo rectilineo dado construir un paralelogramo
equivalente a un triangulo dado.

Proposicion 1.45: En un angulo rectilineo dado, construir un paralelogramo
equivalente a una figura rectilinea dada.

De tal forma que después de obtener el paralelogramo, el paso a seguir era encontrar un

cuadrado que le sea equivalente, lo que logra con la proposicion I1.14.
Proposicion 11.14: Dada una figura rectilinea, encontrar un cuadrado equivalente.

Con la proposicion anterior Euclides brinda una salida parcial al problema de la medida
de las figuras planas, dado que a partir de ella desarrolla un procedimiento mediante el cual
encuentra un cuadrado equivalente a una figura rectilinea dada. En el proceso mencionado
es empleado el teorema de Pitdgoras, dado que éste le permite obtener un cuadrado

. 2 ’ :
equivalente a la suma de otros dos cuadrados ® Es asi como el trabajo expuesto en los dos

?® “En términos modernos, Euclides en el Libro | nos muestra que las figuras planas rectilineas se pueden
representar como unién disjunta de cuadrados y asi su medida se puede establecer mediante la suma de la
medida de cuadrados”(Bobadilla,2012)
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primeros libros de los Elementos se encuentra el primer tratado tedrico que proporciona un

mecanismo mediante el cual se logra medir el area de una figura rectilinea.

No obstante, el problema de la cuadratura no se limitaba exclusivamente a las figuras
rectilineas, por tal motivo Euclides plantea las dos primeras proposiciones del libro XII a
partir de las cuales logra establecer la existencia de una relacién entre un circulo y su radio
mediante la aplicaciéon del método exhaustivo expuesto por Eudoxo, esta relacion serd

determinante para qué mas adelante se logre calcular el area del circulo.

Con la proposicion XII.2. Euclides demuestra que el circulo puede ser agotado a partir
de una sucesion de poligonos regulares, mediante la aplicacion del método exhaustivo tal y

como se presenta a continuacion:

Proposicion XI1.2: Circulos son uno a otro como el cuadrado de sus didmetros.

En otras palabras, la  proposicion anterior pretende  probar  que;

dadoslos circulos ABCD y EFGH con didmetros BD y FH respectivamente, entonces

a(ABCD) _ BD
a(EFGH) ~ FH'

Figura 5. Aplicacion del método exhaustivo por Euclides.

Demostracion: Sean los circulos OABCD y OEFGH de diametros BD y FH,
respectivamente. En dichos circulos se inscriben dos poligonos: c(AOBPCQDR 'y

OEKFLGMHN, respectivamente, de tal forma que sean semejantes.
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Decimos que OABCD: OEFGH = BD?:FH?, de no ser asi, se tienen los dos siguientes

Casos:
OABCD: OEFGH < BD?:FH?6
OABCD: OEFGH > BD?: FH?.
Supongamos que OABCD: OEFGH < BD?*: FH?
Sea S < OEFGHtal que OABCD:S = BD?: FH?(Proposicion VI1.12).

En virtud del método exhaustivo, la construcciéon de los poligonos, se realiza de tal
forma que cumple con la desigualdad OEFGH — 0cEKFLGMHN < OEFGH-S, es decir:
S < oEKFLGMHN. (*)

Por proposicion XI1.1? tenemos que:
OABCD:S = BD?: FH? = 0AOBPCQDR: 0EKFLGMHN.

Por la nociéon comin 82 OABCD > cAOBPCQDR , luego por V.14 se tendria que
S > 0EKFLGMHN, lo que contradice la desigualdad (*).

Para el caso OABCD: OEFGH > BD?: FH?, se procede de igual que en el caso anterior

y se llega también a una contradiccion.
Por lo tanto, OABCD: OFFGH = BD?: FH?*. m

El desarrollo del método expuesto por Euclides podria ser interpretado de la siguiente

mancra:

*’Proposicion XI1.1: poligonos semejantes inscritos en circulos son uno a otro como los cuadrados de los
didmetros de los circulos que los contienen.

% El todo es mayor que la parte
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Dado un circulo C y un niimero & > 0, existe una sucesion de poligonos {P,} inscritos
en C, tal que para algin n se cumple que a(C)— a(B,) <&, donde a(C)y a(B,)
representan las areas respectivas del circulo C y del poligono de n lados. Es decir que la
diferencia entre el area del circulo y la del poligono se puede hacer tan pequena como
cualquier magnitud dada, lo que indicaria que el circulo puede ser “agotado” por la

sucesion de poligonos P,.(Bobadilla, 2012).

Este procedimiento que se fundamenta en la proposicion X.1, también le permite a
Euclides obtener resultados que se relacionan con el volumen de algunas figuras tales
como:

= La equivalencia entre la pirdmide y la tercera parte del prisma de igual base.

= La equivalencia entre el cono y el cilindro de igual base.

= La proporcionalidad entre esferas y cubos construidos sobre sus didmetros. Veamos
por ejemplo como demuestra la equivalencia entre un cono y un cilindro que tienen la
misma base. Para ello divide la prueba en dos partes y aplica el método de reduccion al

absurdo.

Proposicion 10. Un cono es la tercera parte de un cilindro de la misma base y la misma altura.

4

Figura 6. Figura empleada en la demostracién de la proposicion 10.

Demostracion:
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Parte I. Supongamos que el cilindro es mas grande que tres veces el cono.

Sean el cilindro y el cono que tienen como base el circulo ABCD, ademas de la misma
altura. Mediante la aplicacién del método exhaustivo, sobre la base ABCD y teniendo como
referencia la misma altura del cilindro, se construye un prisma cuya base es un poligono

regular, inscrito en el circulo, tal que:

e cilindro — prisma de base (AEBFCGDH) < cilindro — 3 cono

¢ 3 cono<prisma de base (AEBFCGDH) (Propiedad de las desigualdades)

e prisma de base (AEBFCGDH) = 3 piramide de base (AEBFCGDH) (Prop. XII, 7)

e cono<piramide de base (AEBFCGDH) (Transitividad), lo que es una contradiccion,

puesto que la piramide esta contenida en el cono.

De lo anterior se puede concluir que el cilindro NO es mas grande que tres veces el

Parte II. Supongamos que el cono es mas grande que la tercera parte del cilindro.

Para esta parte, sobre la base ABCD vy teniendo como referencia el mismo vértice del
cono, se construye una piramide cuya base sea poligono regular, inscrito en el circulo. La
construccion geométrica para esta demostracion nuevamente se fundamenta en el método

exhaustivo de tal manera que se cumpla con:

e cono - piramide de base (AEBFCGDH) <cono - /5 cilindro

o5 cilindro<piramide de base (AEBFCGDH) (Propiedad de las desigualdades)

e piramide de base (AEBFCGDH) = ' prisma de base (AEBFCGDH) (Prop. XI1, 7)

e cilindro<prisma de base (AEBFCGDH), lo cual es una contradiccion, puesto que el
cilindro contiene al prisma.

Luego el cono NO es mas grande que la tercera parte del cilindro... (**)

Ahora de (*) y (**) se llega a concluir que el cono es la tercera parte del cilindro de

igual base e igual altura, tal y como se queria demostrar.
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Como se puede observar en las demostraciones anteriores, el método exhaustivo es
fundamental para conseguir el objetivo propuesto, en primera instancia su aplicacion
permite que no se realice ningun tipo de alusion al infinito y en segundo lugar la idea de
que una magnitud puede ser “tan grande o tan pequefia como se quiera” empieza trazar el
camino de lo que en la actualidad se entiende como “paso al limite”, estableciendo un
punto de partida para que mas adelante se llegue a determinar el 4rea del circulo y en

general del concepto de la integral definida.

Finalmente, se puede decir que aunque Euclides logra presentar importantes avances en
cuanto al calculo de cuadraturas y cubaturas, su concepcion respecto a nimero y magnitud,
derivada de la aparicion de las magnitudes inconmensurables y en particular de la

o o e 29
concepcidn griega sobre el infinito, no permitié que sus progresos fueran mayores””.

De esta manera la concepcion del infinito, principalmente del infinito actual se
convertird en un obstaculo para la evolucion del concepto de integral definida, pues a partir
de ella se cierra toda posibilidad a la nociéon limite y aunque este problema logra ser
evadido habilidosamente gracias a las definiciones V.4, V.5 y a la proposicion X.1 de los
Elementos, seguird apareciendo en los desarrollos matematicos de todos aquellos
pensadores que intervienen en la construccion del concepto de integral por lo menos hasta

la segunda década del siglo XIX.
3.5 Arquimedes, el camino de los indivisibles y los infinitesimales.

A diferencia de Euclides quien es mdas reconocido por organizar y sistematizar los
conocimientos matematicos desarrollados por sus antecesores, que por la generacion de

nuevos conocimientos, Arquimedes es destacado por su capacidad inventiva y la

%% Respecto a la cuadratura del circulo los avances fueron importantes, sin embargo el tiempo se encargaria
de demostrar la imposibilidad de realizar dicha cuadratura al estilo griego, pues para tal fin seria necesaria la
construccién del nimero 7 con regla y compas, y tal como lo demostré Ferdinand Lindemann en 1882 esta
situacion era imposible de debido a la trascendencia de dicho nimero.
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originalidad de sus aportes, particularmente en lo que al calculo de areas y volimenes se

refiere.

La implementacion de diferentes estrategias le permitieron avanzar hacia la solucion de
algunos de los problemas matematicos existentes, y aunque algunas de ellas fueron
revolucionarias respecto las concepciones de su época, Arquimedes no se alejo
significativamente de la concepcion aristotélica del infinito; igual que sus antecesores
busco la forma de evitarlo o camuflarlo, con la pretension de no caer en las dificultades que

involucraba su definicion.

Arquimedes inicia su trabajo referente a la medida de magnitudes dando continuidad a lo
realizado por Euclides, logra determinar el area de algunas figuras curvilineas como es el
caso del segmento de pardbola, mediante la implementacion de dos métodos; uno mecédnico
o heuristico en el que combina la fisica con desarrollos geométricos y el segundo a través
de la implementacion del método exhaustivo. Los dos métodos aqui planteados son de gran
importancia ya que a través de ellos se da lugar a los indivisibles y a los infinitesimales
cuya repercusion serd de gran importancia en la evolucion del concepto de la integral

definida.

El é4rea del segmento parabodlico es el primer ejemplo de la obtencion del area de una
figura limitada por curvas y rectas, aporte que es dado a conocer en una carta que le envia
a Dositeo en la cual expresa lo novedoso del resultado encontrado:

. ninguno de mis predecesores, que yo sepa, ha buscado la cuadratura de una
superficie limitada por una recta y una parabola, problema cuya solucion he

encontrado, y demostrare que el segmento parabolico equivale a cuatro veces la tercera
parte de un tridangulo de igual base y altura que el segmento. (Vera, 1970)

A continuacion, se presentan el planteamiento de cada uno de los métodos:

3.5.1 EIl Método Mecanico.

La presentacion del “método” por parte de Arquimedes establece una ruptura con la
rigidez geométrica que establecia la filosofia platdnica, dado que esta consideraba que toda
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construccion que se realizara por medios diferentes a los suministrados por la regla y el
compas, eran mecanicos, y por lo tanto inaceptables para quienes pretendieran desarrollar

matematicas respetables al interior de la cultura griega.

Independientemente de lo novedoso y util que este método resultaba, Arquimedes no lo
consideraba como un mecanismo idoneo al interior del trabajo matemadtico, pues no le
permitia la construccion de demostraciones que cumplieran con los estandares de rigor
establecidos. Esta situacion puede ser evidenciada en la carta que le envia a Eratdstenes en
la cual le explica que el método permite obtener resultados, no obstante, espera encontrar
una demostracion rigurosa de los mismos por medios estrictamente matematicos,
afirmando una vez mas la necesidad de alinearse a la concepcion griega del rigor.

Por otra parte, como sé que eres un estudioso serio, hombre de eminente cultura
filosofica y un apasionado, he creido conveniente exponerte por escrito y explicar con
detalle en este mismo libro la naturaleza especial de cierto método que te permitira
resolver mecanicamente algunos problemas matematicos. Estoy convencido de que
este procedimiento no es menos Util incluso para demostrar los propios teoremas,
algunos de los cuales, evidentes por medio de la Mecanica, se han demostrado después
geométricamente porque su investigacion por dicho método no proporcioné una
demostracion rigurosa. Pero cuando gracias a él hemos adquirido algin conocimiento

previo de la cuestion, es naturalmente mas facil dar la prueba que encontrarla sin dicho
conocimiento previo. (Vera, 1970)

Para la cuadratura de la pardbola Arquimedes emplea algunos resultados relacionados

con leyes de la mecanica, expuestos en su libro Del equilibrio de los planos , 2012). 2012).

En este Método, el segmento de pardbola es visto como todo el conjunto de lineas rectas
que empiezan en la base del segmento y terminan en el arco de la parabola, y apoyado en
una vision atomista del espacio, asume el conjunto de lineas que forman la parabola como
un todo, mecanismo que considera de gran utilidad para determinar la medida de dicha

figura.
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Figura 7. Area del segmento parabélico. Método mecénico.

Para su demostracion construye el tridngulo rectangulo AZT, tal que ZT es tangente al
segmento parabolico. Por las propiedades geométricas de la pardbola demuestra que el
tridngulo AZT es cuatro veces el tridangulo ABT, y por las leyes de la mecénica,

“equilibrando el segmento de pardbola y el tridngulo AZT” establece que:

A(SegmentoABT) 1

A(TrianguloAZT) 3

De donde concluye que A(SegmentoABT) = gcﬂ(TrianguloABT).

La unidn entre la mecanica y la geometria le permitié equilibrar cada linea del segmento
parabdlico con cada linea de un tridngulo previamente seleccionado, de tal manera que el
conjunto de todos los segmentos de linea que constituyen la pardbola estén en equilibrio
con todos los segmentos de linea que forman el tridngulo, siempre que cada una de las

figuras se ubicaran sobre su centro de gravedad.

En la proposicion 16 de La cuadratura de la parabola, establece que el segmento

parabolico es equivalente a un tercio del triangulo AZT:
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Proposicion 16: Dado un segmento parabdlico BTG y trazando por el punto B la
paralela al diametro y por el G la tangente a la parabola, si el area Z es la tercera parte
del triangulo GBD, digo que la del segmento dado es igual a Z. (Vera, 1970) ¥

Esta proposicion es importante en la medida que relaciona el segmento parabdlico con el
triangulo AZT, lo que le permitird establecer la correspondencia que existe entre el
segmento parabolico y el tridngulo ABT, es decir que, el segmento parabdlico es

equivalente a los cuatro tercios del triangulo ABT.

Para demostrar esta proposicion generaliza la definicion V.4 de los Elementos en el
quinto de sus principios, el cual es actualmente conocido como el axioma de Arquimedes;
De dos magnitudes desiguales, lineas, superficies o sélidos, la diferencia entre la

mayor y la menor, afladida a si misma un niimero suficiente de veces, puede sobrepasar
cualquier magnitud dada (del mismo tipo que las comparadas). (Vera, 1970)

Al aplicar este principio Arquimedes estd garantizando que al afadir determinada
cantidad de veces una magnitud sobre ella misma, por muy pequeia que esta sea, puede
finalmente superar cualquier otra magnitud dada, reivindicando el infinito en potencia, el
infinito sin limites, en otras palabras, el infinito que no conducia a contradicciones,

establecido por los filosofos y aceptado por los matematicos.

Como se expresd anteriormente, Arquimedes somete su trabajo a la concepcion
aristotélica respecto al infinito, sin embargo, en esta demostracion involucra
implicitamente la idea de limite, pues segun (Zellini, Paolo):

Ahora bien en la busqueda de “los centros de gravedad” de las representaciones
geométricas de Arquimedes se hallaba agazapado también el sentido de una resolucion
final de lo ilimitado. El resultado de lo que aparecia reductible, en lenguaje moderno a

una integracion, es decir, el calculo de un area o un volumen se remitia a un punto de
equilibrio de la masa geométrica (Zellini, 1991, pag. 34).

Es asi como el punto que marca el centro de gravedad estaria representando “una
resolucion final de lo ilimitado”, en otras palabras, corresponderia a alguna especie de

limite a partir del cual se logran equilibrar el area del segmento parabdlico con la de un

O Aclaracion nomenclatura.
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triangulo determinado. Con lo que Arquimedes inicia a marcar de una manera muy sutil e

intuitiva el camino que se debe recorrer para llegar a la definicion de la integral definida.

3.5.2 El Método Exhaustivo.

La cultura griega encontrd en la demostracion la condicion fundamental para que los
conocimientos matematicos fueran considerados cientificos, mas alla del conocimiento
“vulgar” que se derivaba de la percepcion que permitian los sentidos. Por tal motivo el
modelo demostrativo disefiado en los Elementos de Euclides, constituia una verdadera

forma de elevar el espiritu cientifico.

En esta medida, retoma el método exhaustivo y lo perfecciona con el propdsito de
demostrar rigurosamente los resultados obtenidos respecto al calculo de cuadraturas y
cubaturas. Para ello crea un algoritmo en el que utiliza la reduccién al absurdo y mediante
una serie de consideraciones tedricas se presume un “limite” en la sucesion de figuras
inscritas o circunscritas y mediante la aplicacion de la reduccion al absurdo se demuestra
que ese presunto limite es el drea que se pretende determinar. Veamos su aplicacion en la

cuadratura del segmento parabdlico.

En la cuadratura de la pardbola se demuestra la proposicion 24 a través del método

exhaustivo.

Proposicion 24: El area del segmento parabolico es igual al cuadruple del tercio de
la de un triangulo de la misma base y de la misma altura que el segmento.

Para llegar a este resultado, genera una sucesion de poligonos inscritos en el segmento

parabolico que cumplan con unas determinadas condiciones.
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Figura 8. Area del segmento parabélico. Método exhaustivo.

Inicialmente demuestra que el area del primer término de la sucesion es decir a(Py) =
a(AABC)es mayor que la mitad del area del segmento parabdlico, y en seguida presenta el
siguiente corolario:

Corolario. Demostrado esto, es claro que se puede inscribir en el segmento un
poligono tal que la suma de los segmentos exteriores a €l sea menor que un area dada,
porque restando continuamente un 4rea mayor que la mitad disminuiremos

continuamente la suma de dichos segmentos, y, por lo tanto, llegaremos a hacerla
menor que cualquier area dada. (Vera, 1970)

Arquimedes construye una sucesion de poligonos que le permitan aplicar la proposicion
X.1 de los Elementos y asi evadir el problema que le podia generar el infinito en términos
de limites, pues de esta manera, la diferencia entre el area del segmento parabdlico y el area

del poligono P,, se podria hacer tan pequefia como fuera necesario.

El primer término de la sucesion es Py = AABC, el siguienteP; = Py + AADB + ABEC,

y de forma similar realiza la construccion de P,, -+, P, ...

De las propiedades de la pardbola se obtiene que: AABC = 4(+AADB + ABEC) y por lo

tanto:

1
a(Py) = a(Py) + Za(Po)-

Luego mediante la aplicacion de razonamientos andlogos establece que:

2 n

a(pn) = a(po) + %a(Po) + (i) a(po) + - (%) a(pg) -+
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Es la sucesion que cumple con la hipotesis proposicion X.1, tal y como se anuncid

anteriormente.

El siguiente paso es determinar el limite de la sucesion de figuras inscritas. El
procedimiento mediante el cual este limite es determinado no se presenta de forma
especifica, se recurre a la intuicidn, se presume que se emplea un proceso de prueba error,

intentando encontrar una ley para la formacion suma.

Si se tiene en cuenta que:

Py 4 1P,
Bt ) =3P 35

Como el sustraendo se puede hacer tan pequefio como se quiera, entonces llega a

. 4
concluir que S = 3 P,.

Para la construccion de su demostracion Arquimedes emplea el siguiente resultado:

Si S=A+B+C+D+E,y A:B=B:C=C:D=D:E=4:1,

entonces,
S—4A 1E
3 37

Resultado que se puede extender a cualquier nimero de sumandos.

Respecto a la cuadratura del circulo, en la proposicion 1 de la medida del circulo,
Arquimedes demuestra que es equivalente a la de un tridngulo rectdngulo cuyas medidas de

los catetos son el radio y la longitud de la circunferencia de dicho circulo.

Proposicion 1: Un circulo es equivalente un triangulo rectangulo cuyos catetos son
iguales al radio y a la circunferencia del circulo.

En su demostracion emplea poligonos inscritos y circunscritos ademas de la reduccion al

absurdo, veamos:
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Ln

N 1(C)

Figura 9. Equivalencia entre el circulo y un triangulo rectangulo.

Primero se supone que a(C) > A(T), es decir a(C) —a(T) > 0, donde T es el
triangulo ABC.

Por la proposicion XII.2 de los Elementos, existe un poligono P,inscrito en la

circunferencia, tal que a(C) — a(B,) < a(C) — a(T), de donde a(B,) > a(T).

De otro lado, si consideramos {como la longitud de la circunferencia, se tiene que
a(B,) = %rnsnm < %R[(C ) = a(T), es decir a(P,) < a(T), lo que contradice el resultado

anterior.

En segundo lugar se supone que a(C) < a(T), y usando los mismos razonamientos
anteriores para el caso de poligonos circunscritos, se llega a que esta desigualdad tampoco

se puede dar, y por lo tanto a(C) = a(T)m

Mediante esta demostracion Arquimedes establece una equivalencia entre el area y el
circulo, transformando el problema de la cuadratura del circulo en el problema de la
rectificacion de la circunferencia, en otras palabras, pretende la construccion de m con regla

y compas.

Arquimedes en la proposicion 3 de la Medida del circulo aplica el método exhaustivo
para calcular la longitud de la circunferencia, realizando una aproximacion para 7, por

exceso y por defecto.
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Proposicion 3: La circunferencia de un circulo es igual al triple del diametro mas
una parte de este, la cual es menor que la séptima parte y mayor que los diez setenta y
un avos del didmetro mismo.

En términos modernos podriamos decir que dada una circunferencia de longitud C y con

un didmetro D, se tiene que 3D + %D <C=Dn<3D+ %D. Es decir,
342 < <342,
71 7

Para demostrar esto se emplean poligonos inscritos para obtener la cota inferior y

poligonos circunscritos para lograr la cota superior.

De esta manera podemos entender a Arquimedes como un gran innovador respecto a la
geometria euclidiana, pues en el trabajo presentado por Euclides no se refleja algtn tipo de
preocupacion por los célculos numéricos, por lo menos en lo que a m se refiere. El
transformar el problema de la cuadratura del circulo en la rectificacion de la circunferencia
pareciera brindar una solucion, sin embargo en el siglo XIX F. Lindemann demostraria la
imposibilidad de construir 7 con regla y compds, por consiguiente no se podria construir un

tridngulo rectangulo con uno de sus catetos la longitud de la circunferencia.

En los dos métodos expuestos para determinar la cuadratura del segmento parabdlico, se
presentan dos formas de entender el area, el método mecanico representa una vision
atomista del espacio, mientras que el método exhaustivo refleja la divisibilidad infinita.
Cada uno de ellos le permite a Arquimedes una manipulacion del infinito, el primero
involucra los indivisibles cuyo manejo lo realiza a través de las leyes de la mecanica y el
segundo, mediante la presuncion de la existencia de un “limite” le permite eludir la

operatividad de lo infinitamente pequefio.

No obstante la riqueza conceptual del trabajo realizado por Arquimedes, la cual servira
de punto de partida para pensadores como Bonaventura Cavalieri (1598-1647) que
siguiendo la corriente de los indivisibles, emple6 la nocién de suma de lineas contenidas
entre las figuras, o Kepler y Gregory St. Vincent, que al dar continuidad a la perspectiva de
lo infinitamente pequefio, utilizaron infinitos rectangulos de areas infinitamente pequefias

para determinar areas de figuras irregulares, en cada una de sus demostraciones recurria a
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las herramientas que habria establecido Eudoxo, mejoradas por el mismo, pero que de

alguna manera seguian reflejando la necesidad de evadir el infinito.

3.6 Los indivisibles en la evolucion de la integral.

Para determinar la cuadratura del segmento parabolico Arquimedes emplea el método
mecanico y el método exhaustivo; como veremos, estos dos métodos dan lugar a dos
formas de concebir el continuo: el primero da lugar a concebir el continuo constituido de

indivisibles y el segundo a través de los infinitesimales.

Los indivisibles estarian asociados con el “atomismo”, tesis filosofica desarrollada por
Democrito con el objetivo de analizar el mundo y sustentada en la idea de que todos los
objetos estaban constituidos por partes muy pequefias que no podian ser divididas. Estas

partes eran denominadas atomos o indivisibles, las cuales al entrar en movimiento y

, . . .31
ponerse en contacto unas con otras llegan a generar figuras compuestas. Segiin Simplicio™:

Los principios llamados también atomos e indivisibles son infinitos e invulnerables
por ser compactos y carecer de vacios porque afirman que la division se produce a
causa del vacio que se encuentra en los cuerpos, pero que los atomos estan separados
unos de otros en el vacio infinito en el cual se mueven, siendo diferentes por la forma,
el tamafio, la posicion y el orden. Al encontrarse bruscamente entran en colision y,
como consecuencia, unos rebotan al azar y otros se entrelazan con arreglo a su forma,
posicion y orden y permanencia unidos. Tal es el modo de producirse los compuestos.
(Coronado, 1988, pag. 30)

Esta perspectiva de entender los objetos, la podemos ver en las matemadticas y en
particular en el campo de la geometria, al considerar el concepto de “todas las lineas”
introducido por Cavalieri; a pesar del mismo Cavalieri, quien afirmaba ser fiel a

Aristoteles, concibiendo el continuo como constituido de infinitesimales.

31 Citado por (Coronado, 1988)
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...Pero ya hemos mostrado antes que esto es imposible, porque el tiempo no esta
compuesto de “ahoras”, ni una linea de puntos, ni tampoco un movimiento en acto de
movimientos®. .. (Aristoteles, Fisica, 1995, pag. 238)

En la grafica 10. Se presenta los indivisibles de un cilindro, indivisibles a los que se
logra llegar después de un numero infinito de divisiones, que segun Cavalieri, se

determinan mediante cortes de planos paralelos.

Figura 10. Indivisibles de un cilindro.

En términos modernos, se puede decir que si se pretende estudiar un objeto de
dimension n, los indivisibles del objeto estardn constituidos por infinitas figurasde

dimension n — 1.

Bonaventura Cavalieri sera quien implemente el método de los indivisibles y al igual
que Arquimedes, realizard importantes aportes para el desarrollo del concepto de la integral

tal y como sera expuesto mas adelante.

Los infinitesimales surgen con el método exhaustivo utilizado para determinar las
cuadraturas y cubaturas y tiene sus origenes en la divisibilidad infinita propuesta por
Aristoteles. Segun los planteamientos de Aristoteles, cualquier objeto podia ser dividido
infinitamente y obtener como resultado, partes que conservan la dimension del objeto
original. Asi al dividir solidos se obtienen solidos mas pequenos, al dividir superficies

resultan superficies mas pequefias y lo mismo para el caso de los segmentos. De esta

%2Como lo comenta Guillermo R de Echandia (traductor y comentarista de Fisica de Aristoteles) Cf. 237al7-b22.

Se trata de uno de los axiomas basicos de la fisica aristotélica: un continuo, es decir, lo que es esencialmente

divisible, no puede estar hecho de indivisibles.
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manera un infinitesimal puede ser considerado como aquella parte infinitamente pequefia
que resulta de dividir infinitamente un objeto, en cuyo proceso de division se respeta la

dimension del mismo.

En la siguiente figura se muestra como un cuadrado puede ser dividido de manera
consecutiva en rectangulos cada vez mas pequefios, proceso que puede ser continuado
infinitamente lo que permitiria obtener rectangulos tan pequeios que podrian llegar a ser

considerados infinitesimales o infinitamente pequenos.

Figura 11. Infinitesimales de una figura plana.

La principal diferencia que se puede destacar es que los indivisibles derivados del
atomismo no se someten al principio de homogeneidad de las figuras, pues divide objetos
de una determinada dimension en infinitos objetos de una dimension menor, mientras que
los infinitesimales de acuerdo a la teoria aristotélica mantiene el principio de la

homogeneidad al dividir un objeto en infinitos objetos de la misma dimension del que ha
sido dividido.

Determinar areas y volumenes sigue cautivando el interés de los matematicos del siglo

VII, pues él es problema® les era interesante tanto en el campo matemético como en la

**El problemas de calcular areas y volimenes en esta época no solamente trascendia el campo intelectual
respecto al fortalecimiento del espiritu cientifico, también existian intereses practicos como la necesidad que
tenian los comerciantes de la época de determinar el volumen de los barriles de vino para aprovechar al
maximo un excelente produccion de uva que se dio en esa época. Problema que seria solucionado por Kepler
al aplicar técnicas infinitesimales.
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vida cotidiana, evidencia de esta situacion se puede observar en los trabajos Kepler y
Cavalieri quienes brindan alternativas de solucion a partir de la aplicacion de

infinitesimales e indivisibles respectivamente.

Johannes Kepler, considerado uno de los precursores del calculo infinitesimal, define un
infinitesimal como aquel pequefio elemento que conforma las figuras conservando su

dimension.

En su obra La Nova Stereometria, Kepler plantea la solucion al problema de la
cuadratura del circulo, considerdndolo como un poligono regular con una cantidad infinita
de lados, cuya area podia ser obtenida al sumar un niimero infinito de triangulos, donde los
vértices se ubicaban en el centro y las alturas podian ser consideradas iguales al radio del
circulo. Supone que S y r eran la circunferencia y el radio del circulo respectivamente y
que by, by, b3, ..., by, ... son las bases de los tridngulos, entonces la cuadratura del circulo

estaria dada por:
1 1
A :ET(b1+b2+b3+"’+bn+"‘) ZET'C

Mediante la implementacion de esta técnica también logra obtener el area de la elipse y
el volumen de barriles de vino al considerar que éstos estaban formados por infinitas capas
superficiales. La metodologia empleada por Kepler de alguna manera es una continuacion
de la propuesta arquimediana de sumar los elementos infinitesimales de los cuales se

constituyen las figuras.

Kepler direccionaba su estrategia a generar una ruptura con el engorroso trabajo que
implicaban las demostraciones por reduccion al absurdo que eran requeridas para la
implementacion del tradicional método exhaustivo y fundamentado en la continuidad de
Nicolds de Cusa asumia que las figuras estaban constituidas por infinitos elementos muy
pequeiios de la misma dimension y a partir de esa idea realizaba su trabajo respecto al

calculo de areas y volumenes.

Segtin Alexandre Koyré:
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Kepler realiza, sin dudarlo un instante, la operacion de paso al limite, identificando
pura y simplemente una curva con la suma de rectas infinitamente cortas (un circulo
con un poligono de un nimero infinitamente grande de lados infinitamente cortos) y su
area como la suma de rectangulos infinitamente numerosos e infinitamente pequefios
(el area del circulo con la suma de una infinidad de tridngulos infinitamente estrechos)
(Koyré, 2000, pag. 323)

Los aportes realizados por Kepler y Cavalieri mediante la implementacion de los
infinitesimales y los indivisibles respectivamente, determinaria un punto de quiebre o
ruptura con los planteamientos matematicos desarrollados hasta ese momento, puesto que a
partir de este tipo de trabajos se empieza a dar preponderancia a los resultados matematicos
por encima del rigor. Veamos a continuaciéon como la propuesta de Cavalieri surge en

oposicion a los planteamientos de Kepler.

A la nocion de infinitamente pequefio presentada por Kepler, Cavalieri enfrenta la de
indivisible, que a diferencia del primero no conserva la misma dimension. Desde la
concepcidn expuesta por Cavalieri, si el objeto que se pretende estudiar es de dimension n,
el indivisible sera de dimension n — 1. Asi el indivisible de una recta es un punto, de un

plano una recta y de un volumen lo serd una superficie.

Esta manera de presentar los indivisibles de parte de Cavalieri conduciria a una de sus
més fuertes criticas pues, desde la posicion Paul Guldin®* no era posible que entre dos
colecciones infinitas de lineas se llegara a establecer razén, por tal motivo el método de
Cavalieri era inutil para cuadrar figuras. Asi, los planteamientos realizados a partir de la
aplicacion de los indivisibles estarian en contra via de lo que previamente se habia
establecido respecto a la composicion del continuo y a la forma como se deberia de
entender el infinito segiin lo expuesto por Aristoteles y que habia sido aceptada en el seno
de la iglesia catolica, motivo por el cual se llegaria a calificar las técnicas y procedimientos

.. . . 35
empleados por Cavalieri como practicas herejes™.

% (Andersen, 1985, pags. 291-367)

**Los postulados expuestos por Cavalieri no estaban alineados con los acuerdos que se habfan establecido
por la iglesia catolica en el concilio de Constanza en 1614 respecto a la concepcion que se deberia aceptar en
cuanto al infinito, lo que suscit6 fuertes criticas a sus trabajos. Esta situacidn nos llevaria entender que los
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Frente a la critica expuesta por Guldin, Alexander Koyre afirma que:

En efecto, Cavalieri no compone en absoluto una linea con puntos, ni el plano con
lineas. Versado lo mismo que Guldin (y mucho mas que Kepler), en las discusiones
medievales de compositione continui sabe perfectamente que esto es imposible...

El curso del pensamiento cavaleriano es un curso analitico y no sintético: no parte
del punto, de la linea, el plano, parta llegar mediante unidén imposible a la linea, el
plano, al cuerpo. Por el contrario parte del cuerpo, el plano, la linea para descubrir en
ellos, como elementos determinantes e incluso constitutivos—pero no componentes—
el plano la linea y el punto. (Koyré, 2000, pags. 326-327).

Lo expuesto anteriormente, permite observar un punto de vista diferente al argumento
que favorecia la critica al método de los indivisibles, puesto que segiin los conocimientos
de Cavalieri respecto al continuo, éste no podia entender la composicién de la linea o el
plano a partir de puntos o de lineas respectivamente. Sin embargo, la postura del mismo
Cavalieri se mantenia ambigua, pues decia aceptar el continuo en términos de lo que
establecia la tradicion griega, afirmaba no aceptar un continuo constituido por indivisibles,
no obstante, a partir de su trabajo determinaba 4reas a partir del concepto de “todas las

lineas™.

Probablemente esta situacion de ambivalencia llevd a Cavalieri a plantear que los
indivisibles no eran mas que una muy buena herramienta para el calculo de cuadraturas (y
cubaturas) mediante la cual se logra evitar el paso al limite que inducia a los vacios teoricos

que ya han sido mencionados.

Al dejar de lado los problemas que generaba la concepcion del continuo, los indivisibles
son vistos como un “instrumento”, mediante el cual “evoluciona” el modo de hacer
matematicas, desencadenando una ruptura con el rigor establecido en la tradicion griega36.

Desde esta perspectiva algunos conceptos seran empleados como nociones auxiliares y no

desarrollos matematicos no dependian exclusivamente de la capacidad intelectual de los pensadores, sino que
ademas siempre iban acompafiados de las concepciones que marcaban cada época historica, la religion en este

caso.

% Es importante recordar que Arquimedes habia dado indicios de este tipo de pensamiento cuando
empleando el método mecanico logro obtener la cuadratura del segmento parabdlico, sin embargo sinti6 la
necesidad de realizar una demostracién rigurosa de su resultado y tuvo que recurrir al método exhaustivo.
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como objetos matematicos propiamente dichos por ejemplo, los indivisibles se tomaran en
un nivel epistemologico mas no ontoldgico, lo que permitird obtener resultados en
beneficio del desarrollo del conocimiento matematico. Al no tener en cuenta el aspecto
ontoldgico de los indivisibles, Cavalieri deja de lado la preocupacion por la naturaleza del
concepto, no importa qué son los indivisibles sino como se utilizan para calcular areas o
volumenes. Asi se abre a la posibilidad de emplear el concepto en la medida que éste sea
util para la construccion de nuevo conocimiento o para determinar la solucion de un

determinado problema.

El cambio de estilo en los procedimientos empleados para la construccion de
conocimiento, no solo dependia de las elaboraciones internas de cada una de las diferentes
ciencias, sino también estaba relacionado con la forma como se entendia el mundo en esta
época, y durante el siglo XVII se generaron todo tipo de cambios, en lo social, cultural,
artistico y desde luego en el aspecto cientifico, desarrollando un ambiente propicio para la
innovacion, la creaciéon y contrastacion de viejas teorias, en términos de Bachelard el

medio adecuado para el fortalecimiento del espiritu cientifico.

En efecto, aunque las estrategias empleadas por Cavalieri se alejaron del rigor, al mismo
tiempo le permitieron avanzar notablemente en la en el desarrollo del conocimiento

L: .. 7
matematico, logrando obtener cuadraturas de figuras limitadas por curvas®

, cuyas graficas,
en términos modernos representarian funciones de la forma x" (Recalde, 2012). Esta
estrategia direccionada a privilegiar los resultados sobre el rigor se constituiria en la
principal ruptura con el trabajo realizado por los griegos, pues como se indicod
anteriormente Arquimedes solo llegd a determinar dareas de figuras limitadas por
polinomios de segundo grado. A continuacion presentamos el mecanismo implementado

por Cavalieri para obtener cuadraturas y por el cual puede ser considerado como uno de los

precursores del calculo integral.

% En esta época ya se conocen los resultados de Descartes relativos a la interpretacion de x” como la

ecuacion de una curva geométrica y sobre ello volveremos mas adelante.

71



Cavalieri considera que medir adecuadamente consiste en realizar convenientes
comparaciones entre indivisibles, excluyendo la necesidad de realizar el paso al “limite”
que era necesario en el desarrollo del método exhaustivo. Para ello se apoya en una

herramienta denominada “regula”. Con unos razonamientos mas analiticos que sintéticos.

Representemos lo anterior para una superficie en particular. Sea la figura plana F=ABC

y la linea AC la regula.

Figura 12. Todas las lineas - O_F (I)

En este caso la coleccion de “todas la lineas” corresponde a la totalidad de cuerdas “/”
de F' que son paralelas a la regula AC. Donde O ())® denota esta coleccion. La O

corresponde a la primera letra de ommes lineae.

Cavalieri logra obtener la medida de una region plana a partir de la suma de todas sus
lineas y para ello presenta el teorema II. 4 de Geometria indivisilibus, el cual llega a ser
considerado como El principio de Cavalieri, cuya utilidad principal era comparar figuras
para llegar a establecer cuadratura y cubaturas.

Teorema II. 4 de Geometria indivisibilibus: Si dos figuras planas (o sélidas)
tienen igual altura, y si las secciones hechas por rectas paralelas (o planos paralelos) a

las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en una misma razon, entonces las
figuras planas (o solidas) estan también en esa misma razon. (Barrios Garcia, 1993)

% La O corresponde a la primera letra de ommes lineae que significa “todas las lineas.”
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Figura 13. Representacion del principio de Cavalieri.

Lo que Cavalieri pretende con su principio es establecer que el volumen de dos figuras
estd en la misma razon, si tienen la misma altura y sus indivisibles también guardan la
misma razon. El problema se presenta en el momento que se desea la sustentacion del
principio, pues las propiedades que le asigna a los indivisibles en determinado momento
llevan a contradecir la concepcion del continuo dada por Aristoteles, sobre la cual se
establece que una magnitud continua es infinitamente divisible. Situacion que directamente

llevaria a pensar en el infinito y las dificultades que su concepcidn representan.

En efecto, de acuerdo a los principios de la rigurosidad que exigian las matematicas
griegas, los indivisibles no tendrian que ser manipulados de manera aislada, por el contrario
era necesario que fueran aceptados como un “todo” y en ese sentido el conjunto formado
por “todas las lineas” conducia a pensar en el infinito actual. Esta situacion era conflictiva
en la medida que planteaba la necesidad de establecer la razon entre colecciones infinitas,
que como ya ha sido mencionado anteriormente era inaceptable bajo los fundamentos de la
tradicion aristotélica. Motivo por el cual se puede considerar que ain en el tiempo de
Cavalieri, el infinito continlia instituyéndose como un obstidculo en la evolucion del

concepto de la integral.

Frente a esta situacion Cavalieri argumenta que si es posible establecer razon entre
colecciones de indivisibles, dado que para €I, cualquier coleccién de lineas podria ser
“multiplicada” de tal manera que llegara a exceder cualquier otra coleccion dada y asi
poder vincular el método de los indivisibles a las exigencias de las concepciones griegas

mediante la aplicacion del principio de Eudoxo, permitiendo que el concepto de “todas las
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lineas™ sea visto como una magnitud y asi poder establecer razones y proporciones entre

ellas tal y como se realiza en los Elementos de Euclides.

A pesar de que las criticas a los indivisibles se mantuvieron, Cavalieri encontrd en su
trabajo un mecanismo adecuado para determinar cuadraturas y cubaturas con base en su
concepto de “todas las lineas”. Por ejemplo si cada linea tiene longitud [, se designa como
ommes lineae I, y es denotado como omn(l). Asi omn(a) = a?, se debe entender como la

suma de todas las lineas de una superficie de lado a. Ahora si se traza la diagonal a un

2
r s 7 , X
cuadrado, el area del triangulo que se forma estaria dada por omn(x) = > en otras

palabras, el area del tridngulo es la mitad del area del cuadrado de lado a.

al?

al2

Figura 14. Medida de una region plana a partir de todas sus lineas.

Realizando procedimientos andlogos llega a considerar que al sumar indivisibles de tres
dimensiones se obtiene una figura geométrica de cuatro dimensiones lo que le llevara a
establecer la primera generalizacion respecto a la dimension. De esta manera, considera
que O(cuboy)yp, la suma de “todos los cubos” (omnes cubi), como un hipercubo

(quadrato-quadrata)39. Lo que podriamos representar como: O(a’ )5 = a”.

% Es importante referenciar nuevamente la ruptura que se da con el trabajo de Cavalieri respecto al trabajo

matematico, pues como se puede observar inicia realizando la suma de objetos geométricos, sin embargo al

trascender a figuras de dimensiones superiores como es el caso del hipercubo necesariamente debe alejarse del

referente geométrico, en otras palabras empieza a dar el cambio entre lo sintético y lo analitico.
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Después de conseguir estos resultados Cavalieri busca generalizar el trabajo realizado,
para ello piensa en sumar indivisibles de dimension n-/ de una figura de dimension # en lo
que denomina “todas las potencias” (omnes potestades), como consecuencia de esto
presenta el cuarto ejercicio de Exercitationes geometricae sex, donde expone los casos

paran =3, 4, 5, 6 y 9. Para finalmente obtener la expresion:

n+1

a
O@x"yp=n+1

En términos modernos la expresion presentada anteriormente se puede representar como

la integral definida:
a n
[ xdx, n=1,...9

De esta manera, Cavalieri a partir de la metodologia de los indivisibles llega a
generalizar el calculo de las cuadraturas, propicia rupturas epistemologicas respecto a los
desarrollos matematicos establecidos hasta su época y por tal motivo juega un papel
protagénico en la evolucion del concepto de la integral definida, sin embargo, en la
manipulacion de “todas las lineas” se encuentra con el infinito actual, problema que aparece
cuando pretendia medir objetos (superficies) que aunque eran acotados llegaban a ser
concebidos como un conjunto infinito de lineas, lo que entraria en contradiccion con la

concepcion aristotélica del continuo y del infinito como algo “ilimitado”.

Es importante recordar que aunque Cavalieri llegd a obtener resultados importantes
gracias a sus métodos, su posicion respecto a las concepciones de infinito siempre fue
ambigua, no trascendieron mas alla de las tradicionales y por lo tanto nos permite seguir

pensando en el infinito como un obstaculo en la construccion del concepto de la integral.
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3.7 La geometria analitica, una nueva forma de hacer matematicas.

En el siglo XVII se realizan cambios estructurales en la forma de entender el mundo y
por ende las matematicas no podian ser ajenas a estos procesos de transformacion social,
cultural y cientifica. Pensadores como Vieta, Fermat y Descartes aparecen en este nuevo
escenario e impulsan el avance de esta ciencia bajo una filosofia encaminada a la

innovacion y al descubrimiento.

La construccion de conocimiento matematico también resulté beneficiado con esta
nueva forma de entender el mundo, donde el principal interés era lograr que cada una de las
disciplinas cientificas realizaran avances importantes, desde este punto de vista los
pensadores, sin desconocer la importancia de las demostraciones rigurosas se interesaron
por buscar métodos o estrategias que les permitieran obtener resultados que impulsaran el

avance de las matematicas.

Esta busqueda de resultados, implica revisar las teorias existentes para reevaluarlas,
ratificarlas o plantear rupturas que permitan que lo que antes podia ser considerado un
obstaculo en la construccion del conocimiento pueda transformarse en una oportunidad
para impulsar el mismo. A continuacion se presentaran algunos de los principales aportes
realizados por Descartes, puesto que su trabajo respecto a la geometria analitica marca un

punto de inflexion en la forma como se desarrollaban las matematicas hasta ese momento.

La inclusion de curvas mas alla de las que podian ser construidas con regla y compas,
ademas de la vinculacion del algebra y el simbolismo al campo de la geometria constituira
una importante ruptura con los conocimientos previos y por tal motivo impactara

positivamente la construccion del concepto de integral.

René Descartes (1596-1650), al no encontrar el método mediante el cual los griegos
encontraban sus descubrimientos se propone la construccién de uno propio, un método que
economizara el trabajo, y que estuviera en consonancia a las exigencias de la época

respecto a la creacion e innovacion del conocimiento.

82



Desde esta perspectiva las demostraciones dejan de tener el protagonismo que tenian en
la época helénica, y la heuristica asume un papel principal en el quehacer matemaético. Para
ello se hace necesario combinar la geometria de los antiguos griegos con el algebra
moderna, dando la pauta para la construccion de la geometria analitica lo que por supuesto
representa una importante ruptura en las matematicas tradicionales.

Descartes presenta la “geometria” como una aplicacion del “Método” mediante el cual
se puede buscar la verdad en cada una de las ciencias, lo que se puede entender como
mecanismo que apunta hacia el fortalecimiento del espiritu cientifico, recordando que para
Bachelard el conocimiento evoluciona en la medida que se presenten cortes
epistemoldgicos que permitan romper con lo que ha sido previamente establecido. Por eso,
el trabajo realizado por Descartes sera de gran importancia para el desarrollo del concepto
de la integral y por tal motivo a continuacién presentamos algunos de sus principales

aportes.

En el primer libro de la Geometria, Descartes inicia planteando que dos magnitudes
lineales al igual que los nimeros pueden ser multiplicados, divididos, ademas que se les
puede extraer raiz cuadrada, lo que marca una clara diferencia con la concepcion griega en
la que solo aceptaba la suma y la diferencia de segmentos.

En primer lugar, se ve en la necesidad de introducir una magnitud a la que denominara
“unidad” y que segun sus palabras le sirve para “relacionarla lo mas posible con los
ndmeros y que ordinariamente puede ser tomada a discrecion...”

Para multiplicar dos segmentos BD y BC primero se establece un segmento unidad AB y
se busca un segmento EB, que es la cuarta proporcional de los segmentos AB, BC y DB,
como se consigna en la figura 15, en la cual se han colocado en la misma linea AB y DB, y

en otra linea el segmento BC. Uniendo los puntos Ay C, se traza DE, paralela a CA.
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I

E B

Figura 15. Método empleado para el producto de segmentos.

De la Figura 15, se tiene que:

ABBC=DBEB
Por lo tanto EB es el producto de BC y BD.
De lo anterior es importante resaltar que Descartes extiende una propiedad numérica al
campo de las magnitudes, referente a la interpretacion de las proporciones. Sabemos que si

AB, BC, BD y BE representaran nimeros, la anterior proporcion daria lugar a la igualdad,

ABxEB=BCxDB.

De esta manera, Descartes toma el producto entre AB y EB igual a EB, puesto que AB
fue designado como la unidad. (Recalde, 2012).

Respecto a las construcciones geométricas aqui planteadas, novedosas desde ciertas
perspectivas; ya eran conocidas por los griegos, sin embargo no llegaron a ser aplicadas, no
por falta de una teoria apropiada, sino por la dificultad que les generaba la manipulacion de
las magnitudes inconmensurables, que como ya se menciond anteriormente lleg6 a separar
drasticamente lo aritmético de lo geométrico.

En el mismo sentido se debe hacer notar la diferencia que existe entre la unidad
euclidiana y la unidad cartesiana; la primera es indivisible y esencia fundamental de los

nameros; la segunda se hace necesaria en la medida que Descartes requiere multiplicar,
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dividir o extraer la raiz cuadrada de segmentos. Si bien con estos trabajos se empieza a
tener una nueva vision de nimero, alin se mantiene la separacion entre nimero y magnitud.

Otro aporte importante es la clasificacion que Descartes realiza de las curvas, al emplear
expresiones algebraicas para representar algunas de ellas, asi por ejemplo, una parabola no
necesariamente debe ser vista como el corte entre un plano y un cono, lo cual es vision
estrictamente geomeétrica, sino que a partir de la propuesta cartesiana puede ser
representada como una ecuacién cuadratica. El universo de las curvas crece, como plantea

Recalde:

En este sentido, Descartes no s6lo aceptaba las curvas construidas con regla y compas,
sino también aquellas construidas a partir de un cierto aparato articulado que le

permitiera expresarlas a través de una ecuacién. (Recalde, 2011)

El aceptar la existencia de curvas mediante su representacion algebraica también
determina un corte epistemoldgico o ruptura con el conocimiento establecido, y en
consecuencia existe la posibilidad de que el conocimiento matematico avance, pues se
rompe con la concepcion griega mediante la cual solo se trabajaba con aquellas curvas que
podrian ser construidas a través de regla y compas. En consecuencia, con la aparicion de las
nuevas curvas, se hace necesaria la implementacion de métodos novedosos para determinar
areas y volumenes, los cuales estaban direccionados a aprovechar mas expresiones
algebraicas que construcciones geométricas. Es asi como Descartes y su geometria analitica
transforma el problema del célculo de cuadraturas en el problema de encontrar el area bajo

una curva.

La introduccion del lenguaje simbodlico debe ser considerada un valioso aporte para la
evolucion del conocimiento matematico, pues el empleo de simbolos permitird economizar
trabajo y pensamiento. Una vez Descartes define las operaciones entre segmentos, para
operar con lineas no es necesario realizar su construccion grafica, contrario a esto, cada
linea puede ser denotada mediante una letra y asi proceder con las operaciones como si se

tratara de nimeros. “Asi, para sumar la linea BD con CD, llamé a la una ay a la otra by
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escribo a + b” (Descartes, 1994, pag. 331)%.

Francisco Vieta (1540-1603), precursor de Descartes es el pionero en los trabajos con
algebra simbdlica y aunque sus aportes fueron de gran importancia para el desarrollo de las
matematicas y para el trabajo realizado por descartes, su forma de entender la geometria
estaba amarrada a la tradicion griega y finalmente su representaciones se limitaron a un

algebra sincopada.

A diferencia de Vieta, Descartes incluye un una serie de simbolos y codigos arbitrarios,
no recurre a las abreviaturas de sus antecesores revolucionando la forma de hacer
matematicas en su época. Para los griegos, X representaba un segmento, x2 un drea y x> un
volumen, era lo que conocian y podian representar a través de sus construcciones
geométricas, ademas que para ellos y hasta ese momento expresiones de la forma x +
x? carecia de sentido gracias a la propiedad de la homogeneidad de las magnitudes.
Descartes le da un giro a lo anterior cuando plantea que el producto entre dos segmentos
puede ser entendido como otro segmento, de tal manera, que a partir de ese momento x?
y x3 pueden ser vistas no como un 4area y un volumen respectivamente, sino como la
segunda y tercera potencia de una linea recta.

Desde esta nueva perspectiva cualquier potencia de x puede ser interpretada como una
magnitud, lo que permitira “aritmetizar la geometria al reducir todas las magnitudes
geométricas a magnitudes lineales” (De la torre Gdémez, 2006, pag. 10), con la
implementacidn del simbolismo algebraico por parte de Descartes se logra hacer un transito
bidireccional entre la geometria y el algebra, situacion que sera de gran importancia para
los desarrollos de matematicos realizados por Cavalieri y Wallis, pues el contar con el
algebra, la elaboracion de sus aportes ganara practicidad al no estar amarrados
necesariamente a procesos exclusivamente geométricos.

En este sentido, se puede afirmar que el trabajo presentado por Descartes propicia
importantes rupturas con los conocimientos establecidos por sus antecesores, aspecto que

sin duda beneficia la evolucién del concepto de la integral.

“0 Citado por (Recalde, 2011, pag. 10)
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A pesar de los aportes expuestos anteriormente, la concepcion de Descartes respecto al
infinito no se modifica, no hay algun tipo de ruptura o corte epistemoldgico que permita
eludir el obstaculo que representa esta concepcion, por el contrario, relaciona al infinito con

Dios:

Y nada hay a lo que llame propiamente infinito salvo aquello en lo que por ninguna
parte hallé limite alguno, sentido en el cual Unicamente Dios es infinito. (Zellini, 1991,
pag. 120)

Lo que permite visualizar que desde su perspectiva, la idea de limite no esta relacionada
con el infinito, condicién gque nos lleva a pensar que hasta ese momento, no es posible la

construccion formal del concepto de la integral definida.

3.8 Wallis y la aritmetizacion de los indivisibles.

John Wallis (1616-1703), emplea el algebra de segmentos y el lenguaje simbdlico que
fueron implementados por Descartes en la geometria analitica y se propone aritmetizar los
indivisibles de Cavalieri, pues considera que los desarrollos aritméticos son mas practicos

que los geométricos.

Al sentirse identificado con la nueva forma de hacer matematicas, desde su trabajo busca
construir técnicas que le permitan solucionar problemas, sin expresar una gran

preocupacion por presentar una sustentacion completamente rigurosa de las mismas.

En La Aritmética de los Infinitesimales, trabajo donde expone el desarrollo de su teoria,
Wallis buscando establecer un método que le permita determinar la cuadratura de algunas
curvas determinadas y para tal proposito expone un total de 194 proposiciones y la
aplicacion de lo que designo como “modus induction”; el método de la induccion

incompleta o interpolaciones.

Este método de induccion incompleta no es el mismo método demostrativo de induccion
gue se conoce actualmente, sino un procedimiento que fue utilizado por Wallis para
generalizar algunos de sus postulados respecto a las series infinitas, aplicando algun grado
de rigurosidad a través de un mecanismo que le permitia aproximarse intuitivamente a un
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limite determinado. Es importante recordar que hasta ese momento no disponia de las
suficientes herramientas matemaéticas para determinar dicho limite sin llegar a
contradicciones légicas como las que han sido mencionadas en secciones anteriores,

particularmente cuando era necesario involucrar la nocion de infinito.

Como se menciond anteriormente, Wallis considera que el célculo de cuadraturas se
podia realizar de una manera mas practica si se hacia de forma aritmética, es asi como las
omnes lineae de Cavalieri, a partir de cero, pasaran a ser manejadas como series

aritméticas; como sumas de sucesiones que tienden a un limite.

De esta manera, la disminucion de procedimientos que permitian la aritmética expuesta
en el trabajo de Wallis se impuso sobre los arduos procesos algebraicos que implica

calcular cuadraturas a través de los indivisibles de Cavalieri.

Es importante destacar que el limite al cual se hace referencia ain no puede ser
considerado como un concepto formal, sin embargo, el manejo intuitivo que realiza Wallis
para determinarlo, es de gran utilidad para obtener la cuadratura de diferentes figuras,
generando un corte epistemoldgico con la técnica que implicaba desarrollar procedimientos

geométricos.

El implementar esta estrategia para determinar areas, le implica profundizar sus
investigaciones respecto a las series de potencias, lo que necesariamente lo llevaria al
encuentro y posterior manipulacion del infinito. Es asi como Wallis mediante el desarrollo
de su trabajo rompe con la tradicion aristotélica y por medio de su método de la induccién
incompleta llega a generalizar los resultados de series finitas, a las series infinitas,
superando en alguna instancia el temor que genera la influencia del infinito, hasta el punto
que se aventura a asignarle el simbolo “co”para representarlo. Esta accion propicia un
cambio significativo en la perspectiva de la nocion que desde los tiempos de la antigua

Grecia, se habia propuesto evitar.

Es asi como la aplicacion del método de induccion incompleta desarrollado por Wallis,

permitio implementar el paso al limite de forma intuitiva.
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Al corriente del algebra literal de Vieta, de los métodos analiticos de Descartes y
Fermat, y de las tendencias hacia los limites de los matematicos de los paises bajos
(Stevin, Saint Vincent,...) y franceses (Roberval, Fermat,...), Wallis se propone
rescatar e independizar a la aritmética de las representaciones geométricas, rompiendo
con el dlgebra geométrica de los antiguos, llegando incluso a presentar aritméticamente
lo que para los griegos era la intocable teoria general de las proporciones de Eudoxo,
con ello Wallis es, entre los predecesores del calculo, quién mas proximo esté a la idea
de limite y quien con mayor soltura lo utiliza, por lo menos a nivel intuitivo

Para determinar la cuadratura de una figura, Wallis busca encontrar la proporcion entre
la serie que corresponde a las lineas de dicha figura y la serie correspondiente a las lineas
de un paralelogramo circunscrito a la figura. En este punto es importante destacar que
durante este proceso, el autor muestra un gran interés por exponer explicitamente que las
diferentes proposiciones que presenta, pueden ser aplicadas tanto en la aritmética como en
la geometria, todo esto con el objetivo de garantizar que los desarrollos geométricos,
podian ser trasladados al lenguaje aritmético. Tal pretension se puede observar en la
proposicion 1 de La Aritmética de los Infinitesimales donde establece que:

Proposicion 1: Dada una serie, de cantidades en proporcion aritmética (o como la
sucesion de numeros naturales) continuamente creciente, empezando en un punto o en
0 (esto es, cero, o nada), tal como 0, 1, 2, 3, 4, etc., la cual se considera para investigar

la razén de la suma de todos ellos, con la suma de igual nimero de términos iguales al
41
mayor.

Una vez Wallis establece la razon entre las sumas dadas mediante desarrollos
aritméticos, inmediatamente busca brindar una representacién geométrica de la situacion, lo
que se puede entender como una estrategia empleada para no alejarse completamente del
rigor que ofrecian los desarrollos geométricos. Por ejemplo, después de establecer
aritméticamente que la razén entre dos sumas es 1. 2, presenta un corolario en el que

demuestra que un triangulo es a un paralelogramo como 1 es a 2.

En la segunda proposicion de La Aritmética de los infinitesimales, se plantea que:

Proposicion 2: Si am es una sucesion finita o infinita y bm = /, (donde / es el
mayor de los términos de «,,) una sucesion constante con el mismo niimero de términos
que a,, entonces la razén entre la suma de los términos de a, y la suma de los
términos de bm esl:2.

*! Citado por (Bobadilla M. L., 2012, pag. 47)
89



Y seguidamente llega a comentar que:

...s1 un triangulo con altura 4 y base B, se inscriben paralelogramos, cada uno de

. 1 1 L ,

los cuales tiene altura —A, y el aumento de anchura es —B, la altura inscrita sera
(oo} (oo}

0 X éA y, y la base no sera B, perosi B — éB.‘*Z

Al realizar una interpretacion geométrica de la proposicion 2, podriamos afirmar que, el

numero de términos m corresponderia al nimero de rectangulos y / corresponderia a la

altura del ultimo rectangulo de la sucesion, de esta manera se tendria que m = (oo X
., 1 .
ém), es la altura del triangulo, y que [ =1 —;l, la base; por lo que Wallis en esta

s ; . . <y mxl
proposicion nos estaria dando la formula del area del triangulo -

[=]
P W= o

—

Figura 16. Area del triangulo

En la proposicion 3 y de manera consecuente con los planteamientos realizados por
Wallis, podriamos concluir que establece que el area de un paralelogramo de base m y

altura l estaes m x L.

Desde el punto de vista de (Recalde, 2011) esta ultima presentacion representa un salto
cualitativo, pues le asigna un valor numérico a cada cuadratura, lo que modernamente
constituird la nocion de area. Este tipo de cambios Bachelard los representa como una de
las “mutaciones” a las que se debe enfrentar todo conocimiento cientifico cuando se

dispone a evolucionar.

*2 Citado por (Bobadilla M. L., 2012, pag. 47)
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Al establecer el area de un rectangulo como el producto de la base por la altura, permite

n n : n n
interpretar cada sumando de la expresion (OTa) + (lTa) + -+ (%) + -+ (%) , que

7 ) a . .
corresponde a una linea, como un rectdngulo de base ~ Y altura i, para i = 1, 2,...h.

Cuando 4 tiende a infinito, el ancho de cada uno de los rectangulos corresponde a la nocion

de infinitesimal.

En las proposiciones 19 y 20, establece resultados andlogos a los enunciados en las dos

primeras proposiciones, pero para una sucesion de cuadrados (geométricos o aritméticos):

0+1 _

141

N |-
Il
o |lw
Il
W
+
[N RS

O+1+4 5 1 1
4+4+4 12 3 @ 12

Hasta el caso paran = 6

0+1+4+9+16+26+36 91 _ 13 1 1

36+36+36+36+36+36+36 252 36 3 = 36

. . . 02 12 22 m-1> n* 1, 1
Aplicando induccion llega a que Sttt t——t3=;+—.y comon

. . , . 1 1, J
crece indefinidamente, la razén entre las dos series es 3 Este ultimo resultado lo utiliza para

demostrar que la razon entre el cono y el cilindro, o la piramide y el prisma es como 1 a 3.

Durante el desarrollo de su trabajo Wallis se preocupa por indicar que sus resultados
puedan ser aplicados tanto a cantidades numéricas como a magnitudes geométricas,

siempre con la pretension de lograr la aritmetizacion de los indivisibles.

Respecto a la cuadratura de una curva, Wallis considera que el problema puede ser
reducido a determinar la razén entre el area de la figura curvilinea OAB (4area que se
necesita encontrar), la cual estd formada por la curva y todos los segmentos paralelos a los
ejes coordenados, y el cuadrilatero OABC, el cual es de 4rea conocida y es circunscrito a
OAB. Con el proposito de solucionar este problema Wallis realiza la suma de una sucesion

finita de indivisibles, llegando a generar una serie infinita.
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Figura 17. Cuadratura de una region limitada por una curva y=x"

Si dividimos el segmento OA = a de la figura anterior en n partes de longitud h = %,

donde n es infinito, entonces la figura curvilinea OAB puede ser vista como infinitas lineas
paralelas al eje Y cuya altura estd dada por x*, de tal forma que el cuadrilatero OABC

podria verse formado por infinitas lineas®, todas de igual longitud a*.

Al establecer la razon entre las cuadraturas de las figuras mencionadas anteriormente, se
obtiene que:

cuatons (2 +(9) o (2 g0

n

Cuad.0ABC ~ Ak +ak+ -+ ak TS nk

Como n tiende a infinito, entonces la anterior es una razéon de indice k y por lo tanto

Cuad.0AB _ Y7.,i" 1

Cuad.0ABC ~ Y ,nk  k+1

Ahora, como el paralelogramo OABC es de base a y altura a®, entonces su cuadratura es

a®*1. Luego, se concluye que

Cuad.OAB _ 1
ak+l T k+1

**Es importante destacar que en este punto Wallis estd empleando los indivisibles de Cavalieri.
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Es decir

Cuad.O0AB = Cuad. [x*]

oa
Il

Lo que claramente puede ser entendido como la integral definida que se conoce en la

actualidad.

a . ak+1
x"dx =
0

Si bien el resultado anterior ya era conocido, la importancia del método desarrollado por

Wallis radica en que logra determinar la cuadratura de una region limitada por una curva de

P
ecuacion y = x4, el eje x y larecta x = 1, obteniendo como resultado la expresion:

r1t q
Cuad. [xCI] =—
o Ptq

Para determinar la cuadratura del circulo, Wallis se fundamenta en los resultados

1
anteriores, considerando la regiéon OAB limitada por la curva y = (1 — x2)z y los ejes

coordenados. Tal y como se muestra en la siguiente figura.

Figura 18. Cuadratura del circulo.
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La cuadratura del circulo corresponde a los valores p =

N |-

yng, en la curva y =

1\ 4
(1 - xz) . Wallis busca extrapolar los elementos de las tablas que ha elaborado para

valores enteros, a valores de p y ¢ racionales. Elabora una nueva tabla que incorpora
argumentos fraccionarios; sin embargo no puede obtener todos los argumentos, pues no

tiene regla de formacion para las ubicaciones donde los dos indices son ambos
. . . L . 1 1
fraccionarios. En particular no le proporciona informacion para el caso p = 5Y q =3 por lo

que procede mediante aproximaciones sucesivas obteniendo la siguiente relacion:

O 2n 2n+1 O 2n

—[lh=1 n=1 <=t

2 2n—1 2n 2 2n
v (2n)? 2 < ( v (2n)? ) 2n+2
n=1(on—1)(2n+1) 0O n=1on_1)(2n+1)/ 2n+1’

.. 2 T .
De acuerdo a las condiciones dadas tenemos que 5= 5 Wallisn aumenta, los valores de

la derecha y de la izquierda de la desigualdad anterior se van aproximando, pues el valor

2n+2

de —— tiende a uno. Esto lo lleva a su resultado:
2n+1
T 2.2.4.4 -
2 1.3.3.

A modo de conclusion, podemos decir que en el desarrollo del trabajo de Wallis juega un
papel importante la libertad que le da a su capacidad intuitiva, ademas lo eficaz que resulta
el método de la induccion incompleta para la consecucion de resultados, pues a partir de €l
se logra aplicar procedimientos que anteriormente solo podian ser aplicados a potencias
enteras.

... dar carta de naturaleza aritmética a lo irracional, superando el imperativo

pitagorico de considerar lo irracional s6lo en el campo de la Geometria, removiendo
uno de los obstaculos que impedia la formulacién del concepto de limite... (Gonzales,

11 - 1995, pag. 418).

* Citado por (Bobadilla, 2012, pag. 51)
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El considerar que una figura F estaba formada por una cantidad infinita de rectangulos
cuya altura depende de la caracteristica de la curva y de base una cantidad infinitamente
pequenia, le permite determinar la cuadratura de la figura F mediante la suma de las
cuadratura de todos estos rectangulos infinitesimales, recordando que ya se contaba con el
aspecto fundamental de que el area de un rectingulo se determinaba como el producto entre
la base y la altura. De esta manera y aunque de forma intuitiva, con Wallis se empieza a
aplicar el paso al limite y de algin modo se lleva a cabo manipulacién de procesos

infinitos.

Es asi como inicia una nueva etapa en la evolucion del concepto de la integral definida,
donde el infinito casi innombrable en la época de los antiguos griegos ya es denotado
mediante el simbolo o, y que hay una aproximacién a su manipulacioén definitiva mediante
el método de la induccidon incompleta, sin embargo aun se debe recorrer la historia para

llegar a definir el concepto de limite, y por lo tanto a la definicion de la integral.

Los infinitesimales trabajados por Wallis seran retomados por Newton y Leibniz,
quienes realizaran diferentes aportes en la evolucion del concepto de la integral definida,
trabajos que nos permitirdn seguir evidenciando la manera como el infinito continua

apareciendo en la evolucion de dicho concepto.

3.9 Newton y Leibniz: sistematizacion y generalizacion del calculo de

cuadraturas.

Los trabajos realizador por Kepler, Cavalieri, Fermat y Wallis establecen una serie de
herramientas que permiten obtener la cuadratura de algunas curvas particulares, sobre esta
base Newton y Leibniz logran desarrollar un conjunto de algoritmos generales, algoritmos
fundamentados en procesos algebraicos cuya aplicacion permite solucionar una gran
variedad de problemas, situacion que inevitablemente conducird a que la operacion

“integracion” llegue a ser considerada como una generalizacion del calculo de cuadraturas.

Newton y Leibniz realizan una sistematizacion del trabajo hecho por sus antecesores,

establecen la relacion inversa que existe entre el calculo de cuadraturas y el calculo de
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tangentes con lo que cual logran importantes avances en el desarrollo del célculo
infinitesimal. De esta manera, algunos problemas como: célculo de cuadraturas, calculo de
tangentes o determinar maximos y minimos son reducidos a la aplicacion de unas tablas o

reglas que permitian obtener cuadraturas y anti cuadraturas.

Durante el desarrollo de estos procesos algoritmicos debieron realizar la manipulacion
del infinito, puesto que para ello era necesario emplear implicitamente la idea de limite,
algo que aun en esa época debian hacer intuitivamente, pues a pesar de los grandes avances
que habian realizado con respecto a los gedmetras griegos y a sus mas inmediatos
precursores, no lograban formalizar la nocién de limite, consecuencia de los problemas que
generaba la aplicacion de la nocion de infinito respecto al rigor 16gico; motivo por el cual
consideramos que el infinito continua estableciéndose como un obsticulo para la

formalizacion de algunos conceptos matematicos, en particular el concepto de la integral

definida.

En las préximas dos secciones se estudiaran los aportes que realizan Newton y Leibniz,
las diferentes dificultades y criticas a las que se ven enfrentados debido al manejo que le
asignan al infinito, particularmente cuando se ven obligados a manipular cantidades

infinitesimales.

3.9.1 Newton y el problema de las cantidades evanescentes.

Isaac Newton (1642-1727) es considerado uno de los precursores del anélisis
matematico debido a la forma como aborda el problema de las cuadraturas, problema que
para la época consistia en determinar el area bajo la curva, y que Newton consideraba que
su solucion dependia de encontrar la ecuaciéon de una curva que correspondiera a la

cuadratura de otra.

Newton demuestra que si una curva esta representada por una ecuacion de la forma

m

y = axn, entonces la expresion que debe representar su cuadratura debe estar expresada

na < mn ., . ., . .
porz=——x n . Esta demostracion representa la primera version explicita del teorema

fundamental del célculo, en otras palabras, establece la relacion inversa que existe entre el
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calculo de cuadraturas y el calculo de tangentes.*

En la regla I de su De Analysi expone la forma como obtiene el resultado. Veamos:

Regla I: Si axn =y, sera %xm = 4rea ABD. (Newton, 2003, Pag. 12-13)*

n

a mtn

X n

Figura 19. Cuadratura bajo lacurvay = —

m+n

. .y , . 2 3
A continuacion se presenta la técnica con la que Newton llega a establecer que z = Sx /2

1
es la cuadratura (integral indefinida en términos modernos) de la curva y(x) = xz. Para tal

caso se tiene en cuenta la siguiente figura.

*Esta relacion ya habia sido presentada en términos geométricos por Isaac Barrow en su trabajo denominado
Lecciones Geométrica, y es gracias a este trabajo que Newton desde un punto de vista aritmético llega por
primera vez de manera explicita a establecer la relacion inversa entre el trazado de tangentes y el calculo de

areas.

“® Citado por (Bobadilla M. L., 2012)
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Y

Figura 20. Cuadratura de z = §x3/2

Sea x = OB la base de la figura OPd; y = BP una perpendicular a = OB y z el area (en

términos modernos) de OPB.

Sea Bb =0 ; BK = v y el rectangulo BbHK (ov) de igual espacio que BbdP. De

acuerdo a la figura; Ob = x + o yel areade Odb = z + ov.

2 3 : 4 .
Newton plantea que, z = 3% 2 0 lo que es lo mismo zz = ;x3, que al aplicar las

sustituciones x = x + 0; z = z + ov obtiene que:

4
§(x +0)3 = (z+ ov)(z + ov)

4 4 4 4
§x3 +§x20 +§x02+§03 = zz + 2zov + 0%v?

Si a la ultima expresion se eliminan los términos iguales y se divide entre “0” se

, 4 5 4 4 5 2 . 9
obtendria: ;X" toxotoo0% = 2zv + ov“ ahora si se supone que “0”= Bb se reduce
hasta el infinito, los términos multiplicados por “0” se “desvanecen”, de esta manera se

4 C u . o N
llega a que Exz = 2zv, ademas si “0” = Bb se considera infinitamente pequefia; v = BP =
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y por lo tanto %xz = 2zy.

2 3 4 2 3 .
Tomando z = 3X /2 , entonces, ;xz =X /2 y de donde se puede concluir finalmente

1
que y = xz.

Después de la demostracion para este caso particular, Newton realiza la generalizacion,

. ., n m+n
es decir demuestra que la expresion z = —xn corresponde a la cuadratura de la curva

La regla anterior no expresa un gran avance en la construccion de conocimiento
matematico, pues como se puede verificar, el resultado era conocido desde los trabajos
desarrollados por Wallis sin embargo, la técnica empleada si es novedosa, pues a diferencia

de Wallis, Newton no utiliza indivisibles sino infinitesimales.

En la argumentacion de su prueba Newton se apoya en procedimientos algebraicos y en
una cantidad infinitesimal denotada por el simbolo “0”, cantidad que puede ser empleada
como denominador al ser distinta de cero, pero que al mismo tiempo se hacia desaparecer
cuando era empleada como un sumando, pues se consideraba una cantidad tan pequefia que

en realidad no adicionada nada.

Es importante insistir que el desarrollo implementado por Newton es completamente
diferente al que emplearon sus antecesores, pues a diferencia de ellos, no parte de la suma
de areas infinitesimales, sino que estudia la variacion momentanea del area en un punto

determinado, no hace uso del “presunto” paso al limite, contrario a esto Newton llega a

demostrar que la razon de cambio del area bajo la curva dada por el cociente m, se

. 47
hace igual a la ordenada de la curva™ cuando “o0” se desvanece.

*"En termino actuales estaria afirmando que la derivada de z(x) es la funcién y = f(x), ademas de
encontrar una demostracion en términos algebraicos de la relacién inversa entre el trazado de tangentes y el
calculo de éareas.
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Aunque, estos avances permitieron abordar una diversidad de problemas gracias a la
construccion y aplicacion de unas tablas de cuadraturas y anti cuadraturas. La falta de rigor
que implicaba la implementacion de cantidades infinitesimales que aparecian vy
desaparecian a conveniencia, generd fuertes criticas al trabajo realizado por Newton. Estas
criticas estaban relacionadas con la manipulacion de los infinitesimales, cantidades
infinitamente pequefias que no podian ser explicadas con el rigor que exigian las
matematicas como una disciplina cientifica, procesos que en su gran mayoria estaban
fundamentados en la intuicion y que si bien permitieron realizar importantes avances; las
bases sobre las que se establecian no eran lo suficiente solidas. En consecuencia, la nocion
de infinito en esta época obstaculizaba la evolucién de conceptos matematicos como el de
limite, el cual es indispensable para formalizar otros conceptos como el de la derivada o la

integral.

Respecto a las criticas a las que se ve enfrentado el nuevo célculo, una de las mas fuertes
la realiza el obispo y tedlogo George Berkeley; quien llegd a comparar los desarrollos
Newtonianos con saltos de fe similares a los dogmas religiosos, Berkeley consideraba
carente logica y de una fundamentacion rigurosa la implementacion de unos “incrementos
evanescentes” que no eran cero, pero que al mismo tiempo y segun fuera necesario podian
llegar a ser anulados. Estos incrementos evanescentes no eran ni mas ni menos que los
infinitesimales representados por “0”, la herramienta empleada por Newton en el desarrollo

de su teoria.

Un aspecto que se debe destacar en este punto es que a pesar de las criticas a las que ve
sometido su célculo, Newton continua en la busqueda de mecanismos que le permitan
descifrar reglas para obtener la cuadratura de otras figuras. Esta intencion de continuar
buscando estrategias, formulas o mecanismos que permitan avanzar y fundamentar de
mejor manera sus aportes son importantes en la medida que permiten bordear los
obstaculos epistemoldgicos con los que se deben enfrentar y de alguna manera potenciar el

desarrollo del conocimiento.

Un ejemplo de lo anterior es la forma en la que presenta una aproximacion para el valor

de m , trabajo que expone en The Methodus Fluxionum et Serierum Infinitorum, apoyado
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en el método de interpolaciones de Wallis y en una extension que realiza del teorema del

binomio para exponentes racionales.

Para cumplir con su objetivo Newton utiliza el resultado obtenido para la cuadratura
del circulo de ecuacion y =+Vx —x? En términos modernos, considera una

semicircunferencia de centro C 1, 0)yderadior = l, el punto medio B 1, 0) y el angulo
2 2 4

BCD =Z
3

Figura 21. Semicircunferencia de centro €(0, %) yradior = % - Célculode

Dado que a(ABD) = a(ADC) — a(DBC) y que a(ADC) = %(% nrz) = %, se tiene que

V3
a(ABD) = % -

Por otra parte, por la cuadratura del circulo:

Y

2 3 1 5 1 Z 1 2 4 2 1 1 1

a(ADB) = [—xZ——xZ——xZ——xZ—---] = —
( ) 3 5 28 72 0 323 525 2827 7229

De donde se obtiene:
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G R YY (I )

4 3.23 525 2827 722°

Como se mencion6 al iniciar el ejemplo, Newton emplea la expresion que se habia

obtenido para el circulo, expresion que correspondia a una serie de potencias a la que luego

m m+n

. , . . — na _
le aplicaba las féormulas para obtener cuadraturas, es decir si y = axn , z = X n

m+n

representaria su cuadratura. En estos dos procedimientos, tanto en la obtencion serie de
potencias que permitia representar el circulo, como en la forma a través de la cual
determina la regla para calcular las cuadraturas, era necesario la implementacion del
infinito; en el primer caso al tener que generalizar las series infinitas y en el segundo

cuando empleaba cantidades infinitesimales.

Esta situacion siempre le gener6 incomodidad, pues era consciente de los problemas de
fundamentacion que implicaba y las criticas que generaba. Por tal motivo, siempre estuvo
interesado en encontrar mecanismos que le permitieran exponer de forma rigurosa sus

resultados y es asi, como pretende encontrar en la fisica una salida a este problema.

Newton al considerar que los conceptos fisicos estan bien fundamentados busca llevarlos
a las matematicas, considera el area como el espacio recorrido por un movil que se
desplaza a una velocidad constante £ en un tiempo ¢, A = kt; o como generada por el
movimiento continuo de una recta de longitud & (la ordenada). Cuando transcurre un tiempo
infinitesimal (“muy pequefio”), lo que modernamente denotamos por dt, la ordenada
también llega a realizar un desplazamiento “muy pequefio”, en otras palabras se traslada
una distancia infinitesimal.

Segun (Bobadilla M. L., 2012):

Los infinitesimales aparecen en los Principia como “momentos”, como principios
generadores de cantidades finitas. Una variable es una cantidad que fluye y lo que es,
en el instante mismo que empieza a fluir, es el momento de dicha cantidad; se afirmaba
entonces que una cantidad infinitesimal era una entidad discreta que preserva
cualidades de lo continuo. Mas adelante, en de la Cuadraturas de Curvas, Newton
considera las cantidades como generadas por el movimiento continuo por oposicion a
los infinitesimales que sugieren siempre un tratamiento discreto, con cierta dosis de
continuidad. Citado por (Bobadilla M. L., 2012, pag. 58)
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En correspondencia con lo anterior, se puede decir que hasta ese entonces una cantidad
infinitesimal era considerada como una cantidad discreta que preserva algunas cualidades
de lo continuo; a esta mirada Newton le contrasta con una perspectiva diferente
fundamentada en los principios dinamicos de Galileo, estableciendo que las cantidades eran

.. . 48
generadas por el movimiento continuo ™.

De esta manera, las cantidades son determinadas a través de la velocidad del
movimiento con el cual se generan por ejemplo, la rapidez con la que cambia el area puede
permitir determinar el area. Desde este nuevo punto de vista Newton denomina como
“fluentes” a las cantidades que son generadas por el movimiento continuo y “fluxiones” a

las velocidades de dichos movimientos.

A partir de esta concepcion, se considera que una curva es generada a través del
movimiento de un punto, lo que permite que las coordenadas x y y, como la cuadratura z,
logren “fluir” o que cambien con respecto al tiempo. En su trabajo newton denota las
“fluentes” con algunas letras determinadas, y las correspondientes “‘fluxiones” con las
mismas letras, con la diferencia que les adiciona un punto en la parte superior, es decir, si x,

y representan las fluentes, X, y representan las fluxiones respectivas.

En el desarrollo de su algoritmo emplea el simbolo “0” para representar un incremento
infinitesimal de tiempo, mientras que los incrementos correspondientes a X, 7y, z,. .. serian
X0,Y0,Zo respectivamente, y presenta el siguiente ejemplo con la intencién de aclarar el
proceso: considera la ecuacion x3 —ax? + axy —y3 =0, que al sustituirla por los
incrementos  respectivos  obtiene  (x + x0)3 — a(x + x0)%a(x + x0)(y + yo) —

(y+y0)*=0

*8 Entre continuo e infinito siempre ha existido una estrecha relacion, por ejemplo Aristoteles la expresa de la
siguiente manera: “El movimiento parece ser uno de los continuos, y lo primero que se manifiesta en lo continuo
es el infinito. Por esto sucede a menudo que quienes definen lo continuo utilizan la nocion de “infinito”, ya que
entienden por “continuo” lo que es divisible hasta el infinito”. (Aristoteles, Fisica, 1995, pag. 79).

También puede ser observada esta relacion, cuanto Cantor le asigna el cardinal “C” al continuo, y luego lo
emplea para establecer el cardinal de un conjunto infinito no numerable.(Cantor, conquistador del infinito, 353-
373, revista trimestral de cultura moderna.1945)

103



Desarrollando los binomios, estableciendo las cancelaciones respectivas, dividiendo por
“0” y finalmente despreciando los términos en los que figure el factor “0”, llega a la

siguiente ecuacion:
3xx? — 2axx + axy + ayx — 3yy? = 0.
De lo cual se puede obtener el cociente diferencial,

y 3x%—2ax+ay

x  3y2—ax

Lo que modernamente corresponde al cociente de las derivadas parciales de la funcion

flx,y) = x3 —ax? + axy — y3.

Si bien en el desarrollo anterior no se hace referencia a las cuadraturas se puede observar
que Newton busca darle una perspectiva diferente a los trabajos anteriores al involucrar en
sus procedimientos la fiabilidad que le permitian los conceptos fisicos, sin embargo, su
manejo respecto a los infinitesimales en realidad siguen manteniendo el mismo nivel de
ambigiiedad, pues cuando emplea el incremento infinitesimal de tiempo “o0” lo realiza de la
misma manera que en los casos anteriores, es decir, “o” puede dividir porque es diferente
de cero y al mismo tiempo puede ser anulado cuando aparece como un sumando, pues al
ser infinitamente pequefio realmente no suma nada. Una demostracion que la manipulacion

del infinito continuaba generando problemas en los desarrollos matematicos.

De esta manera, podemos decir que los métodos empleados por Newton enfrentaron
fuertes cuestionamientos al no contar con unos argumentos solidos para la manipulacion del
concepto de infinito, a pesar de ello, amplié el dominio de funciones con respecto a las que
trabajaban sus antecesores, ademas de lograr establecer algunos algoritmos eficientes para
el calculo de cuadraturas. Fue consciente de la falta de rigor de los resultados que obtenia
mediante la aplicacion de cantidades infinitesimales, por lo que siempre demostro la
intencion de buscar una fundamentacion adecuada para sus argumentos; motivo por el cual
llegd a presentar tres versiones de su calculo, sin embargo en cada una de sus

presentaciones se encontraba con la imperiosa necesidad de emplear indivisibles, fluxiones
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o cantidades evanescentes, términos que aun seguian generando dificultad al interior del
conocimiento matematico, particularmente no permitia instaurar unas bases solidas para la

definicion del concepto de integral definida.

3.9.2 Leibniz y las ficciones utiles.

Por su parte Gottfried Von Leibniz (1646-1716) inicia su trabajo en el calculo aceptando
lo infinitamente pequefio, consideraba que un area podia ser calculada a través la suma
infinita de unas magnitudes infinitamente pequefias. Para Leibniz una curva estaba
constituida por una cantidad de segmentos de longitud infinitesimal, que al ser prolongados

determinaban la tangente a la curva en cada uno de sus puntos.

En el desarrollo de su trabajo estudia sucesiones numéricas de la forma
Ay, Ay, 0p,**, Ay ..., y de las sucesiones que se generan a partir de sus diferencias by = a; —
ag, by =a, —ay,...,by =a, —a,_, ., analiza como se comporta la suma de estas
diferencias y con base en los resultados obtenidos llega a determinar la existencia de una
relacion inversa entre la suma y la diferencia de estas sucesiones; situacion que decide
trasladar al campo de la geometria logrando avances notables en el desarrollo del nuevo

calculo.

El tridngulo aritmético de Pascal le sirve de referencia para la construccion de su
triangulo armonico, estableciendo una relacion inversa entre estos dos arreglos; de tal
manera que cada columna del tridngulo aritmético contiene las sumas de los términos de la
columna precedente, mientras que cada columna del tridngulo armoénico contiene las
diferencias entre los términos de la columna precedente. Desde este punto de partida
Leibniz interpreta las cuadraturas como suma de ordenadas y la pendiente de la tangente
como la diferencia entre ordenadas sucesivas, llegando a descubrir la relacion inversa entre

estos dos problemas.

En la propuesta presentada por Leibniz las curvas son entendidas como una figura
poligonal de lados infinitamente pequefios que en el “limite” terminarian por agotar
completamente la curva dada. De igual manera, considera que existen magnitudes

infinitesimales componentes de la totalidad y que las curvas estan conformadas por unos
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componentes que siguen un orden determinado, es asi como llega a plantear sumas y

diferencias de componentes consecutivos.

Leibniz toma la sucesion de ordenadas que se definen a partir de una curva y considera
que estan separadas entre si por una misma distancia, tal y como muestra en la siguiente

figura:

AT EaRl R

Figura 22. Sucesion de ordenadas a una misma distancia.

Si la distancia entre las ordenadas se toma la unidad, la suma entre ellas puede
representar una aproximacion de la cuadratura de la curva (el area bajo la curva), ahora que
si la unidad se toma cada vez mas pequefia la aproximacion al area seria mucho mejor. De
esta manera este planteamiento apunta a que si la distancia que representa la unidad
corresponde a una cantidad infinitamente pequena, entonces la suma de estas ordenadas
corresponderia exactamente con la cuadratura de la figura y la diferencia entre ordenadas
consecutivas permitiria determinar la pendiente de la recta tangente. De esta relacion entre
sumas y diferencias, Leibniz establece que el célculo de cuadraturas y el célculo de

tangentes son operaciones inversas.

Con el propoésito de resolver problemas concretos respecto al calculo de cuadraturas y
tangentes, Leibniz emplea el triangulo caracteristico implementado por Pascal. El triangulo
caracteristico es un triangulo de lados infinitamente pequefios o infinitesimales, cuyos
catetos son paralelos a los ejes coordenados y la hipotenusa corresponde a un segmento de
la recta tangente, que al tomarse infinitamente pequefio coincide con un trozo de curva, tal

y como se puede observar en la figura 23.
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Figura 23. Triangulo caracteristico.

Al emplear notaciébn presentada por el mismo Leibniz para las magnitudes
infinitesimales, los lados del triangulo caracteristico pueden ser representados de la

siguiente: AC = dx,BC = dy,y AB = ds.

Leibniz considera que el tridngulo caracteristico es infinitamente pequeiio, de tal forma
que los puntos AB podian ser infinitamente proximos y por lo tanto los lados AC y BC
serian tan pequefios como se quisiera y aun asi el triangulo ABC seguiria siendo semejante
al triangulo AEG, esta perspectiva le permitié considerar el tridangulo caracteristico como un
elemento constitutivo de la curva. Esta consideracion es importante en la medida que le
retorna la homogeneidad entre la sumas de objetos de la misma magnitud, en otras palabras
rompia con la heterogeneidad que para algunos implicaba el uso de los indivisibles. Al
respecto (Brunschvivicg, 1945) comenta:

La consideracion del “triangulo caracteristico” es el primer paso hecho por Leibniz
fuera del método vulgar de los indivisibles. Desde el punto de vista tedrico esta
consideracion permite restablecer la homogeneidad, rota en apariencia por los sobre
entendidos de Cavalieri, entre los elementos de las sumas y las sumas mismas; la

superficie estard compuesta por pequeilas superficies, como la linea por “pequeiias
lineas”, o el cuerpo por corpusculos. (Brunschvivicg, 1945, pag. 202)

De esta manera, el retorno de la homogeneidad le permite una manipulacién de lo
infinitamente pequefio, pues desde este punto de vista Leibniz considera que se mantienen

las relaciones cuando se pasa de lo finito a lo infinitesimal

Otro aspecto que permite constatar la vision de Leibniz respecto al infinito; es el

planteamiento desde el cual indica que una curva puede ser entendida como un poligono de
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infinitos lados, posicidon que de alguna manera deja entrever la existencia del infinito actual.
Ahora bien, esta proximidad que admitia hacia el infinito en acto estaba relacionada con la
forma con la que este entendia la naturaleza; para Leibniz la infinitud estaba relacionada
con Dios y por lo tanto deberia reflejarse en su creacion; postura contraria a la expuesta

por Aristoteles, quien argumentaba que el infinito correspondia a una nocion antinatural.

Interpretar una curva como una figura poligonal de infinitos lados es un argumento
similar al que habia sido presentado por Antifén en su trabajo sobre la cuadratura del
circulo y que como se menciond anteriormente, fue refutado por el propio Aristoteles;
refutacion que podria ser aplicada de la misma manera al planteamiento Leibniziano pues al
no contar con la nocioén de limite, el infinito siempre era relacionado con lo inagotable y

por tal motivo no podria existir una aproximacion real a la curva.

Los infinitesimales que para Leibniz se manifestaban en el mundo real; como en las
velocidades o en las fuerzas que podian llegar a ser consideradas instantaneas, de alguna
manera se hacia necesario trasladarlos al campo de las matematicas, sin embargo, dichas
cantidades perecian existir solamente en la imaginacion de quien necesitaba aplicarlas. El
infinito, para este caso en particular lo infinitamente pequefio, parecia estar mas alla de lo
intuitivo al presentarse en la naturaleza, lastimosamente no podia estructurarse un piso
firme sobre el cual llegara a demostrarse todo aquello que de su aplicacion se derivaba.
Leibniz era consciente de esta dificultad, a lo que (Zellini Siruela, 1991) comenta:

Leibniz siguié hablando de los infinitesimales dx como “ficciones™ utiles para el
arte de la invencion matematica, como entidades imaginarias que no corresponden a
cosas actualmente existentes fuera de la mente de quien las concibe. En lugar de los
infinitesimales, escribia, se hubiesen podido emplear expresiones del tipo “todo lo
pequefio que haga falta para que el error sea menor que cualquier error dado”... el
propio Leibniz era consciente de determinadas anomalias y ambigiiedades que
entrafiaba el empleo de incrementos infinitamente pequefios. “tales incrementos”,

observaba “no pueden ser representados por construccién alguna”. (Zellini, 1991, pag.
136).

El caracter de ficcion que Leibniz le asignaba a los infinitesimales gira alrededor de la
concepcion que tenia sobre los entes matematicos, para €l los objetos matematicos eran
esencialmente abstractos, estan Unicamente en la mente de quienes trabajan con ellos, en

efecto, los infinitesimales son ficciones de las cuales no se tiene una certeza a parte de su
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utilidad y practicidad a la hora de resolver problemas. Vision que claramente contrasta con
la idea de que las nociones que se emplean en matematicas deben estar completamente

fundamentadas.

Uno de los aportes mas sobresalientes del trabajo de Leibniz fue denominado método de
“trasmutacion”; método que tiene como punto de partida los indivisibles de Cavalieri y

aquellos trabajos que utilizan rectangulos infinitesimales para el calculo de cuadraturas.

La idea fundamental del método de transmutacion es la siguiente: Dadas dos regiones
planas A y B, si se puede establecer una correspondencia uno a uno entre los indivisibles*®
de la region A y los de la region B, de tal forma que dichos indivisibles tengan la misma
area, entonces se puede decir que B se obtiene de A mediante una transmutaciéon y por
consiguiente que las dos regiones tienen la misma area. Leibniz desarrolla el método de

- 7. 50 <y ;e . . .-y
transmutacion” apoyado en el tridngulo caracteristico como se explica a continuacion:

Consideremos la region limitada por la curvay = f (x),elejex ylasrectas x = Ay
x = B. Tomemos un punto P(x,y) y formemos el tridngulo caracteristico PQR, tal que
Q (x +dx,y + dy). Sea la tangente determinada por el arco infinitesimal ds=PQ, cuya
prolongacion corta al eje y en el punto T(0, z); localizamos el punto S, tal que OS (de

longitud p) sea perpendicular a la tangente SO, como se muestra en la Figura 24.

* Los indivisibles son tomados como una infinidad de rectangulos infinitesimales. (Bobadilla M. L., 2012)

*® Tomado de (Recalde, Lecciones de historia de la matematica, 2011)
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Figura 24. Método de la Transmutacion.

Como los triangulos POR y TMP son semejantes se tiene que,% = % es decir % =
y-z . _ _ d_y
v de lo cual se tiene que z51 =y — x ™ (1)

Por la semejanza de los tridngulos PQR y OTS se tiene que %x = %, o lo que es lo

mismo pds = zdx.

Si denota por a (PQR) el area del tridngulo infinitesimal OPQse tiene que a (PQR) =

1 1
Epds = Ezdx.

Ahora si se considera la region limitada por la curva y = f(x) y los segmentos OC y
0D, formada por todos los tridngulos infinitesimales de la forma OPQ, se puede concluir

que:

*De esta manera para cada punto P(x,y) de la curva y = f(x) determina un punto M(x, z) y por lo tanto
un nueva curva z = g(x) . Esta tltima curva es de gran utilidad, pues si se conoce su cuadratura de la region
que ella limita, se puede determinar la cuadratura de la curva dada.
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A (regién OCD )= %ff zdx, donde z = g(x)52 (1)
De las condiciones del problema y como se puede verificar graficamente;
a(ACDB) = a(AODB) + a(regionOCD) — a(AOCA)

Expresion que es equivalente a;

B 1 1 1
f ydx = EB.f(B) - EA.f(A) + a(region0OCD) = 5 [xy]8 + a(regiéon0OCD)
A

Al sustituir (1) en la igualdad anterior se obtiene que;

B 1 B
Lydx =E<[xy]ﬁ +fA de>

Esta ultima formula se conoce como el “teorema de la transmutacion” de Leibniz, en el
cual se puede observar el teorema fundamental del calculo. La curva z = g(x), se llama

cuadratriz y proviene de f(x) a través de la intervencion de la tangente en cada punto.

Leibniz aplica su método de transmutacion para determinar la cuadratura aritmética del

circulo. Para ello considera el semicirculo de radio 1, ubicado en el primer cuadrante cuya

curva esta dada por la ecuacion y = v2x — x? y su grafica se presenta a continuacion.

52 Es importante dar a conocer que hasta este momento Leibniz no habia introducido adn la notacion de integral,
sin embargo el utilizarla aqui se hace por simplificar los analisis.
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Figura 25. Cuadratura aritmética del circulo.

Al considerar la relacion existente entre el tridngulo caracteristico y los triangulos

ay 1-x

formados por la tangente, la normal y la subnormal se obtiene que; o= === por
., 1-x x . 2z% . ,
transformacion  z = y—x—-= |3 ©s decir x = 1+ZZ.Aphcamdo la formula de

transmutacion para calcular el area de un cuarto de circulo se obtiene:

1 1 1 1
%=j ydx=§([x\/2x—x2](1)+—j zdx)
0 0

2

Para calcular | 0 zdx, Leibniz recurre a la relacion que se visualiza en la grafica:

r Yz
:

L

_J[z.::'x
C

Figura 26. Grafica para determinarfo1 zdx.
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LR

= fol ydx = G [xV2x — x2]§ + fol de) =%(1 + (1 - fol xdz)).

Sustituyendo x:

T fl z%dz
4 0 1+z2

Finalmente, después de realizar la expansion geométrica e integrarla término a término

se obtiene que:

_ 1_[123_125+lz7+...]1 P S S S
3 5 7 0 3 5 7

NE

Leibniz en su presentacion anterior emplea el tridngulo caracteristico que como se dijo
anteriormente, es un triangulo de lados infinitesimales, ademas del desarrollo de una serie
infinita, dos elementos que necesariamente involucran el problematico concepto del infinito

y que aun en esta época no se puede manejar sobre bases tedricas solidas.

Respecto al resultado obtenido se siente orgulloso del procedimiento mediante el cual lo
logra, sin embargo no queda satisfecho con los valores obtenidos, puesto que se necesitaria
una cantidad de términos muy grande para obtener una aproximacion de 7 mejor a la
presentada por Arquimedes, situacion que se deriva de la convergencia demasiado lenta de

la serie.

Otro aspecto a destacar en el trabajo de Leibniz tiene que ver con la importancia que le
asigna a la construccion de un lenguaje simbolico, ya que desde su perspectiva; una
simbologia adecuada no solamente aligera los célculos, sino que permite potenciar las
posibilidades para que la ciencia avance. En este sentido, su trabajo propicia una ruptura en

. ., . 53
relacion con la forma como se representaba la notacion para el célculo de cuadraturas™, es
asi como a partir del trabajo de Leibniz se establece el simbolo con el que cual sera

denotado el proceso de integracion de ahi en adelante, al respecto (Viiuela V, 2012)

*® Para Leibniz “seria conveniente escribir “[.” en lugar de “omn.”, de tal manera que “f1” represente a
“omn.l ”, es decir la suma de todas las [ ” citado por (Grattan-Guinness, 1980)
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comenta:

El espiritu, debido a la naturaleza finita de las facultades humanas de conocer,
busca afanosamente maneras de compendiar, abreviar, tomar atajos. Sin estos recursos
artificiales el espiritu no avanzaria mucho en la comprension y conocimiento de la
complejidad de lo real. Sin alguna clase de signos no se podria pensar ni razonar. Para
Leibniz el pensamiento ciego cumple una funcién vital en la abstraccion y en los
procedimientos algoritmicos, en los cuales se ha de prestar atencion principalmente a
las reglas sintdcticas que regulan la operatoria con los caracteres. (Vifiuela V, 2012,
pag. 237)

El incorporar la notacion “/”’de manera exclusiva para la operacion de la integral genera
un punto de quiebre en su evolucion historica, pues se le esta asignando un simbolo que la
reconoce como una operacion auténoma en las matematicas. Como lo comenta (Bobadilla,
2012): “se reconoce que historicamente la incorporacion de una simbologia apropiada
permite el descubrimiento de nuevos resultados...” este tipo de rupturas que se generan a
partir de la inclusién de nueva simbologia permiten el desarrollo y la evolucion de los

conceptos.

El signo "[ " proviene de la primera letra de la palabra suma, un poco alargada y en
forma de bastardilla. Representaciéon muy apropiada en la medida que relaciona geométrica

y analiticamente la integral; como la suma de elementos infinitamente pequefios.

De esta manera Leibniz hace notar que:

Si bien el trabajo de Leibniz apunta hacia la instauracion de lo analitico, no se aleja
completamente de lo geométrico. Para él, [y-dx = A significaba que la suma de

rectangulos infinitamente pequefios y . dx daba como resultado A.

De esta manera podemos afirmar que los aportes realizado por Leibniz contribuyen
notablemente hacia la consolidacion del concepto de integral, a pesar de ello, su tratamiento
a las cantidades infinitesimales aun carece de argumentos lo suficientemente solidos; la
percepcion de que las cantidades infinitesimales eran objetos matematicos que oscilaban

entre cero y una cantidad finita sin llegar a ser ninguna de las dos, no les permitia exponer
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demostraciones con el rigor que tradicionalmente se le exigia a quienes se dedicaban a
desarrollar conocimiento matematico. Al respecto, debemos comentar que Leibniz no
desconocia esta situacion, por tal motivo llamaba “ficciones” a los infinitesimales, pues
segun ¢l estas cantidades infinitamente pequefias solo podian ser comprendidas por quienes
se veian en la necesidad de aplicarlas. En relacion a lo anterior (Zellini, Paolo) comenta:

Las ficciones infinitesimales para Leibniz fueron ficciones bien fundadas, y la
referencia concreta que no podian dejar de aludir en la realidad natural, donde el
infinito ya intervenia casi constantemente, hacia tanto mas verosimil su funcionalidad
como medios del calculo. Las ambigiiedades conceptuales que entraflaban su empleo

se compensaban con el éxito aplicativo de un calculo cuyos mecanismos se semejaban
excesivamente bien a los de la naturaleza. (Zellini, Paolo, pag.138)

Finalmente Newton y Leibniz a partir de resultados obtenidos desde puntos de vista
distintos, llegaron a instaurar el calculo como una rama de las matematicas y aunque no
contaron con unas bases conceptuales que les permitieran argumentar rigurosamente sus
resultados, las aplicaciones que obtuvieron de la manipulacion de los infinitesimales

influyeron notablemente en la evolucion y progreso del concepto de integral.
3.10 El Nacimiento de la Integral y la Domesticacion del Infinito.

A pesar de que aun no estaban dadas las condiciones para a estructurar definitivamente
el concepto de integral definida, el trabajo realizado por matematicos como los hermanos
Bernoulli, Euler, entre otros impuls6 el desarrollo de esta nocion, pues solamente hasta el
establecimiento del Analisis de Cauchy se llegara a aceptar la integral como una nocién

epistemologicamente independiente.

Aproximadamente por 1700 los hermanos Bernoulli, més cercanos al trabajo de Leibniz
que al trabajo de Newton, le asignan el nombre de “integral” y la definen como la
operacion inversa de la diferencial. El asignarle el nombre es un gran avance en la
evolucion de este concepto, en palabras de (Recalde, 2012): “con la incorporacion de un
nombre para designar una operacion especifica, se estd identificando una nocion que
amerita un tratamiento especial”’. De esta manera, la integral inicia el transito hacia su
transformacion en un concepto matemadtico, dejando paulatinamente su caracter de

herramienta util en la solucién de problemas relacionados con el calculo de cuadraturas,
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una nueva perspectiva a partir de la cual la integral tendra sus propios problemas y

métodos.

El andar del nuevo andlisis giraba en torno al estudio de ecuaciones, por eso la
integracion estaba direccionada a encontrar la ecuacion que representara la solucion de una
ecuacion diferencial. Al respecto los hermanos Jakob y Johann Bernoulli realizaron sus
aportes.

En Acta Eruditorum de 1696, Johann Bernoulli propone a los pensadores de la
época el siguiente problema: Dados dos puntos A4, B, en un plano vertical, hallar la
curva a lo largo de la cual un punto material soltado del punto A llega al punto B en un

tiempo minimo, suponiendo que no hay resistencias. Es decir hallar la curva de
descenso en “tiempo minimo” o sea hallar la braquistocrona. (Dou, 1988, pag. 119).

Graficamente el problema planteado por Johann se puede entender de la siguiente

manecra:

v

Figura 27. La Braquistocrona.

El problema de la braquistocrona plantea determinar la ecuacion de la curva que
represente el camino que demanda la menor cantidad de tiempo para ir desde el punto A
hasta el punto B. Este problema representa un cambio sustancial con los que se
relacionaban la integral anteriormente, pues en este caso no se pedia determinar un area

sino una expresion que permitiera representar una curva determinada.

Este problema es solucionado por Newton, Leibniz, el marqués de L’Hopital y por
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supuesto los hermanos Bernoulli, en cuya soluciéon se reflejan los desarrollos
infinitesimales de Leibniz, seguramente consecuencia de la comunicacion permanente que
mantenian con el matematico aleman. Johann Bernoulli soluciona el problema que ¢l

mismo propone aplicando aspectos de la fisica y de la geometria.

De la fisica emplea el principio de Fermat, a partir del cual se establece que un rayo de
luz que va de un punto a otro sigue la trayectoria para el cual el tiempo de viaje es minimo,
también emplea la ley de la refraccion de Snell y a partir de conceptos fisicos realiza una
construccion geométrica en la que aplica el tridngulo infinitesimal de Leibniz llegando a
determinar que la expresion buscada correspondia a la de la cicloide. Motivo por el cual
podemos decir que en este periodo no se presenta un avance en la manipulacion del infinito
mas alla de lo que ha sido comentado en los apartados anteriores, sin embargo la evolucion
del concepto la integral avanza notablemente con la asignacion del nombre por parte de los

hermanos Bernoulli.

A pesar de los aportes realizados por quienes participaron en la construccion de este
concepto y de los importantes avances que se desarrollaron con el transcurso del tiempo, la
integral no llegaba a constituirse como un concepto matematico propiamente dicho, pues

para ello seria necesario reconocer el concepto de funcidon como un objeto del analisis.

Durante los primeros afios del siglo XVIII el analisis matematico giraba en torno al
estudio de las ecuaciones diferenciales y la integracion se habia transformado en el
mecanismo que permitia determinar la ecuacion que representaba la solucion de alguna
ecuacion diferencial. Para esta época aparece en escena Leonard Euler (1707-1783)
discipulo de Johann Bernoulli, quien presenta su trabajo denominado [Introductio
ananalysis infinitorum (1748), donde expone la primera definicion de funcion:

Una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta de una
manera arbitraria por esa variable y por niimeros y cantidades constantes.>*

Esta definicion ya era aceptada por la gran mayoria de matematicos durante finales del

> Citado por (Bobadilla,2012, Pag.74)
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siglo XVII. Sin embargo, el caracter novedoso se lo asigna la frase “expresion analitica”,
en la medida que Euler comprendia que una funciéon podia ser construida a partir de

operaciones algebraicas, trascendentes y a través expresiones infinitas como las series.

Desde la perspectiva de Euler cada funcion podia ser representada por una serie de
potencias, representacion que estaba estrechamente ligada con la integracion, pues para é€l,
integrar consistia en determinar una funcidn primitiva para una funcion determinada.

El célculo integral es el método para hallar, desde una relaciéon dada de los

diferenciales, la relacion entre estas mismas cantidades; y la operaciéon que permite

hacer esto es habitualmente llamada “integracion”.>

El trabajar con series de potencias a Euler le implica manipular el infinito y sus
desarrollos respecto a este tema los presenta en Infroductio donde expone el manejo
intuitivo con los que maneja los infinitesimales. De acuerdo con Antonio J. Duran®® la
forma intuitiva como Euler emplea las cantidades infinitamente pequefias e infinitamente
grandes conlleva a que no presente una definicion de las mismas, que las utilice de acuerdo
a las necesidades que se le van presentando y que aparecen con la misma facilidad como
desaparecen a lo largo de su obra. Euler muestra como manipula los infinitesimales y en
Introductio ananalysis infinitorum presenta una idea del funcionamiento adecuado de ellos.
A continuacién se expone un ejemplo de la manera como en la Introductio Euler
manipulaba los infinitesimales en el desarrollo de la funcién exponencial e” en series de

potencias de z.

Para Euler e” =1+ w para w infinitamente pequefio. Teniendo en cuenta esto, un
nimero dado z puede ser representado como el producto entre un numero w infinitamente

pequeflo57 por otro nimero I infinitamente grande, es decir z = wi.

*>Citado por (Bobadilla M. L., 2012, pag. 74)

% Antonio J. Duran es editor y anotador de la edicién castellana de la “Introduccion al analisis de los infinitos”,

para la Real Sociedad Matematica Espafiola, trabajo que se presentd 2001, como una traduccion al castellano del

clasico de Euler.

%" En este apartado de la Introductio Euler hace referencia por primera vez los numeros infinitamente pequefios
“sea w un nimero infinitamente pequefio”, escribe en la pagina 85 (104 en la version castellana), “o una fraccién
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Ahora de las propiedades de las potencias se tiene que:
eZ = eWl = (BW)i
Como w es infinitamente pequefio entonces;
e? = (1+w)!
Aplicando el teorema del binomio obtiene lo siguiente;

, i(i—Dw? i(i—1DI-2)w?
eZ=(1+W)‘=1+iw+( 2') +( )g' ) + -

Al tener en cuenta que i es infinitamente grande, entonces, i =i —1,i =i — 2 y asi
sucesivamente, de tal forma la expresion anterior se puede representar de la siguiente
manera;

(iw)?  (iw)3 z? z3

to=1l4z4+=+=

ef=1+iw+t——+— 21 731

De esta manera se puede observar como Euler emplea los infinitesimales a conveniencia,
hace que aparezcan cuando es necesario y que desaparezcan después de que cumplan
satisfactoriamente con su objetivo. A través de Introductio expone un mecanismo donde se
presenta como aplicar las cantidades infinitamente pequefias e infinitamente grandes de tal

manera como contribuyan a la construccion de conocimiento matematico.

No obstante a que el trabajo de Euler al igual que el de sus antecesores fue sometido a
diferentes criticas debido a la ausencia del rigor logico que implicaba utilizar
infinitesimales, sus aportes demuestran una notable pérdida del temor en el manejo del
infinito. Este hecho le permitio avanzar en la representacion de funciones a través de series
de potencias y su respectiva integracion.

Para los griegos el infinito fue una especie de bestia temible, pongamos un
minotauro gigantesco del que habia que huir; Euler en cambio no huye. Al contrario, se

tan exigua que, sin ser igual a cero, sea a* = 1+¢, siendo también ¢ un ndmero infinitamente pequefio”.
(Duran, 2003, pag. 47)
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acerca al monstruo, le acaricia el lomo y le unce un yugo que le permite hacer fértiles
campos antes estériles. (Bombal, 2009, pag. 214)

El avance matematico durante el periodo de tiempo comprendido entre parte del siglo
XVIII y todo el siglo XIX estuvo centrado en buscar la representacion de funciones
mediante series de potencias, donde uno de los matematicos importantes que se interesaron
en el tema fue Fourier, cuyos aportes fueron de gran utilidad para plantear las condiciones

que deberian cumplir una funcidn para ser representadas en series trigonométricas.

Como se menciond anteriormente, durante esta época se enfatizd en la representacion de
una funcion a través de series de potencias, problema matematico en el que la integracion
se tornd en un problema secundario, esto debido a que se empleaba como una herramienta
que era util para aportar en la solucion del problema principal, pero la integral no se asumia

como un concepto que deberia ser estudiado particularmente.

El trabajo de Fourier se desarrolla durante el siglo XIX, etapa en la que las funciones
eran consideradas como una expresion analitica, perspectiva desde la cual derivar e integrar
era entendido como operaciones algebraicas, es decir, se operaba por medio de formulas.
Dicha consideracién implicaba que la integral fuera concebida como una anti derivada lo

que carecia de sentido para las funciones discontinuas.

Fourier consideraba que las funciones “arbitrarias” o discontinuas podian ser expresadas
como series trigonométricas y para calcular los coeficientes de dichas series era necesario
utilizar la integral como el area bajo una curva, en otras palabras debia retornar a la

interpretacion geométrica, es decir, relacionar el concepto de integral con un area.

[...]el 4rea de la curva reducida tomada desde x = 0 a x = 7 da el valor exacto de
los coeficientes de senx; y cualquiera que sea la curva dada puede ser la que
corresponde a @(x) ya sea que podamos asignarle una ecuacion analitica o que no
dependa de ninguna ley regular, es evidente que siempre sirva para reducir de cualquier
manera la curva trigonométrica, asi que el area de la curva reducida tiene, en todos los
casos posibles, un valor definido el cual es el valor de los coeficientes de senx en el
desarrollo de la funcién. El caso es el mismo con los coeficientes b o
[ @(x) sen 2x dx.*®

%8 Citado por (Bobadilla M. L., 2012)
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De esta manera la aparicion de las funciones “discontinuas” conlleva nuevamente a
interpretar la integral como el area bajo la curva, situaciéon que serd de gran importancia

para la evolucion del concepto de integral.

Los diferentes cambios que se venian presentando en la forma de hacer matematicas
estaban direccionados a aritmetizar el analisis del siglo XIX, lo que implicaba dejar de lado
la intuiciéon geométrica sobre la que se habia estructurado el célculo del siglo XVIII,
abandonar la geometria intuitiva que estaba ligada al movimiento fisico y asumir conceptos
nuevos como los de funcidn, variable y limite que permitirian asignarle al andlisis un

caracter aritmético y el rigor logico que se exigia.

Con la “desgeometrizacion” del calculo el problema de la integracion se transforma en
un problema del analisis matematico, analisis que se inicia a considerar una nueva rama de
las matematicas a partir de la construccion de su propio corpus tedrico. En esta direccion el
trabajo de Cauchy serd relevante en esta nueva etapa, pues gracias a ¢l se genera un punto
de partida a través del cual se brinda rigor andlisis y de alguna manera se destierra del

obstaculo propiciado a raiz de la aplicacion de los infinitesimales.
3.11 El abandono de los infinitesimales y la definicion analitica de la integral.

Con Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) se genera el proceso mediante el cual se inicia
la incorporacion el rigor al analisis matematico, el trabajo de Cauchy esta direccionado a
asignarle al analisis un rigor similar al que exige la geometria de tal manera que se llegara a
eliminar las generalizaciones extraidas de los desarrollos algebraicos, particularmente a la

hora de manipular series.

Los aportes realizados por Cauchy son expuestos en el Cours d Analyse sur le Calcul
Infinitésimal de 1823, textos que son el resultado de su labor docente en Ecole
Polytechnique de Paris, en los cuales expone la estructura tedrica del nuevo analisis cuyo
fundamento reposa sobre los conceptos de numero real, funcion, limite, continuidad,

numeros complejos, derivadas e integrales.
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Cauchy identifica lo que debe ser entendido por nimero y cantidad, define lo que es una
variable y a partir de ello presenta le definicion de limite; piedra angular de su teoria y que
se presenta a continuacion:

Cuando los valores que va tomando sucesivamente una variable particular, se
aproximan indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que acaban por diferir de ¢l

tan poco como queramos, entonces éste ultimo valor, recibe el nombre de limite de
todos los anteriores. (Cauchy, 1994, pag. 76)

Al presentar la definicion de limite Cauchy esta propiciando una ruptura con el
conocimiento matematico desarrollado por sus predecesores quienes solo hacian referencia
a ¢l mediante aproximaciones, tal y como se ha expuesto con anterioridad. Gracias a la
nueva teoria se puede contar con una definicion de limite precisa, util para abordar el
manejo del espinoso infinito. Apoyado en el concepto de limite define las cantidades

infinitamente pequefias y cantidades infinitas.

Las cantidades infinitamente pequefias las considera como aquellas cantidades que
tienen limite cero y a las cantidades infinitamente grandes o infinitas como aquellas que
estan por encima de cualquier nimero dado:

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen
indefinidamente, de manera que descienden por debajo de cualquier nimero dado, esta

variable deviene lo que suele llamarse un infinitamente pequeiio o una cantidad
infinitamente pequeria.

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable crecen mas y mas,
de manera que ascienden por encima de cualquier nimero dado, se dice que esta
variable tiene por limite al infinito positivo [...] los infinitos positivos y negativos son
designados conjuntamente bajo el nombre de cantidades infinitas (Cauchy, 1994, pag.
76)

De esta manera el trabajo realizado por Cauchy representa un punto de quiebre en el
desarrollo del conocimiento matematico, especialmente en lo que a la manipulacion del

infinito se refiere.

Respecto a la definicion de limite (Recalde, 2011) comenta: “En la definicion de limite

2299

dada por Cauchy, la expresion “aproximarse indefinidamente”, deja entrever que aun se

mantiene algiin matiz de la tradicion aristotélica que hace referencia al movimiento, lo que
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permitiria indicar lo dificil que es abandonar concepciones previamente establecidas en la

construccion de nuevo conocimiento

Independientemente que el Cours d’Analyse de Cauchy no se aparta definitivamente de
la concepcion tradicional del infinito aristotélico, si realiza significativos aportes para su
formalizacion, tal es el caso de su concepcion de continuo y a partir de ella la
implementacion del concepto de funcién continua, concepto que es novedoso hasta ese

momento.

La funcién f(x) permanecerd continua respecto de x entre los limites dados si,
entre esos limites, un incremento infinitamente pequefio de la variable produce siempre
un incremento infinitamente pequefio de la funciéon (Cauchy, 1994, pag. 90)

La forma de tratar las series es otro importante avance de la teoria de Cauchy, cabe
recordar que durante el siglo XVIII las series infinitas eran manipuladas algebraicamente,
generalizando los resultados de las sumas finitas, pues hasta para la época no existia un
mecanismo que permitiera determinar con certeza cuando una serie infinita era convergente

0 Nno.

Cauchy modifica el manejo que se le daba a las series, para lo cual parte de la definicién
de que “una serie divergente no tiene suma’, definiciébn que aparece en la introduccion del
Cours d’Analyse.

Llamamos serie a una sucesion de cantidades U, + U, +..., que se derivan una de

las otras segiin una ley determinada. Estas mismas cantidades son los diferentes
términos de la serie que se considera. Sea

S,=Ug+ U +... + U,y

La suma de los n primeros términos, donde n designa a un numero entero
cualquiera. Si para valores siempre crecientes de n, la suma parcial enésima, S, se
aproxima indefinidamente a un cierto valor limite S, entonces la serie se llamara
convergente, y el limite en cuestion, recibird el nombre de suma de la serie. Por otra
parte, si la suma S, no se aproxima a ningin limite fijo cuando n crece
indefinidamente, la serie se llamara divergente y no tendra suma. (Cauchy, 1994, pag.
149)

Con la definicion anterior y los criterios que establece para determinar si una serie es
convergente o divergente Cauchy logra implementar una cantidad de principios que

permiten la manipulacion del infinito al interior de las matematicas, es asi como se
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eliminan los analisis particulares y se adopta una teoria general para estudiar las sumas
infinitas sin problemas de caracter filoséfico ni de las ambigiiedades que debieron
enfrentar los pensadores anteriores cuando se valian de la nocion del infinito y no contaban

con las herramientas teodricas para su justificacion.

La ruptura que propicia la instauracion del concepto de limite y todo lo que de ¢l se
deriva; como la definicion de funcidon continua, la construccion de un cuerpo tedrico sobre
el cual se puede operar sumas y productos infinitos como procesos, ademds de la
implementacion de propiedades como la que expresa que; “foda sucesion mondtona y
acotada converge a un limite”, permite establecer el rigor que tanto se le habia exigido en

la nueva rama de las matematicas, logrando de alguna manera “domesticar el infinito™.

Sin el problema del “ areipov”, de lo indefinido, de lo ilimitado, del infinito que tantas
dificultades acarred a través de las diferentes épocas como se ha intentado constatar durante
el transcurso del presente trabajo, Cauchy estaba preparado para dar por primera vez una

definicion analitica del concepto de integral definida para funciones continuas.

Lo primero que hace es demostrar de forma rigurosa tal y como lo demanda el nuevo

analisis; la existencia de un limite que permita definir dicha integral. Veamos:

Supongamos que la funcion y = f(x) es continua respecto a la variable x entre dos
limites finitos x = x,,x = X. Supongamos también que se designa por X, X, =+, Xp_1
a nuevos valores de x interpuestos entre estos limites y que vayan creciendo o
decreciendo desde el primer limite hasta el segundo. Sera posible servirse de esos
valores para dividir a la diferencia X — x,, en elementos:

X1 — X, X3 — Xq,X3 — X3, , X — X1 , que seran todos del mismo signo.

Consideremos ahora que cada elemento se multiplica por el valor f(x) que
corresponde al origen de ese mismo elemento; a saber, el elemento x; — X, por f(x,),
el elemento x, —x; por f(x;)-, en fin, el elemento X — x,_4 por f(x,_1); y sea
S =(x1 —x0)f (o) + (xz = x)f (1) + -+ (X — xp_1) f (xp—1). (Cauchy, 1994,
pag. 287)

% Expresion metaférica empleada por algunos para indicar la adopcion teérica del infinito como proceso
(Recalde, 2012).
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Cauchy indica que S depende de n y del maximo de {x;— xo, xo2— X1, ..., X— X4-1},
demostrando que para valores de n muy grandes , donde el méximo de {x;— xo, x2— x1, ...,
X— x,-1} es muy pequeiio, la forma como se realiza la division no afecta notablemente el
resultado de la suma S. En esta demostracion emplea algunos resultados preliminares
expuestos en Cours d’Analyse, el teorema del valor medio y el criterio de continuidad
llegando a verificar que si se toman dos particiones con las condiciones establecidas
anteriormente; la suma S en cada uno de los casos diferira la una de la otra en una cantidad
infinitamente pequefia, lo que le permite concluir que dicha suma inevitablemente se

aproxima a un limite :

Cuando los elementos de la diferencia X— x, devienen infinitamente pequefios, el
modo de division tiene sobre el valor de S tan sélo una influencia sensible; vy, si se
hacen decrecer indefinidamente los valores numéricos de esos elementos, al aumentar
su numero, el valor de S terminara por ser sensiblemente constante o, en otras palabras,
terminara por alcanzar un cierto limite que dependera unicamente de la forma de la
funcion f(x) y de los valores extremos x, y X de la variable x. Este limite es lo que
llamamos una integral definida® (Cauchy, 1994, pag. 291).

Dada la definicion, también precisa la forma de representacion para la integral definida

de acuerdo con las nuevas consideraciones:

Si se designa por Ax = h = dx a un incremento finito atribuido a la variable x, los
diferentes términos de los que se compone el valor de S, [..] estardn todos
comprendidos en la formula general hf (x) = f(x)dx [...] Se puede decir entonces

que la cantidad S es una suma de productos..., hf (x) = Y. f(x)Ax. En cuanto a la
integral definida hacia la cual converge S, al devenir los elementos de la diferencia
X—x, infinitamente pequefios, convenimos en representarla por la notacion

f hf(x) o f f(x) dx, en la cual la letraf , que sustituye la letra ¥, no indica a una

sumal ... |, sino al limite de una suma de esta especie (Cauchy, 1994, pag. 293)

Teniendo en cuenta que el valor de la integral definida depende de los valores extremos

Xo ¥ X conviene representar dicho concepto con alguna de las siguientes notaciones:

% Respecto a la definicién que Cauchy realiza sobre la integral se ha comentado, que para que dicha
definicion se lo estrictamente “rigurosa”, deberia remplazar la hipétesis de continuidad, por la de continuidad
uniforme. (Cauchy, 1994, pag. 291)
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[ [ rea (). [reons (70)

Especificando que la primera representacion fue expuesta por Fourier y es la de manejo

mas simple. (Bobadilla M. L., 2012).

A pesar de que esta definicion de integral definida de Cauchy es estrictamente analitica

e independiente de las referencias geométricas, si reconoce su interpretacion al interior de

la geometria como el 4rea bajo la curva, es decir, define analiticamente el concepto

entendiendo que una de sus aplicaciones es geométrica:

Vamos a suponer que el limite X es mayor que X, y que la funcion f(x) es positiva
desde x = x; hasta x = X; x, y designan las coordenadas rectangulares y 4 designa la
superficie comprendida entre el eje de las x y la curva y = f(x) y entre las ordenadas
f(x,), f(X). Esta superficie, cuya base es la longitud X — x, medida sobre el eje de las
x, serd una media entre las areas de los dos rectangulos construidos sobre la base
X — x, y cuyas alturas respectivas son iguales a la menor y a la mayor de las ordenadas
levantadas de entre los diferentes puntos de esta base. Ella sera pues equivalente a un
rectangulo construido sobre una ordenada media representada por una expresion de la
forma f[x, + 8(X — x4)], de modo tal que se tendra

A=X—x0)f[xg+0X —x0)], (8

En donde € designa un nimero menor a la unidad. Si se divide la base X — x, en
elementos x; — xy, X, — X1, X3 — X,, -, X —Xx,_4, la superficie 4 se encontrara
dividida en elementos correspondientes cuyos valores estaran dados por ecuaciones
semejantes a la formula (8). Se tendra también

A= (x3 —x0)f[x0 + 0 (xy — x0)] + (xz — x1)f[x1 + 0, (x3 —x1)] + - +
(X - xn—l)f[xn—l + en—l(X - xn—l)]a (9)

En donde 6,,6,,:+,0,_, designan a nimeros menores que la unidad. Si en ésta

ultima ecuacion se hacen decrecer indefinidamente los valores numéricos de los
elementos de X — x,,, se obtendra al pasar al limite

A = [} f(x) dx. (Cauchy, 1994, pig. 307)

Finalmente, podria afirmarse que el trabajo realizado por Cauchy establece un cuerpo

tedrico que permite fundamentar algunos conceptos matematicos que conducian a

ambigiiedades o contradicciones, tal es el caso de la nocion de las cantidades infinitamente

pequeiias o infinitamente grandes que al estar relacionadas directamente con el infinito eran

evidentemente problematicos.
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De esta manera, el problema del calculo de cuadraturas originado en la antigua Grecia,
fue evolucionando con los aportes de diferentes pensadores a través de la historia; trabajos
como los de Newton y Leibniz, ademas de la sistematizacion que realizaron de desarrollos
anteriores, permitieron establecer una serie de herramientas o algoritmos a través de los
cuales so logré presentar una solucidon genérica a este problema. Sin embargo, es la
definicion analitica presentada por Cauchy la que le otorga la trascendencia definitiva al
concepto de la integral definida y de esta manera, como aplicacion directa a la geometria, le
asigna a cada region plana un numero que representa su medida, resolviendo asi el

problema inicial de la cuadratura de figuras planas.

OBSTACULOS Y RUPTURAS EN LA EVOLUCION HISTORICA
DEL CONCEPTO DE LA INTEGRAL.

En esta seccion, se caracteriza el principal obstaculo epistemoldgico que se presenta en
la evolucion del concepto de la integral definida. Ademads, se exponen diferentes rupturas
epistemologicas que se originan en la evolucion del conocimiento matematico;
consecuencia de los aportes de pensadores que a través de diferentes épocas buscaron
evadir los obsticulos que se presentaban en la construccién de conocimiento. Para ello,
tiene en cuenta la clasificacion histérica de la ciencia propuesta por Bachelard de la
siguiente manera; periodo pre-cientifico, periodo cientifico y el nuevo espiritu cientifico.
Sin embargo, al analizar el desarrollo historico de la integral definida, la clasificacion que
aqui se presenta marca una diferencia respecto a tiempos con la presentada por Bachelard
en La Formacion del Espiritu Cientifico. A continuacion se presentan cada uno de los

estados en los que se ha caracterizado la evolucion del concepto de la integral definida.

v' Estado pre-cientifico; comprendido por los desarrollos matematicos en la
cultura griega. En este periodo el espiritu se disipa con las primeras imagenes y
busca explicaciones en la filosofia que les permite entender el mundo que los
rodea. Generalmente se busca afirmar lo que la experiencia bésica demuestra,
generando una especie de culto a las nociones previamente establecidas, lo que
en determinado momento dificulta el surgimiento de rupturas que propicien el
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avance del conocimiento matematico. De esta manera se establece la geometria
como paradigma bajo el cual se deben desarrollar las matematicas, el modelo que
es admitido y que lleva a que cualquier trabajo sea considerado digno de la
ciencia.

v' Estado cientifico, es el periodo tiempo comprendido entre los trabajos
expuestos por Cavalieri hasta los de Euler y Fourier en el siglo XIX. Durante esta
época los diferentes pensadores generan rupturas que permiten dar el paso de lo
sintético a lo analitico. Sin embargo, un periodo en el que ain no es posible
eliminar por completo la intuicion geométrica. Aparecen aportes que desde unas
perspectivas innovadoras, abordan los problemas de una manera diferente a la
tradicional, situaciéon que permite una mayor dindmica en el progreso del
conocimiento cientifico. De la misma manera las rupturas que se generan con los
aportes de cada uno de los diferentes pensadores implantaron nuevas formas de
trabajar las matematicas, lo que influenci6é notablemente su desarrollo y brindo
las primeras herramientas para la fundamentacion del analisis y se pudiera definir
de manera formal el concepto de la integral definida.

v' Nuevo espiritu cientifico; a partir del siglo XIX con la fundamentacion del
analisis matematico de parte de Cauchy. El espiritu se desprende de la intuicion,
de los problemas de rigor 16gico y se presenta la definicion formal del concepto
de la integral, en este periodo se presenta la ruptura definitiva, se supone una
reacomodacion de conceptos, una revolucion cientifica que implica la

construccion de una nueva teoria.

Al finalizar los dos primeros estados se presentan algunos de los efectos mas
representativos en el desarrollo historico del concepto de la integral, efectos causados por la
instauracion del infinito como obstaculo epistemologico y de algunos otros obstaculos que
pudieron ser identificados en el proceso evolutivo de dicho concepto. En el tercer estadio,
denominado el nuevo espiritu cientifico es considerado el momento a partir del cual estan
dadas las condiciones para que la nocion de la integral logre una independencia
epistemologica y empiece a ser estimado como un concepto matematico propiamente
dicho, en otras palabras, se logra la domesticacion del “infinito” una vez que Cauchy llega
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a establecer el concepto de “limite” y con ello presenta la definicion formal del concepto

de la integral definida.

En el siguiente cuadro se expone el desarrollo historico de la integral segun los periodos

que expone Bachelard en La formacion del Espiritu Cientifico.

=
]

Figura 28. Division historica de la integral.
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4.1 Estado pre-cientifico: calculo de cuadraturas e instauracion del infinito como

un obstaculo epistemologico.

Para Bachelard, el conocimiento cientifico es el conjunto de saberes que resultan como
respuesta a una pregunta formulada, asi la evolucion del concepto de integral definida y el
conocimiento que se deriva a partir de su proceso evolutivo, responden a la necesidad de
solucionar el problema que implicaba determinar la cuadratura de una figura; problema que

tiene sus origenes en la antigua Grecia.

Al realizar el analisis epistemoldgico de la integral, se encuentra que el concepto de
infinito afecta su evolucion historica; desde sus origenes como el céalculo de cuadraturas,
hasta su definicion formal en la segunda década del siglo XIX. Por esta razon,
consideramos que el “infinito” se constituye como el principal obstaculo epistemologico en

la formalizacion teorica del concepto de la integral definida.

En el analisis histdrico expuesto anteriormente, se puede observar que los problemas que
involucran el infinito se hacen evidentes con la aparicion de las magnitudes
inconmensurables, a partir del trabajo de los Pitagéricos y con las paradojas expuestas por
Zen6n de Elea; las cuales hacian referencia a la imposibilidad del movimiento que implica

la divisibilidad infinita.

Estas dos situaciones conllevan a que se desarrollen unas contradicciones de tipo
conceptual al interior de las matemadticas griegas, provocando la primera crisis de
fundamentos que deriva en la separacién entre numero y magnitud. De las dificultades
originadas por la manipulacion del infinito resulta el denominado “horror al infinito” en

los antiguos griegos, cuya influencia marcard la evolucion del concepto de la integral.

El problema infinito-matematicas originado en la cultura griega radica en la forma en
que ellos concebian el mundo, punto de vista a partir del cual el infinito puede ser
relacionado con “La experiencia bdasica y el obsticulo sustancialista”; dos de los
obstaculos epistemologicos identificados por Bachelard en la evolucion historica de la

construccion del conocimiento. Los griegos en su afan de explicar los fendmenos naturales,
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recurren a la experiencia que les ofrecen los sentidos, de tal forma que el infinito reflejaba
la idea de tiempo, de firmamento, de universo o de todo aquello que desde su cosmovision

pudiera representar lo “inacabado”.

El caracter de “inacabado” del infinito, imposible de representar por su misma
inagotabilidad, es necesario llevarlo a consideraciones metafisicas, por tal motivo,
pensadores griegos como Aristoteles profundizan es su esencia buscando la razon de su
naturaleza, asignandole caracteristicas como “eterno” e “inmutable” lo que conduce a que
el concepto del infinito se instaure como un obstaculo sustancialista en el desarrollo de la

integral.

Estas posiciones de caracter filosofico estdn estrechamente relacionadas con las
matematicas; es asi como el “ameipov” de Anaximandro, expresion griega que hacia
referencia al infinito y que tenia como significado “sin limites”, determina un obstaculo en
la evolucion del concepto de la integral definida, obstaculo que debieron enfrentar
pensadores como Cavalieri, Wallis, Newton, Leibniz entre otros y que solo hasta el trabajo
expuesto por Cauchy llega a ser superado; pues el concepto de limite le permite
formalizar la nocion de cantidades infinitamente pequefias y la primera definicion de

funcion continua; base sobre la cual fundamenta el concepto de la integral definida.

La imagen del infinito, tan proxima a la concepcion del mundo griego, puede ser
observada en la argumentacion que realiza Guillermo R. De Echandia en una de las notas
que expone en la traduccion de la Fisica de Arquimedes.

Pero, por otra parte, por razones cosmoldgicas y metafisicas, Aristoteles va a
afirmar que el mundo no s6lo es finito en extension, sino que tiene necesariamente la
extension fija que posee, no siendo posible ningun tipo de contraccién o expansion.
Para Aristoteles no es posible una geometria desvinculada del estado actual del mundo,

por lo que no cabe pensar ni tan siquiera en la posibilidad de lineas infinitamente
largas.®® (Aristoteles, Fisica, 1995, pag. 106).

Posiciones como la anterior y las contradicciones emanadas de la manipulacion del

infinito desencadenan el surgimiento de dos concepciones de infinito: una potencial que es

81 Comentario realizado por Guillermo R. De Echandia en (Arist6teles, Fisica, 1995, pag. 106).
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aceptada, y que hace referencia a lo ilimitado. La otra, una concepcion actual que es
rechazada y en consecuencia erradicada del campo matematico por cuestiones filosoficas,

derivadas de la forma como se llegaba a entender el mundo.

La aceptacion exclusiva del infinito potencial niega toda posibilidad al limite en la
cultura griega, situacion que marcard definitivamente el trabajo de todos aquellos
pensadores que profundizan en el campo matematico, particularmente en la evolucion del

concepto de integral tal y como se presenta a continuacion.

En la construccion del conocimiento cientifico, siempre es posible que se generen
obstaculos derivados de la primera impresion que se obtiene de los sucesos o de los objetos
de estudio. Sin embargo, es aqui donde la capacidad creadora del hombre y la necesidad de
fortalecer el desarrollo del espiritu cientifico exige que se regrese sobre lo construido para
propiciar rupturas epistemologicas que permitan vencer o evadir los obstaculos generados

y asi lograr que el conocimiento avance.

Frente al problema de fundamentos, en los que se encontraban sumergidos los
desarrollos matematicos, se hacia necesario implementar estrategias dirigidas a evadir o
vencer los obstaculos que dichos problemas generaban. En este sentido Eudoxo de Cnido,
plantea un axioma (axioma “Eudoxo-Arquimedes”), una definicion (definicion 5 del libro
V de Los Elementos) y un método (método exhaustivo), tres elementos a través de los
cuales busca regresarle la fiabilidad a la disciplina, pues mediante su aplicacion se logra

evadir el concepto del infinito en los desarrollos matematicos.

El método exhaustivo de Fudoxo se fundamenta en la proposicion que aparece
referenciada en los Elementos de Euclides como la X.1:
Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una magnitud mayor que

la de su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi
sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la magnitud menor dada.

Esta proposicion expuesta en la obra de Euclides determina la salida conceptual de los
griegos al problema del infinito actual, es decir el mecanismo a través del cual pretenden

evadirlo.
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Al lograr evadir el problema ya mencionado, se consigue desarrollar importantes
avances respecto al calculo de cuadraturas de figuras curvilineas. Tal es el caso de la

determinacion de la cuadratura del segmento parabolico realizada por Arquimedes.

Sin abandonar por completo, la concepcion ontoldgica del infinito impuesta por
Aristoteles, Arquimedes al igual que Eudoxo, sigue realizando aportes en la evolucion del
concepto de la integral definida que pueden ser considerados como rupturas con el

conocimiento establecido.

Para determinar la cuadratura del segmento parabdlico, Arquimedes emplea dos métodos
que aunque de estilos completamente diferentes le permitiran llegar a los mismos
resultados, y en los que se puede observar la necesidad funcional de evitar los procesos en

los que se pueda involucrar la idea del infinito como algo terminado.

El método “mecéanico” es el punto de partida para los trabajos fundamentados en los
indivisibles, se desarrolla con base en conceptos de la fisica y la geometria. Arquimedes
demuestra que:

Dado un segmento parabdlico BTG y trazando por el punto B la paralela al

didmetro y por el G la tangente a la parabola, si el area Z es la tercera parte del
triangulo GBD, digo que la del segmento dado es igual a Z. (Vera, 1970)

La demostracion la desarrolla desde una vista atomista del espacio y se fundamenta en el
quinto de sus principios conocido como el “axioma de Arquimedes”:
De dos magnitudes desiguales, lineas, superficies o solidos, la diferencia entre la

mayor y la menor, afladida a si misma un niimero suficiente de veces, puede sobrepasar
cualquier magnitud dada (del mismo tipo que las comparadas). (Vera, 1970)

Este axioma le permite garantizar que el desarrollo de su trabajo no se desligue de los
parametros establecidos, es decir, rechaza la existencia de magnitudes infinitamente
grandes o infinitamente pequefias y que por lo tanto las bases de la demostracion se
establezcan sobre la concepcion del infinito potencial. No obstante, en el desarrollo de esta
demostracién en la que aplica conceptos de la fisica, también emplea una especie de limite.

Al respecto (Zellini, Paolo):
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Ahora bien en la busqueda de “los centros de gravedad” de las representaciones
geométricas de Arquimedes se hallaba agazapado también el sentido de una resolucion
final de lo ilimitado. El resultado de lo que aparecia reductible, en lenguaje moderno a
una integracion, es decir, el célculo de un area o un volumen se remitia a un punto de
equilibrio de la masa geométrica (Zellini, 1991, pag. 34).

De esta manera, el novedoso método mecanico caracterizado por emplear conceptos
fisicos en los desarrollos matematicos, engendra una idea contraria a la idea griega del
infinito, pues asume la suma de un numero infinito y actual de indivisibles. Arquimedes
emplea implicitamente la idea de “/imite” para llegar a equilibrar el segmento parabdlico

con un tridngulo apropiado y poder asi obtener su cuadratura.

El segundo método empleado por Arquimedes es fiel a la tradicion griega y se desarrolla
a partir de la aplicacion del método exhaustivo, en este sentido el camino que recorre para
determinar la cuadratura del segmento parabdlico lo hace dentro de las consideraciones que
para los griegos eran propias de los conocimientos cientificos. Arquimedes perfecciona el
método de Eudoxo para probar que:

El area del segmento parabolico es igual al cuadruple del tercio de la de un
triangulo de la misma base y de la misma altura que el segmento.

Para la prueba emplea una sucesion de poligonos inscritos en el segmento parabolico
construidos con el proposito de que cumplieran con la proposicion X.1 de los Elementos, en

otras palabras establece las condiciones que le permitan desarrollar el método exhaustivo.

La aplicacion de este método, brinda una alternativa para determinar la cuadratura
mediante la implementacion del método de reduccion al absurdo, lo que permite evadir
procesos infinitos. Método que se convertird en el ideal para demostrar proposiciones

relacionadas con conjuntos infinitos.

Arquimedes, mediante un proceso intuitivo, el cual no da a conocer, llega a la
presuncion de un limite, luego aplica el método de reduccion al absurdo para demostrar que
este limite no puede ser ni mayor ni menor que la cuadratura buscada, concluyendo que
necesariamente deben ser iguales. En este sentido, busca construir un poligono inscrito de
tal manera que la diferencia entre el area de dicho poligono y el segmento parabodlico sea

tan pequefio como se quiera.
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Aunque Arquimedes realiza la presuncion de un limite para determinar la cuadratura del
segmento parabolico, es importante recordar que la concepcion aristotélica del infinito,
como algo ilimitado, no le permite asumir el segmento parabolico como el limite de un
poligono de infinitos lados. Lo que se puede pensar, es que para ¢l la cuadratura del
segmento parabodlico representa el limite para la sucesion de cuadraturas de los poligonos

inscritos.

Los aportes que realiza respecto a la cuadratura del circulo, son fundamentados en los
mismos analisis; a través de la aplicacion de poligonos inscritos y circunscritos y el
método de reduccidn al absurdo, demuestra la proposicion:

Un circulo es equivalente un triangulo rectangulo cuyos catetos son iguales al radio
y a la circunferencia del circulo.

Este trabajo, transforma el problema que implicaba determinar la cuadratura del circulo
en un nuevo problema: la rectificacion de la circunferencia. Desde esta nueva vision se
hace necesario la construccion del numero 7, situacion imposible de realizar debido a su
naturaleza, pues como lo demostrard Lindemann en 1882, el numero 7, es nimero

trascendente.

De esta manera, aunque el trabajo de Arquimedes se orienta de acuerdo a las bases
establecidas por Eudoxo para evadir el infinito, en su trabajo su puede observar la idea de
limite. Esta percepcion intuitiva de limite presentada por Arquimedes constituye una
ruptura epistemologica, pues es un punto de partida para la restructuracion de un saber que

para la época solo permitia relacionar el infinito con lo ilimitado y viceversa.

De la forma como los griegos comprenden el infinito, se pueden destacar los siguientes

efectos:

v’ Estancamientos que se pueden identificar por:
e La aceptacion exclusivamente del infinito potencial y el rechazo del infinito
actual, situacién que no permitiria relacionar la idea de limite con la de infinito,

como se menciond anteriormente; lo que era infinito necesariamente era
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inagotable y por lo tanto carente de todo limite. La causa de este efecto es
obstaculo sustancialista que se deriva de la concepcion filosofica del infinito.

e Asumir que la geometria es el unico medio para determinar la verdad y el
paradigma de rigor que debe ser implementado por cualquier trabajo que anhele
obtener estatus de cientificidad, dificulté la busqueda de estrategias que
permitieran el avance del conocimiento cientifico. Este efecto, puede ser
considerado consecuencia del obsticulo unitario que se genera al asumir la
geometria como elemento totalizador de conocimiento cientifico.

v' Inercias que se originan a partir del sometimiento a la concepcion aristotélica del
continuo y el infinito. Los diferentes pensadores de la época se limitan a seguir
esta linea de pensamiento y por lo tanto limitan la biisqueda de estrategias que

generen rupturas y permitan que la evolucion de los diferentes conceptos.

4.2 Estado Cientifico: infinitesimales, indivisibles, “cantidades evanescentes” y

“ficciones utiles”, el infinito un obstaculo epistemoldgico reiterativo.

Siglos después del esplendor de la cultura griega, los métodos exhaustivo y mecanico
desarrollados por Arquimedes, establecen dos perspectivas diferentes para el estudio de las
cuadraturas: el método fundamentado en los infinitesimales como resultado del método

exhaustivo, y los indivisibles derivados del método mecénico.

Johannes Kepler orienta el calculo de areas y volumenes sobre la base de los
infinitesimales; aquellos pequefios elementos que conforman las figuras, conservando su
dimension. Apoyado en la continuidad que exponia Nicolds de Cusa® consideraba las
curvas como figuras poligonales de infinitos lados muy pequefios y a partir de esta
consideracion, determina que el area de una figura se puede calcular al sumar infinitos

infinitesimales.

%2 Nicolas de Cusa (1401-1464) obispo de Brixen, “descubre la funcién de lo infinitamente pequefio como
principio de estructuracion de las formas finitas, es decir, concibe la idea de la coincidencia de lo infinito y lo
finito en los objetos geométricos limitados™ (Frankl, 1952)
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El interés de Kepler por calcular cuadraturas y cubaturas, no estaba relacionado
exclusivamente con el propdsito fortalecer el desarrollo de la ciencia, también le
interesaba realizar aportes que fueran utiles para solucionar problemas practicos de la vida
diaria. Es asi como presenta una metodologia que le permite determinar el volumen de unos

barriles de vino, lo que fue de gran ayuda para el desarrollo de su cultura.

Por consiguiente, se interesa en buscar mecanismos que le permitan calcular areas,
evitando los intricados procesos de reduccion al absurdo que implicaban las demostraciones
realizadas por Arquimedes. Kepler realiza el paso al limite tal y como lo comenta Koyré:

...realiza, sin dudarlo un instante, la operacion de paso al limite, identificando pura
y simplemente una curva con la suma de rectas infinitamente cortas (un circulo con un
poligono de un niimero infinitamente grande de lados infinitamente cortos) y su area
como la suma de rectdngulos infinitamente numerosos e infinitamente pequefios (el

area del circulo con la suma de una infinidad de tridngulos infinitamente estrechos)
(Koyré, 2000, pag. 323)

La argumentacion de Koyré indica que Kepler asumia las figuras curvilineas como un
poligono de infinitos lados, ya que este punto de vista le resultaba 1til a la hora de
solucionar  problemas. Esta forma de entender las figuras, marca un corte con la
concepcion Aristotélica puesto que desde su forma de aceptar el infinito les era
inimaginable este proceder. Se mencion6 anteriormente que Kepler se orientaba por la
concepcion de Nicolds de Cusa, que segin (Frankl, 1952):

Otra concepcidn propia de la futura matematica infinitesimal, la idea de construir
las magnitudes extensas de elementos infinitamente pequefios o inextensos, se
manifiesta también en forma embrionaria, en la obra mencionada, si el Cusano
simboliza el proceder de la ilimitada multiplicidad de las formas del mundo del seno de
Dios mediante imagenes matematico-fisicas, interpretando la serie infinita de los

numeros como despliegue de la unidad, la linea, el plano y el cuerpo como despliegue
del punto inextenso. (Frankl, 1952, pag. 451)

Lo que claramente entraria en contradiccion con la concepcion del continuo aristotélico,
pues para Aristoteles la recta (ejemplo de continuidad) no puede ser estar compuesta por
puntos, ya que desde su perspectiva “es imposible que algo continuo este hecho de

indivisibles” (Aristoteles, Fisica, 1995, pag. 201)

Los infinitesimales de Kepler y la forma como los utiliza para determinar la cuadratura

de figuras, serdn una gran herramienta para el calculo de areas, que al ser retomados por

137



Newton y Leibniz, se constituirdn en un mecanismo importante para la evolucion del

concepto de la integral definida.

A los aportes de Kepler se le suman los realizados por Cavalieri derivados directamente
del método mecanico de Arquimedes, “los indivisibles” de Cavalieri son una propuesta
diferente a los infinitesimales, cuya elemento diferenciador consiste en que los indivisibles

que constituyen a una figura son de una dimensién menor que la misma.

Como se mencion6 con anterioridad, la evolucion del conocimiento no depende tnica y
exclusivamente de los desarrollos que se realizan al interior de las disciplinas cientificas,
pues su desarrollo también esta influenciado explicita o implicitamente por los factores
sociales y culturales de cada momento historico. Asi, durante esta época se gestaron
cambios de tipo: social, cultural y por supuesto movimientos de tipo intelectual que fueron

direccionados a potenciar la construccion del conocimiento.

Los desarrollos matematicos no son ajenos a este tipo de movimientos sociales,
culturales e intelectuales, en este sentido los trabajos de Kepler y Cavalieri marcan una
ruptura con los conocimientos anteriores, descubrir e innovar es la tendencia de este
periodo histdrico, por tanto, los indivisibles y los infinitesimales aparecen como dos
métodos que estdn encaminados a buscar herramientas que permitan solucionar problemas;
sin preocuparse, por un momento, por la concepcion ontoldgica de los conceptos
matematicos, en otras palabras, los pensadores utilizan conceptos con el objetivo de
descubrir, de abrir caminos que permitan avanzar en la construccion del conocimiento
matematico, dejando de lado las dificultades que les generaba el cuestionamiento sobre la

naturaleza de dichos conceptos.

Cavalieri, a través de su trabajo con indivisibles extiende los objetos matematicos a un
escenario que no podian ser representados geométricamente por ejemplo, cuando hace
mencion al hipercubo, estd pensando en dimensiones que no eran manejadas por los
griegos, ya que las concepciones sobre las cuales establecian su geometria, solamente les

permitia representar figuras superficiales o volumétricas.
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Este trabajo, inicia un proceso en el que los desarrollos matematicos se apartan de la
geometria, direccionando el camino que se debe recorrer para pasar de lo sintético a lo
analitico. La ruptura propiciada con base en los nuevos aportes, establece un modo de
actuar en el que la geometria sintética, alejada de procesos aritméticos, es relegada
gradualmente por desarrollos algebraicos, que antes que demostrar proposiciones
rigurosamente (como en el caso de la geometria), tenian como propdsito facilitar los
calculos y en ese sentido contribuir al descubrimiento y potenciacion de la disciplina. En
esta nueva tendencia la geometria analitica asume un papel importante, ya que instaura
una relacion entre el algebra y la geometria, donde un determinado problema, cuya
solucion implicaba arduos y complicados procedimientos, podia ser solucionado de una
manera mas efectiva al emplear los métodos algebraicos. Lo que se puede considerar como
una ruptura, con el obstaculo verbal establecido por el lenguaje retérico usado para hacer
matematicas. Ademas, rompe con el obstaculo unitario que erigia la geometria euclidiana

como el modelo tinico y verdadero, al interior del conocimiento matematico.

El método de los indivisibles de Cavalieri tiene su encuentro con el infinito cuando la
argumentacion de su principio fundamental basado en la comparacion de “fodas las
lineas”, conduce a pensar en el infinito actual, lo que entraria en contradiccion con el
continuo aristotélico y a lo que Cavalieri no estd dispuesto a refutar. En este sentido el
método de los indivisibles corresponde a una serie de procedimientos, una herramienta
util para obtener resultados respecto al calculo de cuadraturas. Sin embargo, a pesar de la
falta de rigurosidad de este método, la visiébn innovadora y creativa con que éste se
desarrolla permite que se realicen importes avances en la evolucion del concepto de la

integral.

Si bien, la concepcion de infinito como algo “ilimitado” sigue apareciendo como un
obstaculo para la movilizacion de concepciones tradicionalmente aceptadas, la heuristica
de Cavalieri da un paso significativo en la manipulacion del infinito cuando pretende
determinar la razon entre dos colecciones de indivisibles. Es importante resaltar que con el
método de los indivisibles se empieza a perder el temor de emplear en los calculos

matematicos conceptos o nociones, que a falta de contar con una fundamentacion teorica,
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eran de gran utilidad a la hora de solucionar problemas; situacion que serd de gran
beneficio para la evolucién del conocimiento matematico y emprenderd el camino que

conducira a la dominacidn del infinito.

El trabajo de Cavalieri se destaca por modelar procesos matematicos, olvidandose
momentaneamente de los problemas de fundamentacion relacionados con la concepcion
ontoldgica del continuo y del infinito aristotélico. Esta forma de proceder le permite
determinar la cuadratura de figuras limitadas por curvas, cuyas graficas corresponderian
actualmente a curvas cuya ecuacion es de la forma x™. Cavalieri se dedicé a conseguir

resultados sin preocuparse por las limitantes condiciones que el rigor le exigia.

Esta nueva forma de hacer matematicas, donde el rigor heredado de la cultura griega
deja de ser considerado la esencia del devenir matematico, abre la puerta a estrategias y
técnicas que desde nuestra consideracion, son de gran utilidad para la construccion de
nuevas ideas y conceptos, los cuales puedan ser enfrentados a las concepciones

establecidas, con el proposito de impulsar el desarrollo del conocimiento matematico.

Sin embargo, Bachelard tiene una posicion diferente al respecto, considera que el
conocimiento que es “util o pragmdtico” constituye un obstaculo para la evolucion del
conocimiento. Afirma que:

Todo pragmatismo, por el mero hecho de ser un pensamiento mutilado, lleva
fatalmente a la exageracion. El hombre no sabe limitar lo util. Lo util por su

valorizacion se capitaliza sin cesar... Sistemas integros estan considerados sobre
consideraciones utilitarias. Solo la utilidad explica. (Bachelard G. , 2000)

La vision de Bachelard conduciria a pensar que esta forma de hacer matematicas, donde
los resultados eran considerados por su utilidad a la hora de resolver problemas, seria una
limitante para edificar teorias realmente sustentables, pues la comodidad de la cual gozan
los pensadores al constatar que sus hipotesis funcionan adecuadamente, condicionaria la
busqueda de las caracteristicas fundamentales de los conceptos, su esencia o naturaleza. En

palabras de Bachelard “solo la utilidad explica”.

El argumento de Bachelard cobra vigencia cuando los diferentes pensadores no logran

develar la naturaleza de las cantidades infinitamente pequenas, solamente ven en ellas un
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cardcter pragmatico a la hora de determinar cuadraturas. A pesar de lo anterior desde este
trabajo se considera que el nuevo trajinar del proceder matematico, fundamentado en los
resultados que permitian obtener los conceptos sin preocuparse completamente por su
naturaleza ontoldgica, contribuyd notablemente en la construccion de conocimiento
matematico. El dejar de lado el caracter ontoldgico del infinito, representa una ruptura con

el obstaculo sustancialista que habia sido instaurada con el pensamiento griego.

Tal situacion, también sera reflejada en los aportes de importantes pensadores como
Wallis, Newton y Leibniz quienes realizaron contribuciones importantes en el desarrollo del
concepto de la integral, asi no superaran el obsticulo que generaba la concepcion del

infinito.

El movimiento intelectual gestado en el siglo XVII, est4 orientado a crear condiciones
orientadas a la innovacion y el descubrimiento en las diferentes disciplinas cientificas. De
esta manera la geometria analitica expuesta por Descartes, constituye un punto de quiebre
a la dindmica con la que hasta el momento se desarrollaban las matematicas, pues con el
proposito de acelerar la edificacion del conocimiento cientifico, se hace necesario
implementar métodos y estrategias que permitan economizar procesos y establecer
heuristicas que proporcionen resultados, tal y como lo realiza Cavalieri en su método de los

indivisibles.

Multiplicar, dividir y extraer raiz cuadrada de magnitudes lineales tal y como se procede
con los nlimeros, es un aporte que aparece en el primer libro de la Geometria de Descartes.
Esto debe ser considerado una importante ruptura respecto a las limitaciones operativas de
la geometria griega, consecuencia de la manipulacion de las magnitudes inconmensurables.
De manera similar se realiza un avance con relaciéon a las curvas que para la época se
manejaban; los griegos solo disponian de las curvas que podian ser construidas con regla y
compds, y a partir del trabajo de Descartes son aceptadas las curvas que podian ser
representadas a través de una expresion algebraica:

En este sentido, Descartes no sélo aceptaba las curvas construidas con regla y

compas, sino también aquellas construidas a partir de un cierto aparato articulado que
le permitiera expresarlas a través de una ecuacion. (Recalde, 2011)
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La implementacion de simbolos arbitrarios al mundo matematico, es otro punto de corte
que presenta la geometria analitica respecto a las matematicas tradicionales. Para
Bachelard, los héabitos puramente verbales constituyen un obstaculo en el pensamiento
cientifico, en este sentido, el lenguaje natural o “vulgar” en los términos del filosofo
francés y que era empleado en las matematicas hasta ese momento, era ambiguo y su
caracter retorico dificultaba los procedimientos, ademds hacerlos demasiado extensos y
complicados. En este sentido la inclusion de simbolos en los procedimientos matematicos
por parte de Viéte y posteriormente por Descartes, constituye una ruptura importante, que

permitira evadir las dificultades que generaba el obstaculo verbal.

Frangois Viéte precursor de Descartes inicia trabajos en los que incluye el algebra
simbdlica; sin embargo, su inclinacidon hacia la geometria griega solo le permitié que su

representaciones algebraicas se limitaran al algebra sincopada.

Descartes con un espiritu revolucionario, se aparta de las abreviaturas empleadas por sus
antecesores y establece una simbologia que marca un antes y después en los desarrollos
matematicos; consiguiendo la aritmetizacion de la geometria al considerar que cualquier
magnitud geométrica podian ser consideradas exclusivamente como magnitudes lineales, es

decir, a diferencia de los griegos para quienes x?2

exclusivamente representaba una
superficie. A partir de lo expuesto por Descartes serda entendido como la segunda potencia
de una linea recta y en consecuencia expresiones como x + x2 adquieren el sentido que

anteriormente no lo tenian.

De esta manera, la geometria analitica establece un puente que permite transitar del
algebra a la geometria y viceversa, admitiendo procesos matematicos mas practicos y por
tanto, utiles en la construccion del conocimiento, tal y como lo exigia el movimiento
intelectual de la época y que brindaréd aportes importantes en la evolucion del concepto de

la integral definida.

Ahora, si nos ubicamos en la nocién del infinito como obstaculo epistemoldgico desde la

concepcidn griega de lo ilimitado o inagotable, Descartes no presenta ningiin aporte, que
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evidencie algin movimiento conceptual que lleve a establecer alguna ruptura, ya que su
posicion es similar a la Aristotélica, incluso la reafirma:
Y nada hay a lo que llame propiamente infinito salvo aquello en lo que por

ninguna parte hallo limite alguno, sentido en el cual unicamente Dios es infinito.
(Zellini Siruela, 1991, pag. 120)

En la nota se puede observar que la concepcion del infinito expuesta por Descartes no
permite relacionarla con limite alguno y al asemejarlo a la idea de Dios, lo sigue ubicando

en el terreno filosofico, lo que no indica un avance considerable al respecto.

El algebra de segmentos desarrollada por Descartes es empleada por Jhon Wallis para
aritmetizar los indivisibles de Cavalieri, pues para ¢l, era mas practico y ofrecian mejores
resultados matematicos los procesos aritméticos, en lugar de los complicados y laboriosos
desarrollos geométricos y algebraicos aplicados por Cavalieri en la implementacion de los

indivisibles.

Para desarrollar su proyecto, Wallis necesita profundizar en la manipulacion de las
series, trabajo en el que necesariamente debe encontrarse con el infinito cuando al aplicar el
método de induccion incompleta, llega a trasladar propiedades de las series finitas a las
series infinitas. A través de la aplicacion de este método rompe con la tradicion aristotélica,
de alguna manera manipula y representa mediante el simbolo “” al infinito, innombrable y
generador de contradicciones en la cultura griega, cuya concepcion se levantaba como un
obstaculo epistemologico en la evoluciéon del conocimiento matemdtico. El notar
simbdlicamente el infinito puede ser considerado como un paso importante para el

nacimiento de un objeto matemético®.

Este momento historico es un punto de inflexiéon en la evolucion del concepto de la
integral definida, puesto que el manejo que Wallis le asigna al infinito, rompe con las

costumbres matematicas establecidas desde los tiempos griegos. Veamos:

% Es importante tener en cuenta que la notacion del simbolo “co” no significa la aceptacién del infinito
actual, sino, un importante avance en el desarrollo historico de un concepto del que se dificultaba su
manipulacion debido a las ambigiiedades que generaba.
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Wallis se propone rescatar e independizar a la aritmética de las representaciones
geométricas, rompiendo con el algebra geométrica de los antiguos, llegando
incluso a presentar aritméticamente lo que para los griegos era la intocable teoria
general de las proporciones de FEudoxo, con ello Wallis es, entre los
predecesores del célculo, quién mas proximo estd a la idea de limite y quien con
mayor soltura lo utiliza, por lo menos a nivel intuitivo®.

Sin embargo, aun aqui no se puede evidenciar una restructuracion de conceptos que
den cuenta del vencimiento del obstaculo completamente, pues hasta el momento no se
logra obtener una formalizacion tedrica del concepto de limite, situacion que implica que
hasta este momento los limites deben ser determinados, segun la capacidad intuitiva del

pensador.

Un aspecto que da cuenta de lo dificil que resulta reevaluar y acondicionar las teorias
existentes con el propdsito de que el conocimiento avance, puede ser observado en la
presentacion que realiza Wallis al buscar una representacion geométrica de los resultados
que obtiene de sus desarrollos aritméticos. Todavia para esta época la geometria tradicional

seguia siendo modelo de rigurosidad en los desarrollos matematicos.

Otro avance importante que se desprende de los trabajos realizados por Wallis, es la
asignacion de un nimero a cada cuadratura, es asi como a partir de las proposiciones
expuestas en la Aritmética de los infinitesimales, se puede llegar a la conclusion que el area
de un paralelogramo de base [ y altura m se puede obtener a través del producto m X [.
Este aspecto que se desprende del trabajo realizado por Wallis constituye una importante
ruptura, un punto de quiebre en el desarrollo del concepto de la integral, se debe recordar
que la asignacion de un nimero a cada cuadratura, constituye la definicion moderna del

concepto de area, y es una aplicacion de la integral definida.

El poder determinar el 4rea de un rectangulo como el producto entre su base y su altura,
permite que Wallis calcule la cuadratura de una figura F como la suma de las cuadraturas
de rectangulos infinitesimales, cuya altura estd determinada por la forma de la figura y la

base es una cantidad infinitamente pequena.

% Citado por (Bobadilla M. L., 2012, pag. 49)
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La aritmetizacion de los infinitesimales desarrollada por Wallis, pretende extender los
trabajos aritméticos a los nlimeros irracionales, a partir de lo cual establece rupturas en el
desarrollo historico del concepto de la integral, pues aunque de manera intuitiva, llega a
determinar diferentes limites.

... dar carta de naturaleza aritmética a lo irracional, superando el imperativo

pitagorico de considerar lo irracional s6lo en el campo de la Geometria, removiendo
uno de los obstaculos que impedia la formulacion del concepto de limite... (Gonzales,

. 65
I - 1995, pag. 418).

La expresion “removiendo uno de los obstdaculos que impedia la formacion del concepto
de limite”, indica claramente un corte epistemoldgico con concepciones previamente
establecidas y por tanto, representa un avance significativo en la evolucion del
conocimiento matematico, sobre todo en lo que estd relacionado con la construccion del

concepto de la integral.

En la misma linea de pensamiento, aparecen los aportes realizados por Newton y
Leibniz, quienes apoyados en los trabajos de Kepler, Cavalieri, Fermat y Wallis, llegan a
establecer un conjunto de herramientas y procedimientos que permiten determinar la
cuadratura de algunas curvas particulares. Ademas, cada uno desde su perspectiva llega a

instaurar la relacion inversa entre el calculo de cuadraturas y el célculo de tangentes.

Los trabajos de Newton y Leibniz no son indiferentes a los problemas que representa la
manipulacion del infinito, situacidbn que acarreard dificultades de formalizacion a sus
resultados, realidad que se refleja en las fuertes criticas a las que se ven enfrentados a la

hora de manejar cantidades infinitamente pequefias.

Newton inicia sus aportes con base en los indivisibles, luego al considerar que estos son
cantidades discretas, enfoca su trabajo en lo que denomina “fluentes” y “fluxiones” al
suponer que las variables cambiaban de manera continua. Esta situacion marca un cambio

con respecto a lo expuesto por Wallis, pues no realiza el presunto paso al limite que se

% Citado por (Bobadilla, 2012, pag. 51)
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hacia necesario al sumar areas infinitesimales, contrario a esto, analiza la variacion de area

en un punto determinado.

Newton genera una ruptura con el obsticulo verbal al emplear procedimientos
algebraicos para obtener sus resultados, sin embargo, la principal dificultad que se le
presenta a la hora de buscar la fundamentacion de su calculo es la implementacion de una

cantidad infinitesimal que denomina “0” cuya naturaleza no puede explicar

satisfactoriamente.

La aplicacion de esta cantidad infinitesimal “0” genera ambigiiedades o contradicciones
en el campo matematico, pues era considerada diferente de cero cuando era necesario
dividir entre ella, sin embargo, cuando la misma cantidad aparecia como un sumando, se
podia eliminar ya que era tan pequefa que no adicionaba nada. Esta situacion se evidencia

., 2 3
cuando demuestra que la expresion z = 3% /2 corresponde a la cuadratura de la curva

1
expresada de la forma y(x) = xz.

Esta forma de proceder en la que una cantidad infinitesimal actia como una cantidad
diferente de cero y al mismo tiempo puede ser empleada como cero, segun la ubicacion de
la misma, representa las dificultades de rigor logico que Newton no logra evitar y, que de

paso, son la base de las fuertes criticas que el obispo Berkeley la realiza a sus métodos.

Para Berkeley que en los desarrollos matematicos fueran empleadas cantidades que
estaban por fuera de toda logica reflejaba carencia de rigor; no entendia como los
resultados expuestos podian tener como fundamento unas cantidades que no permitian
establecer una argumentacion rigurosa, pues la aplicacion de estos “fantasmas de las
cantidades desaparecidas”, dependian necesariamente de quien las trabajaba y por lo tanto

no brindaban ningun tipo de solides tedrica.

Newton consciente de esta problematica, busca en los procedimientos fisicos alternativas
que le permitan establecer bases estructuradas para su trabajo, pues desde su perspectiva,
los conceptos fisicos siempre estaban bien fundamentados y en consecuencia, decide
trasladarlos al campo matematico.
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La nueva concepcion Newtoniana, fundamentada en los principios fisicos lo lleva a
considerar que las cantidades se generan a través del movimiento continuo, estableciendo
un corte con la perspectiva anterior que suponia que los indivisibles eran cantidades
discretas que salvaban algunas condiciones del continuo. Al respecto (Bobadilla M. L.,
2012) afirma lo siguiente:

Los infinitesimales aparecen en los Principia como “momentos”, como principios
generadores de cantidades finitas. Una variable es una cantidad que fluye y lo que es,
en el instante mismo que empieza a fluir, es el momento de dicha cantidad; se afirmaba
entonces que una cantidad infinitesimal era una entidad discreta que preserva
cualidades de lo continuo. Mas adelante, en de la Cuadraturas de Curvas, Newton
considera las cantidades como generadas por el movimiento continuo por oposicion a

los infinitesimales que sugieren siempre un tratamiento discreto, con cierta dosis de
continuidad. (Bobadilla M. L., 2012, pag. 78)

Sobre esta base Newton considera que una cantidad se determina a partir del
movimiento que le genera, de tal manera que la rapidez con la que cambia el area,
permitiria calcular el valor del area. En su nuevo trabajo define como “fluentes” a las
cantidades que se originan a partir del movimiento y “fluxiones” a las velocidades de
dichos movimientos. Desde este punto de vista supone que las curvas son generadas a partir
del movimiento de un punto, lo que lo lleva a concluir que las coordenadas x,y, como la

cuadratura Z de dicha curva, varian respecto al tiempo.

Newton busca la seguridad que le suministran los conceptos fisicos y sobre ellos
fundamenta su trabajo denominado De la cuadratura de curvas, sin embargo, cuando en el
desarrollo de sus procedimientos necesita valerse de un incremento infinitesimal de tiempo,
lo aplica de la misma manera como lo hacia en los desarrollos anteriores, es decir, al pasar a
las representaciones matematicas, denota este incremento infinitesimal de tiempo como “0”
y le da el mismo manejo que es origen de ambigiiedades, en otras palabras, divide porque

es diferente de cero, pero también anula, ya que al ser tan pequefio no adiciona nada.

De acuerdo con lo anterior, se puede afirmar que Newton a través de las tres versiones
que presenta de su obra, Los principios matematicos de la filosofia natural, pretende
establecer una teoria que pueda ser argumentada con fundamentos solidos. A pesar de esto,
en cada una de las versiones que expone, evidencia las mismas contradicciones. En

palabras de Kline:
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En cuanto al método para calcular una fluxion, el tercer trabajo de Newton es,
desde el punto de vista 16gico, tan burdo como el primero. (Morris, 1998, pag. 161)

Esta situacion evidencia una vez mas que las cantidades que disminuian sin cesar,
cantidades infinitamente pequefias, siguen generando un obstaculo para la fundamentacién
de los desarrollos matematicos, en este sentido la ausencia de una teoria que permita
formalizar el concepto de infinito, contintia siendo fuente de contradicciones y dificultades

para los diferentes matematicos.

El calculo de Leibniz se vio enfrentado a conflictos similares, cuando al desarrollar sus

trabajos debio aplicar su concepcidn respecto a las cantidades infinitamente pequefias.

Leibniz relaciona la derivada con el cociente de dos diferenciales mediante la
implementacion del tridngulo caracteristico, tridngulo que desarrolla con base en el

tridngulo armoénico de pascal, cuya principal caracteristica estd en sus lados infinitesimales.

B
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Figura 28.

Para Leibniz el tridngulo infinitesimal ABC es semejante al triangulo OAE, lo que indica
que su manipulacién de lo infinitamente pequefio, respeta el principio de la homogeneidad

de la dimension, hecho que marca una separacion con los indivisibles de Cavalieri.

Leibniz desarrolla su teoria, respecto a la integracion con base en la suma de
rectangulos, considerando que al sumar todos los rectangulos de base infinitesimal y altura
la ordenada de la curva, se podia llegar a obtener exactamente el area bajo la curva
determinada. El problema a su planteamiento se presentaba cuando necesitaba generalizar

la suma de un numero finito de rectdngulos, a la suma de infinitos rectangulos de base
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infinitesimal, sin contar con unos argumentos solidos que sustentaran su teoria. Situacion

que produjo criticas debido a la ambigiiedad de sus planteamientos.

Las criticas que debe enfrentar Leibniz se originan en la forma como manipula el
infinito, sin embargo, cabe recordar que su idea de relacionar una figura curva con un
poligono de infinitos lados, representa una idea respecto al infinito actual, idea que
empleaba implicitamente para obtener resultados. A pesar de lo anterior, el infinito seguia
levantandose como un obstaculo en la evolucion del conocimiento matematico, y aunque se
habia avanzado en aspectos como el horror al infinito de los antiguos griegos, aun se
mantenian problemas de rigor ldgico a la hora de manipular cantidades infinitamente

pequeiias, o en el momento de extender sumas finitas a sumas infinitas.

Desde su perspectiva, Leibniz suponia que fendmenos del mundo fisico, como la
velocidad instantdnea por ejemplo, podian ser asimilados con los infinitesimales en las
matematicas. Para ¢€l, estas cantidades no podian ser exclusivamente de caracter intuitivo, si
se reflejaban en la naturaleza. Lastimosamente Leibniz no consiguié argumentar de manera
rigurosa sus ideas, aun cuando la aplicacion de estas cantidades pequefias siempre lo

conducia a obtener resultados verdaderos.

El no poder ofrecer una sustentacion teodrica a sus argumentos, llevdo a que Leibniz
indicara que estas cantidades infinitesimales, como la gran mayoria de los entes
matematicos, eran de cardcter abstracto y por tal motivo residian en la cabeza de quienes
necesitar hacer uso de ellas, sobre todo de quienes estaban interesadas en la solucion de

problemas matematicos. Al respecto (Zellini Siruela, 1991):

Leibniz siguié hablando de los infinitesimales dx como “ficciones” fttiles para el
arte de la invencidon matematica, como entidades imaginarias que no corresponden a
cosas actualmente existentes fuera de la mente de quien las concibe. En lugar de los
infinitesimales, escribia, se hubiesen podido emplear expresiones del tipo “todo lo
pequeiio que haga falta para que el error sea menor que cualquier error dado”... el
propio Leibniz era consciente de determinadas anomalias y ambigiiedades que
entrafiaba el empleo de incrementos infinitamente pequefios. “tales incrementos”,
observaba “no pueden ser representados por construccion alguna”. (Zellini, 1991, pag.
136).

Frente a las criticas que generaban las ‘“anomalias” que repercutian por la

implementacion del infinito y ante la imposibilidad de exponer una explicacion
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satisfactoria al respecto, Leibniz recurre a lo que el movimiento intelectual de la época se lo
permitia, entendia que las cantidades infinitesimales eran un obstaculo al no poder clarificar
su naturaleza, pero al mismo tiempo defendia la utilidad de las mismas en la consecucion
de resultados. Como comenta (Kline, 1985):

... decia que una excesiva escrupulosidad no deberia llevarnos a rechazar los frutos
de la inventiva. Decia después Leibniz que su método diferia del de Arquimedes solo
en las expresiones utilizadas, pero que las suyas se adaptaban mejor al arte del
descubrimiento. Los términos “infinito” e “infinitesimal” significaban, meramente,
cantidades pueden ser tomadas tan grandes o tan pequefias como se desee mostrar que

el error cometido es menor que cualquier nimero asignado de antemano (Kline, 1985,
pag. 164)

Estas “ficciones utiles” las cuales no podian ser sustentadas tedricamente, realmente
podian ser consideradas un obstaculo para la construccion de conocimiento matematico
desde el punto de vista de Bachelard, pues no permitian una restructuracion de conceptos
que llevaran a la edificacion de teorias con el rigor que la disciplina exigia. No obstante, la
aplicacion de estas nociones, de la misma manera como los algebristas utilizaban las raices
cuadradas de nimeros negativos, seria de gran utilidad para la evolucion del conocimiento
matematico, pues los resultados que de la implementacion que de ellas se obtenian,
establecen rupturas respecto al conocimiento que era comun para la época, dinamizando la

construccion de la definicion formal del concepto de la integral definida.

A pesar de las dificultades conceptuales del nuevo célculo, tanto Newton como Leibniz,
apoyados en los resultados de sus métodos mas que en el rigor que podian implementar en
los mismos, realizaron importantes avances en la evolucion del concepto de la integral.
Cada uno por su lado construyo tablas de cuadraturas y anti-cuadraturas a través de la
aplicacion de una serie de algoritmos, trabajaron un conjunto de funciones mas amplio del
que trataron sus antecesores, efectuaron aproximaciones al nimero 7 a través del desarrollo
de series de potencias y finalmente, desde su propia vision llegaron a establecer el teorema

fundamental del calculo.

Particularmente Leibniz realiz6 una importante ruptura respecto a la notacion con la que
se representaba el proceso de calcular una cuadratura, al entender que la cuadratura de una

figura se obtenia como el resultado de una suma infinita, emplea la expresion [ y - dx para
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simbolizar dicha operaciéon matemadtica. Este corte epistemologico es de gran valor, si se
tiene en cuenta que al incorporar simbolos apropiados a los desarrollos matematicos,
potencia el descubrimiento y formulacién de nuevos resultados en el campo de estudio,

caso similar al que se presenta con la inclusion de la geometria analitica por Descartes.

Como se puede observar, Newton y Leibniz realizaron aportes notables en la evolucion
del concepto de la integral, a pesar de ello su manipulacion del infinito seguia generando
contradicciones y ambigiiedades; lo cual significa que el obstaculo que generaba el infinito

no se podia franquear absolutamente.

Los hermanos Jakob y Johann Bernoulli estudiaron el trabajo de Leibniz, con quien
tuvieron comunicacion constante respecto a las dificultades y avances de su nuevo célculo,
sobre todo con las inconsistencias que se presentaban con la aplicacion de los
infinitesimales. Los Bernoulli en el Acta Eruditorum de 1690, propusieron el nombre de
“integral” para el proceso matematico que permitia determinar la cuadratura de una curva,
a lo que Leibniz estuvo de acuerdo, al considerar que era mejor que “summatorius”, palabra
con la que se designaba la integral hasta ese momento. La asignacion de este nombre
determina una ruptura considerable con los conocimientos previos, pues a partir de este
momento se le reconoce como una operacion independiente en las matematicas y por tal

motivo, tal como lo comenta (Recalde, 2011): “merece un tratamiento especial’.

A partir del trabajo realizado por los hermanos Bernoulli la integral no es empleada
unicamente para determinar areas y volimenes como se hacia tradicionalmente, pues con la
evolucion del conocimiento matematico se generan nuevos problemas donde le integral
serd utilizada como una herramienta que permita solucionar diferentes tipos de ecuaciones

diferenciales.

Un ejemplo particular de lo que se menciond anteriormente, es el problema que propone
Johann Bernoulli a la comunidad cientifica, problema que consistia en determinar la
ecuacion de la braquistocrona, o lo que es lo mismo, encontrar una expresion para

representar la curva de descenso en tiempo minimo.
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Figura 29.

Como se puede apreciar, la integral se adaptaba a las exigencias de la época, y gracias a
los aportes de diferentes pensadores, condiciones como la notacion y la asignacion de un
nombre para el concepto, establecen condiciones importantes para llegar a establecer su
definicion formal, sin embargo, la manipulacion de las cantidades infinitamente pequefias,
necesarias en el procesos de integracion, se desarrollaban segin los pautas dadas por
Leibniz y en tal caso los problemas de fundamentacion seguian sin solucionar. A pesar de lo
anterior y que desde el punto de vista de Bachelard, el pragmatismo o utilidad que se
encontraban en la aplicacion de los infinitesimales, debe instituirse como un obstaculo
utilitario, ademas la aplicacion de los mismos fue un elemento dinamizador en la evolucidon
del conocimiento matematico, pues si bien no permitia que se profundizara en la naturaleza
de las cantidades infinitamente pequenas, si facilitaba el descubrimiento de resultados y la

solucién de nuevos problemas.

Durante el siglo XVIII se intensifican los procesos de integracion de ecuaciones
diferenciales, resultado de la investigacion de diferentes fendémenos fisicos y de su utilidad
a la hora de resolver problemas practicos. Estudiar ecuaciones diferenciales y su solucion
mediante la aplicacion de la integral, cautivo el interés de los matematicos de este siglo,
contexto en el que aparece Leonard Euler con sus diferentes aportes al desarrollo de la

nocién de la integral definida.

Euler al igual que sus contemporaneos realizd trabajos encaminados a encontrar
expresiones (ecuaciones) que sirvieran de solucidon a una ecuacion diferencial determinada,
donde uno de sus principales aportes a las matematicas y que particularmente afecta la
evolucion del concepto de la integral es la primera definicion de funcion:
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Una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta de una
. . . , . 66
manera arbitraria por esa variable y por nimeros y cantidades constantes.

Lo novedoso de la definicion de Euler radica en la vinculacion de las palabras
“expresion analitica” pues, a partir de ello una funcién puede ser entendida como el
resultado de operaciones algebraicas ademas, involucraba expresiones trascendentes y su

representacion en series infinitas.

El trabajo en series se hace indispensable para los desarrollos matematicos durante esta
época dado que, a través de su aplicacion se pueden representar funciones derivarlas e
integrarlas ademas, de ser utiles para calcular el valor de algunos nimeros particulares. A
pesar de ello, no se pueden descartar las ambigiiedades y contradicciones que aparecen
cuando las series debian ser extendidas al infinito. Un ejemplo particular de esta situacion

es la controversia que representa el desarrollo de la serie:
1-1+1-14+1-14+1-1--

Depende de la forma como se agrupe o se organice el resultado puede ser diferente.
Situacion que al no poder ser explicada satisfactoriamente llega a ser considerada como uno
de los misterios de la religion sobre la creacion del mundo. (Ortega Aramburu, 1999, pag.

387)

Euler, también se vio enfrentado a la necesidad de manejar el infinito en la manipulacion
de series. En su obra, Introductio ananalysis infinitorum, expone sus aportes y la forma
como emplea las cantidades infinitamente pequefias o infinitamente grandes. Heredero del
calculo infinitesimal de Leibniz, Euler trabaja estas cantidades sobre bases intuitivas y en
Introductio expone un método para utilizar los infinitesimales sin expresar preocupacion
por su fundamentacién, lo que evidencia claramente una ruptura con el obstaculo

sustancialista, pues ya no hay preocupacion por el caracter ontoldgico del infinito.

El desparpajo con el que Euler empleaba los infinitesimales, la aceptacion de "o" como

un numero, reconocer al mismo tiempo diferentes 6rdenes de infinitud o en el caso de las

% Citado por (Bobadilla,2012, Pag.74)
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cantidades infinitamente pequefias, considerar diferenciales de orden superior puede ser

considerado como un corte epistemoldgico, una ruptura con la nocion griega del infinito.

Con Euler este horror al infinito empieza a desvanecerse y asi las matematicas recorren
caminos antes prohibidos.

Para los griegos el infinito fue una especie de bestia temible, pongamos un

minotauro gigantesco del que habia que huir; Euler en cambio no huye. Al contrario, se

acerca al monstruo, le acaricia el lomo y le unce un yugo que le permite hacer fértiles
campos antes estériles. (Bombal, 2009, pag. 214)

Durante los siglos XVIII y XIX las series de potencias siguen constituyéndose como una
herramienta util para la representacion de funciones. Por lo cual, deben ser considerados los
aportes de Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), quien da las pautas para que una

funcién pueda ser representada a partir de una serie trigonométrica.

El trabajo sobre series de potencias llevd a que los procesos de integraciéon nuevamente
fueran considerados como una herramienta 1til y practica para expresar una funcidén por
medio de una serie, el concepto de integral es relegado a un segundo plano por tanto, su

estudio como una nocion particular se hace mas lenta o se detiene.

El dominio de las funciones era cada vez mds amplio y al ser consideradas como una
expresion analitica derivar e integrar se realizaba a través de procesos algebraicos,
escenario en el que la integral era considerada como una antiderivada. Ahora, ya en este
momento se tenia conocimiento de algunas funciones discontinuas, también llamadas
PR . S .

arbitrarias” y para las cuales pensar en la integral como una antiderivada carecia de

sentido.

Fourier considera que el tipo de funciones mencionadas anteriormente podian ser
representadas por medio de series trigonométricas y que para determinar los coeficientes de
estas series se hacia necesario retornar la interpretacion de la integral como el area bajo la
curva. Por este motivo, se puede considerar que a partir de su trabajo con funciones

discontinuas, Fourier retorna la integral a su concepcion original.

De acuerdo con lo anterior, en los trabajos desarrollados a partir de Kepler y Cavalieri

hasta los aportes de Euler y Fourier se pueden encontrar los siguientes efectos:
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v' Inercias que pueden ser identificadas de la siguiente manera:
Si bien a partir de los trabajos de Cavalieri se abandona timidamente el temor a
manipular el infinito por cuestiones filos6ficas, pensadores como Newton,
Leibniz y Euler manipulan cantidades infinitesimales sin mas preocupacion que
la de obtener resultados, y frente a la dificultad de no establecer una teoria sélida
que respaldara sus argumentos, se sintieron cémodos con la seguridad que les
ofrecian al momento de solucionar problemas, se rindieron ante la posibilidad de
descubrimiento que estos les permitian y dejaron de lado la idea de buscar una
fundamentacion tedrica para estas cantidades infinitamente pequefas. La causa
de esta inercia puede ser atribuida al obstaculo utilitario al interior de la ciencia.

v Regresiones: pueden ser observadas en la concepcion de Descartes sobre el
infinito, pues siglos después de las ideas implantadas en la cultura griega, retoma
la idea metafisica del infinito y lo relaciona con la concepcion de Dios. Es decir,
una vez mas el infinito se ubica por encima del entendimiento humano.

v' Estancamientos identificados debidos a:

A la falta de un lenguaje que permitiera el desarrollo del nuevo analisis aunque,
el surgimiento de la geometria analitica de Descartes generd una ruptura con el
lenguaje retorico que hasta la época era empleado, el 4lgebra no era suficiente
para suplir las exigencias del andlisis como una rama emergente de las

matematicas.

Encontrar en la integral una herramienta util para determinar la soluciéon de
ecuaciones diferenciales hace que durante una época sea considerada como un
objeto matematico secundario, cuya importancia radicaba en la utilidad que
presentaba a la hora de solucionar un problema principal. Situacion que llevo a
que la evolucion del concepto de la integral perdiera el protagonismo de etapas

anteriores.
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4.3 El nuevo espiritu cientifico: “domesticacion del infinito” y definicién

analitica del concepto de la integral definida.

La tendencia matematica en el siglo XIX estaba direccionada hacia la aritmetizacion del
analisis, proceso en el cual se hacia necesario abandonar la intuiciéon geométrica sobre la
que se habia estructurado el calculo del siglo XVIII, en otras palabras, se buscaba
establecer una ruptura que impulsara el desarrollo del analisis respecto a lo que se habia
desarrollado hasta el momento. Para esto, se hacia imprescindible la formalizacion e
implementacion de conceptos como los de funcidn, variable y sobre todo el concepto de
limite; cuya definicion formal permitira que el analisis pueda ser desarrollado desde un
punto de vista aritmético, asignandole el rigor l6gico que se le exigia desde algunos siglos

atras.

Augustin-Louis Cauchy se propone asignarle al andlisis un rigor equivalente al que
ostentaba la geometria griega, y para llevar a cabo este proyecto establece los conceptos de
funcion, limite y continuidad. Sobre estos conceptos llega a constituir la base tedrica, a
través de la cual propicia la ruptura principal con concepciones anteriores. De tal manera,
que a partir del trabajo expuesto por Cauchy en su Cours d’Analyse se expone por primera

vez una definicidon formal del concepto de la integral definida.

Cauchy establece la diferencia entre nimero y cantidad, clarifica el concepto de variable
para luego definir explicitamente el concepto de limite, nocién que hasta la época solo se
habia manejado a través de la intuicion, por medio de aproximaciones. La siguiente
definicion de limite constituye la columna vertebral del nuevo analisis:

Cuando los valores que va tomando sucesivamente una variable particular, se
aproximan indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que acaban por diferir de ¢l

tan poco como queramos, entonces éste ultimo valor, recibe el nombre de limite de
todos los anteriores. (Cauchy, 1994, pag. 76)

De esta manera podemos decir que a partir de los desarrollos tedricos de Cauchy se
genera el “temblor de conceptos” al que se hace referencia para indicar el momento justo
en el que presenta una ruptura epistemoldgica que marca la evolucion de una disciplina

cientifica.
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Vincular el concepto de limite de manera formal, permite que se haga a un lado la
intuicién geométrica y que las nociones de infinitamente pequefio e infinitamente grande
puedan ser definidas. De esta manera, el infinito herencia de los antiguos griegos, empieza

a ser manejado desde otro punto de vista.

A pesar de lo innovadora que llega a ser la inclusion del concepto de limite al interior del
analisis, se puede observar que Cauchy no logra desprenderse completamente de la
tradicion aristotélica del infinito, pues la expresion: “se aproximan indefinidamente a un
valor fijo” relaciona de alguna manera a limite con movimiento. Esta situacion permite
determinar como las concepciones previamente establecidas afectan la edificacion de

nuevas teoria y lo dificil que puede llegar a ser desprenderse completamente de ellas.

En concordancia con la capacidad creadora ¢ innovadora que debe tener el hombre de
ciencia, Cauchy define lo que es una funcion continua. Al respecto (Brunschvivicg, 1945)
comenta:

Cauchy funda la ciencia moderna del analisis, comenzando por poner en discusion
la evidencia intuitiva que habia permitido apoyarse entre si la definicion analitica de la
funcion y la continuidad de la curva tomada en su conjunto. Mas alla de la
generalizacion geométrica de Poncelet, recusa la generalizacion algebraica que habia
inspirado la formula y el uso nuevo del principio de continuidad. Es necesario, escribe

en la Introduccion del Curso de andlisis algebraico, imponerse “no recurrir jamas a las
razones sacadas de la generalidad del algebra” (Brunschvivicg, 1945, pag. 361).

Con base en lo anterior, modifica el manejo que se le daba a las series infinitas hasta ese
momento, caracterizandolas como convergentes o divergentes segin tendieran o no a un
limite. Es asi, como el trabajo expuesto por Cauchy rompe el cerco que pensadores
anteriores como Newton y Leibniz no habian logrado superar desde su nocién

exclusivamente intuitiva de la continuidad.

Aportes como los anteriores conducen a la construcciéon de una teoria formal que
permite la manipulacion del infinito y a partir de ese momento se pueden realizar sumas y
productos infinitos como procesos fundamentados, sin problemas de ambigiiedad o
preocupaciones de caracter ontologico, es decir, el trabajo presentado por Cauchy en Cours
d’'Analyse le otorga al andlisis matematico el estatus de rigurosidad que durante tanto

tiempo se le habia exigido
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Este corte epistemologico que se origina con la implementacion del nuevo cuerpo
teorico, a través del cual, se logra “domesticar al infinito” en cierta medida; en otras
palabras, al lograr evadir el obstaculo epistemoldgico que generaba el infinito, se establece
una base sélida para que por primera vez en la historia se presente una definicion analitica y
formal del concepto de la integral definida:

Cuando los elementos de la diferencia X— x, devienen infinitamente pequefios, el
modo de division tiene sobre el valor de S tan sélo una influencia sensible; y, si se
hacen decrecer indefinidamente los valores numéricos de esos elementos, al aumentar
su numero, el valor de S terminara por ser sensiblemente constante o, en otras palabras,
terminard por alcanzar un cierto limite que dependera unicamente de la forma de la

funcion f(x) y de los valores extremos X, y X de la variable x. Este limite es lo que
llamamos una integral definida (Cauchy, 1994, pag. 291).

Esta definicion de la integral definida es el resultado de un proceso que se origina ante la
necesidad de medir, particularmente con el problema del calculo de cuadraturas en la
antigua Grecia, y que en su proceso de evolucion historica se enfrent6 a estancamientos y
avances, sobre todo por el obstaculo que implicaba la manipulacion del infinito, el cual no
permitia la formalizacion de algunos conceptos. Sin embargo, la capacidad creadora del
hombre logr6é que emergiera el espiritu cientifico, que a través de la rectificacion de errores
y rupturas epistemologicas se llegara a la reconstruccion de las teorias de tal forma que se

pudieran edificar conceptos (como el de la integral definida) sobre bases realmente solidas.

En seguida se presenta un esquema en el que se exponen los diferentes obstaculos
epistemologicos que fueron identificados en el desarrollo historico de la integral, con las
correspondientes rupturas que permitieron su formalizacidon como concepto del analisis

matematico.
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Figura 29. Obstaculos y rupturas en la evolucion del concepto de la integral definida
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5 DETERMINAR OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS, UNA REFLEXION
DIDACTICA.

Finalmente, podemos indicar que el identificar obstaculos y rupturas epistemoldgicas en
la evolucion historica de un concepto es de gran utilidad para los docentes, pues puede
contribuir al entendimiento del proceso de ensefa y aprendizaje por parte de los
estudiantes. Se puede considerar que la apropiacion de un nuevo concepto al interior de un
salon de clase, es un proceso similar al que se da en la construccion del conocimiento

cientifico pues, tanto el uno como el otro, implica una reforma espiritual.

Adicionalmente, un analisis historico epistemoldgico que permite identificar obstaculos
y rupturas en la evolucion histérica de un concepto matematico, sirve de apoyo a la
didactica, pues reconoce en las matematicas la construccion humana, admite que en los
procesos de construccion de los conceptos, se presentan errores y dificultades. En
consecuencia, ayuda a combatir el mito que se form6 a partir de la tradicién racionalista
donde las matematicas estaban un escaloén por encima de las demas disciplinas cientificas,
motivo por el cual, su estudio era privilegio de unos pocos “superdotados”. De acuerdo con

Lizcano:

Los conceptos matematicos acostumbran presentarse, en el momento de su
ensefianza, no menos enteros — y ya del todo armados- de como los hizo la también
acorazada Atenea, sin nada que anuncie el proceso de su gestacion. Tan subita
irrupcion suele acarrear no s6lo miticos dolores de cabeza que preceden apenas a su
alumbramiento en la mente del estudiante, también amontonador de nubes, sino
también esa persistente impenetrabilidad que le impide apropiarselos y hacerlos
fructiferos.

Desgajados de su génesis, del proceso de su hacerse, escindidos de aquellos otros
saberes y materiales con/contra los que se han ido constituyendo, y aprehendidos como
meros productos que brotan de la nada, claros y distintos, los conceptos y operaciones
matematicos permanecen estériles, meros objetos a perseguir o contemplar en su
absoluta identidad, cerrada e inmutable. Acecharlos por el contrario, en el momento de
sus emergencias, en la construccion efectiva de su vitalidad, y acompafiarlos en su
poliforma genealogia, acaso permita no sélo una comprension- sin duda no exenta de
extrafleza- mas cabal y critica sino también una mayor capacidad heuristica, sensible
ante nuevas emergencias (Lizcano E. , 1992, pags. 499-500)".

%7 Citado por (Bobadilla M. L., 2012)
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Para Bachelard el docente debe estar en la capacidad de “entender que no se entiende”, y
por lo tanto, debe buscar mecanismos de ensefianza diferentes a los repetitivos, no se debe
seguir pensando que los conceptos, por ejemplo el de la integral definida, deben ser
admitidos por mandato y comprendidos Unicamente a través de la repeticion, pues esta

situacion restringe la capacidad critica del estudiante.

De esta manera, si un profesor es consciente de que en el proceso mediante el cual se
desarrolld6 un determinado concepto, se ubican obstaculos y rupturas epistemologicas,
conseguird formarse una idea distinta respecto a la continuidad y linealidad en la
construccion del conocimiento y al mismo tiempo trasmitirsela a sus estudiantes, indicarles
que se puede acceder los conceptos y teorias matematicas con interés y con disciplina, que

incluso podrian ser participes de la construccion de novedosas teorias.

El maestro puede contribuir para que el estudiante desmitifique el estudio de las
matematicas, que entienda que similarmente a como se analiza la evolucion histérica de un
concepto desde un punto de vista epistemoldgico, el educando puede regresar sobre las
nociones y teorias aprendidas para que, desde una reflexion critica, pueda afirmar todas
aquellas que aportan para su comprension; o en caso contrario, si existen nociones que
dificultan este proceso, puedan ser reevaluarlas y modificadas de tal manera que la
apropiacion de su conocimiento avance, en otras palabras que establezca una especie de
“mutacion” intelectual en el estudiante, de tal manera que logre apropiarse adecuadamente

de un determinado concepto.

Bachelard considera que explicar los conceptos desde una continuidad historica, es
similar a recitar determinada teoria desde un libro de texto, es equivalente a aceptar que los
conocimientos se construyen a partir de una serie de conceptos perfectamente enjacados,

alineados, como si estos hubieran surgido uno a uno a través de la historia.

Una ensefianza en esta direccion lleva a que los estudiantes se tornen pasivos frente al
proceso de aprendizaje y opten por “creer” antes que por “comprender” los diferentes

conceptos cientificos, asi, un nifilo o un joven que se limita a creer, simplemente esta
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dejando de lado su capacidad creativa, es un educando que prefiere las respuestas antes que

las preguntas, motivo por el cual la formacion de espiritu cientifico se detiene.

Segin (Goméz M, 2015), Bachelard pretende que da la misma manera como se debe
propender por la formacién de un nuevo espiritu cientifico, se debe orientar hacia la
busqueda de un “nuevo espiritu pedagogico” que difiera de la educacion tradicional cuya

funcion pareciera estar direccionada a “domesticar” la imaginacion.

La escuela tradicional se transform6 en un mecanismo de repetir verdades absolutas,
donde no se refleja el auténtico desarrollo de cada una de las disciplinas cientificas. En este
entorno, el docente se encuentra en una zona de confort desde la que solamente ratifica su
saber, un contexto en el que proceso de ensefianza se realiza a través de una relacion de
poder donde, el profesor esculpe el conocimiento sobre el estudiante, el cual es considerado

como un recipiente que debe ser llenado de todo el saber con el que cuenta su instructor.

En el nuevo “espiritu pedagdgico” que plantea Bachelard el docente tiene la mision de
ser eterno alumno, es decir, no debe abandonar los procesos formativos. El profesor
interesado en que su estudiante se apropie del conocimiento debe buscar estrategias que
estén direccionadas a fomentar la imaginacion y creatividad y para ello, se hace necesario

la innovacion y la investigacion constante:

He aqui la curiosidad del nifio que destruye su juguete para ver lo que hay dentro
de €. Si bien esa curiosidad de fractura es verdaderamente natural en el hombre, ;no
debemos sorprendernos, por decirlo solo de paso, de que no sepamos darle al nifio un
Jjuguete de profundidad, un juguete que retribuya realmente la curiosidad profunda?
Hemos puesto salvado dentro del mufieco, y nos extrafia que el nifio, con su voluntad
de anatomia, se limite a rasgar ropas. Solo nos queda presente la necesidad de destruir
y de romper, olvidando que las fuerzas psiquicas en accion pretenden abandonar los
aspectos exteriores para ver otra cosa, ver mas alla, ver por dentro, en fin, librarnos de
la pasividad de la vision®

La curiosidad, la creatividad y la imaginacion que tiene el nifio al destruir el juguete,

buscando lo que no se percibe a primera vista, debe ser similar a la de un estudiante de

% Citado por (Goméz M, 2015, pag. 208)
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calculo, a quien le corresponde tener la capacidad de reflexionar sobre cada concepto, de tal

manera que adquiera un papel protagdénico en la construccion de su propio conocimiento.

Para que un concepto como el de la integral definida no se relacione exclusivamente
cOmo un proceso mecanico y repetitivo, se debe presentar una adecuada comprension del
mismo. En otras palabras, el estudiante debe tener la capacidad de “deformar” dicho
concepto para utilizarlo en diferentes escenarios, no puede ser un concepto estatico, que se

limite a la aplicacion de un determinado algoritmo.

Para que esto se dé, es necesario que el estudiante regrese sobre sus conocimientos
anteriores pero no para observar una edificacion de conceptos perfectamente organizados,
sino, para analizar en qué medida sus conocimientos anteriores le sirven para potenciar el
aprendizaje del nuevo conocimiento; si es necesario precisar y rectificar sus conocimientos
usuales, solo asi el conocimiento adquirido rompe el conocimiento comun con la primera

impresion y por lo tanto, llegar a desarrollar una verdadera mutacion intelectual.
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