JUAN PABLO HOYOS SANCHEZ

NS 1827

VIABILIDAD DE LA APLICACION DEL PROCESAMIENTO CUANTICO DE SENALES
EN LA TEORIA DE WAVELETS

Universidad del Cauca
Facultad de Ingenieria Electronica y Telecomunicaciones
Maestria en Electronica y Telecomunicaciones

Popayan
2016






JUAN PABLO HOYOS SANCHEZ

VIABILIDAD DE LA APLICACION DEL PROCESAMIENTO CUANTICO DE SENALES
EN LA TEORIA DE WAVELETS

Trabajo de grado presentado a la Facultad de Ingenieria
Electronica y Telecomunicaciones de la
Universidad del Cauca para la obtencion del
Titulo de

Magister en

Electronica y Telecomunicaciones

Director:
Ph.D. Pablo Emilio Jojoa Gomez

Popayan
2016






A mi amada Natalia, y mis adorables hijos,
Pablo Samuel y Luciana.

Mas vale adquirir sabiduria que oro; mas
vale adquirir inteligencia que plata.
- Proverbios 16:16






Resumen

En el presente trabajo de grado se exploro6 la aplicacion del Procesamiento Cuantico
de Senales (Quantum Signal Processing - QSP) en la teoria wavelet, el cual es un
marco de referencia que hace uso de principios de la mecanica cuantica para aportar
nuevos conceptos que sirvan para el disefio o modificacion de algoritmos de procesa-
miento de sefales existentes. En especial, se trabajo en tres aspectos claves, como
son: cuantizacion, compresion y optimizacion.

Para el cuantizador probabilistico presentado en el QSP, se demostré que la funcion
de autocorrelacion de las funciones wavelet ortogonales sirve como un mapeo proba-
bilistico, que ademas brinda grandes ventajas respecto a su implementacion. También
se establecid una conexion entre los frames de Gabor y los frames Wavelet, que pue-
den dar origen a un nuevo conjunto de funciones denominadas Wavelet Uniformes
Geométricamente. Por Gltimo se demostré que bajo ciertas caracteristicas en la matriz
de covarianza de un proceso aleatorio y la matriz wavelet, la transformacion wavelet
discreta no realiza ningln proceso de decorrelacion de las variables del vector aleato-
rio. Por tanto, se us6 una transformacion de blangueamiento disefiada en el QSP que
es optima desde un punto de vista del error cuadratico medio (Mean Square Error -
MSE), encontrandose que en el domino wavelet (tiempo-frecuencia) se puede lograr
una disminucion en la complejidad computacional de la transformacion de blanquea-
miento, debido a la reduccion en el nUmero de entradas distintas de cero que general-
mente se puede obtener al transformar al dominio wavelet los vectores aleatorios.

Palabras clave: Procesamiento cu antico de se fales, wavelet, cuantizaci 6n, covarianza,
optimizaci 6n, Mean Square Error (MSE).






Abstract

This project explores the Quantum Signal Processing (QSP) application in wavelet
theory. QSP is a framework that make use of principles of quantum mechanics to brings
new concepts for the design or modification of existing signal processing algorithms.
Particularly, this work is focused on three key issues: quantization, compression and
optimization.

For the probabilistic quantizer presented in QSP, it is shown that the autocorrelation
function of orthogonal wavelets serves as a probabilistic mapping, which also provides
great advantages to its implementation. It also establishes a connection between the
Gabor and Wavelet frames, which can give rise to a new set of functions called Geome-
trically Uniform Wavelets. Finally, it is demonstrated that under certain characteristics
in the covariance matrix of a random process and wavelet matrix, the discrete wavelet
transform does not perform any process of decorrelation for the variables of the random
process. Then it was used a whitening transformation designed in QSP, optimal from
a Mean Square Error (MSE) viewpoint, finding that in the wavelet (time-frequency) do-
main, computational complexity in the whitening transform can be reduced due to the
reduction in the number of nonzero inputs that can usually be obtained by transform
random vectors to the wavelet domain.

Keywords: Quantum signal processing, wavelet, guantization, cova riance, optimization,
MSE.
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Capitulo 1

Introducci on

La teoria de sefales digitales ha sido un area de constante investigacion desde sus
primeros usos en la teoria de la informacion (Shannon, 2001). Sus avances han permi-
tido el desarrollo de novedosos sistemas que han impactado notablemente la manera
de vivir, llevando a la sociedad a la era de las Tecnologias de la informacion y las Co-
municaciones (TIC).

Un factor importante en el procesamiento digital de sefiales como en todas las areas
del conocimiento es el desarrollo de nuevas herramientas matematicas que permitan
replantear u optimizar los procedimientos existentes. Una de ellas es la teoria wave-
let, gue ha mostrado ser una herramienta importante para el analisis y codificacion de
sefiales no deterministicas (Akansu y Haddad, 2001; Frisch y Messer, 1992).

En el campo del disefio de sistemas de comunicaciones, varias propuestas de modu-
ladores y ecualizadores que hacen uso de la teoria wavelet han sido presentadas con
el fin de reducir el ruido existente en canales Additive White Gaussian Noise (AWGN)
recurriendo a su adaptabilidad a las caracteristicas del medio (Newlin, 1998). A su vez,
han sido propuestos sistemas de multiacceso que explotan las caracteristicas de flexi-
bilidad frente a las condiciones de propagacion, reduccion de interferencia y distorsion,
haciéndolos deseables para la nueva generacion de sistemas de comunicacion (Akan-
su et al., 1998; Jamin y Mahonen, 2005; Lakshmanan y Nikookar, 2006; You y llow,
2004).

Por otra parte, desde que la mecanica cuantica fue presentada en la primera mitad del
siglo XX (von Neumann, 1996), se han realizado grandes esfuerzos por mostrar sus
capacidades en diferentes campos. Uno de estos campos de accion es la investiga-
cion de la computacion cuantica que tiene entre sus finalidades, optimizar las redes de
computadores actuales (Feynman y Shor, 1982). En el campo de la teoria de la infor-
macion, la mecanica cuantica ha realizado grandes aportes permitiendo el desarrollo
de la criptografia cuantica (Bennett et al., 1992) y la tele portacion cuantica, abrien-
do la posibilidad a la transmision de datos a altas velocidades y alta fidelidad en la
transmision por medio del cifrado cuantico de llaves (Lee et al., 2011).



2 1. Introduccion

El procesamiento de sefiales no se ha quedado atras en la incorporacion de los axio-
mas Yy restricciones presentes en la teoria cuantica con el fin de crear o modificar los
algoritmos y procesos existentes. Es por esto que un area reciente de investigacion
e innovacion es el procesamiento cuantico de sefiales (Quantum Signal Processing -
QSP) (Eldar, 2001).

Teniendo en cuenta lo anterior y dado que la teoria wavelet recurre al procesamiento
clasico de sefales, en este documento se presenta el resultado de aplicar los concep-
tos del QSP a la teoria wavelet, y eso se logré6 mediante el analisis de estructuras de
ambos conceptos que permitid analizar las relaciones entre ambos y asi definir apli-
caciones del QSP en la teoria wavelet. Por Gltimo, se evalub mediante simulacion el
desempenio de las aplicaciones obtenidas. De forma resumida, los principales resulta-
dos alcanzados en el trabajo de grado fueron los siguientes:

= Se disefaron aplicaciones del procesamiento cuantico de sefiales en la teoria
wavelet, entre las cuales se destacan: una nueva forma de descomposicion wa-
velet, uso del cuantizador QSP en los coeficientes wavelet, arbol wavelet packet
adaptativo en sistemas de comunicacion, transformacion Minimum Mean Square
Error (MMSE) en los coeficientes wavelet, y el planteamiento de un nuevo frame
denominado wavelets uniformes geométricamente.

= Se demostrd que la funcion wavelet de autocorrelacion de las funciones wave-
let ortogonales sirven como mapeo para el cuantizador probabilistico QSP, y se
determin6 una forma recursiva de obtenerla, tal que facilite su implementacion.

= Se determino la propiedad que debe satisfacer la matriz wavelet para no deco-
rrelacionar a un vector aleatorio.

= Se demostro que la transformacion QSP de decorrelacion puede ser implemen-
tada con una menor complejidad computacional en el dominio wavelet (tiempo-
frecuencia).

El presente documento esta organizado de la siguiente manera:

En el inicio del Capitulo 2 se establece la notacion a ser utilizada a lo largo de todo
el documento, luego se presentan los aspectos y fundamentos mas importantes de la
teoria wavelet, buscando una mejor comprension que permita encontrar nuevas modi-
ficaciones de dicha teoria.

En el Capitulo 3 se da una breve introduccion al procesamiento cuantico de sefales,
y también se tratan conceptos que permitan modificar aspectos de la teoria wavelet.
Ademas, se esboza un aporte del trabajo de grado relacionado con aplicaciones del
QSP en la teoria wavelet, de las cuales algunas son analizadas en mayor profundidad
en los capitulos siguientes. El articulo derivado de este Capitulo fue Design of dynamic
wavelet packet division multiplexing (Hoyos y Jojoa, 2015).



En el Capitulo 4 se da un analisis del cuantizador probabilistico QSP, el cuantizador
dithered, y la relacion entre ambos. Presentandose a continuacion, como aportes del
trabajo de grado la descripcion la aplicacion del cuantizador probabilistico QSP, la de-
mostracion que la funcion de autocorrelacion de las funciones wavelet ortogonales sir-
ven como mapeo para el cuantizador probabilistico y una forma iterativa de obtenerlas,
similar al método en que son obtenidas las funciones wavelet en la teoria del analisis
multiresolucion. El articulo derivado de este Capitulo fue Wavelet autocorrelation fun-
ction as mapping for a dithered quantizer (Hoyos y Jojoa, 2016).

En el Capitulo 5 se analiza la teoria wavelet desde una perspectiva matricial, ex-
plorandose inicialmente las caracteristicas de la matriz, y presentandose como aporte
del trabajo de grado la identificacion de las propiedades que la matriz debe satisfacer
para que no decorrelacione las variables de un vector aleatorio. También se desarrolla
la aplicacion en el dominio wavelet de una transformacion QSP que decorrelaciona un
vector aleatorio desde una perspectiva del MMSE, y se demuestra que el dominio wa-
velet trae ventajas en la computacion de la transformada QSP.

Por Gltimo, en el Capitulo 6 se exponen las conclusiones y trabajos futuros.



Capitulo 2

Teoria Wavelet

En este capitulo se presentan los aspectos mas importantes de espacios vectoriales
(Kreyszig, 1978), y la teoria wavelet, destacandose: atomos wavelet (Mallat, 2008), fra-
mes wavelet (Mallat, 2008; Daubechies, 1992) y analisis multiresolucion (Mallat, 2008;
Daubechies, 1992; Cohen y Kovacevic, 1996).

2.1. Espacios vectoriales

Dada la importancia de éste tema para el desarrollo del trabajo de grado, se recurre a
Kreyszig (1978) por su amplio trabajo en el area, siendo complementado con los apor-
tes de otros autores que seran debidamente citados.

Tanto la teoria wavelet como el procesamiento cuantico de sefiales se soportan sobre
espacios vectoriales, de alli su importancia de recordar sus principales aspectos ma-
tematicos, los cuales son tratados a continuacion.

Un espacio vectorial X no es mas que un conjunto de vectores, los cuales tienen
la caracteristica que al sumar dos vectores o al multiplicarlos por un escalar (real o
complejo) el resultado es un vector de ese conjunto, es decir para cualquier x y y en X
se tiene:

r+yeX (2-1)
ar € X, (2-2)

donde se observa que todas las combinaciones lineales de ax + Sy deben estar en X.
Ahora es importante recordar algunas nociones de estos conjuntos:

Punto de adherencia: Un vector a de un subespacio A, es un punto de adherencia de
A siy solo si existe una sucesion de vectores (z,,) tal que (z,,) — a. La Clausura A de
un subespacio A es el conjunto formado por todos los vectores a que son puntos de
adherencia de A.
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Conjunto cerrado: Un conjunto A es cerrado siy solo si A = A.

Base: El conjunto B = {vy,vs,...,v,} €S una base del espacio vectorial V si y solo
si cada vector u € V puede ser escrito de una Unica manera como u = c¢yv; + Cvy +
...+ cyv,, €s decir los vectores v son linealmente independientes y generan todos los
vectores del espacio V.

Dimension de un espacio: La dimension de un espacio vectorial de dimension finita V/,
es igual al nUmero de vectores de cualquier base de V.

Independencia de espacios: Dos subespacios Wy, W, se dicen independientes si y so-
lo si el tnico elemento comin a ellos es el vector nulo, W, N W, = {0}.

Suma directa: Un espacio vectorial V' es una suma directa de los subespacios W'y T,
escrito como V = W & T, cuando cualquier vector v € V puede ser escrito univoca-
mente como v = vy + vr, donde vy € Sy vy € T. Los subespacios W y T forman una
descomposicion de V, y si ademas son ortogonales, entonces la descomposicion es
llamada una descomposicion ortogonal.

Proyeccion: La proyeccion de un vector u sobre un vector v esta dada por

Pu = Mv, (2-3)
[l
donde (-,-) es la funcidn producto interno, y || - || la funcidbn norma, las cuales son

definidas a continuacion.

2.1.1. Espacios de Hilbert

Sea X un espacio vectorial, un producto interno es un mapeo de X x X en el campo
escalar K (R o C), es decir, cada par de vectores z y y tienen un escalar asociado por
(x,y). Es llamado un producto interno si cumple para los vectores z,y, z € X:

Tty 2) = (r,2) + (¥, 2)

Si un espacio vectorial tiene definido en €l un producto interno, entonces se le llama
espacio de producto interno. Ademas, el producto interno sobre X define una norma
inducida igual a:

2]l = /()
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Asi, los espacios con norma son llamados Espacios Normados. La norma también
puede definir una métrica inducida igual a d(z,y) = ||z — y||. Si en un espacio normado
X, una secuencia de vectores z,z1,... cumple que, para cualquier ¢ > (0 existe un
entero k. tal que

|z, — x| < e paratodo n,m > k. (2-4)

entonces se dice que la secuencia de vectores es una secuencia Cauchy. El espacio
X se dice que es completo si cada secuencia Cauchy en X converge a un vector x
gue es elemento del espacio X. Ahora ya se puede dar la definicion de un espacio de
Hilbert.

Espacios de Hilbert: Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial completo equipa-
do con algin producto interno. Algunos de los espacios de Hilbert mas conocidos son:

C¥ - Espacio de vectores de dimension finita: es el conjunto de vectores » = x de di-

mension finita Ny valor complejo, con producto interno dado por (z,y) = SN z,y% =
y .

(*(Z) - Espacio de secuencias de energia finita: es el conjunto de las secuencias
r = {x,} de valor complejo que cumplen ¥, |7.]|*> < oo, y el producto interno vie-
ne dado por <l’, y) = ZnEZ xny;

L?(R) - Espacio de funciones de energia finita: es el conjunto de todas las funciones
r = x(t) que cumplen [72°|x(t)|?dt < oo, y el producto interno viene definido como

(z,y) = [T x(t)y*(t)dt.

También es de interés el espacio de la sefial (Jacobs y Wozencraft, 1965), el cual es un
espacio de Hilbert en donde sus elementos son sefiales, por tanto una sefal z(t) puede
ser denotada como un vector, es decir z = z(t), facilitando representar su pertenencia
a un espacio vectorial. Por tanto permite referirse a vectores o sefiales indistintamente.

Base Riesz: (Mallat, 2008) Un conjunto de vectores {v,};c; C H, donde J es finito o
infinito contable, es llamado una base Riesz para un espacio de Hilbert H si:
1. Es una base para H,y

2. Existen unas constantes de estabilidad 0 < A\nin < Amax < oo tal que cualquier
x € H, puede ser expresado como x = 3¢ a1, Y

Amin ||95”2 < Z |04j|2 < Amax ||$||2
jeJ

2.1.2. Operadores Lineales

Los operadores lineales generalizan el concepto de matrices y por tanto permiten ex-
plorar las ventajas presentes en los espacios de Hilbert, el cual es el espacio vectorial
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donde se desea investigar.

Operador Lineal: Una funcion A : H, — H, se denomina un operador lineal desde H,
hasta H,; cuando, para todo z,y € Hy Yy a € C se cumple con:

= Adicion: A(zx +y) = Az + Ay
» Escalabilidad A(ax) = a(Ax)

Norma de un Operador: La norma de un operador lineal, denotada por || A|| se define
como

[All = sup [|Az]]

llzll=1

donde sup ||-|| representa la minima cota superior o valor supremo del vector. El opera-
dor se dice ser acotado si la norma es finita. Los operadores acotados son continuos,
ya que: si z;, — x, entonces Az, — Ax.

Inverso: Un operador lineal acotado A : Hy — H; se dice ser invertible si y solo si
existe un operador lineal acotado B : H; — H, tal que

BAx = «xparacadazx € H,
ABy = yparacaday € H,

cuando tal operador existe; es Unico y entonces el operador inverso de A es denotado

por A—1,

Operador Adjunto y Auto-Operador: El operador lineal A* : H; — H, se llama adjunto
del operador lineal A: Hy — H, siparacadax € Hyy y € H; se tiene

<Ax7 y>H1 = <x7 A*y>H0

El operador A se llama auto adjunto o Hermitiano si A = A*.

Operador Unitario: Un operador lineal acotado A : Hy, — H; es unitario cuando
= es invertible
= y preserva el producto interno para todo z,y € Hy (Ax, Ay)y, = (7,9) g,

y ademas A* = A1,

2.1.3. Transformaciones

Sean dos conjuntos X y Y, una transformacion 7' es un mapeo desde X a Y/, el cual
es obtenido asociando a cada x en X un y de Y, denotado como y = Tz, y es llamado
la imagen de x respecto a 7.
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Isometria: Una transformacion 7' : X — Y se dice ser una isometria si 7' preserva la
distancia, esto es, si paratodo zy wen X

dy(TI,Tw) = dx(l',w> (2-5)

donde T, y T,, son las imagenes de = y w, respectivamente.

2.1.4. Funciones atomos

Para las definiciones de esta seccion se tomd como referencia (Mallat, 2008) y (Dau-
bechies, 1992).

Atomo tiempo-frecuencia: Son formas de onda elementales que tiene una minima dis-
persion en un plano tiempo-frecuencia.

Soporte de una funcion: Sea f una funcion con dominio D, el soporte es igual a
la clausura del conjunto de puntos donde la funcion es distinta de cero, supp(f) =
{p € D|f(p) # 0}. El soporte de una funcidon con dominio finito es compacto siy solo si
el soporte es acotado, entonces se dice que la funcion tiene soporte compacto en D.

Suma de Poisson: En el sentido de igualdad de distribucion, se cumple para la funcion
delta de dirack J[n| la siguiente relacion:

1 I 1 = 2k
T 7_]TLTUJ — o _
2 n=-—00 Z ’ (w T > 7 (2 6)
asi, en particular se tiene
“+o00 —+00 2 k’
S 6(t—nT) £> Z 5 (w = ;) (2-7)

Ortogonalidad de Poisson: Sean dos funciones ortogonales de la forma (f(t), f(t +
n)) = §[n] y recurriendo a la suma de Poisson, su transformada de Fourier viene dada
por

GO S+ )=o) & S [Fw+ 2mk)2 =1 2-8)

k=—00

donde f corresponde a la transformada de Fourier de f.

2.2. Atomos Wavelet

Cuando se desea analizar sefales que presentan irregularidades o sefales noestacio-
narias, es deseable pensar en utilizar atomos tiempo-frecuencia que tengan diferentes
soportes de tiempo (diferentes tamafos) que permitan aislar dichas singularidades.
Asi, una wavelet ¥ (t) € £*(R) es un atomo tiempo-frecuencia que satisface dos pro-
piedades fundamentales (Mallat, 2008; Daubechies, 1992):
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1 ]l =1
2. [, (t)dt = 0

donde la primer condicion sugiere normalizacion y la segunda condicion implica que
la funcion debe cambiar de signo en (—oo, +0c0) y debe desvanecerse en —co y +00,
por tanto representa una pequefia onda o wavelet, como se aprecia en la Figura 2-1.
Esta funcion se le conoce como wavelet madre (Daubechies, 1992), ya que a partir de
ella mediante escalonamientos « y traslaciones (localizaciones) b se pueden obtener

un completo diccionario de funciones wavelet G = {1, 5(t)},cg 40 CON
1 t—b
)= — 2-9
77Z)a7b( ) \/aw < a ) ( )

15

Figura 2-1 : Funcion wavelet coiflet de orden 4.

donde el factor 1/\/a permite mantener una normalizacion de la energia a lo largo
de las diferentes escalas. Una forma alterna de presentar un diccionario wavelet es

recurriendo al uso de operadores lineales, donde el operador de dilatacion D seria
Dai(t) = (%) (2-10)
a - \/E a

y el operador de traslacion vendria dado por

Tyy(t) = ¢(t = b) (2-11)

asi, el diccionario seriaigual a G = {D, T, }per o>0- Recordando la relacion de la trans-
formada de Fourier de una funcion escalada f(%) L Ja| f(aw), se puede determinar la
transformada de Fourier de las funciones wavelet escaladas dada por ¢, = v/ay(aw),
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observandose que la frecuencia es inversa a la escala, w a é asiparaunaescalaa > 1
se obtiene una wavelet dilatada en tiempo con un espectro contraido, mientras que si
la escala 0 < a < 1 la wavelet es comprimida en tiempo y dilata en frecuencia. Aho-
ra, sobre este diccionario se puede proyectar una funcion f € £*(R), mediante el uso
del producto interno y debido a que el espacio es de Hilbert, la Transformada wavelet
continua (Daubechies, 1992) en cualquier tiempo b y escala a sobre el correspondiente
atomo wavelet es

o0 1 ., [(t—0
TWi(a,b) = (ftbap) = [m f@ﬁYﬁ (a) dt (2-12)
este mapeo o descomposicion es conocido como «Analisis» de la funcion, y mide el
comportamiento de la funcién f en la vecindad b a una escala a. Si la funcion presen-
ta irregularidades (picos), se hace necesario el uso de una wavelet con una escala a
pequefia, mientras que si la funcion es regular (suave) en ciertos intervalos, solo sera
necesario wavelets con grandes escalas a, ésta es la gran ventaja que presenta la
transformada wavelet de adaptar su tamafio a las transiciones de la funcion bajo anali-
sis. Para poder asegurar que tal transformada permita una reconstruccion completa
de la funcion f y mantenga la conservacion de energia, la wavelet debe satisfacer
una condicion mas, conocida como condicion de admisibilidad y especificada por el
teorema 2.1 de Grossmann y Morlet (Grossmann y Morlet, 1984).

Teorema 2.1. (Admisibilidad) Sea ¢ € £%(R) una funcion real tal que

C, = /0+°° PP 4y < 4o (2-13)

cuyo valor dependera de la wavelet escogida, ademas si se cumple que C,, sea finita,
entonces cualquier funcion f € £2(R) puede ser reconstruida y esta dada por

=g [ W nn (2-14)

para que la integral (2-13) sea finita, la funcion wavelet ¢(¢) debe de tener una compo-
nente 1/3(0) = [, ¥(t)dt = 0, explicando el porque la funcion wavelet tiene un promedio
igual a cero (condicion 2 de las wavelet) y obliga que la funcion wavelet sea oscilato-
ria, es decir debe ser una onda, ademas su espectro parece tener un comportamiento
de filtro pasa banda. Si es cumplida la condicion de admisibilidad, la funcion f puede
ser reconstruida sin pérdida de informacion y viene dada por (2-14), este proceso es
conocido como «Sintesis» de la funcion o Transformada inversa wavelet (Mallat, 2008;
Daubechies, 1992). Pero la ecuacion de reconstruccion implica que se deben tener
infinitos coeficientes wavelet; es decir cada vez que dilatamos una wavelet (a > 1),
ésta permite cubrir cada vez menos frecuencias, y si se desea cubrir las frecuencias
bajas alrededor de 0, se debe tener atomos wavelet infinitamente dilatados, lo cual en
la practica es imposible. Pero, si se recurre a una funcion auxiliar definida por

Bl = [ iaw) (2-15)
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la funcion ¢(t) es una agregacion de wavelets a escalas mayores que 1y es llamada
funcion escala o scaling (Mallat, 2008), un ejemplo se puede apreciar en la Figura 2-2.

Figura 2-2 : Funcion scaling coiflet de orden 4.

Realizando el cambio de variable 5 = aw, y reescribiendo la ecuacion (2-15)

|(w)[* = /w o W(gﬂdﬁ (2-16)

se obtiene la condicion de admisibilidad cuando w — 0

lim / M UIGIP lim |d(w)[* = C, (2-17)

w—0 S ﬁ

entonces, se puede decir que la funcion escala cumple con dos propiedades:

1 [¢ll=1
2. [ b(t)dt £ 0

la propiedad 1 mantiene la normalizacion de la funcion escala, mientras que la propie-
dad 2 indica que la componente dc de la funcion escala es distinta de cero ¢3(0) # 0,
por tanto su espectro va a tener una forma de filtro pasa bajas, actuando como comple-
mento a la funcion wavelet en la proyeccion de la funcion f (Mallat, 2008; Daubechies,
1992). A partir de la funcion escala se puede construir un diccionario de funciones es-
calas Dy = {¢as(t) }a=0per que sean traslaciones y dilataciones de la funcion escala
madre

bunlt) = o (t — b) (2-18)
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y la proyeccion sobre este espacio se puede ver como una aproximacion de f en baja
frecuencia en la escala a, dada por

a

TEs(a,b) = (f, Pap) = /_O:O f(t)\}aaﬁ* (t — b) dt (2-19)

con esta nueva idea de aproximacion de f, la ecuacion de reconstruccion de la funcién
f (2-14) se puede empezar a replantear como

1 fjao ptoo da 1 +00 da
0= [ [ TWratastds g+ o [T b
(2-20)

ahora, expresando la segunda parte de la ecuacion como productos de convoluciones
se tiene

sy =g [ v e o [T revien 0% (2-21)

con v, (t) = %w (*;) Desarrollando la segunda integral de la igualdad y tomando la
transformada de Fourier se obtiene

o [ ftvaewy Vada) g = T [ o 222
haciendo un cambio de variable v = a/aq y recordando la ecuacion (2-15), se obtiene:

flw) = - dy  f(w) -

cw/l |¢(“07w>|27 = Twm (w)l* (2-23)
y

f(w) ~ s f(w) . .

C—wm (w)[* = Tw¢ a0 (W) Pay (W) (2-24)

entonces se puede tomar la transformada de Fourier inversa para obtener la expresion
en tiempo

T G e _ 1
Co Vo ag  Cuag

y por tanto se obtiene una nueva ecuacion de reconstruccion que seria igual a

f* Gy * Pay (2-25)

1
* *
o G+ o
donde la proyeccion de la funcion f se realiza para escalas a < aq en las funciones
wavelet, que darian la informacion de altas frecuencias o detalles, y para las a > ay en

las funciones escala que darian la informacion de bajas frecuencias o aproximaciones
(Mallat, 2008).

[ * 0n * Gag (2-26)
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2.2.1. Momentos de desvanecimiento

Una caracteristica importante de las funciones wavelets se denominada Momentos de
desvanecimiento (Mallat, 2008), que vienen definidos como:

+oo
/ Pt =0 ¥ p=0,1,.k—1 (2-27)

entonces se dice que la wavelet tiene momentos de desvanecimiento de orden k, o en
otras palabras, plantea que la wavelet es ortogonal a polinomios de grado menores o
iguales que k£ — 1. Son muy importantes cuando la funcion f es un polinomio o puede
ser expresado por uno de grado menor o igual a k, ya que la funcion al ser proyectada,
los coeficientes wavelet van a ser muy pequefios o nulos, y por tanto la proyeccion se
realizara sobre las funciones escala, tendiendo a comprimir funciones no-oscilatorias.
Por ejemplo sea f(t) =t";n < k

1) = g [T 0%+ o [T s n 0

1
G sl o) # )

- = t”w:wa(t)?+

pero

ot — /oo 1147 (b — £)dt

= /Ootnl o i A P
a —00 \/E a

= 0

entonces la funcion es igual a

f(t) =

O¢ Qo

TEf(‘? ao) * ¢ao(t>

aunqgue la funcion de reconstruccion permite recuperar la funcion f, presenta un alto
grado de redundancia e inestabilidad, asi para evitar estos problemas se recurre al uso
de funciones o vectores denominados Frames.

2.3. Frames - Transformada Wavelet Discreta

De acuerdo con Daubechies (1992, 1988, 1993), cuando se desea asegurar una re-
construccion numéricamente estable de una funcion f, se debe asegurar que los coe-
ficientes tanto de analisis y de sintesis lo sean, y esto se logra mediante el uso de
vectores con ciertas caracteristicas que se les denomina Frame, los cuales sin embar-
go tienen la limitacion de que la representacion de la funcion f es redundante, aunque
con la ventaja que las familias de vectores pueden no tener una estructura definida.
Duffin y Schaeffer (1952) definen los frames mediante el siguiente teorema:
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Teorema 2.2. (Frame) Una familia de funciones (y;);c; en un espacio de Hilbert H, es
llamada un frame, si existen A > 0y B < oo, tal que para toda funcion f en H se
cumple que

AIFIP <Kol < BISI?

i€l
donde las constantes Ay B son llamadas los limites del frame.

Con estos vectores se puede obtener una reconstruccion numéricamente estable de f
a partir de sus coeficientes, y cuando la constantes son iguales (A = B) se dice que el
frame es tight (estrecho), ademas si A = B = 1 se obtiene una base ortogonal. Si los
vectores ¢; son linealmente independientes el frame es llamado una base Riesz y el
frame no es redundante. La redundancia viene dada porque el frame debe tener una
dimension (nmero de vectores) mayor o igual a la dimension del espacio de la funcion
f (Mallat, 2008; Cohen y Kovacevi¢, 1996).

Si los vectores ¢, son linealmente dependientes el rango no va a ser completo y va a
ser un subespacio de ¢*(Z), haciéndolos deseables para aplicaciones como la reduc-
cion de ruido. Entonces se tienen dos opciones, 1. eliminar la redundancia y obtener
una base ortogonal o 2. tener redundancia para tener libertad en la seleccion de las
bases, las cuales dependeran del tipo de aplicacion deseada.

Ahora ya que se ha definido que es un frame, se debe plantear la pregunta ¢como
construir un frame de funciones wavelet?, para darle respuesta se opta por la opcion
2, es decir se va a dejar cierto grado de redundancia, para tener cierto grado de li-
bertad en la seleccion de la base (Daubechies, 1992). La forma es discretizando los
parametros a, b, donde se toma la escala como a = aj), j € Z con un paso de dilatacion
fijo ap > 1. El tiempo de desplazamiento b debe ser seleccionado de tal manera que
permita cubrir todo el eje de tiempo, supongase j = 0, entonces con b = nby(by > 0)
y un adecuado b, se logra cubrir todo el eje de tiempo. Pero si j # 0 el tiempo de
desplazamiento debe tener en cuenta la escala de la funcion debido a que el ancho ha
variado y por tanto debe ser proporcional a la escala, entonces parece natural escoger
b = nbya). Con estos nuevos parametros se obtiene la familia de wavelet discretizadas

1 t — nboal
Vjn(t) = ——=0 ( -~ 0) (2-28)
que dan origen a la Transformada wavelet discreta (Mallat, 2008; Daubechies, 1992).
Ahora, ya que la funcion f € £3(R), tiene norma finita, los coeficientes de la proyeccion
sobre las funciones wavelet deben ser finitos

S 1{f i) P < B (2-29)

j7n

entonces la secuencia ((f,¥;n.))jnez € €*(Z). Por otro lado si >, [(f,¥;n.)|* €S pe-
quefio, || f||* deberia también ser pequefio. Esto nos dice que deberia existir un v < 400
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tal que 3, |(f,¥;.)|*> < 1. Tomese cualquier funcion f € £*(R) y definase una nueva
funcion f = [Zj,n | (f, jn) |2}_1/2 f, entonces la proyeccion 3;., [(f,1;.)]* < 1, implica
que [|f* <ay

I£11”

—
N = S T e =

despejando
AIFIP < D01 ) I (2-30)

donde A = 1/«, y si se relinen las ecuaciones (2-29) y (2-30) nos dice que una recons-
truccion numéricamente estable de f es posible solo si

AIFIP < 32 1F i) P < BIAIP (2-31)

entonces la familia {v;,,(t)}, j,n € Z constituye un frame. Ya se ha asegurado la exis-
tencia de los dos limites A, B, pero no todos los valores de ag, by permiten tener un
frame de wavelets, por tanto el siguiente teorema de Daubechies (1992) establece
ciertas condiciones sobre ay, by para que 1, ,(t) formen un frame para el espacio £(R).

Teorema 2.3. (Condicion necesaria) Si ;. (t), j,n € Z constituye un frame para £*(R),
entonces los limites del frame satisfacen

a< G g (2-32)

- bglna,() -

Este teorema nos dice que si la funcibn madre cumple la condicion de admisibilidad,
existiran un sinniimero de posibles valores de a, b tal que la familia de funciones wavelet
Y;,(t) forme un frame wavelet. Ademas, si el frame es tight, y A = B = 1, que se
obtiene con ay = 2,by = 1, entonces el frame es una base ortonormal de acuerdo al
siguiente teorema (Mallat, 2008)

Teorema 2.4. (Redundancia) En un espacio de dimension N, un frame de P > N
vectores normalizados, los limites Ay B satisfacen

A< ]}; <B (2-33)

entonces no habria redundancia (P = N).

2.4. Analisis Multiresoluci 0n

Este nuevo enfoque es originado por la necesidad de buscar formas eficientes de cons-
truccion de bases de wavelets ortogonales, es decir; construir vectores o funciones de
la base tal que

(i, ) = 0(i — k) (2-34)
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y que a su vez permita lograr tener una transformada wavelet que elimine en algun
grado la redundancia presente en la transformacion. Mallat (2008) plantea una for-
ma de disefiarlas mediante el Analisis Multiresolucion, que ademas aporta un marco
matematico conceptual que facilita el entendimiento de la teoria wavelet y la descom-
posicion en subbandas.

De la fotografia se sabe que la resolucion indica el nivel de detalle disponible, por tanto
si se desea una mayor resolucion se debe reducir el intervalo de muestreo para in-
crementar el detalle; asociando esta idea a la proyeccion de una funcion f, y si cada
escala a = 2’ representa un espacio de proyeccion V;, entonces la escala debe ser
pequefa para poder obtener una proyeccion Py, [ que se aproxime a la funcion f, y si
ademas es la mejor entonces decimos que la proyeccion es ortogonal. A la proyeccion
de la funcion f sobre le espacio V; se le llama aproximacion (Daubechies, 1992).

La idea detras del analisis multiresolucion es lograr una proyeccion de la funcion f a
diferentes resoluciones o escalas, y para lograrlo el siguiente teorema de Mallat (2008)
establece las propiedades que deben tener los espacios de proyeccion.

Teorema 2.5. (Definicibn multiresolucién) Una secuencia Vj{jez} de subespacios ce-
rrados de £2(R), es una aproximacion multiresolucion si satisfacen

1. f) eV, & f(t—27k) e V;,V(j, k) € Z*

2. Los espacios V; son encajados
ViV V-

3. f(t) eV & f(27t) e Vp,Vj €Z

4. lim V; = N>V, = {0},

j—+o0 J=700

5. lim V; = Clausura(U/>° . V;) = L*(R),

j——o0 J=700

y existe una base Riesz de V5.

Analicemos las anteriores propiedades de los espacios de multiresolucion, la propie-
dad 1 indica que cada subespacio V; es invariante ante traslaciones, que es un reque-
rimiento importante para asegurar la multiresolucion. La propiedad 2 implica que con
la informacion presente en el espacio V; es posible obtener la proyeccion gruesa en el
espacio V;.;, como se aprecia en la Figura 2-3. La propiedad 3 es la que asegura la
multiresolucion, ya que indica que todos los subespacios son versiones escaladas del
espacio central V. La propiedad 4 indica que cuando la escala es demasiado grande el
espacio de aproximacion es nulo, es decir que no habra aproximacion, mientras que la
propiedad 5 indica que si la escala es muy pequefia se alcanza la maxima resolucion
y por tanto la aproximacion sobre este espacio convergera a la funcion original f. La
existencia de la base Riesz del espacio 1} y las propiedades 2 y 3 hacen que el trabajo
se limite a encontrar esta base, porque a partir de ella se pueden encontrar las demas
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Figura 2-3 : Espacios multiresolucion.

bases ortogonales de los espacios V;.

Recurriendo al siguiente teorema (Daubechies, 1992), es posible encontrar una base
ortonormal para cada espacio V;, mediante la ortogonalizacion de la base Riesz del
espacio central V; y la construccion de una funcion ¢ llamada funcion scaling.

Teorema 2.6. (Funcion Scaling) Sean {Vi};ez una aproximacion multiresolucion y ¢ la
funcion scaling con la transformada de fourier

fw) = ——— )

(S |B(w + 2km)|2)1/2 (2-35)

entonces para cada espacio V;, j € Z existe una base ortonormal dada por la familia

1 t—2n
{obj,n(t) = 757 ( 5 )}HEZ (2-36)

de acuerdo al anterior teorema, la familia de funciones scaling satisface la propiedad
de ortonormalidad de Poisson,

I ~
> p(w+27k)> =1 (2-37)
k=—00

una forma alterna para ver el anterior teorema parte de la independencia lineal de los
vectores que forma la base Riesz, y si los limites superior e inferior son iguales, A = B,
la base Riesz se ha ortogonalizado, pero si ademas A = B = 1, lo cual se logra con
las escala diadica ay = 2,by = 1, la base se ha normalizado, entonces se ha obtenido
una base ortonormal para el espacio V;, que mediante escalonamientos (propiedad 3)
sirve para la construccion de bases para todos los espacios V.

Ahora, ya que V; C Vj, la funcion scaling ¢, (t)se puede expresar como

1 t +00
ot = 750 () = > Aot —n) (2-38)

2 n=-—oo
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con

Al = (=6 (5) 0t — ) (2:39)
donde h[n] son los coeficientes de la funcion scaling, por tanto k[n| se puede interpretar
como un filtro discreto pasa bajo (Daubechies, 1992). Esta es una importante obser-
vacion porgue permite la construccion de funciones de tiempo continuo partiendo de
filtros discretos iterados. Si se define la transformada de Fourier del filtro scaling como
h(w) = Y5 _ hln]e~#", entonces la transformada de Fourier de la funcion scaling
seria

o(2w) = —=d(w) (2-40)

por induccion, se tiene que para cualquier k£ > 0 la ecuacion se convierte en ¢(27*w) =
%h (2%) ) (2%) la cual es una ecuacion recursiva, expresandola se tendria

sy = {11 o () Voo (2-41)

w) = N -
m=1 \/§ 2m

donde ¢(0) = lim d(w/2%). Para que el producto infinito del filtro A[n] de origen a la

transformada de Fourier de la funcion scaling (converga), debe satisfacer las propieda-

des descritas por el siguiente teorema (Mallat, 2008)

Teorema 2.7. (Condiciones necesarias de h[n]) Si ﬁ(w) es de periodo 27 y continua-
mente diferenciable en una vecindad de w = 0, y si satisface

(W) + [h(w+ )P =2 h(0) =2 L |h(w)| > 0, (2-42)
entonces

~ 1 s w

s - 22}

es la transformada de Fourier de una funcion scaling ¢ € £L*(R).

Este teorema de Mallat y Meyer plantea que toda funcion scaling tiene asociada un
filtro pasa bajo, pero no todo filtro pasa bajo genera una funcion scaling, y ademas
de establecer las propiedades necesarias, implica con la primera condicion la ortogo-
nalidad del filtro, es decir 3, cz) h[n]h[n — 2k] = J[K], por otra parte también de forma
implicita indica que |g5(0)| = 1. Los filtros que cumplen la propiedad (2-42) son co-
nocidos como Filtros espejos en Cuadratura o QMF (Quadrature mirror filter) (Mallat,
2008). En la practica la forma de obtener la funcion scaling generalmente no es realizar
la transformada de Fourier inversa, sino que se recurre al algoritmo en cascada para
wavelet de soporte compacto propuesto por Daubechies (1992).
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Asi, se ha construido la base ortonormal de funciones scaling para cualquier espacio
V;, entonces mediante la proyeccion ortogonal de la funcion f en el espacio V; se ob-
tiene la Aproximacion de la funcion f ala escala 2/, que viene dada por la combinacion
lineal de las funciones scaling

o0

Puf= Y (f,0jn)bim (2-44)

n=—0o0

Construcci 6n de la Funci 6n Wavelet

La teoria de Multiresolucion (Mallat, 2008) asegura que tenemos una secuencia de
subespacios cerrados encajados, es decir que V;,; C V;, entonces es posible expresar
el subespacio faltante como el complemento ortogonal de V;

Vi =V ® Wi (2-45)

Asi, cada espacio de aproximacion V; es descompuesto en un espacio de aproxima-
cion grueso V;.; y un espacio de detalles 1, ;, como se observa en la Figura 2-4.
Pero, ¢qué representa W;,?, si V; representa la aproximacion de la funcion f en la
escala 2’ y ademas con esta informacion se puede obtener la aproximacion de f a una
escala mayor 21, entonces si se desea analizar la funcion se deberia tener la aproxi-
macion de f en cada espacio V}, lo cual haria un proceso muy redundante. Por tanto,
seria mejor si se procesara la informacion que esta en la escala 2’ y que desaparece
en la escala 21, es decir la informacion diferente entre las escalas, y esta informacion
no es mas que las fluctuaciones o «detalles» de f que aparecen en la escala fina 27, y
que se pueden obtener mediante la proyeccion de la funcion sobre el espacio W;;.

P\/jf:ij+1f+PWj+1f<:>PWj+1f:Pij—PVj+lf (2-46)

Para realizar la proyeccion ortogonal sobre W, ,, se debe encontrar una base orto-
normal, y de manera similar a la funcion scaling, la base se puede logar escalando y
trasladando una nueva funcion llamada funcion Wavelet (Mallat, 2008).

Entonces, como W; C Vj, es posible expresar la funcion wavelet ¢, (¢) en funcion de la
ya conocida funcion scaling

i) = 750 (5) = 3 alalote=n) (2-47)
donde
1 t
gln] = <ﬁ¢ <2) , 0t —n)) (2-48)

y como los espacios W, y V; son ortogonales, las funciones base también lo deben ser

(0,010 = (50 () 750 (5 )y =0 (2-49)
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Vi Wi

1% Wy

Figura 2-4 : Descomposicion multiresolucion.

reemplanzado (2-38) y (2-47) en (2-49), se tiene

(3 ginlo(t—n). Y hlk—2mlo(t — k) =0
n=-—00 k:—oo

y por la propiedad de linealidad del producto interno

+oo

_Z:(g ot —n), Zh —2m|op(t —k))y =0
Zi:o gln){p(t —n) kz_: hlk —2m]o(t — k)) =0

analizado el producto interno

I = {(¢(t —n), Z hlk — 2m|o(t — k))

- zof (6(t — ), hlk — 2m6(t — k)
F= 3 Wk 26— ), 0l — R)

(2-50)

(2-51)

y por ortogonalidad (¢(t — n), ¢(t — k)) = d[n — k|, entonces la sumatoria es distinta de

cero solo cuando n = k, por tanto

I = h[n —2m]
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por lo que reemplazando en (2-51) se obtiene la condicion de ortogonalidad de los
filtros

f g[n]h[n —2m| = 0.

Existen muchas formas de escoger g[n| de forma que satisfaga la ortogonalidad con
hin], una forma es la dada por Strang y Nguyen (1997) que consiste en invertir a h[n| y
alternarlo en signo, o en otras palabras es construir a partir de un filtro pasa bajo h[n|
un filtro pasa alto g[n], con sus coeficientes iguales a

gln] = (=1)""h[1 —n] (2-52)

ademas, la transformada de Fourier de (2-47) es ¢)(2w) = %g(w)é(w), por tanto al
reescalar se obtiene

A 1 w\ ~ /W
_ o= = 2-53
vlw) \/59(2>¢(2) (2-53)
con lo cual se ha cumplido las dos condiciones del siguiente teorema de Mallat (2008),

para que la familia de funciones wavelet formen una base ortonormal.

Teorema 2.8. (Condiciones bases Wavelets) Sea v (t) una funcién con transformada
de Fourier

A 1 w\ »~ [w
o) = 50 (5) 4 () (2-54)
con
Gw) = e R (w + ) (2-55)
entonces la familia
300 = 76 (5 e (2-56)
Jn \/2_] 2] n

es una base ortonormal de cualquier espacio {IV; }. Para todas las escalas, {1, ,,, j,n €
Z} es una base ortonormal del espacio £?(R).

con lo cual ya se tienen las bases ortonormales para cada uno de los espacios de
detalles W;, entonces la proyeccion de la funcion sobre el espacio 1V; vendria dada
por

+o00

Pij = Z <fa 7ij,71> wj,n (2'57)

Ahora, por la ortogonalidad de los subespacios WW;, sabemos que V; = V1 & W4,y
asuvez V., =V, & W, yyaque V, = {0}, entonces de forma general se tiene

L2(R) = @/ W, (2-58)
por tanto la funcion f puede ser representada de manera Gnica como
f— Z PWf— Z Z f¢]n w]n (2-59)
j=—00 j=—00nN=—00

lo que indica que la descomposicion de la sefial se puede ver como una agregacion de
detalles en todas las escalas.
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2.4.1. Implementaci 6n del An alisis Multiresoluci 06n

En la seccion anterior se ha obtenido la funcion scaling de forma recursiva para el nivel
particular j = 1, ahora se va a obtener la ecuacion para cualquier nivel j y tiempo
m. De la teoria de multiresolucion se conoce que la funcion scaling del espacio V; se
puede obtener como una combinacion lineal de la base ortonormal del espacio V;_,
es decir

—+00

Gim(t) = D (Bjm(t), djo1n(t))Dj—1.n(t) (2-60)

n=—oo

donde ¢,,,(t) = \/%gb(t‘gjm). Si se expresa el producto interno como integral y se
realiza el cambio de variable ¢ = (¢t — 27m)277~1, se obtiene

(Djm(t), dj—1.a(t)) = hln — 2m)] (2-61)

por tanto, la ecuacion recursiva de funciones scaling para cualquier nivel j, es dada por

+o0
Gim(t) = D hln—2mld; 1 .(t). (2-62)

n=—oo

De igual forma ocurre con las funciones wavelet, ya que el espacio W; C V,_;, es
posible expresarlas como una combinacion lineal de la base ortonormal de V;_;

—+00

Vim(t) = Y (Wjm(t), dj—1n(t))dj-1n(t) (2-63)

n=—oo

desarrollando el producto interno,

(Wim(t), pi-1n(t)) = gln — 2m] (2-64)

se obtiene la ecuacion recursiva de las funciones wavelet para cualquier nivel j

+o0o
Gim(t) = 32 gln = 2mlg; (1) (2-65)
ahora, si se toma el producto interno en ambas ecuaciones (2-62) y (2-65), se tendria
+o0
<f7 ¢j,m(t)> = _Z: h[n - 2m]<f7 ¢j—1,n (t)> (2'66)
400
(fbim(®) = > gln—=2m](f, ¢5-1a(t)) (2-67)

y definamos a;[m| = (f, ¢;.(t)) el coeficiente de aproximacion en el nivel j, y d;[m] =
(f,1.m(t)) el coeficiente wavelet del nivel j, entonces se tendrian los Coeficientes de
Descomposicion (Mallat, 2008):

ajlm] = ji:o hin — 2m|a;_;[n] (2-68)
Liml= > gln—2mla; [ (2-69)

n=—oo
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si se parte del nivel ;7 = 0, lo cual es valido dado que cualquier espacio V; mediante
escalonamientos puede ser obtenido de 1}, entonces a partir del coeficiente scaling
ap podemos obtener tanto a; y d;, luego a partir de a; se obtienen ay y d, y asi suce-
sivamente hasta el nivel finito ; deseado, es decir las aproximaciones se subdividen
sucesivamente en aproximaciones y detalles, que corresponde al proceso de analisis
(Mallat, 2008), ademas el coeficiente a, puede ser reescrito como la sucesion de deta-
lles d;, ...d; y una aproximacion a;, tal como se puede apreciar en la Figura 2-5.

a2

Figura 2-5 : Banco de filtros del proceso de analisis.

En la Figura 2-5 aparece un factor de submuestreo por 2, este se debe a que el coe-
ficiente ao es convolucionado con el filtro 4[n] y luego se mantienen solo las muestras
par o impar (dependiendo de m), lo cual corresponde a un proceso de submuestreo.
Ahora se debe obtener una expresion que permita a partir de los coeficientes a; y d;
obtener el coeficiente a;_;, que no es otra cosa que el proceso inverso o de sintesis
(Mallat, 2008).

Se conoce que V;_; = V; @ W;, entonces las funciones ¢;_,,,(t) se puede obtener
como una combinacion lineal de las bases

+oo
¢j—1,m(t) = Z <¢j—1,m(t)u¢]n ¢jn + Z ij lm %n( )>¢j,n(t)
(2-70)
recurriendo a (2-61) y (2-64) se obtiene
+oo
Gj—1m(t) = D hlm —2n]p;.(t) + Z glm — 2n]a; . (t) (2-71)

n=—oo n=—oo

y lo que queda es tomar el producto interno con la funcion f

<.f ¢] 1m Z h _2n ¢]n + Z gm 2n]<f>¢jn( )> (2'72)

n=—oo n=—oo

reemplazando por coeficientes, se tiene la ecuacion de reconstruccion

a;_1[m] = f h[m — 2n]a;[n] + Z glm — 2n]d;[n] (2-73)

n=-—o0o n=-—00

entonces el coeficiente de aproximacion a,_; es obtenido mediante un sobremuestreo
por 2, de los coeficientes a; y d; como se aprecia en la Figura 2-6



24 2. Teoria Wavelet

Figura 2-6 : Banco de filtros del proceso de sintesis.

2.5. Wavelet Packets

Para aplicaciones en las cuales las sefales tienen caracteristicas que varian con el
tiempo, como por ejemplo la musica, o cuando se desea poder realizar clasificaciones,
es necesario desarrollar una transformacion que fuera de alguna manera adaptativa.
Asi surgio la teoria de funciones Wavelet Packet (Coifman et al., 1992), que es una ge-
neralizacion del analisis multiresolucion, donde no se limita a la descomposicion de los
espacios de aproximaciones V;, sino que permite obtener también una descomposicion
de los espacios de detalles 17/, por tanto se debe cambiar la nomenclatura utilizada
para representar los espacios, supongase que la escala de aproximacion inicial es k,
entonces en la raiz del arbol se asocia el espacio V,, = W, por tanto ¢, = 90, Y €S
posible asegurar por el teorema de Coifman et al. (1992) que cualquier nodo hijo (7,1)
donde j representa el nivel de profundidad y / el nlmero de nodos a la izquierda, se
puede descomponer como

Yiv1.2( Z hinJ;i(t — 27n) ¥ 241 (t Z ginJv;(t —2'n)  (2-74)

n=—oo n=—oo

donde las familias {t;+12} Y {¥;+1,21+1} constituyen bases ortonormales para los es-
pacios Wj 1o Yy W;i1 241 respectivamente. La subdivision recursiva permite construir
el arbol binario de la Figura 2-7.

Wio

Witoo0  Wirig Wigi2 Wit13

Figura 2-7 : Arbol binario wavelet packet.

La teoria wavelet packet permite construir una libreria de funciones de la cual varias
bases pueden ser extraidas, y la adaptabilidad se obtiene al poder encontrar una base
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wavelet packet que ofrezca una maxima separacion de una caracteristica basada en un
criterio, el cual se conoce como Funcion Costo. Esta nueva descomposicion se puede
resumir en un arbol binario, el cual debe cumplir que cada nodo solo puede tener dos o
ningUn hijo nodo, Figura 2-8, y es de gran importancia estas funciones porque permiten
construir diferentes arboles, que en el dominio de frecuencia se ven como diferentes
descomposiciones en frecuencia, tal como se aprecia en la Figura 2-8

Figura 2-8 : Arboles binarios wavelet packet.



Capitulo 3

Procesamiento Cu antico de Se Rales y
su aplicaci 0n en la teoria wavelet

En el presente capitulo se da una introduccion a los temas mas relevantes del proce-
samiento cuantico de sefales (Quantum Signal Processing - QSP), y se presentan los
aportes del proyecto de grado que corresponden a aplicaciones del QSP en la teoria
wavelet, que demuestran la utilidad del marco QSP para derivar nuevos métodos de
procesamiento al expresar la teoria wavelet en términos de una o varias mediciones
QSP. Entre estas aplicaciones desarrolladas se tiene: una nueva forma de descompo-
sicion wavelet al recurrir a nuevos mapeos QSP, uso del cuantizador QSP en los coefi-
cientes wavelet, arbol wavelet packet adaptativo en sistemas de comunicacion (Hoyos
y Jojoa, 2015), transformacion MMSE en los coeficientes wavelet, y el planteamiento
de un nuevo frame denominado wavelets uniformes geométricamente. Las aplicacio-
nes de cuantizacion y transformacion MMSE seran exploradas en los Capitulos 4 y 5.

3.1. Procesamiento Cu antico de Se fales

El procesamiento cuantico de sefiales es un marco de referencia desarrollado por El-
dar (2001), el cual recurre al uso de algunos principios y formalismos de la mecanica
cuantica para replantear el procesamiento clasico de sefales y asi poder crear o modi-
ficar diferentes algoritmos. En la mecanica cuantica existen tres principios fundamen-
tales que son Medicion, Consistencia de la medicion y Cuantizacion de la medicion,
por tanto el QSP debe realizar la definicion de ellos.

Medici 6n QSP: Consiste en aplicar un algoritmo a una sefal (Eldar, 2001). Sea la
sefial de entrada x que pertenece a algin espacio de Hilbert H, a la cual se le desea
aplicar una medicion QSP M para producir una sefal de salida y = M(z) € H. Si la
sefial  no es adecuada para M entonces es posible construir una transformacion que
realice un mapeo del espacio de la sefial X al espacio de Hilbert H, T, : X — H de
tal manera que la nueva sefial & = T, (x) sea adecuada para la medicion M. Finalmen-
te a la salida se le aplica el mapeo inverso para obtener la sefial en el mismo espacio
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T,: H— Y, tal como se puede apreciar en la Figura 3-1.

K¢
L
<

— T

Y

M

Y

T, ——

Medicion QSP
Figura 3-1 : Esquema general de la Medicion QSP (Eldar, 2001).

Consistencia de la Medici 6n: La sefial y obtenida después de una medicion debe ser
tal que al realizar de nuevo el proceso, es decir, realizar una nueva medicion sobre y, se
obtendra el resultado inicial, y (Eldar, 2001). Si M representa el operador de medicion,
y z la sefial el objeto a medir, se tiene:

M(y) =y (3-1)

donde y = M (x).

Cuantizaci 6n de la Medici 6n: Se exige, para todas las mediciones M, que la sefal
resultante de una medicion debe pertenecer al conjunto de sefiales determinadas de
M (Eldar, 2001).

En el analisis realizado en el marco de referencia QSP, se desarrollaron los siguientes
3 tipos de medicion para el disefio y/o modificacion de algoritmos:

1. Medicion de rango uno (Rank-one Measurement - ROM) se definen por vectores
de medicion.

2. Medicion de subespacios (Subspace Measurements - SM) definidas por proyec-
ciones.

3. Medicion simple de subespacios (Simple Subspace Measurements - SSM) son
proyecciones lineales.

3.2. Medici 6n QSP rango uno

Una medicion de rango uno o Rank-one Measurement (ROM) (Eldar, 2001), es en
general un mapeo no-lineal (probabilistico) entre H y el conjunto de sefiales determi-
nadas de M, descrito por un conjunto de vectores de medicion {¢; € H,i € 1}, donde [
representa un conjunto indice. En la mecanica cuantica estos vectores de medicion g;
deben ser ortonormales y por tanto linealmente independientes, pero parte de la gran
utilidad que presenta este nuevo marco es la no limitacion fisica presente en los sis-
temas cuanticos, es decir; las mediciones no estan limitadas a las condiciones fisicas
presentes en los sistemas cuanticos, por lo que los vectores ¢; se pueden asumir que
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no son multiplos de otro, ni que sean ortonormales, entonces los espacios unidimen-
sional S; generados por los vectores de medicion ¢; son disjuntos.

Los subespacios de medicion S; (Eldar, 2001), son los subespacios unidimensional
gue contienen todos los vectores que son maltiplos de ¢;, asi las sefiales determinadas
son las sefnales que caen completamente en cada subespacio (x € S;), y por tanto
son todas las sefiales de la forma ag;, que se denotan como X,,. P, representa la
proyeccion sobre el espacio S;, entonces la medicion M se define como

Px==x size X
M(x) = | o (3-2)
Pz, coni= fu({(z,q)}) siz ¢ Xy
donde f); es un mapeo entre la sefial de entrada y el conjunto de indices, que solo
depende del producto interno de la sefial = con los vectores ¢;, y que permite que la
sefial no determinada = sea cuantizada en una de las sefiales determinadas P;z. Co-

mo ejemplos se tendrian f,; = arg max{x, gx), 0 fyr = arg max({z, qx) — (qx, qx))-
kel kel

Se puede observar que la medicion QSP genera algoritmos los cuales son no-lineales
cuando las sefales no son determinadas, pero que son caracterizados por operado-
res de proyeccion lineales, es decir; en Ultima instancia la medicion QSP se puede ver
como un operador P; (una proyeccion sobre el espacio unidimensional S;), que actua
sobre una sefial de entrada z, en donde el operador P; es escogido de un conjunto de
operadores {P;,i € I} mediante alguna regla dada por el mapeo fj,. Por tanto, en la
medicion QSP siempre se va a tener que la sefial de salida es una sefial determinada
de M.

Dada que una ROM en realidad depende de la eleccion del mapeo probabilistico f,,,
de los vectores de medicion ¢; y de la proyeccion P;, el marco QSP provee un método
sistematico que permite modificar o crear nuevos e interesantes algoritmos de proce-
samiento de sefiales 0 imagenes, ya que al no estar sujeto a las limitantes presentes
en la fisica cuantica, es posible utilizar nuevas restricciones que llevan al desarrollo de
los algoritmos. Por ejemplo, el mapeo f,; puede utilizar mapeos probabilisticos o de-
terministicos, abriendo un abanico mas amplio de posibilidades. También los vectores
de medida ¢; ya no estan como en la mecanica cuantica limitados a ser ortonormales
y las proyecciones P, tampoco deben ser solo ortogonales.

3.2.1. Diseiio de algoritmos mediante el uso de ROM
Al usar una medicion ROM se presentan dos posibilidades (Eldar, 2001):

1. Aplicar la medicion ROM sobre la sefial.

2. Usar algunos parametros de la medicion ROM, pero sin aplicar directamente la
medicion ROM sobre la sefial.

a continuacion se entrara en mas detalle sobre estas posibilidades.
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Disefio de algoritmos con aplicaci 6n de medici 6n ROM

El paso clave en el disefio de un nuevo algoritmo es la definicion o identificacion de
los vectores de medicion ¢;, ya que estos a su vez van a definir las posibles salidas
del algoritmo, y luego se debe asociar un espacio de Hilbert H a estos vectores. Si la
sefial de entrada = no pertenece al espacio se puede utilizar una transformacion T,
para obtener una representacion & € H, entonces ya es posible usar la medicion ROM
sobre la representacion de la sefial para obtener la salida del algoritmo y = M(%), la
cual si la senal de entrada es una sefial determinada sera igual a la representacion
y = M(x) =z y si por el contrario no lo es, la salida sera una sefial determinada dada
por 7 = P,z que dependera del mapeo f,,;. Por Gltimo si es necesario se utilizaria una
transformacion T, para que la sefial de salida y esté en el mismo espacio vectorial que
z, lo cual se puede apreciar en la Figura 3-1. En conclusion, el marco de referencia
QSP provee las transformaciones, los vectores de medicion y los operadores de pro-
yeccion para el disefio de nuevos algoritmos.

De manera interesante se logra apreciar como la teoria Wavelet encaja perfectamente
en el marco QSP, gracias en parte a que la transformacion wavelet se puede ver como
una proyeccion de la sefial en el domino wavelet, y por tanto actia como un operador
sobre la senal x, que lleva a aplicaciones en diferentes campos de la ingenieria como
por ejemplo la transmision, codificacion y analisis de la sefial. El marco QSP provee
nuevos caminos para modificar no solo la teoria wavelet sino cualquier algoritmo que
pueda ser expresado como en la Figura 3-1. Por ejemplo, ademas de utilizar mapeos
deterministicos o probabilisticos, también es posible recurrir a mediciones combinadas
o se puede definir nuevas limitantes a los vectores de medicion, una de ellas puede ser
en el producto interno utilizado.

En este orden de ideas, en este trabajo se disenaron las siguientes aplicaciones del
marco QSP en la teoria wavelet.

En la siguiente aplicacion (Ejemplo 1), se muestra como puede ser expresado median-
te el concepto de la medicion ROM, los coeficientes resultantes del proceso de analisis
de una sefial al utilizar la descomposicion wavelet packet.

Ejemplol Descomposici 6nWavelet: Enla descomposicion de una sefal
x se utiliza el proceso de analisis; en el cual se utiliza la transformada wave-
let para obtener los coeficientes «;, y cuando la sefial ha sido contaminada
con ruido blanco aditivo es com(n utilizar una funcién costo para su elimi-
nacion. En el proceso de analisis o Transformada Wavelet discreta se utili-
zan las funciones wavelet ¢ (t), que no hacen méas que realizar un proceso
de correlacion con la funcién x a través del producto interno. Para imple-
mentar la medicion M, primero se debe definir los vectores de medicion
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{q:(t) = ¢i(t)}, y luego se define el mapeo f,; como

Ju(z(t) = ar%er?ax{@(t% h;(t)} =i (3-3)
el cual se encarga de seleccionar la i-ésima wavelet de un conjunto J que
mejor se aproxima a la sefal. Iterando este proceso hasta cumplir algin
criterio, por ejemplo, un umbral de porcentaje de la energia, permitiria des-
cartar ciertas wavelet que no den mayor informacion. Se observa como es-
te mapeo probabilistico se postula a ser una muy buena aplicacion en la
Teoria Wavelet, sometiendo los coeficientes de analisis a este mapeo [y,
se obtendria una representacion reducida similar a un proceso de compre-
sion:

+o0

r=fuf{ > f (T, Vi) Yjn}

j:—oo n=—oo
+00

=z= > i@ Sl $jn) Yjm-

j=—00N=—00

(3-4)

De la seleccion del mapeo se pueden desarrollar nuevos e interesantes
aportes a la teoria wavelet. El mapeo f,,; puede ser completamente aleato-
rio; seleccionando solo ciertos coeficientes de acuerdo a cierta distribucion,
a partir de los cuales se buscaria poder recuperar la sefnal original. Este
tipo de descomposicion abre un camino muy interesante ya que permite
explorar que bases wavelet optimizan el proceso de recuperacion respec-
to alguna norma, y mas aln, determinar la probabilidad con que se puede
recuperar la seial original. Por tanto, se tendria nuevos caminos de investi-
gacion.

Ademas, otros ejemplos que el mapeo f; podria representar son un nue-
Vo cuantizador o un estimador de parametros, que podrian aportar en el
proceso de analisis de una funcion.

Ejemplo 2 Modulaci 6n Wavelet: En la transmision mediante sefiales
wavelet, una parte esencial es la recepcion; la cual se realiza mediante
filtros sintonizados o Matched Filter (MF). En el marco QSP se desarroll6
un nuevo MF llamado filtro sintonizado ortogonal (Orthogonal matched filter
- OMF) (Eldar y Oppenheim, 2001) al imponer una restriccion en el producto
interno de los vectores de medicion, que da origen a un receptor compuesto
por un banco de correladores con sefiales que estan sintonizadas y con una
estructura definida, cercanas en un sentido de minimos cuadrados o Least
Square (LS) a las sefiales transmitidas, presentando un comportamiento
mejor cuando el ruido no es gaussiano. De manera interesante, en (Eldar y
Oppenheim, 2001) se demostré que este receptor puede ser implementado
como un MF seguido por una transformacion de covarianza, que optimiza



3.2. MEDICION QSP RANGO UNO 31

la correlacion de las salidas del MF antes de la deteccion, por tanto, podria
ser aplicado en un sistema de transmision que utiliza las funciones wavelet,
buscando mejorar su desempeno ante ruidos aditivos distintos al gaussiano.

Ejemplo 3 Compresi 6n: En la conversion de una sefial analdgica f, esta
es discretizada en una sefal f[n] de tamafio N, que luego se descompone
en una base ortonormal wavelet:

=2 {f ) (3-5)
keT
Los coeficientes (f, 1) son aproximados por valores cuantizados Q({f, ¢x)).
Al mapear a la medicion QSP se puede recurrir al uso del cuantizador QSP
(Eldar, 2001), que se describe a continuacion.

Ejemplo 4 Cuantizador Probabilistico:  Se puede decir que cuantiza-
cion es un proceso que transforma la entrada en una salida digital, la cual
se toma de un conjunto finito de posibles salidas. Se puede hacer elemento
a elemento (cuantizacion escalar) o se puede hacer a cada vector (cuantiza-
cion vectorial) (Gersho y Gray, 1991). Un cuantizador realiza una particion
en n niveles {y;,1 < i < n}, y cada entrada de x es mapeada a un nivel
mediante una funcion y; = Q(z) donde ¢ = arg min |z — y,|, es decir; se esta
escogiendo el nivel mas cercano al valor de entrada, lo cual es conocido
como la regla de la vecindad mas cercana.

Para realizar la descripcion del cuantizador como una medicion QSP es ne-
cesario la definicion de los vectores de medicion ¢;,1 < ¢ < n, que en este
caso corresponderian a los vectores ortonormales del mapeo 7' : R — R",
gue asocia a cada uno de los niveles y; un vector en ¢; € R™. Si la entrada
del mapeo corresponde a un nivel y; entonces se tiene 7'(y;) = ¢;, pero si la
entrada es otro valor = # y;, entonces T'(x) = z, donde z = SN | qi/(x — yi).
Recurriendo a la ecuacion (3-4) de descomposicion de la funcion y reem-
plazando el mapeo por @), se tiene

Zoo Z ((f, i) )jn (3-6)

j=—00n=—00

donde f representa una aproximacion de la sefial f, y los coeficientes
son cuantizados por el cuantificador probabilistico ) desarrollado por El-
dar (2001). Esta aplicacion de QSP en la teoria wavelet sera explorada mas
en profundidad en el Capitulo 4.

Uso de par ametros para el dise fio de Algoritmos

El marco QSP ofrece otra posibilidad en la creacion de nuevos algoritmos, que consiste
en recurrir al uso de los parametros de la medicion ROM para procesar los datos de
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interés. Debido a que cualquier algoritmo lineal puede ser expresado como un proceso
realizado sobre los datos por un conjunto de vectores de medicion, esta perspectiva
facilita la adopcion de limitantes de la mecanica cuantica que aporten en la basqueda
de algoritmos mas 6ptimos (Eldar, 2001).

Si recurrimos al uso de operadores lineales, la transformada Wavelet la podemos ex-
presar como un operador lineal de analisis ®* : H — ¢(*(Z), el cual es posible expre-
sarlo de forma matricial, donde las filas de la matriz son las funciones ;, y el vec-
tor resultante seria igual a y = ®*z. Este nuevo punto de vista facilita el uso de los
parametros aportados por el QSP para su modificacion, por ejemplo, establecer nue-
vas condiciones sobre la matriz de covarianza y derivar algoritmos 6ptimos sujetos a
tal condicion. De esta manera el QSP extiende el concepto de minimos cuadrados o
LS de la mecanica cuantica para desarrollar algoritmos que minimicen el criterio MSE
sujeto a condiciones sobre la matriz de covarianza.

La siguiente aplicacion hace uso de este nuevo punto de vista.

Ejemplo5 Transformaci 6n MMSE: Cuando se tiene un vector aleatorio
xr € C"y se desea utilizar alguna transformacion W que permita obtener un
vector y = Wx de-correlacionado, es decir; la matriz de covarianza original
C, se convierta en una matriz identidad de la forma C, = 4*I,,, para alguna
constante a. La transformacion debe ser tal que

C, = E{yy'} = E{Wz(Wz)"}
C, = WE{zz"}W~
Cc, = WC,W*=dI,

Para la seleccion de la transformacion blanca se presentan diferentes op-
ciones, pero generalmente el vector y no es sensible a los cambios del vec-
tor de entrada x, lo cual no es muy deseable en estimadores. Teniendo en
cuenta lo anterior y recurriendo a ideas de la deteccion cuantica, el marco
QSP propuso una transformacion blanca 6ptima donde el vector resultante
y es tan cercano a x sujeto el criterio MSE, llamada Transformacion blanca
MMSE (Eldar, 2003). En el Capitulo 5 se explorara la aplicacion en la teoria
wavelet.

En la siguiente aplicacion el estimador desarrollado por el marco QSP al recurrir a ideas
de la deteccion cuantica e ideas de LS, es utilizado en la teoria wavelet con el objetivo
de obtener un algoritmo lineal sujeto a restricciones estocasticas en el producto interno.

Ejemplo 6 Estimador CSLS: En los dispositivos de deteccion digital,
como camaras o micréfonos, se presenta el problema que sus mediciones
estan contaminadas por ruido, las cuales pueden ser modeladas como:

yln] = a[n] +wn] (3-7)
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donde a[n] por ejemplo podria representar los coeficientes de analisis en
una descomposicion wavelet a[n] = ®*z, y donde w[n] describe el ruido
intrinseco a la sefal con matriz de covarianza C,,, por ejemplo en situacio-
nes donde la intensidad de la luz es baja y se toma una fotografia, ademas
también el ruido generado por el propio dispositivo. A menudo el ruido w
es modelado como un vector aleatorio con una distribucion de probabilidad
Gaussiana. La idea es lograr obtener un estimador D tal que el vector es-
timado z;s = Dy de x, permita obtener un vector estimado § = ®*7 . el
cual este lo mas cercano posible al vector original de medidas y. Entonces
se busca minimizar

ers = (y — ®*215)*C (y — ®*Frs) (3-8)

pero en muchos casos se vuelve a presentar el problema que el vector y
no varia al ritmo que lo hace z, lo que originaria un bajo desempefio del
estimador LS.

Para mejorar el desempeno del estimador, el marco QSP propuso una mo-
dificacion basada en ideas desarrolladas en la deteccion cuantica, donde se
tiene un control en la forma espectral y el rango dinamico de la covarianza
del error, mediante la seleccion de un estimado de = que minimice el error
de la varianza sujeto a restricciones de la covarianza del error. Al estima-
dor se le llama estimador LS con conformacion de covarianza o Covariance
Shaping Least Square (CSLS) (Eldar y Oppenheim, 2003). Asi, Zcsr.s = Dy
es escogido para minimizar

e=E((y — ®*Dy)"C,'(y — ®* DY) (3-9)

donde ' = y — E{y}, y ya que la covarianza del error en el estimado Z¢gsrs
es igual a la covarianza del estimado Z¢gs.5, S€ le impuso la restriccion que
debe ser proporcional a una matriz de covarianza R. Por tanto, el estimador
D debe satisfacer

DC,D* = d’R (3-10)

donde a > 0 es una constante que puede ser especificada o escogida tal
gue minimice el error. La aplicacion del estimador en la teoria wavelet queda
propuesta para ser desarrollada en trabajos futuros.

3.3. Medici 6n de Subespacio (SM) y SSM

Una medicion de subespacio o Subspace Measurements (SM) (Eldar, 2001) pretende
determinar cual subespacio esta mas adaptado de acuerdo a algun criterio a la sefial
que se esta midiendo. Si M° es un SM definido sobre el espacio H, entonces M*
es mapeo no lineal descrito por un conjunto de operadores de proyeccion {P,,i € I},
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donde P; es una proyeccion sobre un subespacio S; C H, y los subespacios solo se
interceptan en (). Pero a diferencia de la mecanica cuantica, tales operadores de pro-
yeccion no estan limitados a ser ortogonales, permitiendo mayor grado de libertad en
su diseno.

Las sefales determinadas x € H son similares a las definidas para una ROM, es decir;
si z € S; entonces la sefial = es una sefial determinada de M?, y el conjunto de todas
las sefiales determinadas es denotado por X3;,. Un SM es un mapeo probabilistico
entre H y X3, con las siguientes caracteristicas:

= Es un mapeo identidad si la sefial es deterministica, esto es, si x € S;, entonces
MS(z) = Po =x

= Es un mapeo probabilistico si x ¢ S;, entonces M*(x) = Px.i € I donde i =
fu{{Prz, Pex), k € T})!

y fi; - H — I al igual que las ROM, define un mapeo probabilistico entre las sefiales
y los indices, y que depende solo del producto interno. Por ejemplo, se podria escoger
un mapeo que seleccione el indice con mayor norma euclidiana, es decir

S 2
Sy (@) = arg max || P.x|| (3-11)
kel
Se observa como una medicion SM proyecta la sefial sobre un subespacio de acuerdo
a algln criterio (por ejemplo una norma), y se puede ver como selecciona el subespacio
gue es mas parecido es la sefal de entrada. De manera resumida se tiene

M5 () = {x SixEX;\q/f (3-12)
Pz, coni = fy,({{Pz, Pis)}) siz ¢ X3,

Un caso especial parece cuando la medicion M?° es definida por un (nico operador
de proyeccion P, entonces M“(z) = Pz, y es llamada Simple Subspace Measure-
ments (SSM) (Eldar, 2001).

A continuacion se da una aplicacion de SM en la teoria wavelet.

Ejemplo 7  Arbol adaptativo Wavelet:  En la representacion de una sefial
x mediante los arboles wavelet, la seleccion de las bandas pasa bajas y
pasa altas se realiza de acuerdo a un criterio, el mas conocido ha sido pro-
puesto por Coifman y Wickerhauser (1992), donde el criterio utilizado fue
la entropia. Pero, el uso del QSP abre un nuevo camino de utilizar nuevos
criterios asociados a un mapeo que facilite la extraccion de mayor informa-
cion de la sefal de interés, o que permita una descomposicion mas optima.
Con esta idea se lleg6 al disefio de un sistema de multiplexacion por divi-
sion de paquetes dinamica (MDPWD) (Hoyos y Jojoa, 2015), el cual parte

les importante notar que (P, Ppx) = || Puz|”
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de los resultados obtenidos en (Hoyos y Jojoa, 2014), donde se demostro
la mejoria al utilizar arboles asimétricos, para desarrollar un nuevo esque-
ma que busca realizar una asignacion dinamica de las wavelet packet que
funcionan como ondas portadoras, con el objetivo de reducir la localizacion
en frecuencia y por tanto reducir el nivel de interferencia presente en la
comunicacion.

El esquema propuesto MDPWD (Figura 3-2) consta de un selector de fun-
ciones wavelet packet, que realiza una asignacion dinamica de las sub-
portadoras o funciones wavelet packet del espacio finito equiprobable de
arboles binarios S a cada usuario en un instante de tiempo, sin tener a prio-
ri informacion del canal de comunicacion, buscando disminuir la localizacion
en frecuencia de las sub-portadoras.

MULTIPLEXOR DEMULTIPLEXOR

Asignacion

x,[n] @) () Yoln] Asignacién | — " % ]

dindmica de Modulador C?ﬂlﬂl.d?’ Y dinamica de | —* ».[7]
subportadoras PAM Transmision Adaptado A correladores | — i p vl

- t=kT, -,
fZnl fFl-n]

¢t —kT})

Selector de ‘
wavelet packets

Figura 3-2 : Diagrama en bloques del esquema propuesto MDPWD.

Para observar como este esquema disminuia el nivel de interferencia, se
evaluo su desempefio en un canal con desvanecimiento selectivo en fre-
cuencia dado por

y(t) = ri(t)s(t) + ro(t)s(t — 7) + n(t) (3-13)

donde s(t) es la seial de entrada al canal, 7 corresponde al retraso, n(t) re-
presenta el ruido blanco o gaussiano y r(t) son procesos gaussianos com-
plejos con densidad espectral de potencia dad por

1
R(f) = § ™av1=U/a* i<t (3-14)
0, p.d.v

con una frecuencia doppler maxima de f; = 60Hz. Debido a que el desva-
necimiento selectivo en frecuencia afecta en un instante de tiempo cierto
rango de frecuencias, el esquema propuesto al variar la descomposicion de
subbandas mediante el cambio del arbol binario permite combatir el desva-
necimiento selectivo al evitar que los usuarios utilicen las mismas frecuen-
cias durante toda la transmision, y por tanto sean menos afectados por las

— y,[n]
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efectos adversos de un canal de comunicaciones variante en el tiempo, co-
mo se observa en la Figura 3-3; donde se aprecia que el nuevo esquema
supera el comportamiento respecto a la tasa de error binario o Bit Error Ra-
te (BER), tanto del sistema de Multiplexacion por Division de Paqguetes Wa-
velet (Wavelet Packet Division Multiplexing - WPDM), como del sistema de
acceso multiple-multiplexacion por division wavelet ortogonal MA-OWDMS
(Liew et al., 2005).

WPDM
——MDPWD ]
—— MA-OWDMH
-
10 1 ha
*. = . -\\.
——
[+4 \K —_
E‘10'2
= =
=
S
-)k\
INERNV
107 \* \ e
ATy
L. .
P
— -
107 ~
0 5 10 15 20 25 30

Eb/No

Figura 3-3 : Comportamiento de la BER contra Eb/No de los esquemas en un canal
con desvanecimiento selectivo en frecuencia con una f; = 60Hz (Hoyos y
Jojoa, 2015).

3.4. Combinaci 6n de Medidas QSP

En algunos casos se conoce de ante mano informacion sobre los sistemas cuanticos,
como por ejemplo que el sistema cae completamente en uno o varios subespacios,
lo cual llevaria a que los vectores de medicion se disefien para que estén limitados a
tales subespacios. Esta idea es la que lleva a las nociones de Medidas con valores de
operadores positivos o Positive-Operator Valued Measure (POVM) (Eldar, 2001) que
buscan aplicar mediciones sucesivamente. Esta caracteristica los hace muy deseables
en aplicaciones donde se desea extraer mas informacion de los datos. Una forma alter-
nativa de entender que es un POVM, es recurrir al QSP y verlo como un ROM seguido
de una proyeccion o simple subespacio de medida (SSM).

Recurriendo a la ventaja de no tener limitaciones fisicas contrario a la mecanica cuanti-
ca, es posible incluir nuevas formas de combinar las mediciones que permiten ampliar
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el abanico de aplicaciones. A continuacion se describen las combinaciones de medi-
das.

3.4.1. Clases de Mediciones Combinadas

El marco QSP definio la combinacion utilizando solo ROM y SSM. A la ROM se le
asocia la medicion M; y la SSM se le asocia la medicion M,, al combinarlas; es decir
al tener por ejemplo M, = M;(M,(z)), se pueden tener cuatro combinaciones (Eldar,
2001):

1. ROM seguido de una SSM, My,
2. SSM seguido de una ROM, M,
3. ROM seguido de una ROM, My

4. SSM seguido de una SSM, My

ROM seguido de una SSM

En esta combinacion de medidas se tiene que M, al ser una SSM realiza una proyec-
cion del resultado de la primer medida M; sobre el rango del operador E, entonces los
posibles resultados de la medicion seran proporcionales a la proyeccion de los vecto-
res de medicion utilizados en M, y se llamaran vectores de medicion efectivos (Eldar,
2001). El marco QSP mostr6 que tales vectores conforman un frame para el rango de E
(R(E)). Dada la flexibilidad que aporta el marco QSP se pueden establecer restriccio-
nes sobre los vectores de M. Si los vectores de medicion de M, fueran las funciones
wavelet ¢; mediante las restricciones nhombradas, que serian en Gltimas establecidas
por el tipo de proyeccion E utilizadas, por ejemplo si fuese una proyeccion oblicua daria
conexion a las wavelet oblicuas, observandose como el marco QSP ofrece una intere-
sante manera de crear o conectar con las funciones existentes, las cuales se puede
apreciar en la Figura 3-4.

Es de nuestro interés explorar en mas detalle la combinacion 1, ya que lleva al disefio
de una estructura de vectores conocida como Frames Uniformes Geomeétricamente
(Eldar y Bolcskei, 2003).

Frames Uniformes Geom étricamente (UG): Un frame es una generalizacion de las
bases (Duffin y Schaeffer, 1952), que permiten una representacion redundante ya que
los vectores tiene mas libertad en su estructura y pueden ser linealmente dependien-
tes, ademas pueden dar origen a representaciones escasas (Mallat, 2008). EI nUmero
de vectores n del frame es mayor que la dimension del espacio m, y el factor de re-
dundancia viene dado por f = n/m. Un conjunto de vectores X es geométricamente
uniforme si, dados dos puntos = y 2’ en X, existe una isometria T' que transforma x a
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Bases multi-wavelet oblicuas

Wavelets bi-ortogonale
con bases arbitrarias

Wi LV, Wi LV # 3§

Wavelets bi-ortogona
Wi LV, Wi LVisi # j
%’J—?/Jj» ? 7£ J

Wavelets semi-ortogona

Wavelets Ortogonal
Wil W, i Lapj, i #

Figura 3-4 : Clases de familias wavelets.

2’ mientras deja X invariante:

T(z) = o (3-15)
TX) = X (3-16)

Recurriendo a los anteriores conceptos, el QSP logra desarrollar una nueva area de
accion denominada Frames Uniformes Geométricamente (UG), que son vectores con
propiedades simétricas muy fuertes (Eldar y Bolcskei, 2003). El marco QSP ademas de
desarrollar su definicion, logra la creacion de un método para la construccion de frames
uniformes geométricamente. Se puede decir que la caracteristica principal de estos
vectores es ser generados a partir de una funcion ¢ conocida como vector «generador»,
mediante una transformacion ; = U2, donde las transformaciones U; son unitarias y
forman un grupo abeliano Q?. Asi, se observa que esta clase de frame tienen otra for-
ma de construccion que es muy distinta a la construccion de wavelet, la cual se realiza
mediante traslaciones (7)) y dilataciones (D).

Ademas, un frame UG tiene la interesante propiedad que al verlos lucen iguales geomeé-
tricamente desde cualquier punto del conjunto, la cual es una caracteristica muy impor-
tante para aplicaciones como en la codificacion de canal (Forney, 1991) y codificacion
de descripcion maltiple y optimizacion numérica de los mismos (Goyal et al., 2001),

2Es decir; @ contiene la transformacion identidad, el inverso de cada Ui‘l, el producto U;,U; € Qy
U,U; = U,U;.



3.4. COMBINACION DE MEDIDAS QSP 39

también permite reducir la complejidad computacional requerida en su ejecucion. La
importancia radica cuando por ejemplo, en una transmision se han perdido paquetes, y
se desea determinar la calidad de la reconstruccion; una forma es saber como se com-
porta el frame cuando uno o mas de los vectores del frame se han removido, por tanto
es importante ser capaz de estimar las cotas del frame reducido. Los frame UG tie-
nen la propiedad que si los paquetes son perdidos con igual probabilidad, las cotas del
frame se deterioran uniformemente sin importar que vector del frame ha sido removido.

Por otra parte se puede encontrar los frames Uniformes Geométricamente Compues-
tos (UGC) que es una extension de frames UG, los cuales son generados por un grupo
Abeliano finito usando multiples vectores generadores (Eldar y Bolcskei, 2003). Es im-
portante resaltar que estos vectores no son necesariamente UG, aunque si consisten
de un subconjunto de vectores que si son UG. Ahora, si los vectores generadores del
frame UGC son UG, y generados por un grupo Abeliano O, en (Eldar y Bolcskei, 2003)
se demostro que este tipo de UGC son una generalizacion de los frames de Gabor
los cuales son generados a partir de una funcion madre g(t¢), la cual es sometida a
modulaciones mediante un operador Mg(t) = e2™®t4(t) y traslaciones Tyg(t) = g(t — b),
y donde @ es el grupo de traslaciones y O es el grupo de modulaciones.

Dado que en (Christensen y Goh, 2014) se ha logrado demostrar que es posible ba-
sados en ciertos dual frames de Gabor construir un dual frames Wavelet y viceversa,
y aunque la redundancia se preserva en casos especiales; como por ejemplo wavelet
ortonormal o shannon, esta conexion abre un nuevo camino ya que los UGC son una
generalizacion de los frames Gabor, entonces se podria pensar en utilizar la relacion
para la construccion de una generalizacion de los frame wavelet. Esta relacion entre
tales frames se logra mediante el uso de una transformacion que disefiaron y que tie-
ne una caracteristica especial, que consiste en la preservacion de la distancia de los
vectores del frame. La transformacion consiste en asociar a una funcion g € £2(R) que
presenta la propiedad g(log, | - |) € £2(R), una funcién ¢ € £*(R) tal que su transfor-
mada de Fourier venga dada por

la) = {g(loge af) sia#0 (3.17)

0, siz =0.

donde 6 > 1, ya que para los valores entre 0 y 1 la transformacion no aporta mayor
informacion. De forma generalizada tenemos que para cualquier valor a > 0,5 € Z 'y
aeR—{0}

(@’ a) = g(jlogy(a) + logy(|al). (3-18)

Para que la transformacion pueda ser aplicada se debe satisfacer las condiciones pre-
sentes en el siguiente teorema (Christensen y Goh, 2014)

Teorema 3.1. (Gabor-Wavelet) Sean b > 0, > 0y # > 1. Se asume que ¢, €
L?(R) son funciones acotadas con soporte en el intervalo [C, D] para C,;D € Ry
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{EwsTr0gtmnez Y {EmbThnad tmnez forman un dual frame para £?(R). Con a := 6%, si
b < 1/(20N), entonces { Dy Tisth}jnez Y { Das Troth} jxez SON un dual frame para £2(R).

y adicionalmente en (Unser et al., 1992) se prueba que ciertos B-spline wavelet con-
vergen a funciones Gabor punto a punto y en todas las normas L, con p € [1,+00),
ratificando aln mas la conexidbn mencionada. Un ejemplo de tales funciones se puede
apreciar en la Figura 3-5. Ya que se tiene del marco QSP que bajo ciertas condiciones
un frame UGC se puede ver como una generalizacion de los frames Gabor, y si se
recurre a la anterior transformacion se abre una muy interesante aplicacion, la cons-
truccion de un frame Wavelet UGC.

n=1 (piecewise linear)

1 Bé(x) 1 Ez(x)
0.5
," ‘-‘ ) Y i
. N =3 Z 1 3 5
) 5 2 Z 3 \/ \/
-0.25 0.5
n=3 (cubic) \
0.75 Bg(x) . o 25 EZ(X)
=y _‘_{-’/-\ 1 £\"§ 7
~4 -2 0 2 4 £ 8 v \/
—0.25J ~0.,25

Figura 3-5: Ejemplo de funciones base B-spline y wavelet con su correspondientes
aproximacion Gabor (linea punteada) (Unser et al., 1992).

3.5. Observaciones finales

En este capitulo se ha sugerido ciertas aplicaciones del QSP en la teoria wavelet, que
resultan de una exploracion preliminar y quedan otras muchas por explorar. Se observo
como el concepto de medicion ha permitido llegar a nuevas ideas en cuantizacion, co-
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rrelacion y frames, que seran exploradas en los capitulos siguientes.

También se determin6 de forma general la conexion entre los frames Gabor y Wavelet
gue permita la creacion de un nuevo frame wavelet, denominado Wavelets Uniformes
Geométricamente que podria ser muy (til en proceso de codificacion de canal y codi-
ficacion de descripcion multiple.



Capitulo 4

Aplicaci 6n del cuantizador QSP a la teo-
rfa Wavelet

Es de importancia resaltar que debido a la gran cantidad de aplicaciones del QSP en la
teoria Wavelet, se optd por seleccionar aplicaciones que den un mayor aporte al esta-
do del arte y que permitan en un futuro no muy lejano abrir nuevos temas de interés en
la comunidad cientifica de la teoria wavelet. Por tanto, en este Capitulo se discutira la
aplicacion del cuantizador QSP (Eldar, 2001), y se presenta como aporte del proyecto
de grado la demostracion del uso de la funcion de autocorrelacion de las funciones
wavelets ortogonales como mapeo para el cuantizador dithered, y una nueva forma de
implementarla (Hoyos y Jojoa, 2016).

En el inicio del presente Capitulo se da una introduccion al cuantizador probabilistico
y cuantizador dithered, presentandose a continuacion la relacion directa entre ambos
cuantizadores, en especial la relacion con el cuantizador dithered sin memoria. Poste-
riormente se presenta como aporte del proyecto de grado la demostracion del uso de
la funcion de autocorrelacion de las funciones wavelets ortogonales como mapeo para
el cuantizador probabilistico, y una forma de implementar la funcion de autocorrelacion
recursivamente, muy similar a la forma de implementar las funciones wavelet, que apor-
ta en la reduccion de la complejidad computacional de las sefales dither. Esta nueva
forma de implementar un cuantizador dithered podria ser aplicado a los coeficientes
de descomposicion del proceso de analisis multiresolucion wavelet, de forma similar
a lo desarrollado por Kozaitis y Goswami (2000, 2001) que utilizaron el cuantizador
dithered en imagenes.

4.1. Cuantizador probabilistico QSP

El proceso de conversion Analogo a Digital es integrado por dos importantes procesos:
el primero consiste en el Muestreo que permite la adquisicion de muestras de la sefial
en el tiempo, y el segundo la Cuantizacion de la amplitud de los valores, que asocia un
codigo binario a cada muestra de la sefial (Proakis, 2007).
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En muchas aplicaciones se ha observado como el proceso de cuantizacion juega un rol
muy importarte, llevando al desarrollo de sistemas de cuantizacion cada vez mas com-
plejos (Goyal et al., 2001; Proakis, 2007; Mallat, 2008). Uno de ellos es el cuantizador
dithered, el cual tiene propiedades muy interesantes como producir ruido de cuantiza-
cion independiente de la fuente y reconstruccion continua en el lado del decodificador
(S P Lipshitz, 1992). En (West y Scheets, 2012) se demostré como al utilizar una sefal
dither deterministica se incrementa la resolucion de un cuantizador uniforme, y en (Pa-
marti et al., 2007) se ha recurrido al uso de sefnales dither en un modulador digital
sigma delta. Por otra parte Akyol y Rose (2009) propuso un cuantizador dithered no-
uniforme el cual supera al cuantizador dithered uniforme y al cuantizador deterministi-
co. A pesar de las bondades del cuantizador dithered una de sus desventajas es la
complejidad computacional en la inyeccion de las sefales dither, por eso Sanyal y Sun
(2012) propone un nuevo método para afiadir sefiales dither en cuantizadores vecto-
riales, que alcanza un mejor desempefio en la forma del desfase a un costo hardware
bajo comparado con las existentes técnicas dither, y Anabtawi et al. (2014) propone
una nueva técnica de inyeccion dither para los moduladores sigma delta. Ademas, la
utilidad de este esquema de cuantizacion se ve limitada por la complejidad computacio-
nal en la generacion de procesos aleatorios sujetos a una distribucion de probabilidad
conjunta (Wannamaker et al., 2000).

Teniendo en cuenta estas limitantes, bajo el marco QSP, Eldar (2001) desarrollo el
cuantizador probabilistico QSP, el cual tiene una relacion directa con el cuantizador
dithered, y permite reducir su complejidad computacional.

Sea una sefnal x que toma valores de amplitud continuos (R) en un instante de tiempo,
entonces el proceso de cuantizacion se encarga de realizar un mapeo de este mundo
analogico al digital, asociando al valor de amplitud un codigo binario. Es importante
resaltar que una caracteristica del proceso de cuantizacion es la degradacion inevitable
que sufre la sefial (Proakis, 2007). De manera mas precisa, la entrada al cuantizador
es una secuencia que debe pertenecer al espacio /*(Z) (con el objetivo de brindar
estabilidad), asi, a cada valor de entrada z,, le correspondera un valor cuantizado dado
por vy, = Q(x,), donde @ selecciona uno de los niveles de cuantizacion de acuerdo a
una regla definida, y la diferencia entre cada nivel es igual a A. Para el desarrollo del
cuantizador QSP, se tomara como base el cuantizador escalar definido por:

z 1
Qz) = A {A 4 QJ (4-1)
donde el operador |-| regresa el entero mas grande que es menor o igual a su ar-
gumento. El paso A es cominmente referido como el bit menos significativo o Least
Significant Bit (LSB), ya que un cambio en la sefial de entrada de maximo un paso
generara en la salida un cambio en el LSB del codigo binario (S P Lipshitz, 1992); la
funcion de transferencia del cuantizador escalar se observa en la Figura 4-1.

Para desarrollar la descripcion del cuantizador tal que permita la construccion de una
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Q(x)

—

Figura 4-1 : Funcion caracteristica de transferencia de un cuantizador uniforme
(S P Lipshitz, 1992).

medicion QSP, primero es necesario definir los vectores ¢;, 1 < i < m que se encargan
de realizar un mapeo 7, : R — [, tal que si la entrada x es igual a un nivel de cuanti-
zacion, es decir x = iA el mapeo le asociara un vector T,(x) = ¢;, y si por el contrario
la entrada tiene otro valor z # kA, el mapeo le asociara un vector 7,(x) = u, donde
u=" 1 q/(x —kA). El mapeo se puede resumir como

q; Siz =1A
SN )/ (x — kEA)  six#£iA.

La medicidon QSP sera construida tomando los vectores de representacion ¢; como los
vectores de medicion, y la medicion se desarrolla sobre u. Si v es igual a un vector de
medicion ¢;, se tiene que M (u) = u, pero si no es igual entonces M (u) = bg;,b € C,
donde i = fy;((u, qx)). De forma general la medicion M se puede expresar como

R z Siz=gy
M(u) = = . . (4-3)

bg;, coni = fy({{z,q)}) Siz#q.
y de la eleccion del mapeo probabilistico f,; dependera el desempefio del cuantizador
QSP. Por ultimo, para la obtencion del valor cuantizado se define un mapeo T, :ls = R,
tal que T,(9) = A, si § = bg; (lo cual siempre se cumple por la definicion de A1), el
mapeo le asociara un nivel 7,(y) = iA. La descripcion del cuantizador utilizando el

marco QSP se observa en la Figura 4-2.

L Tx u > M Y Ty

y =1A

Figura 4-2 : Descripcion del cuantizador mediante QSP (Eldar, 2001).

En el espacio vectorial R el cuantizador probabilistico QSP presenta una gran venta-
ja ya que puede expresarse de forma abreviada como Q(z) = iA, coni = f(x)y
donde f es el mapeo probabilistico, pero en este caso solo depende de los nimeros
{z — iA}, aln maés, el cuantizador en este caso solo depende de la entrada z. Este
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cuantizador es llamado Cuantizador QSP con mapeo f (Eldar, 2001). Al representar el
cuantizador como una medicion QSP se obtiene una gran libertad en el disefio, ya que
con la eleccion del mapeo f se da origen a nuevos tipos de cuantizadores, por ejemplo
el cuantizador uniforme es obtenido si se escoge f = arg min|z — iA|.

El cuantizador QSP surge al escoger un mapeo probabilistico, dando origen a cuanti-
zadores probabilisticos (Eldar, 2001). De forma general se pueden clasificar los cuan-
tizadores en dos tipos: Cuantizadores probabilisticos sin memoria que son aquellos
cuantizadores que solo dependen de la entrada actual, y Cuantizador probabilisticos
con memoria que depende de entradas anteriores de la sefial (S P Lipshitz, 1992).
En este trabajo se presenta Gnicamente el analisis correspondiente para el caso del
cuantizador sin memoria.

4.1.1. Cuantizador Probabilistico sin Memoria

Para el desarrollo del cuantizador probabilistico se debe escoger un mapeo proba-
bilistico f : R x V — Z donde {V = Z} representa el espacio muestral de una variable
discreta auxiliar a. Asi, la variable a solo puede tomar valores a; = i € 7Z con probabi-
lidad p; = g(x — iA), para alguna funcion ¢(z). El mapeo se encargaria de escoger un
indice i a cada entrada mediante f(z,7) = ¢, y la salida del cuantizador vendria siendo

y = 1A, con probabilidad igual a p; = g(z —iA). (4-4)

Este cuantizador se conoce como cuantizador probabilistico con mapeo g(z). Como se
esta trabajando con variables aleatorias, y se desea que p; represente probabilidades,
g(x) debe satisfacer:

glx —iA) >0 paratodoi € Z (4-5)

por lo que de forma general se tiene que g(z) > 0. También debe satisfacer la condicion
de normalizacion

+oo

Z glx —iA) = 1. (4-6)

1=—00

Las anteriores son las condiciones que debe satisfacer el mapeo g(x) en el dominio
del tiempo, pero para caracterizarla completamente es necesario analizar lo que debe
satisfacer en el dominio de la frecuencia, para eso se debe buscar la forma de re-
expresar la anterior ecuacion, una opcion que se tiene al recordar las propiedades
de la convolucion de una funcion con el impulso es expresarla como una suma de
funciones Diracs retrazadas:

g(x) % io Sz —iA)=1 (4-7)

i=—00
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y obtener su transformada de Fourier

G(w)iT +f 5 (w- 252) — 2m(w)

or & ;;OO 2w *-8)
=X i;wG (Al> J (w - Ai) = 2o (w)

donde G(w) es la transformada de Fourier de la funcion g(x), la cual debe que satisfa-
cer la siguiente condicion en el dominio de la frecuencia (Eldar, 2001):

2
e <A7T@> — AS[il,i € Z. (4-9)
En conclusion, la funcion g(z) debe cumplir dos condiciones: 1. ser una funcion no
negativa, y 2. su transformada de Fourier debe satisfacer (4-9). AUn més, ya que g(x)
representa la funcion de densidad de probabilidad (fdp) de la variable auxiliar a, y se
sabe que la funcion caracteristica (fc) M viene dada por

M = F{g(z)} (4-10)

entonces G(w) representa la funcion caracteristica de la variable auxiliar a.

4.1.2. Implementaci 6n del Cuantizador Probabilistico

La implementacion del cuantizador probabilistico es sencilla, primero se deben generar
las probabilidades de acuerdo a (4-4), para luego generar la variable auxiliar a con
alfabeto Z, el cual se puede generar mediante un generador de nimeros aleatorios, y
a cada elemento a = i se le asocia una probabilidad p;, entonces la salida cuantizada
sera y = ¢A. La dificultad se encuentra en determinar el valor i, asi que una forma
es generar la variable aleatoria uniformemente distribuida a sobre el intervalo [0, 1], y
tomar la probabilidades acumuladas s; = > _, px, entonces lap(s; < a < s;41) = Siy1 —
s; = p;, asi para obtener la salida basta con generar una realizacion de «, y entonces la
salida cuantizada sera y = iA donde el valor i es el que satisface s; < a < s;,, (Eldar,
2001).

4.1.3. Relacion con el Cuantizador dithered

En los sistemas de cuantizacion generalmente se asume que el error es una funcion
deterministica de la entrada, es decir el error se trata como un proceso aleatorio adi-
tivo, independiente de la sefial de entrada x y uniformemente distribuido (Schuchman,
1964; Gersho y Gray, 1991). Este modelo es muy Util para procesar senales complejas
(casi-aleatorias) con amplitudes grandes respecto al paso definido A, pero si la en-
trada presenta valores comparable en magnitud al paso del cuantizador, la sefal del
error total ¢ es fuertemente dependiente de la entrada y se hace necesario la busque-
da de nuevos esquemas de cuantizacion que permitan reducir tal dependencia. Uno
de ellos es el cuantizador dithered, cuyo fin es controlar las propiedades estadisticas
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del error total y su relacion a la sefial de entrada del sistema (Wannamaker et al., 2000).

De forma general se tiene en los sistemas de cuantizacion deterministicos los sis-
temas dithered sin memoria o Non-Substractive Dihter (NSD) y los sistemas dithered
con memoria o Subtractive Dither (SD), los cuales se pueden apreciar en la Figura 4-3.

T 1 _
j ° T "2
I =T +e€
dither 1
i 1
b x w 1 _
D © I yzl%—u;)—l—q(x—l—v)
! —z+e
dither :i
i i L
C €T w :: . — —
S N I T e el
I =z +e

canal de Tx

Figura 4-3 : Tipos de sistemas de cuantizacion. a. Cuantizacion deterministico o no dit-
hered. b. Cuantizacion dithered sin memoria NSD. c. Cuantizacion dithered
con memoria SD. (S P Lipshitz, 1992).

Los cuantizadores dither reciben su nombre debido a la adicion a la sefal de entrada «
una sefial aleatoria v con fdp f, llamada sefal Dither, la cual se asume estacionaria ' y
estadisticamente independiente de x. Esta sefal origina que la entrada al cuantizador
w = x + v deje de ser una funcion deterministica de x y a su vez también deje de
serlo el error total e. EI SD representa el proceso ideal de cuantizacion, ya que permi-
te que el error total sea un proceso ruidoso aditivo independiente de la entrada bajo
ciertas condiciones en la funcion caracteristica de la sefal dither (Wannamaker et al.,
2000), pero debido a que la senal dither debe ser sustraida en la salida del sistema,
en sistemas de codificacion (transmision y/o almacenamiento) la sefial dither debe via-
jar junto con la sefial cuantizada y en recepcion debe ser sincronizada, aumentando
la complejidad al hacer necesario la incorporacion de nuevos elementos, lo cual hace
menos practica su aplicacion. Por otra parte, el NSD presenta una estructura mucho
mas simple con la limitante que solo ciertos momentos estadisticos del error total pue-
den ser independientes de la entrada, pero permite regular los momentos conjuntos

LUn proceso aleatorio estacionario es aquel cuyas propiedades estadisticas son invariantes en el tiem-
po.
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del error total, aunque no llega a lograr que el error y la entrada sean estadisticamente
independientes.

La salida de un cuantizador NSD viene dada por:

y = Qw) =Qz+v) (4-11)
con el error total igual a

eE=y—=x (4-12)

y el error de cuantizacion ¢(w) es funcion de la entrada al cuantizador w mediante la
expresion

q(w) = Q(w) — w. (4-13)

La diferencia entre el error de cuantizacion y el error total se hace necesaria plasmar,
ya gque en un sistema de cuantizacion sin sefiales dihter, la entrada al cuantizador w
es la misma que al sistema z, y los errores son idénticos, pero en sistemas dither las
sefiales son distintas y para una descripcion adecuada del sistema y del cuantizador
se hace necesario la adopcion de los dos tipos de error (S P Lipshitz, 1992).

Como la salida y del cuantizador solo puede tomar valores que son maltiplos enteros
del paso de cuantizacion y = kA, k € Z, la probabilidad sera igual a si la entrada al
cuantizador w cae entre (2k — 1)A/2y (2k + 1)A/2, entonces:

= P[(2k — 1)A/2 <w < (2k + 1)A/2]
=PkA—-A)2<zx+v<EkA+A/2]
=PkA—-A/2—2<v<kA+A/2— 2]

EA+A/2—x
Pe(y) = /k fo(v)dv

si se define la funcion rectangular

1A:{1 ~A2< 2 < A)2 (4-14)

0 para los demas valores

se puede expresar la probabilidad de la salida del cuantizador como la convolucion de
f» con la funcién rectangular 1, reduciéndose la expresion a

Pe(y) = 1a(z — kA) % fu(—2). (4-15)

Es interesante observar que en la probabilidad de la salida del cuantizador no se des-
cribe especificamente la distribucion de la variable de entrada z, facilitando su analisis.
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Ademas, si se compara con la funcion definida para el cuantizador probabilistico, es
decir

pi = g(x —iA)

e igualandolas g(z —iA) = 1a(x — kA) x f,(—z), Se observa que la forma del pulso ¢(z)
en el dominio del tiempo seria igual a

g(z) = 1a(z) * fo(—2), (4-16)

indicando la relacion existente entre f, y g(z), estableciendo que un cuantizador NSD
con una sefal dither con una fdp f,, es equivalente a un cuantizador probabilistico
QSP con mapeo g(z). Ademas, si se obtiene su transformada de Fourier, se tiene que
la funcién caracteristica de la variable auxiliar a del cuantizador probabilistico seria:

G(w) = Asinc(AQw)Fv(—w) (4-17)

donde F, representa la funcion caracteristica de la variable aleatoria o sefial dither v,
gue es igual a la transformada de Fourier de la funcion de densidad de probabilidad f,
de la sefal dither (Eldar, 2001). La anterior ecuacion muestra la condicion en frecuen-
cia que se debe satisfacer para que el cuantizador dithered describa a un cuantizador
probabilistico con mapeo ¢(z). Tambien, se observa que satisface la ecuacion (4-9),
ya que si w = 2Tk se tendria sinc(wk) = é[k] y como F,(0) = 1, entonces sin importar
la distribucion de la variable aleatoria f,, si el mapeo G(w) es generado teniendo en
cuenta la ecuacion (4-17) se satisface la condicion en frecuencia del cuantizador pro-
babilistico (4-9). En el dominio del tiempo ya que tanto la fdp f, y la funcion rectangular
1, son nonegativas, también lo sera el mapeo ¢(z). Entonces si g(z) se disefia bajo
la ecuacion (4-16), se tendra también que las condiciones (4-5) y (4-9) son satisfechas.

Por otra parte, partiendo del cuantizador probabilistico con mapeo ¢(z) es posible el
disefio de un cuantizador dithered siempre y cuando la funcion caracteristica de la
sefal dither venga dada por

ca ZkkeZ\0
Fv(w) _ ) Asinc(82) w 7é NGRS \ (4-18)
M (w) w=2kkel

donde M (w) representa los valores que la funcion F, toma en los instantes w = 2k y
deben ser tal que la funcion f,(z) > 0 para que represente una fdp (Eldar, 2001).

Se ha observado que un cuantizador probabilistico bajo ciertas condiciones es equi-
valente a un cuantizador dithered, claro esta desde un punto de vista de la salida
de ambos cuantizadores. Pero la caracteristica interesante o ventaja que presenta el
cuantizador probabilistico es una implementacion mucho mas simple respecto al dithe-
red, y se debe principalmente a que es necesario solo un generador de nimeros uni-
formemente aleatorios. Esta separacion lleva a generar cualquier tipo de distribucion
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deseada al escoger una adecuada funcion g(z). En comparacion, en tipicas aplicacio-
nes (Wannamaker et al., 2000; S P Lipshitz, 1992; Schuchman, 1964; Akyol y Rose,
2009) el cuantizador dithered es mucho mas complejo, ya que este necesita generar
una variable aleatoria con distribucion f,, la cual generalmente viene dada como una
suma de variables aleatorias Independientes e Idénticamente Distribuidas (IID), distri-
buidas uniformemente sobre [-A/2,A/2], y ademas puede llegar tener un grado de
dificultad mucho mayor en el momento de la implementacion.

Al igual que el cuantizador dithered, el cuantizador probabilistico permite la indepen-
dencia de i momentos estadisticos del error total y la entrada del cuantizador E(¢|z),
siempre y cuando el mapeo cumpla la siguiente condicion:

2 .
Glw = Kﬂk)(” — 0,k =+1,42, .. (4-19)

donde el superindice ) denota la i-ésima derivada. Para i = 1 el error y la entrada son
no correlacionadas. Si la condicion (4-19) es satisfecha se tendria

E(c'|z) = E(e') = (_Aj)iG(w =0) = i / ttg(x)dz (4-20)

de acuerdo con la propiedad de la transformada de Fourier F[(—j)*z*g(z)] = G(w)®
(Eldar, 2001).

4.2. Disefo del mapeo probabilistico  g(x)

Establecida la relacion entre el mapeo ¢(z) y la funcion caracteristica de la sefial dither,
en este trabajo se exploraron diferentes posibilidades de funciones que satisfagan la
condicion de no negatividad y que su transformada de Fourier cumpla con la condicion
en frecuencia del cuantizador probabilistico (4-9), una de ellas es la funcion de auto-
correlacion de las funciones wavelet ortogonales, la cual es analizada a continuacion.

4.2.1. Autocorrelaci 6n de funciones wavelet

Del anélisis multiresolucion se obtuvo las funciones wavelet ortogonales {¢;,j € Z},
que satisfacen

(i, o) = 0(i — k) (4-21)

y para analizar en el dominio de la frecuencia, primero es posible expresar la anterior
ecuacion como

/J:Oz/}(t—z')w*(t—k:)dt:z/;*z/)*(i—k) — i — K] (4-22)
y como {¢(i — k) = ¢(n),n € Z} se tiene

/ T WOt — n)dt = 6, (4-23)

—00
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que es igual a la funcion de autocorrelacion v(n), asi se tiene

)= [ wrt-mdr=s, 4" "0 (a-22)

y\n) = —nNn = 0y, -
—00 0 n#D0.

gue no es mas que el criterio de Nyquist en el dominio del tiempo (Proakis, 2007).

Para obtener la transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion se puede ver

que (4-23) representa un proceso de muestreo de la funcion v (¢), es decir, se puede

re-escribir como

+o00o
Yxp* Y 6(t—n) = dn] (4-25)
ahora, aplicando la transformada de Fourier F{¢x¢* 37> _ §(t—n)} y recurriendo a la
ortogonalidad de Poisson (2-8) se tiene la condicion de ortogonalidad de la funciones
wavelet en el dominio de la frecuencia

+oo
S W (w—27k)|P =1 (4-26)
k=—o00

donde |¥(w)|? = F{u(t) » ¢¥*(—t)} es una funcion no-negativa. Para una familia de
wavelets ortonormales {¢;(t — nT);n € Z}, con un intervalo de simbolo T" = 2/T, y
con una funcion de autocorrelacion ~;(t) = v;(t) x ¢;(—t), la ecuacion (4-26) se puede
generalizar como:

= 2mk

> Dilw—=5) =T (4-27)

k=—o0

donde I'; es la transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion v;, que satis-
face la condicion en el ambito de la comunicaciones sobre un canal de banda limitada,
conocida como el criterio de Nyquist para la conformacion del pulso, y que evita la pre-
sencia de interferencia intersimbolo o Intersymbol Interference (ISI) cuando ;(t) es
usada como un filtro de conformacion de pulso (pulse-shaping filter) y 17 (—t) es usada
como el filtro adaptado (matched filter). En conclusion, las funciones escala y wavelet
pueden no ser pulsos Nyquist, pero si lo son sus funciones de autocorrelacion.

De (4-27) se observa que la transformada de Fourier de la funcion de autocorrela-
cion satisface las condiciones en tiempo de un mapeo probabilistico (4-5) ya que por
definicion es nonegativa, y si se toma un paso A = 27/T, entonces

+o0 1
> Al —A)=1 (4-28)

1=—00

satisface la condicion de normalizacion (4-6). Queda por verificar la condicion en fre-

cuencia (4-9), pero si se toma g(z) = %F(z), se tiene que

+o0
Z glx —Ai) =1 (4-29)

1=—00
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es igual a la misma ecuacion de normalizacion (4-6), por tanto su transformada de
Fourier satisface la condicion en frecuencia (4-9). Lo anterior se puede resumir en el
siguiente teorema:

Teorema 4.1. (Autocorrelacion wavelet como mapeo) Sea v;(t) una funcidon wavelet
ortonormal, y su funcion de autocorrelacion v;(t) definida como ~;(t) = 1;(t) x ¥ (—1).
Se dice que F{~;(t)} satisface las condiciones de un mapeo probabilistico ¢(z), cuando
se toma un paso de cuantizacion igual a A = 27 /T.

Se ha demostrado que la funcion de autocorrelacion de wavelets ortonormales cum-
ple todas las condiciones para servir como un mapeo probabilistico, pero queda ver si
¢existen wavelets que lo sean? o ¢ es posible su construccion?. Para ambas preguntas
la respuesta es «afirmativa». En primer lugar, entre las wavelets que satisfacen el crite-
rio de Nyquist se tiene la funcion Haar y las Oliveira definidas en (Oliveira et al., 2002)
gue dan origen a una nueva familia de funciones wavelet a partir del filtro de coseno
alzado, permitiendo que estas nuevas wavelet satisfagan el criterio de Nyquist; y se
pensaria que podrian ser utilizadas como un mapeo probabilistico g(z), pero recordan-
do que toda funcion wavelet debe mantener un nivel dc cero, y por tanto debe cambiar
en signo, no podrian ser por definicion una funcion no-negativa. Entonces, una wavelet
vista en el dominio del tiempo solo puede satisfacer el criterio Nyquist, ahora queda
ver su comportamiento en frecuencias; si su transformada es no-negativa como en el
caso de las wavelet oliveira, entonces su transformada puede ser utilizada como ma-
peo probabilistico. En conclusion, se puede establecer que algunas funciones wavelet
satisfacen las condiciones de un mapeo probabilistico.

Ya establecida que la funcién de autocorrelacion de las funciones wavelet otonormales
sirven como mapeos para un cuantizador probabilistico, es de gran interés determinar
una forma eficiente de implementarla, por tal motivo en el presente trabajo de grado
se desarrolld una nueva perspectiva que permita llegar a tal fin, la cual es descrita a
continuacion.

4.3. Implementaci 6n de la funci 6n de autocorrelaci 6n

Las familias de funciones wavelet se pueden clasificar de manera general como (Mallat,
2008; Daubechies, 1992; Cohen y Kovacevic, 1996):

1. Wavelets con soporte finito (tiempo limitado) y por tanto un ancho de banda ilimi-
tado,

2. Wavelets con ancho de banda limitado y soporte infinito en tiempo.

gue dan origen a dos definiciones de la funciones de autocorrelacion: para el primer ca-
S0 se asociaria a una definicion basada en potencia y para el segundo caso a energia,
y mas aln, la transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion es definida
como
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1. Densidad espectral de potencia para wavelet de soporte finito, y
2. Densidad espectral de energia para wavelet de soporte infinito.

y ya que la funcion de autocorrelacion es real, ambas densidades no contienen in-
formacion de fase. El objetivo es la busqueda de una manera eficiente de obtener la
funcion de autocorrelacion. Ya que las funciones wavelet de soporte compacto pueden
ser implementadas facilmente por el algoritmo de mallat y a trozos (Mallat, 2008), y co-
mo son de tamaiio finito se logran implementar con exactitud. Ademas, se demostr6 en
Saito y Beylkin (1993) que la funcion de autocorrelacion « es la «funcion fundamental»
en el esquema de interpolacion iterativa de Lagrange, por tanto puede ser obtenida de
manera recursiva, similar a la forma en que son obtenidas las funciones wavelet en la
teoria del analisis multiresolucion. Retomando la expresion de las funciones wavelet y
scaling

+o0 -~

¢j,m(t) = _Z h[?’L — Qm]qﬁj_l,n(t) = QZS]‘_L” * h[?m] (4-30)
+o00

Vim(t) = D gln = 2m]j-1a(t) = i1 * g[2m] (4-31)

donde f = f(—t). La funcibn de autocorrelacion escala viene dada por p(n) = ¢;(t)
¢3(—t), y si se recurre a las anteriores ecuaciones, se puede expresar la autocorrela-
cion escala de manera recursiva como

pi(n) = i &5, (4-32)
Pj (n) = ijfl,n * 5[2771] * (ngfl,n * 71[2771])* (4-33)
re-ordenando se tiene

pi(n) = h[2m] x h[2m] * ¢j_ 1, * ¢ (4-34)

*
jilzn

y como la convolucion ¢;_;, * _;[M representa la autocorrelacion a las escala j — 1,

es decir p;_1(n), entonces es posible expresar la autocorrelacion escala de manera
recursiva como

p;i(n) = h[2m] x h[2m] * p;_1(n). (4-35)
De manera similar la autocorrelacion wavelet vendria dada por

75(n) = g[2m] % g[2m] % 7,1 (n). (4-36)
Las anteriores expresiones se pueden plasmar en el siguiente teorema:

Teorema 4.2. (Autocorrelacion wavelet recursiva) La funcion de autocorrelacion escala
p Yy la autocorrelacion wavelet v vienen definidas por

pj(n) =Hxpj_i(n). Vj(n) = G*pj_1(n) (4-37)

donde los filtros viene dados por H = h[2m] x h[2m] y G = g[2m] * g[2m].
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En conclusion, de manera similar al caso del analisis multiresolucion se tiene la ventaja
de asociarles unos filtros a las funciones de autocorrelacion, lo que facilita su imple-
mentacion, aunque no sean de cuadratura. Como se sabe N representa el nimero
de coeficientes del filtro 'y N; = (27)(N — 1) define la longitud de la j-ésima wavelet
Daubechies discreta (Daubechies, 1992). Las anteriores formas de obtener de forma
recursiva la funcion de autocorrelacion trae consigo grandes ventajas, por ejemplo se
pasa de un nimero de operaciones de N? a ser igual a la longitud .

Por Gltimo, en Saito y Beylkin (1993) se demostr6 que las funciones de autocorrelacion
son posibles dilatarlas y trasladarlas, de forma similar a las funciones wavelet. Lo cual
permite realizar una descomposicion de una funcién f, con gran impacto especialmen-
te imagenes; en parte por la simetria que presenta la funcion de autocorrelacion. Asi,
para la autocorrelacion de la funcion wavelet se tiene

1 n—=k

Y(n)jk = E’Y(T) (4-38)

y de igual manera se puede definir la funcion de autocorrelacion para las funciones
escala, que vendria dada por

1 n—=k

P(n)j,k = ﬁp(T)' (4-39)

4.4. Observaciones finales

En este capitulo se ha desarrollado un nuevo mapeo probabilistico recurriendo a la
funcion de autocorrelacion de las funciones wavelet ortogonales, la cual se demostro
cumple con todas la condiciones necesarias para un cuantizador NSD. Ademas, se
logré obtener una expresion recursiva, que permite mostrar que la funcion de autoco-
rrelacion es similar a las funciones wavelet, es decir, pueden ser obtenida de forma
recursiva, facilitando su implementacion.



Capitulo 5

Aplicaci o0n de la Transformaci on QSP
en la teoria Wavelet

Para una funcion f que ha sido contaminada por ruido blanco w, al ser representa-
da en el dominio de la transformada wavelet, el ruido presente en los coeficientes
continda siendo blanco, y aunque la energia de la funcion se concentre en ciertos coe-
ficientes, la energia del ruido no. De manera general siempre se ha supuesto que la
transformada wavelet realiza un blanqueamiento, donde los coeficientes han sido de-
correlacionados o marginalmente Gausianos, es decir; que todos los coeficientes son
independientes (Mallat, 2008). Pero en Crouse et al. (1998), se ha empezado a reco-
nocer que los coeficientes wavelet realmente no son marginalmente Gaussianos, y no
son independientes respecto a los coeficientes en la misma y diferentes escalas, por
tanto se hace necesario determinar las relaciones estadisticas conjuntas. Por ejemplo,
en Atto y Berthoumieu (2012) se ha visto que la transformada discreta wavelet aproxi-
madamente decorrelaciona ciertos procesos estocasticos, pero no lo hace en la gran
mayoria, por tanto se hace pertinente la basqueda de un proceso que permita optimi-
zar la decorrelacion de las variables aleatorias.

Es de resaltar que se sigue utilizando el modelado Gaussiano debido en gran parte
a la reduccion en la complejidad del modelado al asumir esta condicion, ademas per-
mite que los resultados sigan siendo validos y cercanos al ideal. Asi, se han venido
desarrollando nuevos modelos que permitan estudiar la estadistica de la transformada
wavelet. Aunque no es de nuestro interés en este trabajo la evaluacion de estos mode-
los, es importante tenerlos presente para la bUsqueda de una mejora en el desempeno.

En este capitulo se presenta como aporte del trabajo de investigacion la caracteriza-
cion de las condiciones bajo las cuales la matriz de la transformada wavelet discreta
no tiene efecto de decorrelacion sobre las variables aleatorias de un vector aleatorio.
También se presenta la aplicacion de una transformacion QSP que permita mejorar
la decorrelacion de un vector aleatorio al expresarlo en las funciones base wavelet, y
se demuestra que en el dominio wavelet la transformada QSP puede ser calculada y
aplicada con una menor complejidad computacional.
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5.1. Variables correlacionadas

Se desea explorar si al tener un vector aleatorio x € R", cuyas variables aleatorias
estan correlacionadas, la transformada wavelet tiene algin grado de decorrelacion y
en caso contrario buscar un método que permita realizarlo. Para la generacion de un
vector correlacionado existen muchos métodos, y en el presente trabajo se optd por
la descomposicion Cholesky (Golub y Van Loan, 1996). Se debe primero generar un
vector aleatorio de variables independientes z con distribucion Normal o Gaussiana
N(0,0?), luego se debe encontrar la matriz C' que representa la matriz de covarianza
deseada, la cual debe tener la caracteristica de ser semi-definida positiva, y asi poder
hacer uso de la descomposicion Cholesky para obtener la siguiente descomposicion

O (5-1)

donde L es llamado el factor Cholesky, y es una matriz triangular superior con todas
la entradas de la diagonal principal positivas. El vector con variables correlacionadas
vendria dado por

x =Lz (5-2)
y su matriz de covarianza seria igual a

C = E{Lz(Lz)"}

5-3

= LE{zz"}L" 5-3)
como el vector z esta compuesto por variables independientes, entonces E{zz7} = I.
Reemplazando se tiene la igualdad deseada

C=LL"=%. (5-4)

En la Figura 5-1 se observa tanto la correlacion de las variables del vector aleatorio,
como su matriz de covarianza mediante un diagrama de dispersion, para el caso del
vector no-correlacionado (z) y corrrelacionado (x), para una dimension de n = 2.

Para poder analizar como actla la transformacion wavelet sobre este vector, es nece-
sario primero expresar la transformacion en una forma que permita una mejor manipu-
laciobn matematica.

5.2. Modelo wavelet mediante operadores

Se tiene que el proceso tanto de sintesis como de andlisis es posible expresarlo me-
diante operadores lineales, y para el caso del analisis multiresolucion se sabe que las
funciones {v,};c, forman una base Riesz para un espacio de Hilbert H, entonces se
puede definir el operador de sintesis asociado como & : (?(Z) — H, donde (?*(Z) repre-
senta el conjunto de secuencias con norma finita. El operador es representado por una
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No-correlacionadas Correlacionadas

10

Figura 5-1: a. Correlacion entre las variables z; y z,. b. Correlacion entre las varia-
bles z; y z,. c. Diagrama de dispersion de las variables del vector z. d.
Diagrama de dispersion de las variables del vector z.

matriz cuyas columnas son los vectores de la base wavelet. Si se recurre al operador
® es posible recuperar la funcion original mediante

z=da=> a1, (5-5)

jeJ

El adjunto del operador ® es llamado el operador sintesis, denotado por ®* : H —
(*(7Z), que permite decomponer la funcion asi

(®"x); = (2,9;) = a;,j € J. (5-6)

Dado que en el analisis multiresolucion las funciones wavelet son ortonormales, los
operadores por tanto son también ortogonales y unitarios || ®|| = 1. Asi, se tiene

PP = 1I. (5-7)

La expansion de la funcion z al recurrir a los operadores lineales de analisis y sintesis
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viene dada por

z — (5-8)
= > (x,15)1);. (5-9)
jeJ

5.3. Matriz de covarianza en el dominio Wavelet

Sea x € R™ un vector aleatorio con valor esperado cero, al expresarlo en el domi-
nio tiempo-frecuencia, es decir, al aplicar el operador ®* o lo que es lo mismo, la
transformada wavelet, los coeficientes vendrian dados por «« = ®*x, y mas aln, cada
coeficiente viene dado por

n=-4o0o

;= (x,0;) = S alnlyiln] j e . (5-10)

n=0

El vector conformado por todos los coeficientes wavelet o = [ay, ..., ay]T obtenidos del
vector x, sera a su vez también un vector aleatorio, donde J representa la profundidad
obtenida en la descomposicion de la sefal, y para el caso de la transformada wavelet
discreta seria igual a J = log,(n), obteniéndose una dimension del vector « igual a la
del vector x.

Como el vector de coeficientes es aleatorio, el valor esperado vendria siendo
E{®zx}=PE{x} =0 (5-11)
y también se podria pensar en obtener la matriz de covarianza

C, = E{aa™}
= B{®*x(®*x)"}
= E{®*zx" @}
=& E{zz’} @7

obteniéndose la relacion
C,=dC, o7, (5-12)

y donde se aprecia que el vector de coeficientes sera no correlacionado solo en el
caso que la matriz de covarianza C, sea diagonal, que se obtiene en casos como por
ejemplo cuando las variables son IID.

Esta relacion de similitud es interesante de estudiar porque muestra que es posible uti-
lizar la matriz de covarianza en el dominio wavelet como referente para procesos que
buscan extraer informacion, o decorrelacionar las variables del vector original. Con
ventajas como, por ejemplo, que la matriz C, tiene generalmente muchos elementos
ilegibles que se pueden asumir cero dando origen a matrices escasas 0 sparse, sin
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afectar notablemente en la aproximacion a la matriz original, y con grandes ventajas
en su computacion y almacenamiento (Mallat, 2008; Dasarathy et al., 2015).

Tomando la norma de Frobenius (Meyer, 2000), que viene definida por

n n

1Allr = G2 lay*)'/? = (traza(A” A))"? (5-13)

i=1j=1
reexpresando la ecuacion (5-12) se tiene
'C, = C, 7T (5-14)
para el caso de una base wavelet ortonormal ®*~! = &*7
& 7TC, = C, o7 (5-15)
tomando la norma de Forbeniues a ambos lados
|27 Call7 = [ C2™ ||
|2 Call7 = |27 Ca I3
traza((®*C,)"®"C,) = traza((®*" C,) &' C,)
traza(CL®*®*"C,) = traza(CI ®*®*' C,)

y como se ha supuesto una base ortogonal, entonces ®*®*7 = I. Reemplazando se
tiene

traza(CLC,) = traza(CL C,)
obteniéndose la importante relacion
1Callr = [|Callr (5-16)

indicando que las matrices de covarianza son equivalentes desde un punto de vista de
sus autovalores y de su polinomio caracteristico, mas no una igualdad. Asi, es natural
pensar bajo que condiciones es posible que se de una igualdad. A continuacién se
aborda esta condicion, para lo cual primero se va a explorar la estructura de la matriz
wavelet (Strang, 1989; Strang y Strela, 1995).

5.3.1. Matriz wavelet

Se sabe que las bases escala y wavelet son la respuesta al impulso de los filtros
h'y g, por tanto es necesario analizar la estructura dada por el banco de filtros del
arbol wavelet desde una perspectiva discreta, y una forma es abstraer la informacion
mediante el algebra lineal. Si a un vector x de tamafio N, le es aplicado un filtro h con
coeficientes (ho, h1, ..., hx_1), S€ sabe que la salida viene dada por la convolucion hxx,
gue esigual a

yln] = > alilhfn ] (5-17)

i=1
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El filtro h no es mas que una combinacion de desplazamientos (adelantos y retrasos),
donde un retraso viene dado por

dy = 0[n — K] (5-18)
y un adelanto por
d_j = d[n+ k| (5-19)
entonces el filtro puede ser expresado como
h[n] = ... + h|—1]d_1 + h[0]I + h[1]d
] (1] + h[OT + h1] (520

El operador d es representado por una matriz con una diagonal de unos, donde el
desplazamiento % define la posicion de la diagonal; es decir si & = 0 se tendria la
matriz identidad I, si k£ = 1 la diagonal de unos se desplaza hacia abajo dando origen
a una matriz triangular inferior

000 0 .||x[0] x[—1]
1.0 00 .| |z[1]| _ | (0] (5-21)
0100 .| |x[2 x[1]
0010 .| |x[3] z[2]
si k = —1 daria origen a una matriz triangular superior. Como los filtro wavelet son

lineales, entonces pueden ser expresado en forma matricial (Strang y Nguyen, 1997).
Para el caso de los filtros wavelet se tiene que son invariantes en el tiempo, dando la
propiedad de diagonales constantes en la matriz, ademas cada columna del filtro es
un retraso de la previa columna y cada i-ésima diagonal del filtro es constante con un
valor igual al i-ésimo coeficiente. Para un filtro con 4 coeficientes, la matriz seria algo
como

Diag. -1
Diag. 0

Diag. 1

h[O] 0 0
C|oap) o) o
H=1 h[2] R[] h[0] . (6-22)
h[3] h[2 h[l o\

y la forma de la matriz es conocida como Toeplitz (Gray, 2005). Asi, la convolucion es
representada por la matriz

hxx = Hzx.

(5-23)
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Como en el proceso de la transformacion wavelet discreta se hace un proceso de sub-
muestro o downsampling, el cual elimina la mitad de informacion al reducir la entradas
impares y mantener solo las entradas pares, que en forma matricial seria equivalente
a

[an B
(@]

(12) = (5-24)

[
e}
—_

es de resaltar que la transpuesta de la matriz de downsampling es upsampling ({ 2)¥ =
(T 2). Multiplicando la matriz de downsampling con la matiz del filtro, que equivale a
eliminar las filas impares de la matriz del filtro, se obtiene

w3l a2l A ROl 0 0 .. (5-25)
0 0 A3 k2] R[] Al0]

la cual es una matriz block-toeplitz (Strang, 1989), con bloques de tamafio 1 x 2. Como
en la transformada wavelet discreta actian los filtros ~ y ¢ que forman un banco de
filtros y sirven para obtener los coeficientes de detalles y de aproximacion, al combi-
nar las matrices se tendria la matriz wavelet (Strang, 1989; Strang y Nguyen, 1997;
Strang, 2012), que viene dada por

M1l RO] O 0 0 0
Ji o0 0 0 0 0
. [G2H] | Al A2 AL RO 0 0 _
@ ‘[w)c:]‘ g8 g2 ol g0 0 0 (5-26)
0 0 @ k2] RO KO]
0 0 g3 g[2] g[1] g[0]

y esta estructura es conocida como block-Toeplitz, con bloques 2 x 2. Cuando se ma-
nejan datos de dimension finita, que es el caso practico, generalmente se usan bases
wavelet periddicas como en el caso de Fourier, las cuales dan origen a una matriz en
bloques circular o block-circulant 1. Primero reexpresemos la matriz wavelet como

Ao
A Ao
A1 Ao
Ay

(5-27)

1Una matriz circulante también es una matriz toeplitz (el reciproco no es cierto), generalmente se omite
la inclusion del termino toeplitz. Para el proposito de este trabajo se tomara indistintamente el término
matriz circular o matriz circulante
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donde A; representa un bloque 2 x 2. Entonces la matriz circular para este caso vendria
dada por

AO Al
l A Ao} (5-28)

y de forma general se tendria

[ Ay A Ay .. Ang
A1 Ay AL . 0 Ago

d = | - o ‘ (5-29)
A1 Ay Ay . A |

también en (Kautsky y Turcajova, 1995) se muestran que las bases biortogonales tam-
bién dan origen a matrices en bloques circulares.

Se ha determinado la estructura de la matriz wavelet, queda por determinar que propie-
dades adicionales se deben tener para obtener la igualdad de la matriz de covarianza
en tiempo y en el domino wavelet. La anterior interrogante nos motivo para presentar en
la siguiente seccion como aporte del trabajo de grado, un analisis de las caracteristicas
a cumplir por la matriz wavelet para no decorrelacionar a un vector aleatorio.

5.3.2. Propiedades de la matriz wavelet para una
no-decorrelaci 6n

El gran auge que ha tenido la teoria wavelet se debe en gran parte a su facil implemen-
tacion, ya que cada funcion wavelet o escala es implementada sobre un filtro digital,
asi las propiedades deseadas en la funcion son transmitidas en el disefio del filtro. Asi,
se han creado multitud de filtros que dan origen a bases con ciertas propiedades, cada
una asociada a cierta aplicaciones (Vaidyanathan, 1993; Strang y Nguyen, 1997). Una
de ellas es la propiedad de simetria, muy adecuada para los problemas de borde de
sefales de dimension finita. Otra es la condicion de fase lineal deseada porque se opo-
ne a la distorsion de fase no lineal y mantiene la forma de la sefial, de gran importancia
en el procesamiento de sefales e imagenes.

La propiedad de ortogonalidad ha sido ampliamente discutida, pero cabe recordar su
importancia ya que permite una descomposicion Unica sin redundancia. Las condicio-
nes de ortogonalidad y simetria no es posible obtenerlas en wavelet reales, pero si en
wavelet complejas con una fase aproximadamente lineal (Gao et al., 2002).

Resumiendo las propiedades, se tendria
&* = (®*)" Simetria,
& = (®*)~! Ortogonalidad.
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Recordando la expresion de la matriz de covarianza del vector de coeficientes (5-12) y
como se sabe que la matriz de covarianza debe ser semi-definida positiva y simétrica,
se establece

Ca =Ca (5-30)
C,=®C,®" =AB=C!

donde A = ®*C,y B = 7. Como C, = AB = CZ, se tiene que
AB = BTAT = BAT (5-31)

resta determinar si A es simétrica, ya B lo es. La matriz A esta compuesta por la
multiplicacion de la matriz wavelet y la matriz de covarianza ®*C,, en la seccion ante-
rior se observo que la matriz wavelet es block-toeplitz, y debido a las mdltiples carac-
teristicas de las wavelets, la matriz puede tomar otras estructuras, como por ejemplo
centrosimétricas, block-toeplitz con bloques circulantes, etc (Kautsky, 1995; Strang,
2012; Kautsky y Turcajova, 1995; Deng-feng et al., 2003; Kautsky y Turcajova, 1994).
Ademas, la matriz de covarianza para algunos procesos, por ejemplo, en (Hartley y
Naik, 2001) donde se estudia la tasa de decesos de sectores del centro de una ciu-
dad podrian ser circularmente correlacionados, o en (Khattree y Naik, 1994) donde
se observo que los mensajes de receptores satelitales ubicados en los n lados de un
poligono, presentan una covarianza con estructura simétrica y circular, con bloques
circulares. Para el caso de las matrices por bloques que conmutan, en Lara (2001) se
define el siguiente teorema

Teorema 5.1. (Matrices por bloques conmutativas) Sean A = circ(A4;, Aa, ..., A,,) Yy B =
circ(By, By, ..., B,,) matrices por bloques circulantes, si A;B, = ByA; para k,j+1,...,n

entonces AB = BA.

El cual plantea que para llegar a la conmutacion se debe analizar los bloques de las
matrices, y como en Gray (2005) se demuestra que las matrices circulantes conmutan,
entonces se llega al siguiente teorema

Teorema 5.2. (Matrices BCBC) Todas las matrices por blogues circulantes con bloques
circulantes (BCBC) del mismo tamafio conmutan.(Combescure, 2009)

pero ademas, se sabe que las matrices simétricas también conmutan, es decir

Teorema 5.3. (Matrices SC-toeplitz) Cualquier par de matrices simétricas y circulares
(SC) toeplitz del mismo tamafo conmutan. (Liang et al., 2011)

por tanto, una directa aplicacion del teorema da origen al siguiente teorema

Teorema 5.4. (Matrices BCSC) Todas las matrices por blogues circulantes con bloques
simétricos y circulantes (BCSC) del mismo tamafio conmutan.
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dadas las flexibilidad en la construccion de las wavelet y por tanto en la matriz wavelet,
es posible construir una matriz wavelet con tales caracteristicas. Si el proceso presenta
una matriz BCBC o BCSC, se tiene

A=®C, =C,d* = AT (5-32)

demostrando que AT = A, entonces A y B son conmutativas. En resumen se tiene
que

A=AT - ®C,=Clo" =C, "

5-33
B=B" - & =& = ®* ( )

reemplazando en (5-12) se tiene
C,=C,d" 7T (5-34)

y como las wavelet ademas poseen la propiedad de ortogonalidad, ®*®*7 = I, la
matriz de covarianza del vector de coeficientes wavelet sera igual a

C. =C,. (5-35)

Se observa que para este tipo de wavelet la matriz de covarianza de los coeficien-
tes wavelet es igual a la matriz de covarianza del vector, demostrando que no se ha
realizado ningln proceso de decorrelacion de las variables aleatorias del vector x. Lo
anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 5.5. (No-decorrelacion de la transformada wavelet discreta) Si la matriz wa-
velet ® y la covarianza C, del vector aleatorio = son matrices BCBC o BSBC, la
transformada wavelet discreta no decorrelaciona las variables aleatorias, y la matriz
de covarianza de los coeficientes wavelet C,, y C, son iguales.

Para este tipo de casos en donde la transformada wavelet no tiene efecto en la estructu-
ra de la matriz de covarianza del proceso, y en los casos en los cuales la transformada
wavelet no alcanza a decorrelacionar completamente las variables aleatorias, se hace
necesario buscar una transformacion que decorrelacione las variables, una de ellas es
la disefiada en el QSP que se explica a continuacion.

5.4. Transformaci 6n QSP

En el analisis estadistico y en procesos de regresion se exploran diferentes formas de
obtener la informacion que queda oculta debido a diferentes fenébmenos. En el procesa-
miento cuantico de sefales partiendo de ideas de la deteccion cuantica se desarrollo
una transformacion lineal de la forma de covarianza que minimizan el MSE entre el
dato transformado y el original (Eldar, 2001).

Supongase que se tiene un vector aleatorio x € R" con matriz de covarianza C, y
media cero. Se desea mediante una trasformacion lineal T' obtener un nuevo vector
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y = Tz con cierta matriz de covarianza C,, con la restriccion que el vector y debe
estar en un sentido de MSE lo mas cercano al vector x, es decir

Emse = En: E{(y; — =)’} —0. (5-36)
=1
Partiendo que la matriz de covarianza viene dada por
Cy,=E{(y - E{y})(y — E{y})"} (5-37)
ycomoy =Txy E{y} = 0, reemplazando en (5-37) se tiene
C,=TC,T* (5-38)

asi, la matriz de covarianza del vector resultante puede ser controlada mediante la
transformacion T, es decir, siendo Z la forma de la matriz deseada, se tiene

C,=TC,T" =oZ. (5-39)

Este tipo de transformaciones es muy util, por ejemplo cuando se envia una sefnal y por
el efecto de multiples caminos en el receptor se obtienen multiples sefales, las cuales
estarian correlacionadas y se desea buscar un proceso que las descorrelacione, es
decir Z = I, para luego ser utilizadas en la optimizacion del receptor, o cuando se
tiene un banco de correladores y se desea optimizar la identificacion de las diferentes
sefales de los usuarios. Teniendo en cuenta que en ambos casos el objetivo es lograr
un proceso de decorrelacion que no introduzca distorsion, en el QSP se obtuvo la
trasformacion 6ptima desde un punto de vista del MSE, y es resumida por el siguiente
teorema (Eldar, 2001, 2003):

Teorema 5.6. (Transformacion QSP) Sea « € C" un vector aleatorio con matriz de
covarianza C, = V. DV* de rango-m. Sea C, = «*Z la matriz de covarianza de rango-
| del vector y = Tz, con Z = QAQ*, y D'?V*QA'/? = USW*. La trasformacion de
covarianza optima que minimiza el MSE entre el vector « y y viene dada por

T = aQAY*WU*(DV?)v* (5-40)

donde o es escogido para minimizar el MSE y viene dado por o = Traza((C,Z)'/?)/
Traza(Z). Ademas, si las matrices son de rango completo, [ = n = m se tiene T' =
a(ZC,) P Z.

Donde las matriz C, y Z tienen la eige-descomposicion con V' y Q matrices unitarias,
y D y A siendo las matrices diagonales de la respectiva descomposicion. Ademas
D'2V*QA'? = USW* es la Singular Value Decomposition (SVD) de D'/2V*QA'/2,
Cuando la matriz Z = I, la transformacion QSP recibe el nombre de transformacion
blanca. A pesar que la transformacion es 6ptima desde una mirada del MSE, surgen
interrogantes asociados a la complejidad y eficiencia de la trasformacion, debido prin-
cipalmente en la necesidad de conocer la matriz de covarianza, ya que por ejemplo
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en procesos de grandes dimensiones, la determinacion de la covarianza podria incre-
mentar ain mas la complejidad, pero en Dasarathy et al. (2015); Chen et al. (2015) se
presentan novedosos métodos que permiten obtener una aproximacion a la matriz de
covarianza sin la necesidad de almacenar todo el proceso aleatorio, dando una dismi-
nucion en la complejidad del proceso de transformacion.

5.5. Transformaci 6n blanca en el dominio wavelet

La transformacion blanca desarrollada en (5-40) es completamente aplicable tanto en
el dominio del tiempo como en el dominio wavelet, pero con la ventaja que las ba-
ses wavelet pueden ser seleccionadas de acuerdo a cierto conocimiento previo de la
sefal, tal que pueden aproximadamente representar la sefial con pocos coeficientes
(Mallat, 2008), dando origen a una matriz de covarianza sparse, lo cual ademas de
mejorar su computacion es muy adecuada para su almacenamiento o para su recupe-
racion mediante algoritmos de aproximacion (Dasarathy et al., 2015; Chen et al., 2015).
Por ejemplo, cuando la matriz C, es una matriz Calderon-Zygmund, la transformacion
®*C,®*T puede dar origen a una matriz muy sparse, en el sentido que muchas entra-
das de la matriz seran muy pequefias y pueden ser descartadas (Beylkin et al., 1991).

Teniendo en cuenta lo anterior, a continuacion como aporte del trabajo de grado se
demuestra que la transformacion QSP en el dominio wavelet puede ser implementada
con una menor complejidad computacional, cuando se recurre a funciones umbral que
den origen a matrices sparse.

Otra ventaja viene de una de las principales aplicaciones de la trasformacion wavelet,
la eliminacion de ruido, realizada mediante el uso de una funcién umbral o thresholding
en los coeficientes wavelet. La idea es tomar los coeficientes obtenidos luego de aplicar
la transformacion wavelet y dejar solo aquellos que son mayores que cierto valor ya que
se asume que estos representan la sefal, y a los coeficientes de pequefo valor que
representa el ruido se le asigna el valor de cero. Supongase que la sefal ruidosa viene
expresada como

y=x+e e~ N(0, 02) (5-41)

donde x es la sefial de interés y e representa el ruido. Obteniendo los coeficientes de
la representacion de la sefal (5-6), se tiene:

a=®y =d*x+ P'e (5-42)
aplicando una funcion umbral dura o hard thresholding v% (Mallat, 2008)

r Silz|>T

_ (5-43)
0 si|lz|<T

vh(z) = 21(ja| > T) {
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donde T representa el valor umbral y 1 es la funcion indicador. Otra opcion muy cono-
cida es la funcion umbral suave o soft thresholding v$. (Mallat, 2008) dada por

r+T siz<-T
vp(z) = sign(z)(|z[ = T)+ = {0 si o] <T (5-44)
x—T sSiz>T

donde

0 siz>0
() = { . (5-45)
z Slz>0

Aplicando el umbral duro a los coeficientes wavelet se tendria
& = vl (ar) (5-46)

y de forma interesante ademas de la eliminacion del ruido, al observar la matriz de
covarianza se tiene

C = E{v}(®"z)(v}(® )"}

5-47
= ®*zl(|® x| > T), (®*21(|®*x| > T),)" ( )

expresando el producto como producto matricial, y recordando que & € C", se tiene
Cij = E{Y (2" 21(|®* x| > T)4)s(®*21(|®*x| > T)4)] } (5-48)

k=1

analizando su estructura de forma general

oo {(@*xﬁm(@*m > 1)), Sl=J (5 49)
((@*2)s(@*2);1(|(27x);| > T)4)(A(|(P*2);| > T)1)" sii#j
y para el umbral suave se tiene algo similar
_ {<|<<I>*:c>ir—T>i sii=j
sign((®*x);)sign((®*2);)((@*x)i| — T),.(|(®*2);| = )y sii # j
(5-50)

en ambos casos la diagonal de la matriz es siempre positiva, y en las demas posiciones
de la matriz se tiene una doble condicion de umbral, lo cual en algunos casos puede
llevar a tener una matriz con pocos valores diferentes de cero o matriz sparse. También
se observa que el umbral da origen a un estimador que garantiza las condiciones de
matriz semi-definida positiva y simétrica, caracteristicas esenciales de cualquier matriz
de covarianza. En la Figura 5-2(a) se observa la matriz de covarianza de los coeficien-
tes wavelets, y como cambia su estructura a una matriz sparse (Figura 5-2(b)) cuando
los coeficientes wavelet son sometidos a un umbral duro.
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(a) Covarianza coeficientes wavelet.

(b) Covarianza coeficientes wavelet + umbral.

Figura 5-2 : Efecto de la funcion umbral sobre una matriz de covarianza.

En conclusion se observa que el uso de la transformacion de blanqueamiento en el
dominio wavelet puede traer beneficios adicionales respecto a los brindados en el do-
minio del tiempo, ya que muchos vectores tienen representaciones escasas en el do-
mino wavelet, lo cual lleva a su vez que su matriz de covarianza sea a escasa. Y como
en Chen et al. (2015); Dasarathy et al. (2015) se demostro las reducciones en cuanto
a computacion cuando se hace uso de matrices sparse, y recordando que la trasfor-
macion de blanqueamiento requiere para su calculo de la estimacion de la matriz de
covarianza del proceso, entonces se puede concluir que la transformada QSP mejo-
raria su computacion y su estimacion en el dominio wavelet.

5.5.1. Validaci 6n de la aplicaci 6n mediante simulaci 6n

En la Seccion 5.3.2 se determind bajo que circunstancias la transformada wavelet no
aporta en la decorrelacion de las variables aleatorias, por tanto, como se habia men-
cionado anteriormente se hace necesario recurrir a la transformacion QSP para deco-
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rrelacionar el vector aleatorio. Asi, en esta seccion se proveen algunos resultados de
simulacion que sugieren el comportamiento y desempefo de la transformacion QSP
en la transformada wavelet discreta.

Con el fin de mostrar que la transformada QSP es 6ptima desde un punto de vista del
MSE, y que al ser aplicada en el dominio wavelet trae ventajas respecto a su compu-
tacion, se disefio una simulacion que parte de un proceso gaussiano correlacionado
x¢, obtenido mediante la descomposicion Cholesky, con una dimension n = 100. Se
generaron 2!! realizaciones con el fin de que los resultados fueran estadisticamente
correctos, por tanto el nmero total de datos generados seria de d = 2''n = 204800, y
el nimero de entradas distintas de cero o sparsity del proceso coincide con el nUmero
de datos d. La transformacion wavelet discreta fue implementada mediante la caja de
herramientas WavelLab (Donoho et al., 1995), con el objetivo que los resultados obte-
nidos sean facilmente reproducibles. Los resultados presentados a continuacion son
obtenidos a partir de esta simulacion.

En la Figura 5-3(a) se aprecia la matriz de covarianza del proceso correlacionado x,
gue para este ejemplo es una matriz Toeplitz. Al aplicar la transformacion QSP en el
dominio wavelet, se observa que el proceso es decorrelacionado, cambiando la forma
de su matriz de covarianza a una estructura en diagonal, como se ve en la Figura 5-
3(b).

(a) Matriz de covarianza del proceso aleatorio. (b) Matriz de covarianza del proceso aleatorio de-
correlacionada.

Figura 5-3 : Efecto de la transformacion QSP sobre una matriz Toeplitz.

En la Tabla 5-1 se muestran los errores MSE, observando que la transformacion QSP
es Optima, con errores menores al 1 por ciento, y ademas se observa que a pesar que
la transformada es 6ptima desde un punto de vista del MSE, su error es muy alto res-
pecto al vector original no correlacionado .

Por otra parte, de la Tabla 5-1 se observa como el dominio wavelet permite que la re-
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Tabla 5-1: Resultados de MSE y sparsity.
MSE Tc T sparsity
®*xr-  0.042542 0.44766 94405
Td*x- 0.08779 0.43509 87648
Tco 204800

presentacion del proceso se pueda realizar con muy pocas entradas distintas de cero
0 sparsity, ya que se pasa de tener un nimero de entradas de x de 204,800, a 94405
cuando es transformado al dominio wavelet ®*x, y si ademas se utiliza la transforma-
da QSP, el vector T®*x tiene un nivel de sparsity de 87648, por tanto se logra obtener
una disminucion alrededor de mas del 50 por ciento respecto al vector original x¢, y
una reduccion del 7,15 respecto al vector ®*x. Ratificando asi, las ventajas que se
obtienen al aplicar la transformacion QSP en el domino wavelet, ya que el alto nivel de
spasity de los coeficientes wavelet permite que la aplicacion de la transformacion se
realice con una menor complejidad computacional.

5.6. Otras aplicaciones de la transformaci 6n QSP

5.6.1. Aplicaci 6n a cuantizaci 6n

La transformacion QSP permite que la matriz de covarianza tome la estructura que se
desee, y es optima desde el punto de vista del MSE, por tanto es muy Gtil en estima-
dores diagonales, los cuales dan origen a representaciones escasas ya que analizan
coeficiente por coeficiente, pero también en el uso de los no-diagonales que analizan
en bloque a los coeficientes, es decir; toman en cuenta las relaciones entre éstos, por
tanto para este caso es interesante utilizar la transformacion QSP para correlacionar
los coeficientes y luego aplicar el estimador en bloque, mejorando de esta forma el
desempenio del estimador.

5.6.2. Aplicaci 6n a compresi 6n

La transformacion permite que la covarianza de cualquier vector aleatorio = sea mo-
dificada por la matriz R, y en aplicaciones como compresion de imagenes, se hace
importante explorar los tipos de correlacion, tales como correlacion espacial, espectral
o temporal. Por ejemplo, sea x nuestro dato a comprimir, si se aplica la transformacion
T., las variables aleatorias del vector x estarian correlacionadas, permitiendo que al
llevarlo al dominio wavelet mediante la transformacion wavelet discreta ®*, esta pueda
extraer la mayor cantidad de informacion, y sea posible lograr niveles 6ptimos de spar-
sity. Para recuperar el vector original « a partir de los coeficientes wavelet o = ®*T .,
existirian dos procedimientos: el primero consistiria en aplicar una transformacion Ty
gue se encargaria de decorrelacionar los coeficientes previamente obtenidos y luego
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la transformada inversa ®, el segundo llevaria los coeficientes al dominio del tiempo
mediante la transformada inversa ® para luego aplicar la transformacion de decorrela-
cion T;;. Aunque ambos procesos son validos, desde un punto de vista computacional,
0 equivalentemente, analizando que proceso requiere menos operaciones, de acuerdo
a la Tabla 5-1 es mejor el primer procedimiento, ya que cuando se esta en el domino
wavelet, el nivel de sparsity es mucho mayor y la transformada T, se computaria mu-
cho mas rapido. Adicionalmente se podria obtener mas reducciones en la computacion
Si se recurre a optimizaciones lineales o convexas (Boyd y Vandenberghe, 2004). De
manera general el proceso de compresion vendria dado por

y = dT & T.x. (5-51)

Es importante resaltar que para tal logro tendria que haber un sacrificio en el valor
del MSE, y a su vez tener en cuenta la carga computacional adicional generada al
utilizar las transformadas T, y T., ademas, por supuesto, la de la transformada wavelet.
Aungue con las constantes mejoras en la reduccion del nimero de operaciones y por
tanto el tiempo de ejecucion de la transformada wavelet, posiblemente no afectaria
notablemente en el desempefio total.

5.7. Observaciones finales

En este capitulo se exploré y se demostro cuales son las propiedades matriciales que
deben compartir la matriz de covarianza del proceso aleatorio y la matriz wavelet, para
gue la transformacion wavelet discreta no tenga un efecto de decorrelacion en las va-
riables del vector aleatorio.

Ante estas condiciones se uso0 la transformacion de blanqueamiento propuesta por el
QSP, mostrando que al ser utilizada en el domino wavelet (tiempo-frecuencia) pue-
de llegar a ser mas eficiente que al ser utilizada en el dominio del tiempo, dada la
caracteristica de sparsity que se obtiene en las matrices de covarianza del vector alea-
torio, cuando se es analizado en el dominio wavelet. Ademas se enumeraron posibles
aplicaciones de la transformacion QSP, que quedan por ser desarrolladas en trabajos
futuros.



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

6.1.

Conclusiones

El procesamiento cuantico de sefiales (QSP) al utilizar los principios y problemas
de la fisica cuantica aporta nuevas formas de analizar y concebir la teoria wave-
let, lo cual abre a interesantes temas de investigacion, tales como cuantizacion,
compresion, deteccion y optimizacion que aportan al crecimiento de conocimien-
to en la teoria wavelet.

Como hipotesis principal se definid la creacion de una nueva forma de represen-
tacion de la sefial, expresada en el ejemplo 1 del Capitulo 3, la cual se ha podido
validar en parte al uso de los mapeos deterministicos y probabilisticos, quedando
aln muchas otras opciones sin explorar.

Se demostrd que la funcion de autocorrelacion de las funciones wavelet ortogo-
nales cumple con las condiciones para ser utilizada como mapeo en el cuanti-
zador probabilistico desarrollado en el QSP, permitiendo generar sefnales dither
con una distribucion dada por la funcion de autocorrelacion, que tiene la ventaja
de ser obtenida de forma recursiva a partir de un filtro digital, tal como lo son las
funciones wavelet.

Se observa un gran abanico de posibles aplicaciones del QSP en la teoria wa-
velet, algunas planteadas en el capitulo 3, y en especial la creacion de wavelet
uniformes geométricamente.

Se explord la estructura de la matriz wavelet, y se logré determinar un par de
condiciones plasmadas en el teorema 5.5, que de ser satisfechas la transformada
wavelet discreta no realiza ningln proceso de decorrelacion sobre el proceso
aleatorio.

Tanto matematicamente como por simulacion, se demostré las ventajas en el
calculo y la aplicacion de la transformacion QSP, cuando se es desarrollada en el
dominio wavelet.



6.2. TRABAJOS FUTUROS 73

6.2. Trabajos futuros

= La aplicacion del QSP en la teoria wavelet abre un camino en el uso de mapeos
probabilisticos en la descomposicion de funciones y se enlaza con lineas como
compressed sensing o0 sparse representation, siendo un muy interesante topico
para investigaciones futuras.

= El marco del QSP brinda una transformada de covarianza 6ptima desde un punto
de vista del MSE, muy util para decorrelacionar como también para correlacionar
los coeficientes wavelet, por ejemplo; un tema interesante de investigacion es la
optimizacion de procesos de cuantificacion en la cual se utilizan las correlaciones
entre los coeficientes.

= Se propone para una siguiente investigacion la creacion de Wavelets Uniformes
Geomeétricamente, que pueden aportar a los sistemas de codificacion.

= Se alcanzo6 a esbozar la aplicacion del estimador desarrollado por el QSP en
la teoria wavelet, por su importancia se proyecta como un interesante tema de
investigaciones futuras.

= Queda por explorar la aplicacion del MF desarrollado en el QSP en un multiplexor
gue utilice los filtros wavelet como conformadores del pulso y evaluar su desem-
pefo en un canal con ruido aditivo gaussiano y no-gaussiano.
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