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NOTACIÓN 

 

La notación utilizada para mencionar las diferentes variables en este documento es la siguiente: 

 

 Variables que representan un valor escalar: 

Letra minúscula sin negrita. 

a 

 Variables que representan un vector: 

Letra minúscula en negrita. 

a 

 Variables que representan matrices: 

Letra mayúscula en negrita. 

A 
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1 INTRODUCCIÓN 
 

 

1.1 INTRODUCCIÓN A LOS SISTEMAS MIMO Y A LOS ALGORITMOS “LATTICE REDUCTION-

AIDED” 

 

En vista del constante crecimiento de las tecnologías de transmisión inalámbrica y de la necesidad 

de prestar servicios de mayor calidad, se desarrollaron los sistemas de Múltiples Entradas y 

Múltiples Salidas  (MIMO, Multiple Input Multiple Output) los cuales aprovechan mejor el recurso 

radioeléctrico, incrementan la velocidad de transmisión de datos y combaten efectos indeseados 

en el canal de comunicación. 

Los sistemas MIMO usan múltiples antenas en transmisión y recepción y su objetivo principal es 

sacar el máximo provecho del efecto de multitrayecto mediante la multiplexación espacial o 

diversidad espacial. Las múltiples antenas utilizadas en recepción entregan al sistema una 

superposición lineal de símbolos de información transmitidos por separado [1], por lo cual se 

necesita un sistema de detección que determine de forma precisa los símbolos enviados. El 

sistema de detección se basa en un algoritmo matemático que permite estimar las señales 

transmitidas teniendo en cuenta la interferencia por multitrayectoria, la respuesta del canal y el 

ruido sumado en recepción[2]. 

Para implementar la detección en un sistema MIMO se pueden usar diferentes algoritmos, uno de 

ellos es el algoritmo de Máxima Verosimilitud (ML, Maximum Likelihood), el cual calcula la 

distancia euclidiana entre el símbolo recibido y cada uno de los posibles símbolos transmitidos, 

escogiendo aquel que se encuentra a la distancia mínima. El algoritmo ML es el método de mayor 

precisión y de mayor complejidad computacional, por lo que su implementación no se realiza en 

escenarios reales. Para obtener resultados similares con menor complejidad computacional 

pueden usarse técnicas de aproximación al algoritmo ML como los algoritmos asistidos por 

reducción lattice (LRA, Lattice Reduction Aided). 

Los algoritmos LRA son algoritmos de detección de señales que trabajan en conjunto con técnicas 

de reducción lattice para lograr un mejor desempeño del sistema MIMO. Las técnicas de reducción 

lattice facilitan el proceso de detección utilizando algoritmos como el de Seysen y el de Lenstra, 

Lenstra y Lovász (LLL, Lenstra Lenstra Lovász) que por medio de diferentes procesos de reducción 

matricial mejoran la condición de la matriz del canal permitiendo obtener menores valores de Tasa 

de Error de Bit (BER, Bit Error Rate) para iguales valores de Relación Señal a Ruido (SNR, Signal to 

Noise Ratio) [3]. 
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1.2 MOTIVACIÓN DEL TRABAJO DE GRADO 

 

El desarrollo de las telecomunicaciones en la actualidad está enfocado principalmente hacia 

entornos inalámbricos, donde los dispositivos móviles cuentan con altas capacidades de 

procesamiento, y donde se requieren conexiones confiables y de alta velocidad para ofrecer 

servicios que vayan a la par con las características de estos equipos. El uso de sistemas MIMO 

permite el desarrollo de tecnologías que mejoran las velocidades de transmisión y la confiabilidad 

de la comunicación como sistemas de Tercera Generación (3G, Third Generation), Cuarta 

Generación (4G, Fourth Generation) o Evolución a Largo Término (LTE, Long Term Evolution) [4], 

gracias a las cuales es posible la implementación de servicios móviles rápidos y confiables. 

Aunque los sistemas MIMO han podido satisfacer los requerimientos de velocidad y confiabilidad 

de las comunicaciones inalámbricas, el desarrollo de la tecnología implica una mejora constante, 

por lo que este trabajo de grado, toma como objeto de estudio los algoritmos LRA para la 

detección de señales en sistemas MIMO, con el fin de complementar trabajos anteriores que 

determinaron que su implementación ofrece mejoras en el desempeño de un sistema a cambio de 

un aumento en la complejidad computacional [5-8], pero que no realizaron un análisis completo 

en sistemas MIMO 2x2 y 4x4 con Modulación por Amplitud en Cuadratura de Orden 4 (4QAM, 4-

Order Quadrature Amplitude Modulation) y Modulación por Amplitud en Cuadratura de Orden 16  

(16QAM, 16-Order Quadrature Amplitude Modulation). 

 

1.3 OBJETIVOS 

 

1.3.1  Objetivo General 

Analizar comparativamente el desempeño de los algoritmos de detección de señal en sistemas 

MIMO punto a punto 2x2 y 4x4, basados en algoritmos Lattice Reduction-Aided. 

 

1.3.2 Objetivos Específicos 

1. Analizar y seleccionar los algoritmos Lattice Reduction-Aided para implementar la etapa de 

detección de señal en un sistema MIMO1 punto a punto 2x2 y 4x4. 

                                                           
1
 Sistema con canal invariante en el tiempo, conocimiento perfecto del canal  y esquemas de modulación 

4QAM y 16QAM.   
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2. Modelar y simular dos algoritmos de detección de señal en un sistema MIMO punto a 

punto 2x2 y 4x4. 

 

3. Comparar el desempeño de los algoritmos modelados con el algoritmo de máxima 

verosimilitud. 

 

1.4 ESTRUCTURA DEL TRABAJO DE GRADO 

 

El trabajo está organizado de la siguiente forma: 

En el capítulo dos se presentan los conceptos básicos relacionados con los sistemas MIMO y se 

explica el proceso de detección mediante el algoritmo ML. Se describen la teoría de lattices y las 

diferentes técnicas de reducción, haciendo énfasis en los algoritmos de Seysen y LLL. 

El capítulo tres desarrolla la metodología empleada para cumplir con los objetivos establecidos, se 

explica cada una de las fases y se presentan diagramas en bloques, diagramas de flujo y partes del 

código computacional desarrollado para su implementación. 

En el capítulo cuatro se  presenta la validación de los resultados obtenidos comparándolos con 

resultados de otras investigaciones sobre los algoritmos en estudio. 

 

En el capítulo cinco se presenta la evaluación del desempeño de los algoritmos y el análisis de los 

resultados obtenidos. 

 

El capítulo seis contiene las conclusiones del trabajo de grado y las recomendaciones para el 

desarrollo de futuros trabajos en esta línea de investigación. 
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2 GENERALIDADES EN SISTEMAS MIMO Y 

ALGORITMOS DE DETECCIÓN 
 

 

2.1 SISTEMAS MIMO 2X2 Y 4X4 

 

Los sistemas MIMO surgen como una forma de aprovechar el multitrayecto, en el cual la señal 
transmitida llega al receptor por diferentes caminos generando interferencia y dispersión en 

tiempo, entre otros fenómenos que están presentes en las comunicaciones inalámbricas[9]. La 
mejora en el desempeño de estos sistemas se debe al aprovechamiento del multitrayecto por 

medio de la implementación de la diversidad espacial con la utilización de códigos espacio 
temporales[10]. 

La estructura básica de un sistema MIMO consiste en un arreglo de m antenas en el transmisor, 
desde las cuales se envía la información por múltiples trayectorias y otro arreglo de n antenas en 
el receptor que puede ser igual o diferente a las del transmisor, donde hij son las funciones de 

transferencia compleja, como se puede observar en la figura 2.1. Además de las antenas se 
necesitan etapas de procesamiento en transmisión y recepción. En el receptor es necesario 

implementar mecanismos de detección con el fin de interpretar correctamente los distintos flujos 
de información recibidos[11]. 

1 1

2 2

m n

.

.

.

.

.

.

h 11

h 12

h1m

hn1

h 22

h 21

h nm

m -  Tx n -  Rx

 

Figura 2.1. Sistema MIMO 
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Para el estudio de la propagación en sistemas MIMO, se toma el canal como una matriz de 
transmisión H de tamaño m x n donde m es el número de antenas transmisoras y n es el número 

de antenas receptoras, de esta forma, los elementos hij corresponden a las funciones de 
transferencia compleja de la señal enviada por la antena de transmisión j y recibida por la antena 
de recepción i. 

La señal transmitida en un sistema MIMO se ve afectada por la matriz de canal H y por el ruido que 
se adiciona durante la transmisión, lo cual se refleja en la ecuación 2.1: 

 

         (2.1) 

 

donde y es el vector señal de tamaño n recibido por el arreglo de antenas, H es la matriz de 
tamaño n x m que representa el canal, s es el vector de m elementos que representa la señal 

enviada y n es el componente de ruido de dimensión n que se adiciona a la señal[12]. 

Los sistemas MIMO pueden funcionar de acuerdo a dos esquemas: diversidad o multiplexación 

espacial[13]. 

 

2.1.1 Diversidad Espacial 

En este esquema la transmisión de la información se realiza enviando por las diferentes antenas 

del transmisor flujos iguales de información de manera simultánea, obteniendo una redundancia 
que contrarresta los efectos del desvanecimiento y permite obtener menores valores de BER, 

brindando mayor fiabilidad a la comunicación. 

 

2.1.2 Multiplexación Espacial 

En la multiplexación espacial los símbolos de información a transmitir se dividen entre el número 
de antenas del transmisor, generando igual número de subcadenas simultáneas en la misma 

banda de frecuencias, en las cuales cada antena transmisora pone un identificador para  

determinar en recepción cuál antena es la fuente de la información recibida. El receptor tiene que 

realizar procesos de reconstrucción del mensaje a partir de la superposición de señales que llegan. 
La multiplexación espacial aumenta la capacidad de transmisión del sistema pero incrementa la 
complejidad en recepción. 

Las técnicas más utilizadas en la multiplexación espacial son la codificación Vertical Espacio 
Temporal por Capas del Laboratorio Bell (V-BLAST, Vertical-Bell Labs Layered Space Time), 
codificación Horizontal Espacio Temporal (H-BLAST, Horizontal-Bell Labs, Layered Space Time) y la 
codificación Diagonal Espacio Temporal por Capas del Laboratorio Bell (D-BLAST, Diagonal-Bell 
Labs Layered Space Time) [9]. 
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V-BLAST: el flujo inicial de datos se divide y se reparte entre las antenas transmisoras, cada uno de 

estos flujos se codifica y se modula a la constelación utilizada de forma independiente y se 
transmiten simultáneamente. 

D-BLAST: divide el flujo de datos de forma diagonal, de tal manera que cada subcadena generada 
se transmite por cada una de las antenas. Esta técnica presenta un uso inadecuado del canal al 
inicio y final de cada transmisión ya que no transmiten todas las antenas. En cuanto a la recepción 
se presenta propagación de error porque la detección se realiza de tal forma que los primeros 
símbolos detectados se toman como referencia para la detección de los siguientes. 

H-BLAST: el flujo de datos se divide en subcadenas que se codifican en forma separada, la matriz 

generadora se divide en capas, donde cada capa corresponde a un modulador específico, que 

posteriormente entrega los datos a su respectiva antena. 

 

2.1.3 Diagrama en Bloques de un Sistema MIMO 

Un sistema MIMO se compone de diferentes subsistemas, en la figura 2.2 se observa el diagrama 

de bloques de un sistema MIMO, donde la transmisión se compone de los bloques generador de 

datos, codificador de canal, modulador, demultiplexor espacial y un arreglo de antenas y la 

recepción por los bloques detector, multiplexor espacial, demodulador decodificador de canal, 

modulador de BER. 

 

 

Figura 2.2. Diagrama en bloques de un sistema MIMO 

 

2.1.4 Modulación 

El bloque modulador en un sistema MIMO aplica técnicas que permiten un mejor 

aprovechamiento del canal y mejorar la resistencia contra posibles ruidos o interferencias. Entre 

estas técnicas se tiene QAM y MQAM. 
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2.1.4.1 Modulación por Amplitud en Cuadratura 

La Modulación QAM es una técnica altamente eficiente y ampliamente usada en comunicaciones 
inalámbricas, consiste en modular por desplazamiento en amplitud de forma independiente dos 
portadoras ortogonales en la misma frecuencia para hacer un mejor uso del ancho de banda y 
puede o no variar la amplitud de las diferentes portadoras. 

La representación matemática de la modulación QAM viene dada por: 

                      (2.2) 

 

donde An y Bn son las amplitudes de las dos señales moduladas, y toman de forma independiente 

los valores discretos correspondientes al total de los estados de la señal moduladora. 

La modulación QAM se usa para la transmisión de datos a alta velocidad por canales con poca 
capacidad. QAM modula los símbolos con una única frecuencia; cabe resaltar que la mitad de los 

símbolos se modulan con la frecuencia en fase y la otra mitad con la misma frecuencia pero 
desfasada 90°, así como resultado se tienen dos componentes (cos(wt) y sen(wt)) a las cuales se 
les modifica la amplitud dando como resultado una señal modulada en QAM óptima para ser 

transmitida. Esta modulación se emplea actualmente en sistemas de transmisión de televisión, 
microondas, satélite y sistemas de telefonía celular. 

Para M-QAM, los bits se codifican en M estados que se grafican como puntos uniformemente 

dispuestos en una rejilla cuadrada con igual separación vertical y horizontal, formando el diagrama 
de constelación mostrado en la figura 2.3 

M = 64

M = 32

M = 16

M = 4

 

Figura 2.3. Constelaciones M-QAM 
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2.1.4.2 Modulación de Amplitud en Cuadratura de 16 Estados 

En la figura 2.4 se muestra la constelación para la modulación 16QAM; la cual consta de 16 

símbolos de 4 bits cada uno. 

 

Figura 2.4.  Esquema de modulación 16QAM 

La posición en la constelación de los símbolos se denota por cuatro bits; los primeros indican en 
que cuadrante se ubican y los últimos dos la posición dentro del cuadrante, lo que facilita la 

detección del símbolo transmitido. Para calcular la probabilidad de error en M-QAM se usa la 
fórmula de probabilidad de error de símbolo, descrita para este tipo de modulación por la 
siguiente ecuación[14]: 

 

       
 

  
       

  

  
   (2.3) 

 

donde M es igual al número de símbolos, ferc es la función de error complementario de Gauss, Eb 
es la energía de bit y No la densidad espectral de potencia de ruido. 

 

2.1.5 Detección en Sistemas MIMO 

Uno de los procesos más críticos de las comunicaciones es la detección y para hacer más eficiente  
este proceso se utilizan algoritmos que pueden ser óptimos o sub-óptimos. Los algoritmos óptimos 
ofrecen un alto desempeño pero son de gran complejidad computacional y los algoritmos sub-

óptimos presentan una complejidad computacional menor a costa de un menor desempeño [1]. 
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Algunos de los algoritmos de detección más utilizados en los sistemas MIMO son Forzado a Cero 

(ZF, Zero Forcing), algoritmo de Error Mínimo Cuadrático Medio (MMSE, Minimum Mean Square 
Error) o el algoritmo de Máxima Verosimilitud. 

El algoritmo ZF divide el canal en subcanales paralelos eliminando la interferencia cocanal pero 
amplifica el ruido durante el proceso de detección. El algoritmo MMSE limita el efecto del ruido a 
costa de una ligera interferencia cocanal. El algoritmo ML elige la distancia euclidiana más corta 
entre el vector recibido y y el vector mensaje s, este algoritmo presenta una alta complejidad de 
implementación, que aumenta de manera exponencial con el número de antenas y el orden de la 

modulación. Otro algoritmo ampliamente usado es el algoritmo esférico que establece una esfera 
centrada en el símbolo recibido para reducir la complejidad de la búsqueda. 

 

2.1.6 Algoritmo de Máxima Verosimilitud - ML 

En las comunicaciones, el receptor frecuentemente observa una superposición lineal de símbolos 
de información, esto hace que la principal dificultad sea separar e identificar los símbolos 

transmitidos, es decir, recuperar correctamente el vector enviado desde cada antena del 
transmisor. 

En un sistema MIMO, desde el transmisor se envía la información en un vector de símbolos 
modulados como el que se muestra en la ecuación 2.4. 

 s = (s1, s2, s3, …, sn), sm Є S, (2.4) 

 

siendo S la constelación con 2b elementos, donde b es el número de bits que corresponde a un 
símbolo en sm y n es el número de antenas transmisoras. 

El vector recibido que contiene la información transmitida alterada sólo por los efectos del canal, 
sin la adición de ruido, es el expresado en la ecuación 2.5. 

        (2.5) 

 

Después de recibir cada vector y, el receptor debe estimar cuál de los posibles vectores s fue 

transmitido haciendo uso de la información recibida y del conocimiento de la matriz de canal H. 

La ecuación 2.6 indica matemáticamente cómo el algoritmo ML escoge la estimación    como el 

vector elemento de S más cercano a y [15]; dicha expresión también se conoce como criterio de 

Máxima Verosimilitud. 

     
      
     

       (2.6) 

 

La ecuación 2.7 es otra manera de escribir el criterio de máxima verosimilitud. 
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       (2.7) 

 

Donde H es la matriz que representa el canal MIMO, y es la señal recibida y s es el vector 

transmitido, usando la descomposición de matrices QR sobre la matriz del canal, se reformula el 

criterio según se muestra en las ecuaciones 2.8, 2.9 y 2.10 [15]: 

    
     

                           (2.8) 

 

    
          

                                    (2.9) 

 

donde, 

                          

 

   

 

 

 (2.10) 

 

El criterio de máxima verosimilitud se representa como un árbol de decisión con m + 1 capas, |S| 

ramas saliendo de cada nodo intermedio y |S|m nodos hoja. 

 

S3 = -1

f3 (...) = 4
9

{-1,-1,-1} {1,1,1}

NODO RAIZ

1 1 1 1 1 1

1

3 2

5

7 8

7 4

S1 = -1

f1 (-1) = 1

S1 = +1

f1 (1) = 5

S2 = -1

f1 (-1,-1) = 2

S2 = -1

f2 (1,-1) = 2

S2 = +1

f2 (-1,1) = 1

S2 = +1

f2 (1,1) = 3

S3 = +1
S3 = +1

S3 = +1 S3 = +1S3 = -1
S3 = -1S3 = -1

f3 (...) = 1 3 4
3 1 1

{-1,-1,1} {-1,1,-1} {-1,1,1} {1,-1,-1} {1,-1,1} {1,1,-1}  

Figura 2.5. Árbol de decisión ML 
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En el árbol de decisión cada rama tiene dos indicadores, una métrica asociada y una métrica 

acumulada. La métrica acumulada es la suma de las métricas de todas las ramas por las que se 

pasa al ir desde el nodo raíz hasta el nodo final [1]. En la figura 2.5 se muestra el camino con la 

menor métrica acumulada que permite determinar el símbolo enviado. 

 

2.2 ALGORITMOS LATTICE REDUCTION-AIDED - LRA 

 

Un algoritmo LRA es un algoritmo que hace uso de las técnicas de reducción lattice para alcanzar 

un mejor desempeño en la detección de señales en sistemas MIMO. La utilización de algoritmos 

LRA para la detección de señales implica un replanteamiento del sistema MIMO como lo muestra 

la ecuación 2.11, donde T es la matriz de transformación de la reducción, H’ es la matriz reducida 

que se obtiene a partir de HT y z es el equivalente de s para la matriz reducida. 

                  (2.11) 

 

En la figura 2.6 se presenta el sistema MIMO equivalente según la ecuación 2.11, donde se 

adicionan los bloques correspondientes a la matriz de transformación y su inversa para tener 

nuevamente la solución en el dominio original. 

 

Figura 2.6. Sistema MIMO equivalente para algoritmos Lattice Reduction-Aided 

 

Los problemas de codificación y detección pueden ser abordados usando herramientas de la teoría 

de lattices, ya que las técnicas de reducción lattice aprovechan la naturaleza discreta de los datos 

transmitidos y utilizan la matriz de canal que afecta los datos como un generador (base) de una 

lattice de puntos. Sin importar el esquema de utilizado en la transmisión, (diversidad o 

multiplexación espacial) y siempre y cuando se conozca la matriz de canal o base, ésta se puede 

reducir para facilitar el proceso de detección mejorando su tolerancia al ruido como se muestra en 
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la figura 2.7, donde los círculos verdes muestran la distancia máxima a la que un símbolo puede 

ser detectado correctamente. En el plano izquierdo se puede observar que una base ortogonal 

(azul) genera áreas de detección más grandes que las generadas por una base no ortogonal 

(negro) como la observada en el plano derecho. 

 

 

Figura 2.7. Reducción Lattice 

 

La aplicación de las técnicas de reducción lattice en la detección de señales en sistemas MIMO 

implica un conocimiento de la matriz de canal en el receptor y comprende tres pasos generales: 

1. Determinar una base mejorada para la lattice por medio de una reducción que parte del 
canal. La base original y la mejorada están relacionadas por una matriz unimodular2. 

2. Resolver el problema con respecto a la base reducida. 

3. Transformar la solución al dominio original usando la matriz unimodular. En la figura 2.8 se 
muestra gráficamente la transformación de las matrices desde el dominio de la reducción 
lattice al dominio original al multiplicar por la inversa de la matriz unimodular. 

 

                                                           
2
 Una matriz unimodular es una matriz invertible con determinante ±1  
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Figura 2.8. Transformación de la solución al dominio original 

 

Las técnicas de reducción lattice buscan reducir las dimensiones de las bases con vectores base 

más cortos y más ortogonales, siempre buscando la mejor relación entre la calidad de las bases 

reducidas y el esfuerzo computacional requerido para encontrarlas. 

El objetivo de los algoritmos de reducción lattice es encontrar la secuencia de operaciones 

elementales (equivalente a una matriz unimodular T) que transforme una base dada B en una base 

reducida B’ = BT, de acuerdo a los requerimientos específicos del criterio de reducción [16]. 

 

2.2.1 Lattices 

Una lattice es un arreglo periódico de puntos discretos, un grupo aditivo discreto de Rn que se 

puede caracterizar en términos de un conjunto de m ≤ n vectores columna (base generadora) 

linealmente independientes [16]. 

Teniendo los vectores generadores como se expresan en la ecuación 2.12. 

                    
  (2.12) 

 

Se puede definir una lattice L como en  la ecuación 2.13. 

 
                

 

   

             (2.13) 
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Para cualquier x y y que pertenecen a L se tiene que y+kx también pertenece a L para todo k 

perteneciente a Z. 

Los vectores base de la ecuación 2.12 forman una matriz de n x m llamada base B como se puede 

ver en la ecuación 2.14. 

                     (2.14) 

 

Cualquier elemento de la lattice puede ser  representado como se expresa en la ecuación 2.15. 

  

                    
 

(2.15) 

 

En la figura 2.9 se muestran algunos ejemplos de bases generadoras y sus correspondientes 

lattices. 

 

Figura 2.9. Bases generadoras y lattices 

 

Para una lattice la matriz base no es única, lo cual permite que por medio de los algoritmos de 

reducción se puedan considerar muchas posibilidades de hallar una nueva matriz base de mejores 

condiciones para una lattice determinada. Para que dos matrices B y BTmxm generen la misma 

lattice, la matriz T debe ser unimodular según se muestra en  las ecuaciones 2.16 y 2.17. 

          (2.16) 

 

        (2.17) 
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2.2.2 Propiedades de las Lattices 

Toda lattice tiene las siguientes propiedades: 

2.2.2.1 Región Fundamental P 

La región fundamental es el conjunto de puntos que se pueden escribir según la ecuación 2.18 y 

que se puede observar en la figura 2.10. 

  

                   

 

   

 

 

(2.18) 

 

De la ecuación 2.18 se observa que esta propiedad depende de la base generadora, es decir, hay 

una región fundamental asociada a cada base, pero el volumen (m-dimensional) cubierto por la 

región fundamental es el mismo para todas. 

2.2.2.2 Región Voronoi V 

Es el conjunto de los puntos que están más cerca de su punto de origen que de otro punto de la 

lattice, es decir, la región alrededor de cada punto que contiene el área más cercana a él mismo, 

como lo muestra la figura 2.10. 

 

 

Figura 2.10. Región fundamental (azul), región voronoi (rojo) [16] 

 



               Análisis Comparativo de Algoritmos “Lattice Reduction-Aided” para la Detección de 
Señales en Sistemas MIMO 

Diego Fernando Mosquera – Leonardo Nieto Cortés 
 
 

16 
 

2.2.2.3 Determinante de una Lattice 

Se define como el espacio m-dimensional abarcado por las columnas de B. Es equivalente al 

volumen (m-dimensional) de la lattice, por lo que tiene el mismo valor para todas las bases. Su 

definición matemática se muestra en la ecuación 2.19.   

                (2.19) 

 

2.2.2.4 Índice de Ortogonalidad 

Es la medida de la calidad de la base de una lattice, el cual es igual a la unidad si y sólo si B es 

ortogonal, de lo contrario toma valores mayores que la unidad. Su definición matemática se 

muestra en la ecuación 2.20. 

 
      

 

   
     

 

   

 (2.20) 

 

2.2.2.5 Lattice Dual L* 

Para cualquier lattice se tiene asociada una lattice dual definida por la ecuación 2.21. 

  

              ‡                               
 

(2.21) 

 

Si B es una base para L, B* lo es para L*. La base dual de una lattice se puede calcular a partir de su 

determinante como se muestra en la ecuación 2.22. 

  

                 
 

   
 

 

(2.22) 

 

2.2.3 Técnicas de Reducción Lattice 

Existen diferentes técnicas y métodos para encontrar una base reducida, a continuación se listan 

las más comunes. 

 

                                                           
‡
  La intersección de todos los sub espacios que contienen un conjunto particular de vectores. 
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2.2.3.1 Reducción Minkowski y Hermite-Korkine-Zolotareff 

 

Esta técnica requiere que b’1, de la base ordenada B’ sea el vector más corto de L(B’). Los demás 

vectores b’l (2 ≤ l ≤ m) son los vectores más cortos en L(B’) que no son una combinación lineal de 

b’1, … , b’l-1. 

La proyección del vector base b’l sobre el complemento ortogonal del espacio cubierto por {b’1, … 

,b’l-1} es el vector más corto de la correspondiente matriz proyectada [17]. El principal 

inconveniente de esta técnica es que implica una complejidad computacional muy alta. 

 

2.2.3.2 Reducción de Tamaño 

Tomando la matriz reducida B’ y aplicándole la descomposición QR se obtiene B’ = Q’R’. Los 

elementos de R’ deben satisfacer la condición 2.23. 

  

          
 

 
                               

 

(2.23) 

 

El componente de cualquier vector b’l en la dirección de qk para k < l no es más largo que la mitad 

de b’k. Esta reducción se considera muy débil y de baja calidad[16]. 

 

2.2.3.3 Reducción Gauss 

Está restringida a matrices de rango m = 2, satisface las condiciones de Minkowski y Hermite-

Korkine-Zolotareff realizando una reducción de tamaño y luego un intercambio de columnas hasta 

que b’1 sea más corto que b’2, donde b’1 y b’2 son los vectores más cortos en la lattice L que 

forman una base para L[18]. 

 

2.2.3.4 Reducción Lenstra Lenstra Lovász 

Es una extensión de la técnica de reducción Gauss para lattices de rango m > 2. Una matriz base B’ 

a la cual se le aplica descomposición QR es LLL reducida si se satisfacen las desigualdades 2.24 y 

2.25. 

  

          
 

 
                                   

                      
 

(2.24) 



               Análisis Comparativo de Algoritmos “Lattice Reduction-Aided” para la Detección de 
Señales en Sistemas MIMO 

Diego Fernando Mosquera – Leonardo Nieto Cortés 
 
 

18 
 

 

  

            
 
          

 
           

 
                            

                        
 

(2.25) 

 

El parámetro δ afecta la calidad de la base reducida, entre más alto, mejor es la calidad y mayor la 

complejidad, el valor típico de este parámetro es ¾ y varía entre ¼ <δ ≤ 1. 

Si dos vectores b’l-1 y b’l no cumplen la condición de Lovász, se intercambian y la matriz resultante 

se descompone en QR y se reduce. 

Este proceso se repite hasta que se cumplan las condiciones expresadas en las desigualdades 2.24 

y  2.25 [19]. 

 

2.2.3.5 Reducción Lattice Dual 

Se realiza la reducción a la base dual B* por una matriz T, lo que es equivalente a reducir B por T-1. 

En la mayoría de los casos su utilización brinda mejores factores de proximidad [20], los cuales 

fijan los limites superiores del desempeño de los algoritmos LRA con relación al algoritmo ML [21]. 

Está técnica no es un algoritmo de reducción como tal si no un método que consiste en aplicar la 

técnica de reducción a la base dual en lugar de a la base original. 

 

2.2.3.6 Reducción Lattice Seysen 

El principio básico de esta reducción consiste en reducir simultáneamente B y B*. El criterio de 

ortogonalidad se define en la ecuación 2.26. 

  

           
    

   
 

   

 

 

(2.26) 

Si y sólo si B es ortogonal, S(B) = m. 

Se dice que una matriz es S-reducida cuando              para cualquier T[22]. 
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2.2.3.7 Algoritmo de Brun 

Algoritmo creado para encontrar vectores más cortos y ortogonales a un vector dado u. Este 

algoritmo de reducción lattice se aplica realizando cambios iterativos en las columnas, su 

desempeño es bajo, pero es poco complejo. 

 

2.3 COMPARACIÓN ALGORITMOS LRA 

 

El estudio de las diferentes técnicas de reducción lattice utilizadas más comúnmente en la 

actualidad y la recolección de información referente a investigaciones realizadas [17], [22], [23], 

[24], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33] y [34] sobre estas técnicas permitió elaborar la 

tabla comparativa 2.1. En esta tabla se tuvo en cuenta para cada técnica el nivel de complejidad, la 

eficiencia en la reducción, los entornos en que han sido utilizadas y las principales aplicaciones que 

se le han dado a cada una de ellas. 

 

Tabla 2-1. Tabla comparativa de algoritmos LRA 

TÉCNICA COMPLEJIDAD REDUCCIÓN 
ENTORNOS DE 

PRUEBA 
APLICACIONES 

Minkowski Alta  Media Simulación Detección MIMO 

Reducción de 
Tamaño 

Baja Baja 
Simulación, 

FPGA 

Detección MIMO, Generador de 
bases para otras técnicas de 

reducción. 

Reducción 
Gauss 

Baja Media Simulación 
Detección MIMO, Generador de 

bases para otras técnicas de 
reducción. 

Lenstra 
Lenstra 
Lovász 

Media Alta 
Simulación, 

FPGA 
Detección MIMO, 

Criptoanálisis. 

Seysen Media Alta Simulación 
Detección MIMO, Problemas de 

suma de subconjuntos. 

Algoritmo de 
Brun 

Baja Baja Simulación Análisis matemáticos 

 

De acuerdo con la información provista en la tabla, se escogieron las técnicas de reducción LLL y 

Seysen para realizar las implementaciones y pruebas necesarias para cumplir a cabalidad los 

objetivos propuestos por este trabajo de grado. La decisión se tomó teniendo en cuenta la mejor 

relación entre la complejidad y la capacidad de reducción, así como la ventaja que presenta la 

técnica LLL al ser una de las más estudiadas y por lo tanto la que cuenta con más información 
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disponible referente a implementaciones y análisis de desempeño, por su parte la técnica Seysen 

es una de las más utilizadas en la actualidad y representa un campo de estudio prometedor. 

En cuanto a las otras técnicas estudiadas, se encontró que algunas tenían una inconveniente 

relación entre complejidad y capacidad de reducción como la técnica Minkowski o Reducción de 

Gauss, siendo la técnica Minkowski la que requiere mayor capacidad computacional para su 

implementación. Las técnicas restantes Reducción de Tamaño y el Algoritmo de Brun no presentan 

altos requerimientos computacionales, pero así mismo su capacidad de reducción no es la 

esperada para que sean parte de este estudio, y como desventaja adicional, no es común la 

aplicación del algoritmo de Brun en los sistemas de detección MIMO que son el tema de estudio 

de este trabajo de grado. 

 

2.4 ALGORITMO LENSTRA LENSTRA LOVÁSZ 

 

En 1982 Hendrik Lenstra, Arjen Lenstra y László Lovász publicaron un artículo titulado “Factoring 

Polynomials with Rational Coefficients” donde describían una nueva técnica de reducción lattice a 

la que posteriormente llamarían LLL [19] y que es una extensión del algoritmo de reducción de 

Gauss. El algoritmo LLL determina que una base está reducida si cumple con la condición de 

Reducción de Tamaño mostrada en la desigualdad 2.24 y con la condición de Lovász mostrada en 

la desigualdad 2.25. La complejidad de este algoritmo es variable y dependiente del parámetro δ 

[16], cuyos valores varían entre ¼ y 1, donde ¼ implica la menor complejidad y 1 la mayor 

complejidad y precisión [16].  

 

2.4.1 Procedimiento Algoritmo Lenstra Lenstra Lovász 

El proceso general que usa este método para reducir una matriz se explica a continuación: 

1. Definir el parámetro δ de reducción y descomponer la matriz base B = QR, donde Q es una 
matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior. 

 

2. Evaluar la condición de Reducción de Tamaño para un par de vectores ri y rj,. Si no se 

cumple se reduce el vector j según la ecuación 2.27. 

                   (2.27) 

 

donde     es un coeficiente de Gram Schmidt y se calcula con la ecuación 2.28. 
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(2.28) 

 

3. Reflejar los cambios hechos a la matriz base en la matriz de transformación T como se 
muestra en la ecuación 2.29. 

  
                  

 

(2.29) 

 

4. Evaluar para el par de vectores ri y rj la condición de Lovász mostrada en la desigualdad 
2.25. De no cumplir con la condición de Lovász los vectores ri y rj se intercambian como se 

muestra en la ecuación 2.30. 

  

                                        

 

(2.30) 

 

5. Reflejar los cambios hechos a la matriz R en la matriz T como se muestra en la ecuacón 

2.31. 

  

                                        

 

(2.31) 

 

6. Aplicar la rotación de Givens [33] a la matriz R para recuperar su forma triangular superior 
según lo indicado en la ecuación 2.32.  

  

      
 

(2.32) 

 

Al realizar esta modificación en la matriz R, la matriz Q se debe transformar como en la 

expresión 2.33 de tal forma que se conserve la igualdad B = QR. 

  

     
  

 

(2.33) 
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Donde Ɵi es la rotación ortogonal de la matriz como se muestra en la ecuación 2.34. 

  

Ɵi=  

      
        
    
    

  (2.34) 

 

Donde los elementos αi y βi son representadas por las ecuaciones 2.35 y 2.36. 

     
    

     
       

 

 
(2.35) 

   

    
    

     
       

 

 (2.36) 

 

Es necesario repetir este proceso iterativamente para todos los vectores de la matriz R hasta 

satisfacer la condición de Lóvasz. 

 

2.5 ALGORITMO SEYSEN 

 

Martin Seysen propuso este nuevo método de reducción lattice cuando buscaba una manera de 

reducir simultáneamente una lattice y su dual [35]. El Algoritmo de Seysen se diferencia del 

algoritmo LLL y sus variantes en que éste considera simultáneamente todos los vectores de la 

lattice, y las operaciones de renglones que realiza se caracterizan porque reducen tanto la lattice 

original como su dual  [36]. 

Está basado en una medida de ortogonalidad que es diferente del índice de ortogonalidad, 

llamada Medida de Ortogonalidad de Seysen [35], la cual sirve para saber si una base cumple o no 

con el criterio de reducción de Seysen representado matemáticamente por la ecuación 2.37. 

 

  

           
    

   
 

   

 

 

(2.37) 
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2.5.1 Criterio de Reducción de Seysen 

Suponiendo que L(B) y L*(B) corresponden a una lattice y su dual, las cuales se quieren reducir 

simultáneamente, se definen A y A* como las formas cuadráticas asociadas de L(B) y L*(B), 

respectivamente y se calculan a partir de las ecuaciones 2.38 y 2.39. 

  

                 
                  

 

 

(2.38) 

  

         
  

        
      

    
   

       
 

 

(2.39) 

 

Si L(B) es la lattice definida por la base B, entonces cualquier otra base B’ de L(B) puede ser escrita 

como en la ecuación 2.40. 

  

       
 

(2.40) 

 

donde T es una matriz entera unimodular con determinante igual a la unidad [33]. De (2.38), la 

forma cuadrática asociada de B’ puede ser escrita como la ecuación 2.41: 

  

         
 

(2.41) 

 

Se dice que una base cumple con el criterio de reducción de Seysen si cumple con la desigualdad 

2.42. 

  

                         
 

(2.42) 

 

Para obtener la matriz de transformación T óptima para una lattice L(B), el tipo de matrices de 

transformación T está definido por las ecuaciones 2.43 y 2.44. 

  

 
   

                                                  

 

(2.43) 
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(2.44) 

 

Donde Im es la matriz identidad, la matriz Uij tiene sólo un elemento diferente de cero, Tij
λij es una 

matriz con todos los elementos de su diagonal iguales a 1, y sólo un elemento fuera de la diagonal 

diferente de cero, y λij  esta dada por la ecuación 2.45: 

  

         §  
 

 
  
    
 

    
   

    

    
   

 

(2.45) 

 

Donde λij minimiza la medida de ortogonalidad de Seysen para el par de columnas escogidas i,j 

[33].  

 

2.5.2 Procedimiento Algoritmo de Seysen 

El algoritmo de Seysen obtiene una base reducida disminuyendo de forma iterativa la medida de 

ortogonalidad de Seysen[32]. Dentro de cada iteración se realizan los siguientes pasos: 

1. Calcular Lambda: 

Se calculan los valores de λij utilizando la ecuación  2.45 para todos los pares de índices i,j excepto 
cuando i es igual a j. 

 

2. Calcular Delta: 

Para cada valor de λij cuantificar la reducción de la medida de ortogonalidad de Seysen con la 
ecuación 2.46. 

  
                

 

(2.46) 

 

3. Seleccionar índices: 

Se escogen el par de índices i,j que permiten la mayor reducción de la medida de ortogonalidad de 
Seysen. 

                                                           
§
 Aproxima al entero más cercano. 
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4. Actualizar la base: 

Con los índices que minimizan la medida de Seysen se realiza la actualización de la base. 

 

El algoritmo termina cuando todos los valores de λij son iguales a cero para todo 1 ≤ i,j≤ m 
alcanzando un mínimo de la medida de ortogonalidad de Seysen. 
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3 METODOLOGÍA 
 

 

Este capítulo está dedicado a la descripción de la metodología escogida para llevar a cabo el 

cumplimiento de los objetivos propuestos por este trabajo de grado. 

 

3.1 METODOLOGÍA PARA EL DESARROLLO DE SIMULACIONES 

 

Definición del sistema

Análisis

Formulación del modelo

Selección del lenguaje

Codificación del modelo

Validación

Experimentación

Implantación
 

Figura 3.1. Fases de la metodología 

 

La metodología que se utilizó para el desarrollo de este trabajo fue la Metodología para el 

Desarrollo de Simulaciones de Sistemas de Telecomunicaciones [37]. Esta es una metodología 
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iterativa que consta de ocho fases: Definición del Sistema, Análisis, Formulación del Modelo, 

Selección del Lenguaje, Codificación del Modelo, Validación, Experimentación e Implantación 

como se puede ver en la figura 3.1. Es progresiva ya que permite entrar en un modo cíclico si en la 

fase de validación se determina que los resultados no son correctos. Al entrar en el modo cíclico es 

posible volver en primera instancia a la fase de codificación del modelo y corregir los errores  

encontrados. Si no se obtienen resultados coherentes es necesario volver a la fase de formulación 

del modelo y revisar si el sistema ha sido modelado sobredimensionando sus características o 

limitándolas más de lo necesario. Si el error o los resultados incoherentes son persistentes es 

necesario volver al inicio y revisar la definición del sistema. 

 

3.1.1 Fase 1: Definición del Sistema 

Sistema MIMO con dos antenas en transmisión y dos antenas en recepción (sistema 2x2) ó cuatro 

antenas en trasmisión y cuatro antenas en recepción (sistema 4x4), modulación 4QAM ó 16QAM y 

se utiliza un canal AWGN con el fin de analizar la etapa de detección del sistema con dos 

algoritmos de reducción lattice: el algoritmo Seysen y el algoritmo LLL. 

 

3.1.2 Fase 2: Análisis 

Es necesario describir los estados y las interacciones lógicas entre las variables utilizadas para 

evaluar desempeño y capacidad del sistema. 

Estado del sistema: se define en el receptor en un instante de tiempo cualquiera de 

funcionamiento por medio de variables principales y secundarias, donde las variables principales 

son aquellas que afectan directamente los resultados y las secundarias son aquellas que 

complementan el modelado del sistema. A continuación se presentan las variables: 

Variables Principales 

 BER. 

 Tiempo de simulación. 

 SNR. 

Variables Secundarias 

 Número de tramas. 

 Número de antenas. 

 Orden de la modulación. 
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 Técnica de reducción. 

 Algoritmo de detección. 

 

Actividad: la actividad principal del sistema es la detección de los símbolos enviados por los 

algoritmos de detección y las técnicas de reducción. El tiempo necesario para ejecutar esta 

operación varía en función del algoritmo utilizado y del número de bits recibidos, los cuales están 

determinados por las variables número de antenas, orden de modulación y número de tramas.  

Entidad: es cualquier objeto utilizado dentro del sistema y según su función puede ser estático o 

dinámico. En el sistema los objetos estáticos son el modulador, el canal y el demultiplexor, 

mientras que los objetos dinámicos son las tramas enviadas. 

 

3.1.3 Fase 3: Formulación del Modelo 

Teniendo en cuenta el análisis realizado, se modela el sistema mediante el diagrama de bloques de 

la figura 3.2. La formulación del modelo se complementa con diagramas de flujo que muestran el 

comportamiento de los algoritmos lattice y del sistema en general. 

 

Figura 3.2. Diagrama de bloques sistema MIMO 

 

 Generador de datos: Proporciona la información aleatoria a transmitir por cada 

simulación. 



               Análisis Comparativo de Algoritmos “Lattice Reduction-Aided” para la Detección de 
Señales en Sistemas MIMO 

Diego Fernando Mosquera – Leonardo Nieto Cortés 
 
 

29 
 

 Demultiplexor espacial: Define la forma en que se envía la información por el arreglo de 

antenas transmisoras.  

 Modulador: Modula los datos a transmitir utilizando los esquemas 4QAM ó 16QAM. 

 Canal: Modela el canal AWGN. 

 Detector: Determina los símbolos enviados a través del sistema por medio de algoritmos 
de detección. Se supone conocimiento perfecto del canal. 

 Demodulador: Realiza el proceso de demodulación de los datos detectados según el 
esquema utilizado en el bloque modulación. 

 Medidor de BER: Determina los valores de BER según la información detectada. 

 

3.1.3.1 Diagramas de Flujo 

Como parte de la formulación del modelo se incluyen los diagramas de flujo de las funciones 

principales del sistema. 

a. Diagrama de Flujo Sistema MIMO 

En la figura 3.3 se muestra el diagrama de flujo del sistema MIMO implementado. 
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INICIO

Definir sistema MIMO 2x2 ó 4x4
Definir modulación QAM o 16QAM

Definir numero de tramas y de muestras.

Transmisor:
Generar datos, modular, 

demultiplexar.

Definir SNR

Transmitir tramas

Adicionar AWGN

Receptor:
Detectar matriz de canal.

Aplicar reducción lattice con algoritmo 
Seysen y/o LLL

Multiplexar
Demodular

Calcular número de 
bits errados

¿Se transmitió la 
totalidad de las 

tramas?

Calcular 
BER 

¿Se evaluaron 
todos los valores de 

SNR?

Graficar BER vs SNR

FIN

NO SI

SI

NO

 

Figura 3.3. Diagrama de flujo del sistema MIMO 
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b. Diagrama de Flujo del Algoritmo LLL 

En la figura 3.4 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo de reducción lattice LLL. 

INICIO

¿Cumple 
condición de 

Lovász?

NO

NO

¿Hay más 
vectores? 

l < m

SI

NO

Iniciar índice l=2

Definir como base la matriz 
de canal 

B=H

FIN

Volver a vector 
anterior 
l = l -1

Ir a próximo vector
l = l +1

SI

¿Cumple 
condición de 
reducción de 

tamaño?

Reducir vector con
bi = bi -[Uij] bj

SI

Aplicar rotación 
de Givens

Intercambiar 
vectores

Calcular coeficientes 
de Gram Schmidt

 

Figura 3.4. Diagrama de flujo algoritmo LLL 
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c. Diagrama de Flujo Algoritmo Seysen 

En la figura 3.5 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo Seysen 

INICIO

Definir como base la  matriz 

de canal

B=H

Calcular matriz base 
Dual “B*”

Calcular formas cuadráticas 

asociadas A y A*.

Calcular medida de 
Ortogonalidad de Seysen

Iniciar matriz de 

transformación T=I

¿Cumple criterio de 

reducción de 

Seysen?

Calcular parámetro λiJ  

para i,j (1:1:m) (i≠j)

Calcular matrices de 
transformaciónTij 

λij

Entregar base 

reducida y T

FIN

Escoger Tij λij
 que maximiza 

la reducción de la medida de 
Seysen

Aplicar 
transformación

 

NO

SI

Calcular reducción en la 
medida de Seysen para 

cada Tij λij

 

Figura 3.5. Diagrama de flujo algoritmo de Seysen 
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3.1.4 Fase 4: Selección del Lenguaje 

Para el desarrollo de las simulaciones se estudian las herramientas Scilab® y Matlab®, reconocidas 

mundialmente para el desarrollo de este tipo de simulaciones. Estas se caracterizan por ser 

entornos confiables, versátiles y de alta capacidad en los que el código se escribe en un lenguaje 

propio. 

Matlab® 7.14 es un entorno de programación de alto nivel que permite trabajar de una manera 

eficiente el desarrollo de algoritmos, visualización y análisis de datos, entornos de simulación de 

sistemas de comunicaciones, análisis numérico, procesamiento de imágenes, procesamiento de 

señales, control, entre otros. Esta herramienta permite un manejo amplio y rápido de matrices y 

vectores así como las diferentes operaciones entre estos, también permite la creación por código 

de algoritmos propios para manejo de procesos específicos de interés del usuario, además de 

facilitar la creación de interfaz gráfica. Matlab® es un programa con licencia comercial y en marzo 

de 2012 lanzó al mercado su versión R2012a para Windows®, Linux y Mac®, por lo que a pesar de 

ser un programa licenciado es multiplataforma y robusto [38].  

Scilab® 5.4 es un entorno de programación de alto nivel al igual que Matlab®, pero tiene una 

interfaz grafica más simple. No se requiere de licencia comercial debido a que este software es de 

uso libre, fue creado y desarrollado por INIRA (InstitutNationale de Recherche en Informatique et 

en Automatique) y en su página web está disponible su descarga para múltiples plataformas como 

Windows®, Linux y Mac® [39]. 

Dado que la universidad del Cauca tiene licencia para trabajar con Matlab®, y que esta 

herramienta brinda multifuncionalidad y facilidad para trabajar en múltiples plataformas se califica 

a Matlab® como la mejor herramienta para el desarrollo y posterior análisis de los algoritmos de 

Seysen y LLL, por lo cual se escoge el lenguaje M propio de esta herramienta. 

 

3.1.5 Fase 5: Codificación del Modelo 

En esta fase se genera el código computacional según el modelo diseñado. En la figuras 3.6 a 3.16 

se muestra la codificación para cada uno de los bloques del sistema MIMO presentados en la 

figura 3.2.  

 

3.1.5.1 Generador de datos 

 

Variables de entrada: 

modulation: orden de la modulación M-QAM. 
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array: número de antenas del sistema. 

frames_number: número de tramas simuladas. 

Variable de salida: 

BinaryData: vector columna con la totalidad de los datos binarios a transmitir. 

 

 

Figura 3.6.Código en Matlab® del bloque generador de datos 

 

3.1.5.2 Modulador 

Variables de entrada: 

BinaryData: datos binarios a modular. 

modulator: objeto modulador MODEM.QAMMOD de Matlab®. 

Variable de salida: 

ModulatedData: vector columna con los símbolos M-QAM correspondientes a los datos binarios 

de entrada.  

%% Generación de los datos binarios 
 
% Se calcula la longitud de la trama según el orden de modulación y el 
% número de antenas. 2x2_QAM=4, 2x2_16QAM=8, 4x4_QAM=8, 4x4_16QAM=16. 
% Esta longitud garantiza ue cada trama tenga los suficientes bits 
para 
% proporcionar un símbolo a cada antena. 
frame_lenght=log2(modulation)*array;   
 
% Genera vector columna con todos los bits necesarios para armar el 
% númerode tramas solicitado de la longitud calculada. 
% Genera datos enteros uniformemente distribuidos entre cero y uno. 
BinaryData=randi([0 1],frames_number*frame_lenght,1); 
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Figura 3.7. Código en Matlab® del bloque modulador 

 

3.1.5.3 Demultiplexor espacial 

Variables de entrada: 

ModulatedData: datos modulados obtenidos del bloque Modulación. 

array: número de antenas del sistema. 

frames_number: número de tramas simuladas. 

Variables de salida: 

DataTx: matriz con el número de filas igual al número de antenas del sistema y el número de 

columnas igual al número de tramas a simular. 

 

Figura 3.8. Código en Matlab® del bloque demultiplexor 

 

3.1.5.4 Canal AWGN 

Variables de entrada 

array: número de antenas del sistema. 

FrameTx: columna de la matriz DataTx correspondiente a la trama transmitida. 

%% Demultiplexación V-Blast 
 
% Genera una matriz implementando la demultiplexación V-Blast al   
% representar en cada columna los símbolos enviados en un instante por 
% las antenas del arreglo. 
DataTx=reshape(ModulatedData,array,frames_number); 

%% Modulación de los datos binarios 
 
% Se utiliza el objeto modulator del tipo MODEM.QAMMOD con la 
siguiente 
% configuración: 
% Objeto Modulador del sistema 
%   Tipo: QAM 
%   Orden: modulation 
%   SymbolOrder: Gray (Típico QAM, facilitadeteccion) 
%   InputType: bit 
ModulatedData=modulate(modulator,BinaryData); 
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snr_db: valor en decibeles de la relación señal a ruido. 

 

Figura 3.9. Código en Matlab® del bloque canal 

 

3.1.5.5 Detector 

a. Detector ML 

Variables de entrada: 

H: matriz de transferencia del canal. 

Y: información recibida. 

Modulation: orden de la modulación utilizada. 

X: constelación de la modulación normalizada. 

Variable de salida: 

FrameRX: datos detectados por el algoritmo. 

 

%% Transmisión de la trama a través del canal 
 
% Generación de la matriz de transferencia del canal. Esta matriz 
% se compone de elementos complejos generados con una distribución 
% normal Gaussiana. Como el canal presenta desvanecimiento plano, 
% esta matriz del canal se genera para cada trama enviada. 
Hc=random('Normal',0,1,[array,array])+1i*random('Normal',0,1,[array,array]); 

 
% Se adiciona ruido blanco Gaussiano a los símbolos transmitidos 
% afectados por el canal. Al utilizar el parámetro 'measured',  
% primero se mide la potencia de los símbolos y luego se adiciona  
% el ruido según la SNR en db. Se genera el vector de ruido n con 
% componentes de ruido diferente para cada trama recibida, es decir 
% cada antena receptora trabaja con un componente de ruido de  
% diferente valor. Dando como resultado el vector de señales 
% recibidas. 
Yc=awgn(Hc*FrameTx_c,snr_db,'measured'); 
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Figura 3.10. Código en Matlab® del  detector ML 

 

b. Detector ZF 

Variables de entrada: 

H: matriz de transferencia del canal. 

Y: información recibida. 

Variables de salida: 

S_est: datos detectados por el algoritmo. 

 

functionFrameRX = ML(H,Y,modulation,X) 
%% Detector ML 
% Entradas 
%   H: Matriz de transferencia del canal 
%   Y: Información recibida 
%   modulation: Orden de modulación 
%   X: Constelación normalizada de la modulación 
% Salidas 
%   FrameRX: Datos detectados 
 
% Se determina la distancia euclidiana más corta entre el símbolo 
% recibidoy los símbolos de la constelación por medio de una métrica. 
 
metric = 10000; 
for n = 1:modulation 
x_tmp(1) = X(n); 
Esti_Y1(:,1) = Y - H(:,1).*x_tmp(1); 
for o = 1:modulation 
x_tmp(2) = X(o); 
        Esti_Y2(:,1) = Esti_Y1(:,1) - H(:,2).*x_tmp(2); 
metric_tmp=abs(Esti_Y2(1))^2+abs(Esti_Y2(2))^2; 
ifmetric_tmp<metric 
FrameRX = x_tmp; 
metric = metric_tmp; 
end 
end 
end 
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Figura 3.11. Código en Matlab® del detector ZF 

 

c. Algoritmo LLL 

Variables de entrada: 

H: matriz de transferencia del canal. 

Variables de salida: 

B: base reducida. 

T: matriz de transformación de la reducción. 

 

function [s_e]=ZF(H,Y) 
%%  Función que implementa el detector Zero Forcing 
%   Entradas 
%       H: Matriz del canal 
%       Y: Señal recibida 
%   Salidas 
%       S_est: Estimación de los datos enviados 
 
% Se multiplica el vector de señales recibidas por la matriz pseudo- 
% inversaMoore-Penrose para eliminar el efecto del canal 
 
s_e=round(pinv(H)*Y); 
 
end 
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Figura 3.12. Código en Matlab® del algoritmo LLL 

d. Algoritmo Seysen 

Variables de entrada: 

H: matriz de transferencia del canal. 

function [B,T] = LLL(H) 
% Función que realiza la reducción lattice utilizando el algoritmo LLL 
%   Entradas: 
%       A: Matriz base a reducir (Matriz del canal) 
%   Salidas: 
%       B: Base reducida 
%       T: Matriz de transformación de la reducción 
 
% La matriz recibida se reduce por medio de operaciones de renglones 
% hasta que cumpla las condiciones de SizeReduction y la de Lovasz 

 
l  = 2;  
while l <= m 
 
% Reducción de tamaño del vector columna B(:,1) 
for k=l-1:-1:1 
mu = round(R(k,l)/R(k,k));       % abs(R(k,l))>0.5*abs(R(k,k)) 
if abs(mu) 
B(:,l)   = B(:,l)   - mu * B(:,k); 
R(1:k,l) = R(1:k,l) - mu * R(1:k,k); 
T(:,l)   = T(:,l)   - mu * T(:,k); 
end 
end 
 
% Validación de la condición de Lovasz 
len = norm(R(l-1:l,l)); 
if delta*abs(R(l-1,l-1))^2 > len^2 
 
% Intercambio de columnas l-1 y l en B, T y R. 
B(:,[l-1 l])   = B(:,[l l-1]); 
T(:,[l-1 l])   = T(:,[l l-1]); 
R(1:l,[l-1 l]) = R(1:l,[l l-1]); 
      c     = R(l-1,l-1) / len;        % len = ||R(l-1:l,l-1)||  
s     = R(l,l-1)   / len; 
      Theta = [c' s; -s c]; 
R(l-1:l,l-1:end) = Theta * R(l-1:l,l-1:end); 
Q(:,l-1:l)       = Q(:,l-1:l) * Theta' ; 
l                = max(l-1,2); 
else 
      l = l+1; 
end 
end 
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Variables de salida: 

T: matriz de transformación del algoritmo. 

H_red: base reducida. 

 

 

Figura 3.13. Código en Matlab® del algoritmo de Seysen 

 

function [T,H_red] = SEYSEN(H) 
% Función que realiza la reducción lattice utilizando el algoritmo de 
% reducción de Seysen 
%   Entradas: 
%       H: Matriz base a reducir (Matriz del canal) 
%   Salidas: 
%       H_red: Base reducida 
%       T: Matriz de transformación de la reducción 
 
% Cálculo de los posibles valores de Lambda y de su correspondiente 
% reducción en la medida de Seysen 
 
for s = 1:m  
for t = 1:m  
if s ~= t 
  x = 0.5*(Adual(t,s)/Adual(s,s)-A(t,s)/A(t,t));  
         Lambda(s,t) = round(x); 
 AbsLambda   = abs(Lambda(s,t))^2; 
 ifAbsLambda ~= 0 
 zw = real(Lambda(s,t))*real(x)+imag(Lambda(s,t))*imag(x); 
     Delta(s,t)  = Adual(s,s)*A(t,t)*(2*zw-AbsLambda); 
 end 
end 
end 
end 
 
% Encontrar reducción de la medida de Seysen 
[zw, max_ind] = max(Delta(:));  
[s, t]        = ind2sub([m,m],max_ind);  
 
% Aplicar transformación 
H_red(:,s) = H_red(:,s) + Lambda(s,t)*H_red(:,t);    
T(:,s) = T(:,s) + Lambda(s,t)*T(:,t);  
H_red_dual(:,t) = H_red_dual(:,t) - Lambda(s,t)'*H_red_dual(:,s); 
 
end 
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3.1.5.6 Demodulador 

Variables  de entrada 

demodulator: objeto demodulador MODEM.QAMMOD de Matlab®. 

FrameRx_c_Z, L, S, M: tramas complejas entregadas por los diferentes detectores implementados. 

Variables de salida 

BinaryDataRx_Z, L, S, M: tramas binarias. 

 

Figura 3.14. Código en Matlab® del bloque demodulador 

 

3.1.5.7 Medidor de BER 

El medidor de BER desarrolla dos operaciones: calcular el número de errores por trama para cada 

valor de SNR y calcular la BER. 

a. Cálculo de errores por trama 

Variables de entrada 

BinaryDataRx_Z, L, S, M: tramas binarias recibidas por cada detector. 

FramedBinaryDataTx: tramas binarias enviadas. 

Variables de salida 

ErrorsBySNR_Z, L, S, M: total de errores encontrados para cada valor de SNR. 

%% Demodulación de los datos complejos recibidos 
 
% Se utiliza el objeto demodulator del tipo MODEM.QAMMOD con la 
siguiente 
% configuración: 
%Objeto Demodulador del sistema 
%   Tipo: QAM 
%   Orden: modulation 
%   SymbolOrder: Gray 
%   OutputType: bit 
%   DecisionType: Hard Decision 
BinaryDataRx_Z=demodulate(demodulator,FrameRx_c_Z); 
BinaryDataRx_L=demodulate(demodulator,FrameRx_c_L);     
BinaryDataRx_S=demodulate(demodulator,FrameRx_c_S); 
BinaryDataRx_M=demodulate(demodulator,FrameRx_c_M); 
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Figura 3.15. Código en Matlab® del bloque medidor de BER – Errores 

 

b. Cálculo de BER 

Variables de entrada 

ErrorsBySNR_Z, L, S, M: total de errores encontrados para cada valor de SNR. 

Variables de salida 

BER_Z, L, S, M: tasa de error de bits para cada método de detección. 

 

 

Figura 3.16. Código en Matlab® del bloque medidor de BER - BER 

 

 

 

%% Cálculo de la BER 
% Se calcula la BER para cada valor de SNR dividiendo el número de bits 
 % errados entre el número total de bits enviados. 
 
BER_Z(snr_index)=ErrorsBySNR_Z(snr_index)/(log2(modulation)*array*f_number);     
BER_L(snr_index)=ErrorsBySNR_L(snr_index)/(log2(modulation)*array*f_number);     
BER_S(snr_index)=ErrorsBySNR_S(snr_index)/(log2(modulation)*array*f_number); 
BER_M(snr_index)=ErrorsBySNR_M(snr_index)/(log2(modulation)*array*f_number); 

%% Receptor Final 
% Cálculo de errores 
% Se calculan los errores del número total de tramas para cada 
% valor de SNR. Compara los datos detectados con los originales 
% conservando sólo los que son diferentes para contarlos y 
% determinar cuantos errores hubo en la trama. 
 
[ErrorsByFrame_Z ~]=size(BinaryDataRx_Z(BinaryDataRx_Z~=FramedBinaryDataTx(:,frame))); 
ErrorsBySNR_Z(snr_index)=ErrorsBySNR_Z(snr_index)+ErrorsByFrame_Z; 
 
[ErrorsByFrame_L ~]=size(BinaryDataRx_L(BinaryDataRx_L~=FramedBinaryDataTx(:,frame))); 
ErrorsBySNR_L(snr_index)=ErrorsBySNR_L(snr_index)+ErrorsByFrame_L; 
 
[ErrorsByFrame_S ~]=size(BinaryDataRx_S(BinaryDataRx_S~=FramedBinaryDataTx(:,frame))); 
ErrorsBySNR_S(snr_index)=ErrorsBySNR_S(snr_index)+ErrorsByFrame_S; 
 
ErrorsByFrame_M ~]=size(BinaryDataRx_M(BinaryDataRx_M~=FramedBinaryDataTx(:,frame))); 
ErrorsBySNR_M(snr_index)=ErrorsBySNR_M(snr_index)+ErrorsByFrame_M; 
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3.1.6 Fase 6: Validación 

En la fase de validación se realizan comparaciones entre los resultados obtenidos por la simulación 

y resultados de otros trabajos similares publicados, también se analiza la coherencia de los 

resultados experimentales con la teoría de lattices estudiada. En el capítulo cuatro se hace una 

presentación más detallada de esta fase. 

 

3.1.7 Fase 7: Experimentación 

En esta fase se definen los escenarios para la simulación de los algoritmos LRA según las variables 

de entrada del sistema. En la tabla 3-1 se muestran las características de los distintos escenarios 

de simulación. 

Tabla 3-1. Escenarios de simulación 

Escenario Número de Antenas Orden de Modulación QAM 

Escenario 1 2x2 4 

Escenario 2 2x2 16 

Escenario 3 4x4 4 

Escenario 4 4x4 16 

 

 

3.1.8 Fase 8: Implantación 

Una vez completadas las anteriores fases se determina si la simulación desarrollada a lo largo del 

proceso es adecuada para obtener los resultados necesarios y cumplir a cabalidad los objetivos de 

este trabajo de grado. 
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4 VALIDACIÓN DE RESULTADOS 
 

 

 

En este capítulo se presenta la validación de los resultados por medio de la comparación con 

resultados de otros trabajos de grado y la verificación de los principios de la teoría de lattices.  

En la comparación con resultados de otros trabajos de grado se aplicaron los criterios de 

equidistancia y ajuste. La equidistancia determina qué tan homogénea es la distancia entre las 

curvas de desempeño obtenidas en este trabajo de grado y las curvas obtenidas por otros autores. 

El ajuste es la diferencia de valores de SNR para un mismo valor de BER de dos curvas diferentes 

[40]. 

Al aplicar la reducción lattice a una matriz se busca convertirla en una matriz ortogonal por lo que 

la verificación de los principios de la teoría de lattices utiliza herramientas matemáticas como el 

índice de ortogonalidad. Este parámetro varía entre cero y uno, donde uno representa una matriz 

ortogonal y cero una matriz singular que dificulta el proceso de diferenciación de símbolos, por lo 

tanto una matriz reducida satisfactoriamente debe tener un índice de ortogonalidad igual o 

cercano a la unidad [17]. 

 

4.1 COMPARACIÓN CON OTROS TRABAJOS DE GRADO 

La validación por medio de la comparación con otros trabajos de grado utiliza medidas estadísticas 

de tendencia central y de dispersión, para determinar por medio del coeficiente de variación si las 

curvas de desempeño, resultado de la simulación son equidistantes con las encontradas en 

trabajos similares, tomados como referencia [40]. 

Se dice que dos curvas de desempeño son equidistantes si el coeficiente de variación de las 

diferencias es menor al 50%, es decir, si su comportamiento es similar[40]. 

 

4.1.1 Algoritmo Lenstra Lenstra Lovász 

En la tabla 4-1 se comparan los valores de SNR obtenidos al simular el algoritmo LLL en los 

escenarios definidos en la tabla 3-1 con valores de trabajos referencia. Para el algoritmo LLL no se 

encontraron trabajos referencia que coincidieran con los escenarios 1, 2 y 3, por lo que los valores 

mostrados en la tabla correspondientes a estos escenarios fueron calculados con base a valores 
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referencia correspondientes al algoritmo ML de los trabajos [41] [7] [42] [43]. Para el escenario 4 

se calcularon las diferencias teniendo en cuenta los resultados del trabajo [8]. 

 

Tabla 4-1. Diferencia de SNR para algoritmo de referencia y LLL simulado 

BER Escenario 1 [dB] Escenario 2 [dB] Escenario 3 [dB] Escenario 4 [dB] 

10-1 2.76 8.17 8.48 9.83 

10-2 4.47 10.96 10.46 12.53 

10-3 5.16 12.01 11.86 13.15 

10-4 6.21 13.13 12.92 14.06 

Media 4.65 11.06 10.93 12.39 

Desv. Est. 1.448 2.125 1.919 1.82 

C.V. (%) 31.1 19.2 17.5 14.6 

 

Como se puede observar en la tabla 4-1 el algoritmo LLL presenta valores del coeficiente de 

variación menores al 50% para todos los escenarios, siendo el mayor valor 31.1%, por lo cual se 

determina que los resultados obtenidos son válidos y presentan un comportamiento similar a los 

resultados de los trabajos tomados como referencia[40]. 

 

4.1.2 Algoritmo Seysen 

La validación de resultados del algoritmo Seysen se realizó comparándolos con resultados de 

trabajos relacionados con el algoritmo ML, pues no se encontró ningún trabajo que simulara este 

algoritmo en escenarios similares a los definidos en la tabla 3-1. 

En la tabla 4-2 se muestran los coeficientes de variación obtenidos al realizar la comparación de 

valores de SNR obtenidos en la simulación con los de trabajos afines [8] [41] [42] [43]. 

 

Tabla 4-2. Diferencia de SNR para algoritmo de referencia y Seysen simulado 

BER  Escenario 1 [dB] Escenario 2 [dB] Escenario 3 [dB] Escenario 4 [dB] 

10-1 2.75 8.18 8.48 11.83 

10-2 4.46 10.95 10.4 14.65 

10-3 5.15 12.03 11.67 15.65 

10-4 6.18 13.13 12.33 16.47 

Media 4.63 11.07 10.72 14.65 

Desv. Est. 1.441 2.123 1.694 2.021 

C.V. (%) 31.1 19.1 15.8 13.8 
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Los resultados del algoritmo de Seysen en los cuatro escenarios definidos son válidos ya que 

presentan valores del coeficiente de variación menores al 50% [40]. 

 

4.2 VERIFICACIÓN DE LOS PRINCIPIOS DE LA TEORÍA DE LATTICES 

 

Al aplicar técnicas de reducción lattice en la detección de señales en sistemas MIMO, en el 

receptor del sistema se trabaja con una superposición lineal de puntos organizados en una matriz 

que debería ser ortogonal, para determinar si una matriz es singular u ortogonal se puede utilizar 

el índice de ortogonalidad [17]. 

 

4.2.1 Índice de Ortogonalidad 

Según la definición de índice de ortogonalidad presentada en el capítulo dos, una matriz es 

ortogonal si tiene un índice de ortogonalidad igual a la unidad, si este índice es mayor a la unidad 

se dice que la matriz tiende a ser singular. Por lo tanto se espera que al aplicar a una matriz una 

técnica de reducción lattice se obtenga una nueva matriz cuyo índice de ortogonalidad tenga 

valores cercanos o iguales a la unidad. 

En la tabla 4-3 se muestran los valores promedio del índice de ortogonalidad para las matrices del 

canal sin aplicar ninguna técnica de reducción lattice. 

Tabla 4-3. Media y varianza del índice de ortogonalidad sin reducción lattice 

Número de Antenas Media Varianza 

2 1.9910 15.9114 

4 6.1825 176.4245 

 

4.2.1.1 Algoritmo LLL 

Los valores de media y varianza del índice de ortogonalidad de 100000 matrices complejas, luego 

de aplicar el algoritmo de reducción lattice LLL se muestran en la tabla 4-4. 

Tabla 4-4. Media y varianza del índice de ortogonalidad utilizando LLL 

Número de Antenas Media Varianza 

2 1.0681 0.0042 

4 1.6006 0.0795 
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Los resultados obtenidos muestran que después de aplicar la técnica de reducción lattice a las 

matrices simuladas, el valor medio del índice de ortogonalidad tiene valores cercanos a la unidad 

lo cual indica que el proceso de reducción se realizó correctamente. 

 

4.2.1.2 Algoritmo de Seysen 

Los valores de media y varianza del índice de ortogonalidad de 100000 matrices complejas, luego 

de aplicar el algoritmo de reducción lattice Seysen se muestran en la tabla 4-5. 

 

Tabla 4-5. Media y varianza del índice de ortogonalidad utilizando Seysen 

Número de Antenas Media Varianza 

2 1.0659 0.0034 

4 1.5676 0.0545 

 

Los resultados obtenidos muestran el valor medio del índice de ortogonalidad es cercano a la 

unidad, lo cual indica que el proceso de reducción lattice se realizó correctamente, los valores de 

varianza cercanos a cero muestran que los datos obtenidos en las simulaciones presentan una 

mínima dispersión. 
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5 ANÁLISIS DE RESULTADOS 
 

 

En la primera sección de este capítulo se presentan los resultados obtenidos al simular los 

algoritmos de detección implementados. Para cada uno de los escenarios se muestran las curvas 

de desempeño correspondientes a un rango de valores de SNR entre 0 y 60 dB. Los resultados 

presentados son los valores promedio calculados a partir de los datos obtenidos al simular 10 

veces 10000 tramas para cada valor de SNR, esto con el fin de obtener una colección de datos con 

una varianza mínima. 

En la segunda sección se presentan los tiempos de reducción generados por los algoritmos Lattice 

Reduction-Aided,  los cuales son un indicador de la complejidad computacional. 

5.1 ANALISIS DE DESEMPEÑO 

5.1.1 Escenario 1 

Consiste en un sistema MIMO 2x2 con modulación 4QAM. Los resultados obtenidos al simular los 

algoritmos ML, ZF, LLL y Seysen se muestran en la figura 5.1. 

 

Figura 5.1. Curvas de desempeño para el escenario 1 
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En la figura 5.1 se puede apreciar que para valores de SNR inferiores a 12 dB no hay diferencia 

entre los algoritmos LRA (LLL y Seysen) y el algoritmo ZF. El comportamiento de los algoritmos LRA 

en este escenario es idéntico (las curvas estás superpuestas), con curvas casi paralelas a la del ML 

a partir de los 15dB. El algoritmo que presenta mejor desempeño en este escenario es el ML, la 

curva de desempeño del algoritmo ZF se va alejando progresivamente a medida que aumentan los 

valores de SNR demostrando el peor desempeño, mientras que los algoritmos LRA presentan un 

desempeño mejor que el ZF y peor que el ML. 

En la tabla 5-1 se muestran los valores de SNR asociados a determinados valores de BER para cada 

algoritmo simulado. 

Tabla 5-1. Tabla de desempeño para el escenario 1 

 SNR[dB] 

BER ML ZF LLL Seysen 

10-1 3.46 9.72 9.76 9.75 

10-2 10.76 22 19.47 19.46 

10-3 15.78 32.12 25.96 25.95 

10-4 21.51 42.27 31.91 31.88 

10-5 25.65 51.88 38.55 38.55 

10-6 30 57 42 42 

 

De la tabla 5-1 Se puede observar que el algoritmo ML tiene los menores requerimientos de SNR 

para todos los valores de BER analizados. Los algoritmos LRA presentan mayores requerimientos 

de SNR que el algoritmo ML, para valores de BER de 10-1 la diferencia entre estos y el algoritmo ML 

es de aproximadamente 6 dB y a medida que se reducen los valores de BER esta diferencia va 

aumentando hasta llegar a un máximo de 12.9 dB para una BER de 10-5. El algoritmo ZF tiene los 

mayores requerimientos de SNR para valores de BER menores a 10-1, a partir de este valor los 

algoritmos LRA producen mejoras de hasta 15 dB con respecto al algoritmo ZF para valores de BER 

de 10-6. 

El comportamiento de los algoritmos LLL y Seysen es similar. Al comparar los algoritmos simulados, 

se puede concluir que los algoritmos LRA requieren una mayor SNR que el ML para proporcionar 

los mismos valores de BER, mientras que los requerimientos adicionales del ZF se van 

incrementando a medida que se reduce la BER, lo cual muestra que al aplicar técnicas de 

reducción lattice en sistemas MIMO se reducen los requerimientos de SNR en comparación con el 

algoritmo ZF. 

 

5.1.2 Escenario 2 

Es un sistema MIMO 2x2 con modulación 16QAM. Al simular los diferentes algoritmos se 

obtuvieron las curvas de desempeño mostradas en la figura 5.2. 
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Figura 5.2. Curvas de desempeño para el escenario 2 

 

Las curvas de la figura 5.2 muestran que el algoritmo ML presenta el mejor desempeño, seguido 

por los algoritmos LRA, que a partir de 17 dB de SNR presentan un desempeño mejor que el del 

algoritmo ZF. A medida que aumentan los valores de SNR la mejora en el desempeño de los 

algoritmos LRA sobre el ZF se incrementa, mientras que la diferencia entre el desempeño de los 

algoritmos LRA y el algoritmo ML se mantiene prácticamente constante a partir de los 27 dB. 

 

Tabla 5-2. Tabla de desempeño para el escenario 2 

 SNR[dB] 

BER ML ZF LLL Seysen 

10-1 10.36 14.4 14.57 14.58 

10-2 18.71 27.55 25.66 25.65 

10-3 24.01 38.29 32.31 32.33 

10-4 29.09 48.43 38.63 38.63 

10-5 34.63 57.45 43.14 43.14 

10-6 39 - 48 48 

 

De la tabla 5-2 Se puede concluir que los menores requerimientos de SNR los presenta el 

algoritmo ML para todos los valores de BER analizados. Los algoritmos LRA tienen mayores 
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requerimientos de SNR que el algoritmo ML, pero menores que el ZF. Para valores de BER de 10-1 

se da un caso excepcional en el que el algoritmo ZF requiere 0.18 dB menos de SNR que los 

algoritmos LRA, para valores de BER iguales a 10-2 la diferencia entre los algoritmos LRA y el 

algoritmo ML es de aproximadamente 4.2 dB, mientras que la diferencia entre los algoritmos ZF y  

ML es de 8.84 dB. A medida que se reducen los valores de BER la diferencia entre los algoritmos 

LRA y ML alcanza un valor máximo de 9.5 dB para una BER de 10-4. 

El algoritmo ZF tiene los mayores requerimientos de SNR con diferencias de hasta 14.3 dB sobre 

los algoritmos LRA para valores de BER de 10-5. Estas diferencias muestran claramente que los 

algoritmos LRA presentan un desempeño más cercano al algoritmo ML que el algoritmo ZF. 

 

 

Figura 5.3. Curvas de desempeño de los algoritmos simulados para sistema MIMO 2x2 

 

Las curvas de desempeño de la figura 5.3 muestran que al comparar los resultados obtenidos en 

los escenarios 1 y 2 se puede observar que al cambiar el orden de la modulación de 4QAM a 

16QAM en un sistema MIMO 2x2 los requerimientos de SNR de los algoritmos LLL, Seysen y ZF 

aumentan en promedio 5 dB para los valores de BER estudiados y los del algoritmo ML en 8 dB, lo 

cual significa que el desempeño de los algoritmos de detección disminuye al aumentar el orden de 

la modulación. 
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5.1.3 Escenario 3 

Es un sistema MIMO 4x4, modulación 4QAM y con algoritmos LRA, ML y ZF. Las curvas de 

desempeño correspondientes a los algoritmos simulados se muestran en la figura 5.4. 

 

Figura 5.4. Curvas de desempeño para el escenario 3 

 

Las curvas de desempeño de la figura 5.4 muestran que para valores de SNR mayores a 12 dB los 

algoritmos LRA tienen un mejor desempeño con respecto al algoritmo ZF, a partir de este valor su 

curva de desempeño es equidistante a la del algoritmo ML, mientras que la curva del ZF se aleja 

cada vez más, indicando que este algoritmo es el de peor desempeño. Aunque el algoritmo ML 

sigue siendo el de mejor desempeño, los algoritmos LRA presentan un mejor comportamiento que 

en los escenarios anteriores, lo cual se evidencia por la pronunciada pendiente de las curvas. 

También se puede observar que a partir de los 21 dB de SNR, el algoritmo Seysen muestra un 

desempeño mejor que el LLL con una diferencia que aumenta a medida que se incrementa la SNR, 

caso que no se había visto en los escenarios con sistemas MIMO 2x2. 

La tabla 5-3 muestra valores detallados de los requerimientos de SNR para una BER específica 

según el algoritmo implementado. 
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Tabla 5-3. Tabla de desempeño para el escenario 3 

 SNR[dB] 

BER ML ZF LLL Seysen 

10-1 4.08 13.49 13.48 13.48 

10-2 10.11 26.04 21.06 21 

10-3 13.74 36.03 25.06 24.87 

10-4 16.46 45.89 28.52 27.93 

10-5 19.04 54.75 31.78 30.42 

10-6 24 60 36 33 

 

Según los valores de la tabla 5-3, el algoritmo ZF tiene los mayores requerimientos de SNR para 

todos los valores de BER, incrementándose a medida que disminuye la BER llegando al punto de 

requerir 60 dB para una BER de 10-6. Las mejoras de los algoritmos LRA con relación al ZF son poco 

significativas para valores de BER de 10-1, pero para valores menores a 10-2 estas mejoras se 

incrementan hasta llegar a un máximo de 27 dB de SNR para una BER de 10-6. El algoritmo ML 

requiere en promedio 11 dB de SNR menos que los algoritmos LRA para los valores de BER 

analizados, haciendo que este sea el algoritmo con el mejor desempeño para el escenario 

planteado.  

A partir de valores de BER menores a 10-4 se observa una diferencia significativa entre los 

requerimientos de SNR de los algoritmos LLL y Seysen siendo de 0.6 dB para una BER de 10-4 y 

llegando hasta 3 dB para 10-6, por lo cual el algoritmo de Seysen tiene un mejor desempeño que el 

algoritmo LLL en este escenario. 

Para el ZF los requerimientos adicionales de SNR con respecto al algoritmo ML ahora son más 

altos, alcanzando diferencias de  36dB, mientras que los requerimientos de SNR de los algoritmos 

LRA permanecen estables, por lo que se puede decir que las mejoras obtenidas a través de los 

algoritmos lattice son independientes de los requerimientos del algoritmo ZF. 

 

5.1.4 Escenario 4 

Corresponde a un sistema MIMO 4x4 con modulación 16QAM y con diferentes algoritmos de 

detección, en la figura 5.5 se muestran las curvas de desempeño obtenidas al simular los 

algoritmos ML, ZF, Seysen y LLL. 
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Figura 5.5. Curvas de desempeño para el escenario 4 

 

En las curvas de la figura 5.5 se puede apreciar que para valores de SNR inferiores a 20 dB el 

algoritmo ZF presenta un desempeño levemente mejor que los algoritmos LRA, pero a medida que 

aumenta la SNR se encuentra un punto de cruce en 20 dB a partir del cual los algoritmos LRA 

presentan un mejor desempeño que el algoritmo ZF con una curva paralela a la del algoritmo ML.  

Los algoritmos LRA LLL y Seysen presentan un desempeño igual hasta los 27 dB de SNR, valor a 

partir del cual el algoritmo Seysen presenta un mejor desempeño que el LLL por una diferencia que 

se hace más evidente a medida que se incrementa la SNR. El algoritmo ML presenta el mejor 

desempeño mientras que el algoritmo ZF el peor, demostrando que la utilización de los algoritmos 

LRA mejora el desempeño del sistema acercándolo al algoritmo ML. 

En la tabla 5-4 se muestran valores de SNR requeridos para alcanzar ciertos niveles de BER según 

el algoritmo implementado. 
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Tabla 5-4. Tabla de desempeño para el escenario 4 

 SNR[dB] 

BER ML ZF LLL Seysen 

10-1 12.05 18.45 18.83 18.83 

10-2 18.19 31.52 27.53 27.45 

10-3 21.84 41.78 32.15 31.85 

10-4 25 51.5 35.56 35.27 

10-5 27.76 - 39.01 37.31 

10-6 30 - 43 39 

 

De acuerdo con la información suministrada en la tabla 5-4 los algoritmos LLL y Seysen presentan 

comportamientos distintos en cuanto a los requerimientos de SNR para determinados valores de 

BER. Aunque para una BER de 10-1 no hay diferencia entre el algoritmo Seysen y el LLL, a partir de 

una BER de 10-3el algoritmo Seysen presenta un mejor desempeño con requerimientos de SNR 0.3 

dB menores en comparación con el LLL. La diferencia máxima entre los requerimientos de SNR se 

da para una BER de 10-6, valor para el cual el algoritmo de Seysen requiere 4 dB de SNR menos que 

el LLL.  

El algoritmo ML presenta el mejor desempeño mostrando los menores requerimientos de SNR con 

una diferencia mínima de 6.78 dB para una BER de 10-1 en comparación con los algoritmos LRA, 

esta diferencia alcanza su máximo en comparación con el algoritmo Seysen para una BER de 10-4, 

con una SNR menor en 10.27 dB y para el algoritmo LLL con una SNR menor en 13 dB para una BER 

de 10-6.  

Al comparar los valores obtenidos del algoritmo ZF con los de los algoritmos LRA es evidente que 

la aplicación de las técnicas de reducción lattice introduce una mejora importante. Los 

requerimientos de SNR de los algoritmos LRA son 4 dB menores para una BER de 10-2 y hasta 9 dB 

y 16 dB menores para valores de BER de 10-3 y 10-4 respectivamente. 
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Figura 5.6. Curvas de desempeño de los algoritmos simulados para sistema MIMO 4x4 

 

La figura 5.6 muestra que al comparar los resultados de los escenarios 3 y 4 se puede ver que el 

cambio en el orden de la modulación de 4QAM a 16QAM afecta principalmente al algoritmo ML ya 

que las diferencias en los requerimientos de SNR son aproximadamente 8 dB mayores en el 

escenario 4 que corresponde a una modulación de 16QAM. Los algoritmos LRA presentan mejor 

desempeño en el escenario 3 con modulación 4QAM, pues al aumentar el orden de la modulación 

a 16QAM se requieren en promedio 7 dB más que en el escenario 3 para alcanzar los valores de 

BER analizados, caso similar sucede con el algoritmo ZF para el cual la diferencia es de 6 dB. 

Al analizar los resultados obtenidos en los cuatro escenarios simulados (ver anexo B) se puede 

determinar que el número de antenas del sistema afecta de forma diferente el desempeño de los 

algoritmos ML y LRA en comparación con el algoritmo ZF. En sistemas MIMO 2x2 el algoritmo ZF 

presenta un mejor desempeño que en sistemas MIMO 4x4, ya que sus requerimientos de SNR son 

en general 3 dB mayores. Al aumentar el número de antenas en un sistema MIMO los algoritmos 

ML y LRA presentan un mejor desempeño disminuyendo sus requerimientos de SNR a partir de 

una BER de 10-2, valor para el cual el algoritmo ML requiere 0.6 dB menos en un sistema 4x4, para 

valores de 10-6 esta mejora es de hasta 9 dB. Los algoritmos LRA presentan un mejor desempeño a 

partir de valores de BER de 10-3 con requerimientos de SNR 0.4 dB menores en un sistema  4x4 

hasta valores de SNR menores en 9 dB para el algoritmo Seysen y en 6 dB para el algoritmo LLL 

cuando la BER requerida es de 10-6. 
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5.2 ANÁLISIS DE TIEMPOS DE REDUCCIÓN 

Según los resultados de desempeño, los algoritmos LRA permiten alcanzar resultados más 

cercanos al detector ideal ML, pero no se puede establecer una comparación acertada sin tener en 

cuenta el costo de procesamiento de esta adición al sistema, por esto se analizan los tiempos de 

procesamiento promedio adicional que implica la aplicación de técnicas de reducción lattice, y el 

número de iteraciones requerido por cada algoritmo para realizar la reducción de la matriz base. 

Para medir los tiempos de reducción no se tuvieron en cuenta los escenarios definidos en la tabla 

3-1, ya que la modulación no influye en esta parte del procesamiento. El parámetro que se 

modificó fue el número de antenas, el cual determina la dimensión de la matriz del canal a reducir.  

Los resultados presentados en las secciones siguientes corresponden a los tiempos e iteraciones 

promedio que se necesitaron al reducir 10000 matrices del canal 10 veces utilizando los algoritmos 

LLL y Seysen. Para estas pruebas se simularon por separado los procesos de reducción en el mismo 

equipo en el que se llevaron a cabo las pruebas de desempeño con el fin de tener un punto de 

referencia común.  

 

5.2.1 Sistema MIMO 2X2 

En la tabla 5-5 se muestran los valores correspondientes a tiempos de simulación y número de 

iteraciones promedio, empleados por cada algoritmo al reducir una matriz de canal en un sistema 

MIMO 2x2. 

Tabla 5-5. Tiempos de reducción lattice e iteraciones en un sistema MIMO 2x2 

Algoritmo Iteraciones Tiempo 

LLL 1.6615 104.01µs 

Seysen 1.0792 351.06µs 

 

Según los datos presentados en la tabla 5-5, para sistemas MIMO 2x2 el algoritmo LLL realiza la 

reducción de la matriz en un tiempo mucho menor que el algoritmo Seysen aunque éste lo haga 

en menos iteraciones, esto se debe a que las iteraciones del algoritmo Seysen son más extensas y 

por lo tanto requieren de mayor tiempo de procesamiento. 

 

5.2.2 Sistema MIMO 4X4 

Los tiempos de simulación e iteraciones realizadas por los algoritmos lattice para reducir una 

matriz de canal en un sistema MIMO 4x4 se muestran en la tabla 5-6. 
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Tabla 5-6. Tiempos de reducción lattice e iteraciones en un sistema MIMO 4x4 

Algoritmo Iteraciones Tiempo 

LLL 9.16 341.72µs 

Seysen 5.5 1.3 ms 

 

La tabla 5-6 muestra que para sistemas MIMO 4x4 se mantiene la misma relación entre el número 

de iteraciones y los tiempos de reducción de los algoritmos lattice, siendo el más rápido el LLL a 

pesar de realizar un número mayor de iteraciones.  
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6 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS 
 

 

En este capítulo se presentan las conclusiones obtenidas a partir del trabajo  grado realizado y los 

posibles trabajos futuros en el mismo campo de estudio. 

 

6.1 CONCLUSIONES 

 

 En sistemas MIMO donde se alcancen en el receptor valores de SNR mayores a 15 dB, los 

algoritmos LRA mejoran el comportamiento de un detector lineal de tal forma que su 

desempeño presenta un comportamiento similar al del algoritmo ML con requerimientos de 
SNR menores que los obtenidos con el algoritmo ZF. 

 Al utilizar algoritmos LRA para la detección de señales en sistemas MIMO, se obtiene un mejor 

desempeño utilizando arreglos de 4 antenas, lo mismo sucede con el algoritmo ML mientras 
que con el algoritmo ZF el desempeño es mejor en sistemas MIMO 2x2 debido a su naturaleza 
lineal y su ineficiente manejo del ruido. 

 La modulación afecta de forma general el desempeño de los algoritmos ML, LRA y ZF, ya que si 
se aumenta el orden de modulación el sistema es menos tolerante al ruido porque se utiliza 
una constelación con un mayor número de símbolos que aumenta la interferencia 

intersimbólica. Lo cual causa que los sistemas MIMO con modulación 4QAM tengan mejor 
desempeño que los sistemas MIMO con 16QAM. 

 El número de iteraciones realizadas por un algoritmo para efectuar la reducción lattice de una 

matriz no es un indicador confiable de su complejidad. Algoritmos como el de Seysen realizan 
iteraciones complejas que requieren de gran capacidad de procesamiento, mientras que otros 
como el LLL se caracterizan por iteraciones simples, es por esto que se necesita conocer el 

tiempo utilizado por cada algoritmo al realizar la reducción para efectuar una comparación 
válida.  

 Los algoritmos LRA presentan una mejora en el desempeño introduciendo pequeños tiempos 

adicionales de procesamiento por trama. En un sistema real esto podría presentar retardos 
considerables en una comunicación, por lo que el análisis del desempeño considerando 
únicamente la BER, no es un criterio confiable para elegir el algoritmo más apropiado en la 
etapa de detección de señales en un sistema MIMO. 

 En sistemas MIMO 2x2 con modulaciones 4QAM o 16QAM, los algoritmos LRA LLL y Seysen 

presentan un desempeño prácticamente idéntico, pero al ser más rápido el LLL, se considera 
éste como el algoritmo más apropiado para implementar la detección de señales en un 
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sistema MIMO para obtener valores de BER menores sin aumentar los requerimientos 

computacionales. 

 Con respecto a los algoritmos LRA en sistemas MIMO 4x4, el algoritmo Seysen presenta un 
mejor desempeño, pero los tiempos utilizados para la reducción son aproximadamente 3 
veces mayores que los del LLL, por lo tanto su utilización implica un aumento considerable de 
la carga computacional para obtener leves mejoras sobre el LLL. 

 Aunque el desempeño del algoritmo ML siempre será mejor, los algoritmos LRA son una 
alternativa adecuada para implementar la detección de señales en sistemas MIMO reales que 

cuenten con altos niveles de SNR en recepción, pues bajo estas condiciones tienen un 
desempeño similar al del algoritmo ML con tiempos de procesamiento mucho menores, 

especialmente el LLL. 

 

6.2 TRABAJOS FUTUROS 

 

 Implementar el algoritmo Seysen con métodos de selección de lambda como Lazy y Greedy 

[22] y comparar con la implementación utilizada en este trabajo de grado. 

 Analizar el comportamiento del algoritmo LLL para la detección de señales en sistemas MIMO 

con diferentes valores para el parámetro de reducción delta y determinar su efecto en el 

desempeño del sistema. 

 Realizar un análisis comparativo de los algoritmos LRA para la detección de señales en 

sistemas MIMO utilizando otros algoritmos de detección como el MMSE. 

 Analizar el comportamiento del sistema con modelos de canal definidos por el estándar IEEE 

802.11n. 

 Analizar el desempeño de algoritmos LRA en un sistema MIMO sin suponer un conocimiento 

perfecto del canal en el receptor. 
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ANEXO A 

DIFERENCIA DE VALORES DE DESEMPEÑO 
 

 

A continuación se muestran las tablas A 1 a A 8, que son tablas comparativas de valores SNR según 

BER de los algoritmos LRA para los cuatro escenarios a partir de las cuales se calcularon las 

diferencias utilizadas en el capítulo 4 para la validación de resultados. 

 

Tabla A 1. Comparación LLL escenario 1[42] 

BER   
 Referencia 

[dB]  
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 7 9.76 2.76 

10-2 15 19.47 4.47 

10-3 20.8 25.96 5.16 

10-4 25.7 31.91 6.21 

  
Media 4.65 

  
Desv. Est. 1.44893064 

  
C.V. 0.311597987 

 

 

Tabla A 2. Comparación LLL escenario 2 [43] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 6.4 14.57 8.17 

10-2 14.7 25.66 10.96 

10-3 20.3 32.31 12.01 

10-4 25.5 38.63 13.13 

  
Media 11.0675 

  
Desv. Est. 2.125188227 

  
C.V. 0.192020621 

 

 



               Análisis Comparativo de Algoritmos “Lattice Reduction-Aided” para la Detección de 
Señales en Sistemas MIMO 

Diego Fernando Mosquera – Leonardo Nieto Cortés 
 
 

66 
 

 

Tabla A 3. Comparación LLL escenario 3 [41] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 5 13.48 8.48 

10-2 10.6 21.06 10.46 

10-3 13.2 25.06 11.86 

10-4 15.6 28.52 12.92 

  
Media 10.93 

  
Desv. Est. 1.919062271 

  
C.V. 0.175577518 

 

 

 

Tabla A 4. Comparación LLL escenario 4[7] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 9 18.83 9.83 

10-2 15 27.53 12.53 

10-3 19 32.15 13.15 

10-4 21.5 35.56 14.06 

  
Media 12.3925 

  
Desv. Est. 1.820226634 

  
C.V. 0.14688131 

 

 

Tabla A 5. Comparación Seysen escenario 1 [42] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 7 9.75 2.75 

10-2 15 19.46 4.46 

10-3 20.8 25.95 5.15 

10-4 25.7 31.88 6.18 

  
Media 4.635 

  
Desv. Est. 1.44176975 

  
C.V. 0.31106143 
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Tabla A 6.Comparación Seysen escenario 2 [43] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 6.4 14.58 8.18 

10-2 14.7 25.65 10.95 

10-3 20.3 32.33 12.03 

10-4 25.5 38.63 13.13 

  
Media 11.0725 

  
Desv. Est. 2.12380751 

  
C.V. 0.19180921 

 

 

Tabla A 7. Comparación Seysen escenario 3 [41] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 5 13.48 8.48 

10-2 10.6 21 10.4 

10-3 13.2 24.87 11.67 

10-4 15.6 27.93 12.33 

  
Media 10.72 

  
Desv. Est. 1.69455992 

  
C.V. 0.15807462 

 

 

Tabla A 8. Comparación Seysen escenario 4 [41] 

BER   
 Referencia 

[dB] 
Simulado 

[dB] 
Diferencia 

[dB] 

10-1 7 18.83 11.83 

10-2 12.8 27.45 14.65 

10-3 16.2 31.85 15.65 

10-4 18.8 35.27 16.47 

  
Media 14.65 

  
Desv. Est. 2.02194626 

  
C.V. 0.13801681 
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ANEXO B 

DIFERENCIA DE VALORES DE DESEMPEÑO ENTRE ESCENARIOS 
 

Las tablas B 1 a B 8 contienen una comparación de las diferencias de requerimientos de SNR entre los diferentes algoritmos para cada escenario. 

 

Tabla B 1. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para el escenario 1. 

 
        SNR [dB]         

BER ML ZF LLL Seysen ML - LLL 
ML - 

Seysen 
ZF - LLL ZF - Seysen ML - ZF 

10-1 3.46 9.72 9.76 9.75 -6.3 -6.29 -0.04 -0.03 -6.26 

10-2 10.76 22 19.47 19.46 -8.71 -8.7 2.53 2.54 -11.24 

10-3 15.78 32.12 25.96 25.95 -10.18 -10.17 6.16 6.17 -16.34 

10-4 21.51 42.27 31.91 31.88 -10.4 -10.37 10.36 10.39 -20.76 

10-5 25.65 51.88 38.55 38.55 -12.9 -12.9 13.33 13.33 -26.23 

10-6 30 57 42 42 -12 -12 15 15 -27 
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Tabla B 2. . Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para el escenario 2. 

          SNR [dB]         

BER ML ZF LLL Seysen ML - LLL 
ML - 

Seysen 
ZF - LLL ZF - Seysen ML - ZF 

10-1 10.36 14.4 14.57 14.58 -4.21 -4.22 -0.17 -0.18 -4.04 

10-2 18.71 27.55 25.66 25.65 -6.95 -6.94 1.89 1.9 -8.84 

10-3 24.01 38.29 32.31 32.33 -8.3 -8.32 5.98 5.96 -14.28 

10-4 29.09 48.43 38.63 38.63 -9.54 -9.54 9.8 9.8 -19.34 

10-5 34.63 57.45 43.14 43.14 -8.51 -8.51 14.31 14.31 -22.82 

10-6 39 - 48 48 -9 -9 - - - 

 

 

Tabla B 3. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para el escenario 3. 

          SNR [dB]         

BER ML ZF LLL Seysen ML - LLL 
ML - 

Seysen 
ZF - LLL ZF - Seysen ML - ZF 

10-1 4.08 13.49 13.48 13.48 -9.4 -9.4 0.01 0.01 0 

10-2 10.11 26.04 21.06 21 -10.95 -10.89 4.98 5.04 0.06 

10-3 13.74 36.03 25.06 24.87 -11.32 -11.13 10.97 11.16 0.19 

10-4 16.46 45.89 28.52 27.93 -12.06 -11.47 17.37 17.96 0.59 

10-5 19.04 54.75 31.78 30.42 -12.74 -11.38 22.97 24.33 1.36 

10-6 24 60 36 33 -12 -9 24 27 3 
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Tabla B 4. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para el escenario 3. 

          SNR [dB]         

BER ML ZF LLL Seysen ML - LLL 
ML - 

Seysen 
ZF - LLL ZF - Seysen ML - ZF 

10-1 12.05 18.45 18.83 18.83 -6.78 -6.78 -0.38 -0.38 0 

10-2 18.19 31.52 27.53 27.45 -9.34 -9.26 3.99 4.07 0.08 

10-3 21.84 41.78 32.15 31.85 -10.31 -10.01 9.63 9.93 0.3 

10-4 25 51.5 35.56 35.27 -10.56 -10.27 15.94 16.23 0.29 

10-5 27.76 - 39.01 37.31 -11.25 -9.55 - - 1.7 

10-6 30 - 43 39 -13 -9 - - 4 

 

Tablas de diferencia de requerimientos de SNR  entre los diferentes escenarios para los algoritmos ZF, ML y LRA. 

 

Tabla B 5. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para los algoritmos LRA, ZF y ML para los escenarios 1 y 2. 

 

 
          SNR [dB]             

BER ML Esc 1 ZF Esc 1 LLL Esc 1 
Seysen Esc 

1 
ML Esc 2 ZF Esc 2 LLL Esc 2 

Seysen Esc 
2 

ML Esc 1 - 
Esc 2 

ZF Esc 1 - 
Esc 2 

LLL Esc 1 - 
Esc 2 

Seysen Esc 
1 - Esc 2 

10-1 3.46 9.72 9.76 9.75 10.36 14.4 14.57 14.58 -6.9 -4.68 -4.81 -4.83 

10-2 10.76 22 19.47 19.46 18.71 27.55 25.66 25.65 -7.95 -5.55 -6.19 -6.19 

10-3 15.78 32.12 25.96 25.95 24.01 38.29 32.31 32.33 -8.23 -6.17 -6.35 -6.38 

10-4 21.51 42.27 31.91 31.88 29.09 48.43 38.63 38.63 -7.58 -6.16 -6.72 -6.75 

10-5 25.65 51.88 38.55 38.55 34.63 57.45 43.14 43.14 -8.98 -5.57 -4.59 -4.59 

10-6 30 57 42 42 39 - 48 48 -9 - -6 -6 
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Tabla B 6. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para los algoritmos LRA, ZF y ML para los escenarios 3 y 4. 

 
          SNR [dB]             

BER ML Esc 3 ZF Esc 3 LLL Esc 3 
Seysen Esc 

3 
ML Esc 4 ZF Esc 4 LLL Esc 4 

Seysen Esc 
4 

ML Esc 3 - 
Esc 4 

ZF Esc 3 - 
Esc 4 

LLL Esc 3 - 
Esc 4 

Seysen Esc 
3 - Esc 4 

10-1 4.08 13.49 13.48 13.48 12.05 18.45 18.83 18.83 -7.97 -4.96 -5.35 -5.35 

10-2 10.11 26.04 21.06 21 18.19 31.52 27.53 27.45 -8.08 -5.48 -6.47 -6.45 

10-3 13.74 36.03 25.06 24.87 21.84 41.78 32.15 31.85 -8.1 -5.75 -7.09 -6.98 

10-4 16.46 45.89 28.52 27.93 25 51.5 35.56 35.27 -8.54 -5.61 -7.04 -7.34 

10-5 19.04 54.75 31.78 30.42 27.76 - 39.01 37.31 -8.72 - -7.23 -6.89 

10-6 24 60 36 33 30 - 43 39 -6 - -7 -6 

 

 

Tabla B 7. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para los algoritmos LRA, ZF y ML para los escenarios 1 y 3. 

 
          SNR [dB]             

BER ML Esc 1 ZF Esc 1 LLL Esc 1 
Seysen Esc 

1 
ML Esc 3 ZF Esc 3 LLL Esc 3 

Seysen Esc 
3 

ML Esc 1 - 
Esc 3 

ZF Esc 1 - 
Esc 3 

LLL Esc 1 - 
Esc 3 

Seysen Esc 
1 - Esc 3 

10-1 3.46 9.72 9.76 9.75 4.08 13.49 13.48 13.48 -0.62 -3.77 -3.72 -3.73 

10-2 10.76 22 19.47 19.46 10.11 26.04 21.06 21 0.65 -4.04 -1.59 -1.54 

10-3 15.78 32.12 25.96 25.95 13.74 36.03 25.06 24.87 2.04 -3.91 0.9 1.08 

10-4 21.51 42.27 31.91 31.88 16.46 45.89 28.52 27.93 5.05 -3.62 3.39 3.95 

10-5 25.65 51.88 38.55 38.55 19.04 54.75 31.78 30.42 6.61 -2.87 6.77 8.13 

10-6 30 57 42 42 24 60 36 33 6 -3 6 9 
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Tabla B 8. Tabla de diferencias de requerimientos de SNR para los algoritmos LRA, ZF y ML para los escenarios 2 y 4. 

 
          SNR [dB]             

BER ML Esc 2 ZF Esc 2 LLL Esc 2 
Seysen Esc 

2 
ML Esc 4 ZF Esc 4 LLL Esc 4 

Seysen Esc 
4 

ML Esc 2 - 
Esc 4 

ZF Esc 2 - 
Esc 4 

LLL Esc 2 - 
Esc 4 

Seysen Esc 
2 - Esc 4 

10-1 10.36 14.4 14.57 14.58 12.05 18.45 18.83 18.83 -1.69 -4.05 -4.26 -4.25 

10-2 18.71 27.55 25.66 25.65 18.19 31.52 27.53 27.45 0.52 -3.97 -1.87 -1.8 

10-3 24.01 38.29 32.31 32.33 21.84 41.78 32.15 31.85 2.17 -3.49 0.16 0.48 

10-4 29.09 48.43 38.63 38.63 25 51.5 35.56 35.27 4.09 -3.07 3.07 3.36 

10-5 34.63 57.45 43.14 43.14 27.76 - 39.01 37.31 6.87 - 4.13 5.83 

10-6 39 - 48 48 30 - 43 39 9 - 5 9 
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ANEXO C 

CURVAS DE DESEMPEÑO POR ALGORITMOS 

Y MODULACIÓN  
 

Las figuras C 1 a C 6 presentan curvas de desempeño agrupadas por algoritmos y por esquema de 

modulación. 

 

 

Figura C 1. Curvas de desempeño del algoritmo ML para los 4 escenarios simulados 
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Figura C 2. Curvas de desempeño del  algoritmo LLL para los 4 escenarios simulados 

 

 

Figura C 3. Curvas de desempeño del  algoritmo Seysen  para los 4 escenarios simulados 
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Figura C 4. Curvas de desempeño del algoritmo ZF para los 4 escenarios simulados 

 

 

Figura C 5. Curvas de desempeño de los algoritmos simulados para modulación 4QAM 
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Figura C 6. Curvas de desempeño de los algoritmos simulados para modulación 16QAM 

 

 

 


