ANEXO C. MATRIZ DE DISPERSION

Muchos sistemas que propagan energia e informacién pueden considerarse como un
conjunto de puertos por los que entran y salen sefiales que transportan la energia e
informacion. Existe un método general de descripcion de sistemas lineales de n-puertos,
cuando es posible establecer una relacion lineal entre las sefiales de entrada y salida.
Este método, llamado de la matriz de dispersion, es aplicable a un gran ndmero de
sistemas pasivos y activos y es de mucho uso en la descripciébn de circuitos de

microondas.
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Figura 1. Sistema lineal de 4 puertos

Sea a=[a,,a,,.,a,| el vector de entradas y a=|[b,,b,,...b, ] el vector de salidas.

Estos vectores estan ligados entre si por la llamada matriz de dispersiéon: b =Sa. Los

elementos Sij de la matriz estan relacionados con distintos parametros que definimos a

continuacion. Decimos que un puerto tiene su salida adaptada cuando estd conectado a
una impedancia de carga que no produce onda reflejada (que en caso de existir
constituiria una onda incidente sobre el puerto). Por ejemplo, si el puerto 2 tiene su salida
adaptada, se tiene a, = 0. Analogamente, el puerto tiene su entrada adaptada cuando no

existe onda saliente del puerto. En tal caso, para ese puerto bi =0



Figura 2. Puerto 2 con salida adaptada

Supongamos un sistema donde todos los puertos, salvo el primero, tienen sus salidas
adaptadas. Entonces a = 0 si i > 1. Las ecuaciones en la descripcién de la matriz de

dispersién se reducen a:
b, =S,a,,i=12,..,n )

de modo que Si: es un coeficiente de reflexion del primer puerto mientras que los Si (i >
1) son coeficientes de transferencia de sefial que liga al entrada en el primer puerto con
las salidas en los otros puertos. Se los conoce como ganancias (0 pérdidas) de insercién,
segun que sus modulos sean mayores 0 menores que 1. Resulta asi que los coeficientes
diagonales de la matriz de dispersion S; son coeficientes de reflexion del puerto en
cuestion y los coeficientes fuera de la diagonal principal Sj son coeficientes de

transferencia o insercion entre distintos puertos.

Muchos sistemas satisfacen también la condicion de reciprocidad: S; = S;. Esta condicion

significa que la transferencia de sefiales entre los puertos iy j es simétrica o reciproca.

Desde el punto de vista de la potencia o energia que se propaga entre los puertos,

podemos decir que, en general, para sefales armonicas la potencia media que ingresa en

cada puerto (potencia incidente) es proporcional a aiai* = |ai|2 , mientras que la potencia
media que sale de cada puerto (potencia reflejada) es proporcional a bibi* = |bi|2. Por lo
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tanto, la potencia media neta que ingresa a cada puerto es proporcional a |ai| - |bi| :



Analizamos nuevamente el caso donde todos los puertos, salvo el primero, tienen sus

salidas adaptadas. En tal caso,

b, =Sy, = [a,|” —[o|* = (1—[S, Jau|* =I5, [YJai[* i 1 ©

Si el sistema no tiene pérdidas ni ganancia de potencia, toda la potencia que entra debe
salir, mientras que si hay pérdidas la potencia que sale debe ser menor que la que entra,

de manera que para un sistema pasivo:

|ai|2 _Z|bi|2 = |aq|2 _Z_I:|S”|2|a1|2 >0=> Zl:|sil|2 <1 @)

i=1
2 ., L .
Se ve que cada sumando |Si1| representa la fraccion de potencia incidente en el sistema

que se propaga a cada puerto.

Vamos a ejemplificar sistemas de 1y 2 puertos para lineas de transmision.

1. UN PUERTO

Para ejemplificar el caso de un sistema de un Unico puerto, consideramos un tramo de
linea de longitud d conectada a una impedancia de carga Z.. Suponemos que la linea es
ideal (sin pérdidas) de impedancia caracteristica Zo real. La entrada al tramo de linea es el

Unico puerto.
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Figura 3. Tramo de linea ideal

Definimos, como es costumbre en la literatura, las sefiales en el puerto como:



v, —Z

2z,

V, +Z,i
a:l 0°1

L2z,

b, (4)

donde vi e i1 son la tension y la corriente en el puerto. Podemos relacionar estas

cantidades con las ondas de tensién y corriente en la linea de la forma:

v, =v+(—d)+vf(—d) :V+[ei(ax+kd) +pLei(ax—kd)]:V+ei(wt+kd)[:|_+pLe—i2kd] 5)

H H H V+ i(ot+ i(ot— V+ i(ot+ —i

i) ()= Lot p gt e gy ] ©
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de modo que:

. _V1+Zoi1 _V+ei(wt+kd)[1+pl_e—i2kd +1_pLe—i2kd]_V+ei((ot+kd)

= - ™)
22, 27, VZ,

o v, — Z4i, _V+ei(a)t+kd)|:1+pl-e—i2kd _1+pLe—i2kd]_ pLV+e—i2kd otk ©
| = = =

22, 27, VZ,

—i2kd

Luego la relacion de dispersion es: b, =S8, = S;;p, € de donde se puede ver que

S11 es un coeficiente de reflexion, salvo un factor de fase.

También se ve que |511|2 = |,0L|2 <1. Es 1 cuando hay reflexion total (carga 0 6 ). La

impedancia en el puerto Unico es:

1+ e—i2kd
e ©)
I, 1-pe

gue es la impedancia de entrada de la linea.



2. DOS PUERTOS

Hemos adoptado un modelo de cuadripolo de una linea de transmision para hallar las
ecuaciones del telegrafista y, a partir de ellas, analizar la propagacion de ondas en la
linea. En general, es posible describir el comportamiento de la linea en términos de la

matriz de dispersion modelandola como un conjunto de cuadripolos en cascada.
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Figura 4. Modelo cuadripolos en cascada para linea de transmision

Para el n-ésimo elemento del conjunto definimos una onda incidente a, y una onda
reflejada b, y le adjudicamos una impedancia caracteristica Zon. Considerar que la
impedancia caracteristica sea variable elemento a elemento de la cascada nos permite
analizar sistemas no uniformes e incorporar dispositivos intermedios como acopladores,

filtros, etc.

Consideramos uno de los cuadripolos como un tramo de linea ideal de impedancia
caracteristica Zo y longitud d. El puerto mas cercano a la carga Z, se halla en la posicién

Zo. Definimos las variables de puerto como en el caso previo:
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Figura 5. Cuadripolo como tramo de linea



Vv, +Zl; v, —Z,i;
a =1 0L b, =2 =% (10)
t2)z, Y2z,
_ Vot 240, _ V2t 2ol

b, = 11
2 2\/2—0 2 2\/2—0 (11)

Desde el punto de vista de la linea de transmision, las ondas que inciden y se reflejan
sobre los puertos son:

. itk (Z,+d
. 1+ I, =V, /Z, glltskor )
Ondas incidentes

v :V+ei[a)t+k(zo+d)] {
_ i (wt—kzy)
V2+ - pLV+e “ °

i2+ == pLV+/ZO ei(wt_kZO)

o . vV, :pLV+ei[a)t—k(ZO+d)] iz_ :_pLV+/ZO ei[a)t—k(zo+d)]
ndas reflejadas i . i
V27 =V+el(wt+k20) |1+ :V+/ZO el(a)t+k20)

Entonces las variables del puerto son:

Lt Zoly _ (Vo 4V )+ Zo (i, +i) v ellotskasa] (12)
1
2,7, 2,2, VZo
b — Vi = Zoly _ pLV+ei[wlik(zo+d)]

\ = (13)
22, JZ,

_Vy—Zgi, _ pV.e

a, = (14)
2z, VZo

o Vot Zgi, Ve
-

= 15
2z, | % 49)

y se observa entonces que:
Vi, :\/Z_0a1 Vi :\/Z_obl i1+ :al/\/z—o il— :_bl/\/z—o
V2+:\/Z—ob2 szz\/z—oaz i2+:b2/\/z—0 izfz_az/\/z—o



Las variables de puerto estan relacionadas entre si por el sistema lineal:

bl = Sllal + SlZaZ (16)
bz = S2131 + Szzaz

Para calcular los coeficientes de la matriz de dispersion usamos la técnica de adaptar la
salida (o entrada) de los puertos sucesivamente para simplificar las ecuaciones.

Supongamos primero que el puerto de salida esta adaptado (no hay onda incidente sobre

la salida): a, =0=Db, =S,,a,,b, =S,,a,

Entonces:

i[(ot—k(zo+d)] i(ot+kzg
b, pV.e _ pLe—iZk(zo+d) s b, _ V.e {at+i2o) ] _ i 17)

1
a, N V+ei[(a)t+k(zo+d)] - Zl_a_l V+ei[<m+k<zo+d)

S11 =

Se ve que Si; es el coeficiente de reflexion de las ondas a la entrada y Sz es un factor de

desfasaje introducido en la propagacion de la onda progresiva en el puerto cuando la

salida estd adaptada. Para lineas sin pérdidas |821|=1, mientras que en lineas con

pérdidas |821|<1, ya que el numero de onda k es entonces complejo, indicando una

atenuacion de la onda en su propagacion a lo largo del puerto. En general, el puerto
puede incorporar un circuito activo que amplifique la onda incidente, en cuyo caso
tendremos |821|> 1. Por lo tanto, S2; se conoce como ganancia (o pérdida) de insercién

del puerto, e indica el factor que el puerto introduce para la onda progresiva en la

propagacion.

Analogamente, si ahora suponemos que la entrada del puerto esta adaptada (no hay onda

incidente sobre la entrada): v;, =0 = a, =0 y las ecuaciones de dispersion quedan:

b, =S,a,,b, =S,,a, de donde:

b2 V+ei((0t+kzo) 1 i2kz bl pLV+ei[(Wt’k(ZO+d)] —ikd
a, oV, el - p_e 0 S1 = a, p V, el ¢ (18)
2 LY+ L 2 LY+

Szz =



Se ve que Sy es el coeficiente de reflexion de las ondas a la salida (aqui escrito en
términos del coeficiente de reflexion en la carga de la linea) y Si. es el factor de desfasaje
introducido en la propagacion de la onda regresiva en el puerto cuando la entrada esta
adaptada.

Se observa ademés que: S,;, =S,,. Esta es una condicién general de los puertos que

cumplen la llamada relacién de reciprocidad, que conceptualmente puede definirse como
la situacion donde el puerto de comporta de la misma manera para la propagacion en

ambos sentidos.

La impedancia en el puerto de entrada es:

Z _ﬁ_vl++vlf :Z a1+bl :Z (1+Sll)al+812a2

=1 19
: i1 i1+ + i1— ’ Q _bl ’ (1_ Sll)al - SlZaZ ( )
En el caso de salida adaptada (a,=0):
1 Zin - -Z
Zin|a . =ZO+—SM:>SH:LO (20)
2 1- S11 Zin a,=0 + Zo
Anélogamente:
ZOut — V_Z — \{2+ +Y27 — Zo b2 + a2 — Zo SZla’1+(1+ SZZ)aZ (21)
I, o, +1p bz -4, SZlal_(l_ Szz)az
Y para entrada adaptada (a,=0):
1+8S Zowl, o +2
Zout|a1=0 =-Z, 2= Sy = M (22)
1_822 Zout|a1:0 _Zo

Analicemos el comportamiento de transmisién de potencia. Las potencias medias netas

(incidente — reflejada) en cada puerto son:
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Figura 6. Potencia en los puertos
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(P = (Vi +vy iy )= ERe(v1+|1_+v1_|1_) 2Re(aa (| a,|" ~[Sua, +5,a,])
(23)
1 . x
< 2la - -l el - 2Re(s,sia: )
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=2l bl sl o - 2Rels. S )

Obsérvese que las potencias reflejadas a la entrada y la salida son de por si negativas, lo

gue indica que son potencias que fluyen hacia fuera del cuadripolo.

La potencia neta que fluye hacia la derecha del cuadripolo es:

(P)={P)~(Py) = 2o (5. -5 ol - 2Re(s,,57,0,03 )

1 (25)
o [l ) I5af - 2Re(s.55 52,2 )
Consideremos el caso de salida adaptada, donde v, =0=a, =0:
1 1 1
(P)=(P)~(P) = o sl | S Eisal e [ e fhotsul + 5] o)

Si la salida esta adaptada, esta cantidad sera nula si no hay pérdidas, ya que representa
la potencia neta que ingresa al puerto de entrada menos la que sale del puerto de salida.
Si hay pérdidas, la potencia neta que entra es mayor que la que sale y la cantidad es

positiva. Entonces:

1-|S,)" +[S,| 2 0=8,,|" <1-[S,,|°



El coeficiente de reflexion de potencia a la entrada es:

1 .
<_ V1—i1—> _ ERe(blbl) _ |811a1 + Slzaz|2 _ |a1|2|811|2 +|812|2|az|2 _ZRe(SnSl*zala;)

R= 27)

<V1+I1+> - ;Re(alaf) - |al|2 |a_1|2

En el caso de la salida adaptada queda: R = |511|2 como para el sistema de 1 puerto.

3. RELACION CON OTRAS DESCRIPCIONES MATRICIALES

La descripcion de la propagacion por medio de cuadripolos y la matriz de dispersion estan
asociadas a otras descripciones. La matriz de transmisién T permite relacionar las ondas
a la salida del cuadripolo en funcién de las ondas en su entrada. En nuestra notacion:

bz =Tua, +Tp, b1 28)
a, =Tya, + T22b1

Los coeficientes de la matriz de transmision estan relacionados con los de la matriz

de dispersion por las relaciones:

_ S21812 — S11322 Szz 811 1

T - -
. 812 SlZ SlZ S12

La matriz de transmision es mas comoda que la de dispersién para tratar una cascada

de cuadripolos.

La matriz de impedancias Z relaciona las tensiones en los puertos con las corrientes:
V=2l +Z,l,

(29)
Vz = Zlel +Zzzlz

La matriz de admitancias Y es la inversa de Z:

{Vl =Zuli+ 2y, =Y, =ﬁ,Y12 = _thm =_ﬁ7Y22 = Zu

V, =Z,1,+Z,l, A A A A



con A= anzz - Z12221

Podemos relacionar la matriz de dispersién con la matriz de impedancias mediante las

siguientes ecuaciones:

_ (211 _1)(222 _1) — 22y

= (30)

" (211 +:I-)(Zzz +1) —Lply
z., +D(z,, -1 -2,z

" :( 11 )( 22 ) 12421 (31)
(211 +1)(222 +1) — L2y

S, = 22y, (32)
(211 +1)(Zzz +l) —Lply

22,, (33)

S21 =
(211 +1)(222 +1) — 22y

donde Z; =Z;/Z, son las impedancias normalizadas a la impedancia caracteristica del

tramo.

Estas descripciones matriciales de dispositivos y lineas de transmision son de importancia
porque proveen de una forma sencilla de conectar sucesivos dispositivos sin resolver en
detalle las ecuaciones del circuito completo, y permiten utilizar programas como el Spice
para analizar el comportamiento del circuito a partir de la descripcion matricial de cada

bloque.



