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INTRODUCCION

La idea del infinito estd presente en nuestra cotidianidad. Hace parte de nuestro
raciocinio para explicar muchas veces lo inconmensurable, a saber: la esencia de Dios, la
vida eterna, la extension del universo, el tiempo, el ciclo del dia y la noche, entre otras.
Al parecer en el ser humano es innata la concepcion del infinito asociandolo a lo
inacabado, a lo que no tiene limites. Esta idea primigenia es la que se denomina el
infinito potencial. No obstante, en el &mbito de las mateméticas se puede concebir otra
nocion del infinito: el infinito actual. Esta idea significa explicar el infinito como algo
acabado y terminado, y de esta forma sustenta el hecho de pensar que existen varios

infinitos, en otras palabras, un infinito mas grande que otro.

Este trabajo propugna por la importancia de la historia y epistemologia en la
ensefianza de las matematicas. Pero ésta no entendida como algo anecdotico, sino como
un estudio de los conceptos para lograr rescatar elementos que apoyen el proceso
educativo. Para ello se escogio el tema del infinito matematico. Por esta razon, en la
primera parte del trabajo se hace un esbozo del desarrollo histérico y epistemoldgico que
sufrio el concepto. A partir de ahi, se propone extraer puntos esenciales en la evolucién
del concepto, para buscar situaciones similares en el aula, donde siempre se busco
confrontar la idea primigenia del infinito que poseen los estudiantes, que

hipotéticamente se pensara que es la nocion de infinito potencial.



El infinito en la educacion matematica: Una experiencia en el aula

En la parte central del trabajo se hace una presentacion de lo sucedido en cada
una de la sesiones de clase. Se hace un recuento de la experiencia de la practica docente,

y se rescatan elementos sustanciales del trabajo en los talleres.

Al final, se muestra las conclusiones extraidas de las respuestas de los alumnos.
No solo de lo que se presentd en escrito, sino de lo que iban expresando oralmente en las

discusiones generadas.
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Los griegos, tan amantes de lo mesurado y lo perfecto, trataron de descartarlo, pues les parecia irracional, impensable e imperfecto
(...) La matemadtica moderna exhibe una considerable variedad de infinitos, como si se hubieran reproducido en el éxodo, como los
judios.

Ernesto Sabato — Uno y el universo

1. AB AETERNO AD INFINITUM!?

1.1. SINOPSIS HISTORICA DEL INFINITO MATEMATICO

La idea del infinito irrumpe en la ciencia como un concepto ““perturbador y
conflictivo”™ (Marin, 2008) . Histéricamente numerosos pensadores y cientificos han
accedido a sus dominios buscando con ahinco comprender esta nocién indomita al
pensamiento humano. Entre los personajes mas relevantes podemos citar sélo algunos:
Aristoteles (384 a. C. — 322 a. C.), Tomas de Aquino (1224 — 1274), Giordano Bruno
(1548 — 1600), Galileo Galilei (1564 — 1642), Bernard Bolzano (1781 — 1848), y George
Cantor (1845 — 1918). También se ha intentado dar explicacién al infinito desde varias
perspectivas, como por ejemplo desde el campo de la teologia?, cosmologia, filosofia,
astronomia, literatura®, y las matematicas, entre otras. En el caso de las matematicas,
gracias a la Teoria de Conjuntos, el concepto evoluciona hasta lograr una formalizacion,
no obstante, este desarrollo no se le debe s6lo a esta rama de las matematicas, sino que
es un despliegue de todo el conocimiento matematico. Actualmente, en los estudios
superiores de matematicas, el infinito cuenta con una caracterizacion, que permite

manipularlo con relativa facilidad.

1 Desde la eternidad hasta el infinito
2 Tomas de Aquino, en su obra trabaja la concepcion del infinito.
3 Jorge Luis Borges, impregna en algunos de sus ensayos la idea del infinito.
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En la cultura occidental, ubicandonos en la antigtiedad, el infinito emerge en el
pensamiento griego. Aunque es pertinente aclarar que en las civilizaciones anteriores a
los helenos, podria pensarse que habia una concepcion incipiente de la idea del infinito;
donde se le asociaba —entre otras percepciones— a la eternidad de los dioses, la
inmensidad del cielo, el ciclo del dia y la noche. Asi que, la nocién de infinito estaba ahi,
inherente a la cotidianidad del ser humano. Pero, es en la época de los griegos donde la
nocion de infinito se manifiesta como una idea conflictiva al pensamiento del individuo,
y comienza su evolucion en una etapa primigenia que va ir hasta el siglo XIX con las

investigaciones de George Cantor.

Etimologicamente la palabra infinito tiene su raiz en la lengua griega con la
expresion dreipov (apeiron), de donde & significa “'sin”” y mepov, fin o limite; es decir,
que la acepcion literal al término dreipov (&peiron) es: sin limite (Zellini, 2004) . Para
los helenos, y especificamente para Aristoteles, el infinito existe en ciertas
circunstancias. El lo declara de la siguiente manera en el texto Fisica — libro I1:

La creencia de que existe algo infinito podria ocurrirsele a quien lo considere
sobre todo a partir de cinco hechos: (1) del tiempo, pues éste es infinito; (2) de
la division dentro de las magnitudes, pues también los Matematicos utilizan la
nocion de lo infinito; (3) por el hecho de que la generacion y la destruccion no
cesarian solo en el supuesto de que fuera infinito aquello de donde es extraido
lo que se genera; (4) también por el hecho de que lo finito siempre limita con
algo, de manera que no puede haber necesariamente ningin limite si es
necesario que una cosa limite con otra; (5) pero sobre todo, y con mayor razon,
aquello que mayor perplejidad produce en todos: por el hecho de no cesar en el
pensamiento parecen ser infinitos tanto el ndmero de las magnitudes
matematicas como lo de mas alla del cielo. (Aristoteles, 1996, pag. 74)

Y maés adelante, en el mismo libro, Aristételes es turbado por la idea de lo
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infinito. EIl expresa que esta nocidn presenta problemas, y se cuestiona en qué forma
existe 0 no existe lo infinito. Para soslayar estos problemas, el filésofo hace precision
del concepto y enuncia lo siguiente:

Con que es menester, antes que nada, definir en cuantos sentidos se dice “’lo
infinito’’. Pues bien, en un sentido (a) es aquello que no se puede recorrer hasta
el final por no estar en su naturaleza el atravesarlo; (b) en otro sentido es
aquello que tiene el recorrido interminable, (c) o lo que le tiene dificil, (d) o
aquello que, estando en su naturaleza tener un recorrido o un limite, no lo tiene.
Ademas, lo infinito es, en suma, o en virtud de adicién o en virtud de division o
de ambas maneras. (Aristoteles, 1996, pags. 74-75)

En cuanto a la nocién de infinito en acto y en potencia, Aristételes toma una
posicién, donde deja notar la aceptacion solo del infinito en potencia, y rechaza el
infinito en acto. Es importante decir que este planteamiento del filésofo influencid
decisivamente en el pensamiento occidental, hasta tal punto que sélo hubo aprobacion
del infinito en acto en el siglo XIX con los trabajos de George Cantor. Al respecto,
Aristoteles deja clara su vision en el siguiente argumento:

En cuanto a lo infinito por adicion viene a ser, de alguna manera, lo mismo que
lo infinito por division: en aquello que es finito se produce un proceso de
adicién inversamente correspondiente; pues en la medida en que se va
dividiendo hasta el infinito, en esa misma medida se vera afiadido hasta una
cantidad finita. Pues si en una magnitud finita se toma una determinada
cantidad y se sigue tomando en la misma proporcién, siempre que no se tome la
misma fraccion del todo, no se recorrera hasta el final la magnitud finita;
mientras que si se incrementa la proporcién de tal manera que siempre se tome
la misma fraccion, se recorrera hasta el final por el hecho de que toda cantidad
finita es agotada por una cantidad determinada cualquiera. S6lo asi, y no de
otra manera, pues, existe lo infinito: en potencia y por disminucion. Y es en
“potencia’’ lo mismo que la materia, no “por si mismo’’ como lo finito.
También de esta forma, desde luego, “‘es en potencia’’ lo infinito por adicion:
decimos que ello es, en cierto sentido la misma cosa que lo infinito por division.
Pues siempre sera posible tomar algo mas alla, aunque no excedera cualquier
cantidad limitada, asi como en el sentido de la division supera cualquier
magnitud limitada y siempre habra alguna mas pequefia. De manera que
superar cualquier magnitud por adicién no es posible ni siquiera en potencia, a
menos que exista por concurrencia algo infinito en actualidad: asi dicen los
Fil6sofos de la Naturaleza que es infinito el cuerpo exterior al mundo cuya
entidad es el aire o cualquier otra cosa semejante. (Aristdteles, 1996, pags. 82-
83)
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Estas reflexiones filoséficas de Aristoteles, en torno al infinito en potencia o en
acto, marcaron decisivamente el pensamiento filoso6fico y matematico durante muchos
siglos. No obstante, la matematica siguié desplegando sus conocimientos, a pesar de que

la comprension de la nocion del infinito se soslayaba.

En el siglo XVI, sin embargo, aparece el fildésofo italiano Giordano Bruno (1548
— 1600) haciendo oposicion a la filosofia aristotélica. En cuanto a la nocién de infinito,
Bruno escribe un libro titulado: Sobre el infinito universo y los mundos. En este texto él
arguye la existencia de un universo infinito y de mundos infinitos. Para demostrar esta
idea, Bruno concibe aceptar la existencia del infinito en acto, contraponiéndose asi, a la
argumentacion aristotélica. En su analisis, Bruno sefiala que el infinito no puede ser
comprendido por la percepcion de los sentidos, él lo expresas literalmente, asi:

Ningun sentido ve el infinito; a ningan sentido se le puede exigir esa conclusion,

porque el infinito no puede ser objeto del sentido. Por eso quien pide conocerlo

por medio del sentido se parece a quien pretendiera ver las sustancias y la

esencia con los ojos y quien negara la cosa porque no es sensible o visible

vendria a negar la propia sustancia y el propio ser... (Bruno, 1981)

Con esta cita, el filésofo argumenta que la experiencia sensible no es depositaria
de la verdad, y que el estudio del infinito cimentado en las deducciones de los sentidos
no tiene ningun asidero. Después de muchos razonamientos, el filosofo italiano,
concluye que el universo es infinito y que los mundos son innumerables. Para sustentar

esta tesis, es necesario significar la existencia del infinito como una totalidad, es decir

admitir un infinito en acto.
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Como se puede notar, la idea de que existen distintos infinitos emerge en la obra
de Giordano Bruno, y a pesar de que en esta etapa no se tiene una matematizacion del
concepto, se ha abierto una brecha que permitird analizar otra perspectiva diferente a la
aristotélica. De modo que, Bruno sefiala un derrotero para la compresion del infinito, y a
partir de alli vendrian otros pensadores que seguirian su legado. En particular, el trabajo
filosofico de Bruno marcard la obra de Cantor, quien le dard al infinito una

caracterizacién matematica.

De lo expuesto hasta aqui se subraya que la nocion de infinito potencial
predomind durante un largo periodo, desde Aristételes en el siglo 1V a.C, hasta
Giordano Bruno en el siglo XVI. El fil6sofo italiano Bruno, se opone a la concepcion
aristotélica haciendo una argumentacion desde el campo de la logica y la teologia para
admitir la existencia del infinito en acto. Empero, en el campo de las matematicas, aun
no existe una formalizacion del concepto, es mas, lo que hay es una oposicion a aceptar
la existencia del infinito actual. Un rechazo heredado de casi veinte siglos siguiendo la
filosofia aristotélica, que no solo influencio el area de las matemaéticas, sino que se

impregno en todas las areas del conocimiento.

Después de Giordano Bruno, en el campo de las matematicas, vendrian tres
pensadores destacados que protagonizaron la Gltima etapa de formalizacion del concepto
del infinito, ellos son: Bernard Bolzano (1781-1848), Richard Dedekind (1831-1916),
y George Cantor (1845-1918). Es pertinente aclarar, que antes de estos tres

matematicos, hubo un periodo —desde el siglo XVII hasta el siglo XIX— de desarrollo
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historico y epistemologico del concepto, el cual se expondra brevemente a continuacion.

El cientifico Galileo Galilei (1564-1642), contemporaneo con Bruno, en el afio
1638 publica el libro, Discurso y demostracion matematica, en torno a dos nuevas
ciencias. En este texto, ademéas de establecer los fundamentos de la mecanica como
ciencia y de marcar el fin de la fisica aristotélica, Galileo hace notar un hecho que para
ese tiempo era paradgjico. El lo expresa en el libro con los didlogos entre Salviati y
Simplicius de la siguiente manera:

Simplicio: Aqui surge inmediatamente una duda que me parece insoluble; y es
que, estando nosotros seguros de que pueden darse lineas, una de las cuales es
mayor que la otra, teniendo ambas infinitos puntos, hay que confesar que existe,
en magnitudes de la misma especie, una cosa mas grande que el infinito, puesto
que la infinitud de los puntos de la linea mayor excedera a la infinitud de los
puntos de la menor. Ahora bien, que se dé un infinito mas grande que el infinito,
me parece algo totalmente absurdo.

Salviati: Este tipo de dificultades proviene de los razonamientos que nosotros
hacemos con nuestro entendimiento finito al tratar con los infinitos,
otorgandoles los mismos atributos que damos a las cosas finitas y limitadas, lo
cual pienso que es improcedente puesto que creo que las propiedades de mayor,
menor o igual no convienen a los infinitos. Como prueba de ello, me viene a la
memoria un argumento que propondré para ser mas claro... Supongo que sabéis
perfectamente cudles son los nimeros cuadrados y los no cuadrados.

Simplicio: Se perfectamente que un ndmero cuadrado es el que resulta de la
multiplicacion de otro nimero por si mismo...

Salviati: Muy bien... Si yo digo que todos los nimeros, incluyendo cuadrados y
no cuadrados, son mas que los cuadrados, enunciaré una proposicién
verdadera, ¢no es asi?

Simplicio: Evidentemente

Salviati: Si continlio preguntando cuantos son los nimeros cuadrados, se puede
responder con certeza que son tantos cuantas raices tengan, teniendo presente
que todo cuadrado tiene su raiz y toda raiz su cuadrado; no hay por otro lado,
cuadrado que tenga mas de una raiz ni raiz con mas de un cuadrado.

Simplicio: Asi es
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Salviati: Pero si pregunto cuantas raices hay, no se puede negar que haya
tantas como nameros, ya que no hay ningin nimero que no sea raiz de algun
cuadrado. Estando asi las cosas, habrd que decir que hay tantos ndmeros
cuadrados como nlmeros, ya que son tantos como sus raices, y raices son todos
los nimeros. Deciamos al principio, sin embargo, que todos los nimeros son
muchos méas que todos los cuadrados, puesto que la mayoria de ellos no son
cuadrados. Incluso el nimero de cuadrados va disminuyendo siempre a medida
que nos acercamos a nimeros mas grandes...

Simplicio: En este caso, ¢qué es lo que se deduce?

Salviati: No veo que se pueda admitir otra conclusion, si no es la de decir que la
cantidad de nimeros en general es una cantidad infinita: los cuadrados son
infinitos y ademas ni la cantidad de cuadrados es menor que la de los nimeros
en general, ni ésta es mayor que aquélla: en conclusion los atributos igual,

mayor y menor no tienen sentido cuando se habla de infinitos, sino cuando se
trata de cantidades finitas. (Martinez, 2009)

De la cita anterior, se puede afirmar que para Galileo el infinito no es susceptible
de comparacion y, por lo tanto, de aritmetizacion; de lo contrario nos enfrentariamos
con algo paraddjico. En otras palabras, afirmar que a pesar de que el conjunto de los
nameros cuadrados es un subconjunto de los nimeros enteros positivos, sea posible
emparejar cada uno de sus elementos en una correspondencia biunivoca, es
contradictorio a las ideas de Euclides y de Aristételes. En Euclides, se contrasta con el
axioma que enuncia que el todo es mayor que la parte; y en Aristoteles, confronta la
nocion de infinito —es decir, la idea de infinito potencial— que se tenia hasta esa época.
De esta manera, en el contexto del infinito, Galileo pone en tela de juicio comparar
““conjuntos infinitos*™ con expresiones como por ejemplo: mas grande, mas pequefio, o

igual. De modo que aun en el siglo XVI, con los trabajos de Galileo existia una

4 Se anota que en la época de Galileo, siglo XV1y XVII, no se puede hablar de conjuntos infinitos, porque
aln no se constituido la Teoria de Conjuntos. Esta teoria emerge en el siglo XIX con los trabajos de
George Cantor.
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renuencia para admitir el concepto de infinito actual®.

Para comprender mejor estas ideas de Galileo, expresémoslo de la siguiente
forma: el conjunto de los cuadrados perfectos es un subconjunto del conjunto del
conjunto de los nimeros enteros positivos. Es decir, sea C = {12, 22, 32, 42,..} y
Z*t =1{1,2,3,4,5,...}, el conjunto C es subconjunto propio de Z*, significa que C c
Z*. Sin embargo, el conjunto C se puede colocar en correspondencia biunivoca con los
elementos del conjunto Z* . Notemos que se puede hacer la siguiente asignacion:

1-12
2> 22
3 > 32
4 - 42

De esta manera, se indicaque C y Z% tienen igual cantidad de elementos. Es
mas, haciendo uso de la notacion actual, se afirma que,® |C| = |Z*| = R,. Pero, alaluz
de las concepciones de los siglos XVI y XVII entorno al infinito, afirmar que |C| =

|Z*| , era absurdo.

Especificamente, en el siglo XVII, las matematicas tenian un desarrollo

innovador, a saber, la integracion de la aritmética y la geometria. Esta idea

5 Es mas, a Giordano Bruno y a Galileo Galilei se les acusé de herejia por haber hecho este tipo —y
otras— afirmaciones que iban en contra de la filosofia aristotélica que imperaba en esa época. En el caso
de Bruno la sentencia fue la muerte en la hoguera, y Galileo fue exhortado a retractarse de sus ideas.

& X, —aleph cero— es el primer niimero transfinito acufiado por Cantor, significa el cardinal de los
nameros naturales, es decir |N| = X, , y es el menor cardinal transfinito.

10
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revolucionaria es conferida a René Descartes (1596-1650). En esta nueva rama de las
matematicas —la geometria analitica— se halla implicita la idea de que existe un
continuo en la recta euclidiana. Martinez lo expresa de la siguiente forma:

En los fundamentos de la geometria analitica se halla implicita la hipotesis de
gue existe un numero asociado con cada punto en el continuo del espacio
geométrico. Pero, como demostraron los pitagéricos, no existen tales nimeros
asociados para ciertas magnitudes geométricas. Cualquier intento de expresar
las coordenadas de ciertos puntos en forma numérica, tales como un desarrollo
decimal, dan lugar a sucesiones infinitas. Aun asi, la geometria analitica
continud desarrolldndose con éxito. Descartes introdujo una distincion entre
infinito, atributo propio de Dios, e indefinido utilizado para indicar magnitudes
indefinidas en cantidad o en posibilidad. (Martinez, 2009)

Con los trabajos de René Descartes (1596-1650) vy Pierre de Fermat (1601—
1665), todo estaba dispuesto para el surgimiento del Calculo Infinitesimal.
Contemporaneo a Descartes y Fermat, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) hace
aportes sustanciales al calculo infinitesimal. Entre sus ideas, hay una en particular en lo
que respecta al infinito, segiin Martinez,

Cavalieri fue el primero en adoptar respecto del infinito una posicién que
pudiéramos considerar moderna, a saber: que las magnitudes infinitas y las
magnitudes finitas estdn gobernadas por leyes diferentes. (Martinez, 2009)

Como se puede notar, con Cavalieri, se avizora una acercamiento a la
comprension del infinito matematico, sin embargo, aln existe una resistencia, a causa de
lo perturbador y conflictivo de este concepto. Posteriormente, John Wallis (1616-1703)
retoma los trabajos de Cavalieri, en cuanto al desarrollo de los procedimientos
infinitesimales, y también, hace uso de los métodos analiticos de Fermat y Descartes de

las series infinitas.

En el tratado De sectionibus conicus en 1655, John Wallis introduce el simbolo

11
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oo para denotar el infinito. Este simbolo o es denominado lemniscata. El término
lemniscata proviene del latin lemniscus que significa cinta. Wallis lo explicita en su
tratado asi:

Prop I. De figuris planis juxta Indivifibilius methodum confiderandis.
Suppono in limine (juxtd Bonaventurae Cavallerii Geometriam Indivifibilium)
Planum quodlibet quasi ex infinitis Parallelogrammis aeque altis; quorum

quidem singulorum altitude sit totius altitudinis é , sive aliquota pars infinite

parva; (esto enim co nota numeri infiniti;) ade6q; omnium simul altitude
aequalis altitudini figure. (Wallis, 1655, p. 4)

El origen de la insignia del infinito también se le atribuye a simbolos alquimicos
o religiosos, como por ejemplo ciertas representaciones de la serpiente uréboros, la cual
es la representacion de una serpiente engullendo su propia cola, conformando con su
cuerpo una forma circular. Uréboros simboliza el esfuerzo eterno, el ciclo que vuelve a

empezar a pesar de las acciones para impedirlo.

Sucesivo a estos matematicos, vendrian Leibniz (1646-1716) y Newton (1642—
1727), y con ellos el surgimiento del céalculo infinitesimal. Conviene subrayar, que en la
obra de estos matematicos, solo se concibe el infinito de forma potencial —magnitudes
tan grandes o pequefias como se quiera—. Ademas, se hace uso de técnicas potentes
para resolver problemas matematicos respecto a los procesos infinitos, a pesar que no
existia un rigor de estos procedimientos. José Luis Martinez, nos brinda una buena
explicacion de la incursion del infinito matematico en el contexto del célculo:

La idea de Leibniz més conocida es que el universo esta compuesto de un
infinito de indivisibles e inmateriales ménadas, siendo Dios la mayor de ellas.
Leibniz creia en un infinito actual pero no en el sentido de Cantor. Estos
extrafos infinitesimales eran méas pequefios que cualquier nimero positivo pero
distintos de cero. A pesar de su notable éxito practico, en el corazon del
Calculus habia paradojas y contradicciones que implicaban el calculo de sumas
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infinitas de infinitesimales que misteriosamente daban nimeros finitos, asi como
manipulaciones incoherentes y misteriosas de cantidades infinitesimales. Pero,
puesto que el Calculus funcionaba, era evidente que algo de verdad debia tener;
de alguna manera, Newton y Leibniz habian descubierto una sutil “logica de la
infinitud” que les permitia realizar maravillas matematicas sin ser capaces
realmente de proporcionar unos fundamentos rigurosos o racionales a sus
métodos. Las técnicas de Newton y Leibniz implicaban inconsistencias pues,
siguiendo los pasos de Cusa, garantizaban la existencia actual a lo
infinitamente grande y lo infinitamente pequefio, admitiendo que una sucesion
infinita puede acabar en un limite actual. (Martinez, 2009)

Después de Leibniz y Newton, vendrian otros matematicos que convendrian
dotar de un rigor al analisis matematico, entre ellos podemos mencionar a Cauchy
(1789-1857) y Weierstrass (1815-1857). No obstante, aln se soslayaba el concepto del
infinito matematico. También, otros matematicos renombrados expondrian sus
consideraciones en torno este tema, entre ellos podemos citar una locucion de Gauss
(1777-1855), donde se muestra la renuencia a aceptar el infinito en acto. El siguiente es
un pasaje de una carta de Gauss dirigida a Schumacher en 1831:

Pero en lo que respeta a su demostracién protesto ante todo contra el uso de
una magnitud infinita como si fuera completa, cosa que nunca esta permitida en
la matematica. El infinito es s6lo una fagon de parler’, cuando propiamente se
habla de limites que se acercan tanto como se quiera a determinadas relaciones,
mientras que a otros se les permite crecer sin limitacién. (Citado por Martinez
2009)

De manera que, el ambiente generado por el infinito matematico en los siglos
XVI, XVIl'y XVIII es problematico. Ya existe un derrotero en contravia con la filosofia
aristotélica, iniciado por Giordano Bruno. Sin embargo, ilustres matematicos y
pensadores de la talla de Cauchy, Gauss, Weierstrass, Galileo, entre otros, se resistian a

contraponerse a las ideas de los griegos, y admitir el infinito en acto. La geometria

"facon de parler: Significa una forma de hablar, es decir, que no debe tomarse literalmente, sino
en el sentido de la comodidad de expresion.
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analitica y el célculo infinitesimal avanzaban, no obstante, habia incertidumbres de sus
fundamentos, y uno de los cimientos —sino es el mas importante— que no se

encontraba firme, era el concepto de infinito matematico.

A mediados del siglo X1X, después de aproximadamente dos siglos y medio de la
publicacion de Giordano Bruno, se divulga el libro Las paradojas del infinito (1851) de
Bernard Bolzano (1781-1848). En este compendio por primera vez se analiza el
concepto del infinito desde una perspectiva distinta. Ya no tanto desde el campo de la
filosofia, como en Bruno, sino con una mirada inverosimil desde el area de las
matematicas. Al respecto, Guillermina Waldegg en su articulo Identificacién de
obstaculos didacticos en el estudio del infinito actual, lo expresa de la siguiente manera:

Por primera vez, el infinito actual es admitido en la matematica a titulo de
concepto bien definido, asociado a los Unicos objetos susceptibles de ser
numerados o medidos: los conjuntos y las magnitudes. (Waldegg, 1996)

Bolzano, en Las Paradojas del Infinito, postula dos principios que seran los
cimientos para edificar de ahora en adelante el concepto del infinito matematico. Segun

Waldegg, estos principios son los siguientes:

a) El infinito es atributo de conjuntos. Bolzano descarta la idea de que los
conjuntos infinitos son indeterminables. Su determinabilidad descansa
en dos ideas que jugaran mas tarde un papel crucial en la
axiomatizacion de la teoria de conjuntos: la extension y la comprension.

b) El infinito admite distintos grados, los conjuntos infinitos no tienen,
como muchas veces se habia argumentado, todos, el mismo tamafio.
(Waldegg, 1996)

De este modo, Bolzano ha cimentado las ideas con las que el concepto del

infinito matematico pasara de una etapa pre-formal a una fase de matematizacion. Ahora
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el terreno esta allanado para que la nocion del infinito obtenga una formalizacion. En
este periodo los protagonistas serdn dos matematicos contemporaneos, George Cantor

(1845-1918) y Richard Dedekind (1831-1916).

Cantor se apoya en los trabajos de Bolzano para sus investigaciones sobre el
infinito matematico. Y en el afio de 1873 Cantor logra demostrar, en una carta dirigida a
Dedekind, que el conjunto de los nimeros reales es no numerable, en otras palabras,
que el conjunto R no se puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto N.
La primera prueba que Cantor presentd a Dedekind a finales del 1873 es dispendiosa,
por eso el argumento que se mostrara a continuacion sera la demostracion de la diagonal,
o también conocido, método de diagonalizacion, el cual fue publicado poco despues, por
el mismo Cantor, en el afio de 1890.

Supongamos que los nimeros reales en el intervalo (0,1) tienen la potencia® de

los nimeros naturales. Eso significa que existe una funcién biyectiva entre los

naturales y los reales, y por lo tanto, la totalidad de los reales del intervalo en

cuestion se puede listar en una sucesion de la forma:
T, 12,13, ey Ty oo

Dado que cada uno de estos numeros estan ubicados en el intervalo (0,1) quiere

decir que su expansion decimal consta de la parte entera igual a cero, por lo

cual se los puede representar de la siguiente manera:

T'1 = 0.a11a12a13 ...aln
1y = 0.a21022053 ... A2y -
r3 = 0.a31a32033 ... A3y ...
T = 0.a,10,20,3 - App -
Se supone que en la lista se encuentran la totalidad de los reales del intervalo

(0,2). Sin embargo, formemos el nimero real,

b = 0.b1b2b3 bn

8 La acepcion de potencia, es similar a la de cardinalidad de un conjunto.
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Tal que, b; # a;; paratodo i. Se tiene que, por definicion, b; # r; para todo
i . Lo cual contradice el hecho de que en la lista se encontraban ““todos " los
reales del intervalo (0,1)°. (Citado por Marin, 2008 p. 44)

Como resultado de la anterior demostracion, —emerge un descubrimiento
inverosimil en las matematicas— Cantor logra establecer que existen infinitos distintos,
a saber, que el conjunto de los nimeros reales es mas grande que el conjunto de los
numeros naturales. En términos matematicos, quiere decir que |R| > |N| , es mas,
Cantor prueba que el cardinal del continuo es:|R| = 2%, Se debe mencionar ademas que
Cantor instaura las bases para el surgimiento de la Teoria de Conjunto, y a partir de ahi,

la aritmetizacion del infinito matematico.

Ahora bien, de lo llevado hasta aqui se hecho un recuento en breve del desarrollo
de la nocion del infinito matemético. Hemos iniciando con los griegos en el siglo 1V a.
C; pasando por el filosofo Giordano Bruno, en el siglo XVI; posteriormente un recuento
lacdnico entre los siglos XVI, XVII y XVIII; y finalmente, con Dedekind y Cantor se
llega a una formalizacion del infinito matematico en el siglo XIX. Se observa una
evolucion del concepto de aproximadamente veintitrés siglos. Un desarrollo histérico y
epistemoldgico, que a pesar de lo problemético del concepto, y de la resistencia de
muchos pensadores y matematicos, emerge imponente para sefialar el rumbo de las

matematicas del siglo XX.

% Para una mejor comprension, veamos el siguiente ejemplo:
La siguiente sucesion de nimeros reales esta en el intervalo (0,1):
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1.2. LA PROBLEMATICA DEL CONCEPTO DEL INFINITO EN LA

EDUCACION MATEMATICA

En correspondencia con los contenidos de las diferentes lineas de estudio de las
matematicas, se exhibe una necesidad de trabajar el concepto del infinito. Ademas, es
claro que este concepto subyace en muchos de los contenidos del programa académico
desde los primeros afios de escuela hasta los estudios superiores. Se puede afirmar que la
nocion de infinito es transversal en muchos de los conceptos matematicos, y que a pesar
de esta transcendencia no esta incluido como un temario del curriculo. Es més, no se
hace una presentacion y caracterizacion del concepto, y se asume la idea de infinito
como si hiciera parte del sentido comdn de los estudiantes. De modo que, no es de
sorprenderse que los jovenes muestren dificultades en el estudio de conceptos que
involucran colecciones infinitas, o procesos infinitos.

Muchos estudios han expuesto que en los primeros semestres de la educacion
universitaria, los estudiantes presentan obstaculos cuando estan en frente de situaciones
donde subyace la nocion de infinito. Para la elaboracion de este trabajo, se ha rescatado
algunas investigaciones referidas a la problematica del concepto del infinito en la
educacion matematica. Todas ellas muestran que los estudiantes en sus primeros cursos

de matematicas en la universidad, conciben solo la idea de infinito potencial.

Guillermina Waldegg, en su articulo titulado, Identificacion de obstaculos
didacticos en el estudio del infinito actual, afirma que uno de los obstaculos mas

dificiles, es la resistencia que manifiestan los estudiantes para aceptar que es posible
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establecer una biyeccion entre un conjunto infinito y uno de sus subconjuntos propios.
Es decir, se evidencia una confrontacion cognitiva referida al axioma euclidiano, el todo
es mayor que la parte. Al parecer este axioma es inherente al raciocinio de cada
individuo, o quiza, es la herencia filoséfica de los helenos impregnada en el pensamiento
colectivo de la humanidad. Parafraseando a Waldegg, se arguye que la raices de este
conflicto cognitivo, estan asentadas en el hecho de que los esquemas intelectuales del
estudiante estdn construidos a partir de la intuicion natural. Estos esquemas, se
extrapolan a situaciones que tienen que ver con conjuntos infinitos. Este traslado del
razonamiento desde los conjuntos finitos al caso de los conjuntos infinitos, genera
contradicciones en el estudiante. Asi que, la propuesta que se elabora para solventar este
encallamiento, es que se hace apremiante un andlisis histérico y epistemolégico de la
evolucion del concepto, donde se logre identificar las dificultades que se rebasaron en el
desarrollo historico, para que de este modo, se rescaten elementos que propicien de

alguna manera u otra una confrontacion anéloga en los razonamientos de los estudiantes.

Por otra parte, Mdnica Andrea Aponte, realiza un trabajo'’donde se arroja
resultados similares a las investigaciones de Waldegg. No obstante, entre los resultados
se eligen algunos singulares. Se declara que los estudiantes asocian la idea del infinito
como algo que no termina, y esto conduce a que la mayoria de ellos intuyan que so6lo
existe un infinito, “'que si existen varios conjuntos infinitos tendrdn la misma cantidad

de elementos porque son infinitos. '~ También, se concluye que pensar como unica la

10 De la intuicion sensible del infinito potencial a la caracterizacion ldgico—formal del infinito actual: un
estudio historico—epistemoldgico en la perspectiva de la educaciéon matematica. Ménica Andrea Aponte
Marin. Universidad del Valle. 2008
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concepcion de infinito de forma potencial, se revela como un obstaculo para comparar
dos conjuntos acotados; al parecer, el proceso infinito permanece oculto en un conjunto
acotado, lo que no ocurre en un conjunto no acotado, donde se permite disponer de las

posiciones necesarias para continuar el proceso.

Para el caso de los estudiantes de Matematicas y Licenciatura en Matematicas
que hicieron parte del grupo investigado por Aponte, se formula que a pesar que cuentan
con cursos previos de teoria de conjuntos, existe una resistencia para aceptar el criterio
de biyeccidn, que permite comparar un conjunto infinito con sus subconjuntos propios.
Por ultimo, se infiere que cuando el estudiante se ve abocado a situaciones que
involucran la idea del infinito, ellos recurren primero a la idea de infinito potencial, que
es la que prima en el razonar matematico. Y que para lograr cambiar este aspecto y otros
similares, es necesaria la intervencion de procesos didacticos bien planificados, que
tengan en cuenta la naturaleza de los obstaculos que subyacen al concepto mismo y que

el estudiante tiene que superar.

Para concluir, se nota que el ambiente generado por la problematica del infinito
matematico en la educacion, estd enmarcado en investigaciones en los primeros
semestres de los estudios universitarios. Se confirma que los estudiantes solo conciben la
idea del infinito de manera potencial, y que hay renuencia a cambiar esta perspectiva.
Quiza esto se deba a que los jovenes, nunca han abordado la idea del infinito de forma
particular, es decir, tal vez como una tematica explicita en el curriculo, o al menos, una

mirada reflexiva al concepto que permita crear una conciencia de su uso en otros
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contextos matematicos. Lo que queda claro, es que hay una preocupacion sobre la
temética tratada, y que una de las posibles soluciones esta en el apoyo del andlisis

historico y epistemoldgico que ha sufrido el concepto.
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2. LAINSTITUCION EDUCATIVA Y LOS ESTUDIANTES

La etapa de implementacion de la Practica Pedagogica Investigativa se realiz6 en
la Institucion Educativa Comercial del Norte. El plantel educativo esta ubicado en el
barrio El Placer en la calle 73 N 9-21 de la ciudad de Popayan, departamento del Cauca.
El colegio tiene influencia social y educativa en la comuna dos. La mayoria de sus
estudiantes viven en los barrios de la periferia: El Placer, Bello Horizonte, Villa del
Norte, EI Uvo, La Primavera, La Arboleda, Zuldemaida, entre otros. La institucion
cuenta con un sitio web: http://www.iecomercialdelnorte.edu.co. Al plantel educativo
pertenecen cinco sedes: Principal, La Paz, Francisco José Chaux Ferrer, Toez, y
Villanueva. En la sede principal se ofrecen tres jornadas escolares: en la mafiana y tarde
se distribuyen los grados de la Educacion Bésica Secundaria y Media VVocacional; y en

la noche se brindan todos los cursos desde sexto hasta undécimo.

El énfasis de la institucion es la educacion comercial, es decir, el tipo de
formacion hace hincapié en las areas de estudio de administracion, contabilidad y
secretariado. En particular, el colegio fortalece el campo de la contabilidad. Significa
que sumado a las asignaturas de corte académico, los alumnos tienen en su plan estudios
materias encaminadas hacia la ensefianza de la técnica comercial en el terreno contable.
Aln mas, en la Media Vocacional, los estudiantes que se han destacado en los anteriores
cursos, y que gusten de este énfasis, pueden seguir consolidando su estudios en horarios
de contra jornada; en este etapa de su proceso de formacion, son dirigidos por docentes

del SENA. Con esta entidad el plantel educativo mantiene un convenio, que permite a
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los estudiantes antes y después del grado de bachiller continuar el desarrollo formativo
para optar una titulacion técnica y posteriormente tecnoldgica. De ahi que la institucion
hace una labor trascendental, y crea las condiciones para que sus estudiantes continlen
el proceso formativo después del grado, ademas, da los elementos necesarios para que
incursionen en el medio laboral. Cabe sefialar que no todos los alumnos se inclinan por
esta area del conocimiento, en este caso, el colegio ofrece el componente académico
para que logren seguir sus estudios universitarios, de modo que puedan incursionar en

otros sectores educativos o laborales.

La practica docente se llevé a cabo con los estudiantes en la jornada de la tarde.
El espacio cedido por la institucién fue la clase de calculo del grado 11°A. Todas las
sesiones se hicieron los dias lunes de 2:20 pm hasta las 3:15 pm y de 3:45 hasta las 4:35
pm. El trabajo en el aula se inici6 el 27 de febrero y finaliz6 el 7 de mayo de 2012. Es
pertinente dejar claro que se hicieron visitas previas para concretar el convenio entre la

Universidad del Cauca y la Institucion Educativa Comercial del Norte.

Los estudiantes desde el primer dia estuvieron dispuestos a trabajar en los
talleres, y atentos a las explicaciones y sugerencias del profesor. La interaccion entre
alumnos y profesor fue excelente y se vio reflejada en el ambito social. En ocasiones
surgieron espacios de dialogo dentro y fuera del aula. Con los jovenes se platicaba sobre
las oportunidades de seguir estudiando en las diferentes universidades de la region o del
pais, y la eleccién de la carrera universitaria. Ellos tenian muchas inquietudes sobre su

futuro profesional y laboral. Expresaron preguntas como las siguientes:
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— ¢coémo es el ingreso a la Universidad del Cauca?

— ¢Qué requisitos se piden para el ingreso a las universidades publicas y
privadas?

— ¢cudles son las mejores carreras?

— ¢c0mo es el ambiente universitario?

— ¢€s bueno seguir estudiando?, entre otras.

Y cuando la conversacion se centraba en alguna carrera en particular, se departia
sobre su perfil profesional y ocupacional. Hubo notable interés en carreras como por
ejemplo: ingenieria fisica, ingenieria automatica, ingenieria electrénica y administracion
de empresas. En estas conversaciones con los estudiantes lo que yo hacia era motivarlos
para que siguieran sus estudios. Algunas veces, al inicio de la clase les leia y exponia
informacidn de alguna carrera en particular. Y después, en el transcurso de la clase o en
el descanso ellos se acercaban a preguntar sobre las posibilidades de estudio del pre-

grado.

Por otro lado, en lo que se refiere al proyecto de aula, cuando se pasaba por los
grupos dando algunas indicaciones se suscitaba un ambiente de discusién en torno al
tema de trabajo: el infinito matematico. En particular, algunos de los puntos de los
talleres generaban una confrontacion con la intuicion del estudiante, este hecho hacia
germinar el debate en el grupo y entre los grupos de estudio. De esta manera, se creaba

un entorno propicio para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

En suma, el trabajo con estudiantes fue muy agradable y rico en experiencias
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educativas. Con esta practica docente he confirmado mi vocacion de docente de las
matematicas. Aunque soy consciente de que a lo largo de esta profesién habra que
sortear muchas dificultades, no obstante, a mi modo de ver este ha sido un excelente
comienzo. Es mi deseo expresar que desde un comienzo concebi a los alumnos como la
esencia y médula de este proyecto, ya que el andlisis de los conceptos matematicos en el
ambito de la educacion de las matematicas, toma vida cuando se lleva a un salén de

clases, y lo tedrico se pone a prueba con los estudiantes.
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3. METODOLOGIA

3.1. ;COMO SE LLEVERA A CABO EL TRABAJO EN EL AULA?

Para la implementacion del proyecto de aula se disefiaron cuatro talleres, los
cuales gravitan en torno a la tematica: el infinito matematico. Cada taller hace énfasis en
un contenido especifico, y se subraya que para desarrollar los talleres 2,3, y 4 se propone
una lectura previa. Especificamente, el 2 y 3 van acompafiados, respectivamente, de la
primera y segunda parte del capitulo nueve del libro El Diablo de los Ndmeros, y en el
taller 4 se hara lectura del relato EI Hotel de Hilbert!l. Con base en las lecturas se
pretende que los estudiantes se cuestionen sobre su contenido, y posteriormente con

asesoria del profesor y el debate en el grupo, se logre trabajar cada taller.

La propuesta para trabajar cada sesion es organizar a los estudiantes en grupos de
dos o tres personas como maximo. La dinamica de trabajo se hara de la siguiente
manera: primero, en cada grupo se realizara la lectura de los textos mencionados
(excepto el taller 1); después se empezara a desarrollar el taller respectivo; y por ultimo,
socializar lo que se trabajo en los grupos. Transversal a estas tres actividades, sera una
labor del profesor pasar por cada uno de los equipos de trabajo brindando asesoria, y se

sefiala que un proposito primordial sera generar debate en cada grupo y entre los grupos.

El primer taller es introductorio. Con este primer trabajo se pretende recoger por

11 Extraido el 22 de septiembre de la pagina
http://www.educarargentina.com.ar/ENE2007/educ181.htm#.UF3L_bKTtdg
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medio de las respuestas de los estudiantes, cuél es la concepcion que tienen ellos sobre
la nocion de infinito, y a su vez de la idea de lo qué es finito. En estos cuestionamientos
se quiere confirmar la siguiente hipdtesis: el estudiante sélo conciben la nocion del
infinito potencial, al parecer esta idea se da de forma natural en el pensamiento del
individuo y esté asociada a la intuicion; por el contrario, con la nocién de infinito actual,
el estudiante se opone a aceptarlo, el individuo muestra una resistencia cognitiva para
admitirlo en su pensamiento. Se anota que estas ideas se desarrollan con mas
profundidad en los trabajos de Guillermina Waldegg (Waldegg, 1996) y Ménica Aponte
Marin (Marin, 2008). Al respecto, Waldegg lo expresa de la siguiente manera:

Cuando el estudiante se enfrenta por primera vez a los conjuntos infinitos (hay
que sefialar que un conjunto infinito, de acuerdo con la definicion de conjunto,
solo puede ser actualmente infinito) debe aceptar que el todo puede ser igual a la
parte, lo que representa una verdadera contradiccion. Las raices del conflicto se
deben buscar en el hecho de que los esquemas intelectuales estan construidos a
partir de experiencias empiricas. Estos esquemas son extendidos y, en cierta
medida, adaptados a situaciones infinitas; extrapolacién que conduce a
contradicciones dificilmente superables. (Waldegg, 1996)

En el taller nGmero dos, el eje central es la definicion de conjunto infinito*2. Para
ello se emplea el conjunto de los nimeros naturales, enteros, y racionales. El propdésito
de este taller es confrontar la intuicion de los estudiantes, referido a lo que ocurre con los
conjuntos infinitos, donde el cardinal de los subconjuntos propios puede ser igual al
conjunto dado. Distinto a lo que pasa con los conjuntos finitos, donde todos los
subconjuntos propios tiene menor cardinal que el conjunto. En otras palabras, lo que se

busca es confrontar el axioma enunciado en los Elementos de Euclides'®: el todo es

mayor que la parte.

12 Dedekind en 1888 presenta la primera definicion precisa de un conjunto infinito: Un conjunto A es
infinito si y s6lo si existe una biyeccién entre A y un subconjunto propio de A.
13 Axioma nueve de Los Elementos de Euclides: el todo es mayor que su parte
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En el taller tres, se trabajan las series convergentes y no convergentes,
especificamente la serie geométrica y armoénica. Lo que se persigue es que los
estudiantes identifiquen que existen procesos infinitos que tienden a un nimero dado, en
este caso, el desarrollo de sumas infinitas puede ocurrir que converge a un nimero, lo
que se quiere es contraponer la idea que las sumas infinitas crecen infinitamente, o
siendo mas precisos no convergen. No obstante, en el taller se analiza el caso cuando la
suma infinita no converge, para esta cuestion se utiliza la serie armonica. Aqui es
preciso aclarar que no se trata de hacer un estudio profundo sobre series, sino que se
trabaja la idea del infinito matematico con la ayuda del concepto matematico serie. Es
mas, en ningln momento se pretende dar una definicion de serie, ni su caracterizacion,
ni la forma de calcular una suma infinita cuando converge. Simplemente se hace uso de
conocimientos béasico de los estudiantes como por ejemplo, potenciacion y suma de
fraccionarios. Ademas se les permitira a los estudiantes utilizar la calculadora para hacer

los calculos engorrosos de las sumas.

El ultimo taller contiene una serie de preguntas a partir de la lectura, EI Hotel de
Hilbert. Se espera que los estudiantes desarrollen los cuestionamientos teniendo en
cuenta la lectura previa, y tambien, lo que se ha elaborado en los talleres anteriores.
Basicamente se trabaja con el conjunto de los numeros naturales y sus subconjuntos,
como por ejemplo el conjunto de los niumeros pares e impares. Es decir, que se usa

implicitamente la definicion de un conjunto infinito.

Al finalizar cada taller, se realizara una socializacion de las respuestas, y en esa
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medida se pretende hacer los ajustes y correcciones que sean necesarios. Lo que se busca

en esta fase final, es hacer una sintesis de cada contenido.

Por ultimo, para cerrar el trabajo en el aula, en la Gltima sesién se pedira a los
estudiantes elaborar un ensayo escrito. La actividad consiste en hacer un ejercicio de
escritura libre, en la cual debe ir una sintesis de lo que se trabaj6 en todas las sesiones, 0

si los estudiantes prefieren desarrollar alguna (as) idea por la que se hayan inclinado.
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4. BITACORAS

4.1. EL PRIMER ENCUENTRO

Es una tarde de un lunes cualquiera del mes de febrero. A eso de las dos de la
tarde, aproximadamente, me encontraba en el patio de la Institucion Educativa
Comercial del Norte, sentado y expectante, porque unos minutos después me encontraria
en frente de los alumnos del grado once. Ahi tendria que encarar mis miedos al abordar
un grupo de personas, y en este caso jovenes que en algunos casos no les interesa
escuchar al profesor, y mucho menos al de matematicas. Asi que trataba de organizar las
ideas, como iniciar la presentacion, exponer brevemente el tema a tratar, y sin mas
preambulos dar inicio al desarrollo del primer taller. Me decia a mi mismo —tranquilo,
tomalo con calma, con mesura y todo saldrd bien—. A medida que se aproximaba el

cambio de clase, para ser exactos a las 2:20 pm, la ansiedad aumentaba.

El sonido del timbre que muchas veces fue tan anhelado en mis dias de colegio,
ahora se habia convertido en la sefial que me indicaba volver a un aula, ya no como
estudiante sino como el profesor de matematicas. El aviso del timbre marcaba el cambio
de clase. Entonces, en eso pocos minutos de intercambio, el colegio se asemejaba a un
mercado persa. Estudiantes corriendo de un lado a otro, chicos en busca de las chicas de
otro curso y viceversa, para otros, esos instantes era la oportunidad de sacar sus
reproductores de musica o de conectarse al facebook, en fin, cada estudiante con su

mundo, que en ocasiones es subyacente al resto personas, y otras veces, es lo contrario,
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es decir jovenes tratando de Ilamar la atencion de compafieros y profesores. Después del
alboroto llega la calma, los docentes van llegando uno por uno al salén que le
corresponde a esa hora, y para los estudiantes esta es la indicacion de entrar a clases,

guardar sus reproductores de musica, y sentarse en sus puestos.

En el transcurrir de ese espacio de tiempo voy subiendo las gradas para llegar al
salon, las yemas de mis dedos comienzan a expeler un poco de sudor. Nervios, ansiedad,
sea lo que fuese era la hora de afrontar la realidad y hacer mi mejor esfuerzo. Un
episodio anecdotico, fue el hecho de haberme predispuesto a que la profesora encargada
de la clase a esa hora, iba a hacer la presentacion y ambientaria un poco mi entrada en
escena, pero no fue asi, fue una sorpresa, porque habia disefiado todo un esquema de lo
que iba a sobrevenir, es decir que el primer episodio no fue acorde a lo previsto. En ese
momento senti que el andamiaje se me balanceaba. jPero bueno!, ya estaba ahi, parado,
enfrente de cincuenta y seis 0jos expectantes a lo que yo iba a decir. Todo pasé muy
rapido, la presentacion no duro mucho: saludé, di mi nombre, carrera de estudio y hablé
someramente sobre el proyecto que se pensaba implementar en esa clase de matematicas
—el infinito matematico—. jClaro!, algunas cosas que habia pensado decir se me
pasaron por alto, quiza por la ansiedad. Luego de estos episodios me dispuse a entrar en

materia.

Para empezar a desarrollar el taller uno, el curso se organiza en grupos de dos o
tres personas como maximo. Se aclara que para solucionar el taller no se ha realizado

una clase previa sobre el infinito matematico, lo que se pretende es que los estudiantes
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den sus respuestas con los conocimientos previos adquiridos en su proceso escolar, vy,
que hagan uso de su intuicion. En la medida en que se fue realizando el trabajo en el aula
se gestd un ambiente de debate en los grupos y entre los grupos cercanos, esto era un
buen sintoma de que la labor iba por buen camino. El plan era pasar de grupo en grupo
resolviendo dudas de los alumnos e induciendo al debate entre ellos. Con esta actividad

se logré interactuar con los alumnos y empezar a conocerlos mejor.

El primer punto del taller fue analizar el nimero de rebotes y la distancia
recorrida por una pelota al caer desde una altura de 100 cm (ver anexo 1). Hubo
respuestas variadas. No obstante, la mayoria de los grupos dedujeron que el nimero de
rebotes estaba en un rango de 5 a 8, y que la pelota hacia un recorrido aproximado de
297 cm?*. Cuando se pasaba por los grupos se hizo énfasis en lo que ocurre en lo fisico,
y contraponiéndolo a lo que pasa en el calculo matematico, aludiendo al punto de vista
abstracto. Se logré notar que los estudiantes eran conscientes que se podria seguir
dividiendo la distancia en los calculos matematicos, y, en lo referente al fenomeno
fisico, la mayoria argumentd que la pelota no seguia rebotando cuando la distancia se

hacia menor que 1cm.

En el transcurso de las siguientes preguntas, se evidencié un ambiente agradable
en el aula. Se percibia que los jovenes estaban interesados en la tematica. La labor de
pasar por cada grupo hacia posible personalizar un poco la ensefianza, sin embargo,

reconozco que se presentan algunas dificultades ya que era bastante laborioso, y los

14 Se anota que este es el calculo de una serie geométrica, y que se puede hallar su valor preciso, el cual es
300 cm
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grupos empezaban a tomar distancia unos de otros en las soluciones. A pesar de ello, es
mas interesante y enriquecedor hacerlo de esta manera. Ademas, la labor de préactica solo
se llevara a cabo una vez a la semana, por lo cual, vale la pena hacer el esfuerzo en las

dos horas asignadas.

En cuanto al grupo de preguntas (ver anexo 1) que apuntaban a cuestionarse si
los cabellos de la cabeza y los granos de arena en un determinado espacio, ¢es finita o
infinita?, hizo generar una buena discusion. Los chicos se miraban e imaginaban como
lograr contar los cabellos de sus cabezas, y discutian como seria para el caso de los
granos de arena en un espacio determinado. En términos generales, los estudiantes
argumentaban que los cabellos de cada persona es finita, esta idea la asociaban a la
posibilidad de contarlos. Cuando se les preguntaba sobre los cabellos de todas las
personas del mundo, la mayoria respondieron que es infinita, debido a la imposibilidad
de hacer el conteo. Al respecto, una de las respuestas de un grupo, fue aducir que eran
infinitos los cabellos de las personas del mundo, porque cada dia nacen méas personas.
No obstante, hubo un grupo con un argumento interesante: ellos decian que debido a que
la cantidad de cabellos de cada persona es finita, entonces que cada persona podria
contar los de su cabeza, de este modo, y como la poblacion del mundo es finita, se

concluye que la cantidad de cabellos de todas las personas de todo el mundo, es finita.

Para las respuestas sobre la cantidad de granos de arena en un espacio
determinado, los estudiantes expresaron razonamientos similares a lo sucedido con los

cabellos de la cabeza. Asociaban la posibilidad de contar con la idea de que sea finita la
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cantidad de granos de arena, este hecho ocurrié cuando los granos estaban en una tapa o
en una botella. Pero cuando se exponia que estaban en una playa o en todas las playas
del mundo, la mayoria de los grupos determinaron que la cantidad es infinita, a causa de
la imposibilidad de hacer el conteo. Uno de los grupos, no obstante, concluyé lo
siguiente: es finita la cantidad de granos de arena en una playa, ya que se podria hacer el
conteo con medidas de peso, es decir primero pesar una determinada cantidad de arena 'y
contar los granos de arena, después, ir pesando la misma cantidad repetidamente hasta
completar toda la playa. Con este razonamiento, ellos también indujeron que es finita la

cantidad de granos de arena en todas las playas del mundo®.

Al final del taller se hizo el cuestionamiento sobre la idea que tienen los
estudiantes del infinito, y su vez de la idea de lo que es finito. Para el caso de la nocién
de infinito, los alumnos manifestaron algunas ideas como las siguientes:

— Infinito es algo que no tiene ningun fin, ejemplo, los numeros.

— La idea de infinito es que es una cantidad tan demasiado grande que seria
casi imposible de contar, porque siempre habra una cantidad mayor o una
cantidad menor.

— Infinito son las cosas que no podemos contar, como la arena son muchas
particulas, las estrellas.

— Infinito es algo que no podemos calcular, contar o ver su comienzo y final.

— Infinito son los que sabemos dénde inicia pero no sabemos cuando termina.

— Lo infinito es todo lo contrario de finito.

El resto de los grupos dieron respuestas similares éstas.

15 Arguimedes (287 a. C — 212 a. C), en El Arenario, idea un sistema numérico para estimar los granos de
arena que harian falta para llenar el universo, tal y como se concebia entonces, consistia en una esfera con
centro en la tierra y cuyo radio era la distancia de la Tierra al Sol.
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Para el caso de la idea de lo que es finito, algunas respuestas comunes son:

— Finito es que tiene un punto donde las cosas se acaban y nos daria la
oportunidad de darle un valor exacto (las cosas se pueden contar)

— Finito son los elementos que podemos decir cuando empieza y cuando
acaba.

— Finito es todo aquello que de una u otra forma la podemos contar.

— Finito es todo lo que nosotros los humanos en nuestra calidad de seres
superiores podemos contar facilmente, ejemplo, los colegios de una ciudad.

— Laidea que tenemos acerca de finito, es una cantidad contable.

Asi que, teniendo en cuenta las respuestas de los estudiantes, se infiere que hubo
un razonamiento recurrente en asociar la idea de infinito con la imposibilidad de contar
los elementos de un conjunto. Es decir, que un conjunto es infinito si no se puede contar,
y que es finito si es posible contar los elementos del conjunto. Este tipo de raciocinios se
dan casi de forma natural en el individuo, ya que sin un previo analisis de este concepto
se apela siempre a la intuicion, y a la idea primigenia —infinito potencial— de lo que es

el infinito.

Para terminar, quiero expresar que esta primera intervencion en el aula estuvo
cargada de experiencias y emociones. Una de ellas, fue la experiencia de relacionarme
un poco mas con los estudiantes, fue enriquecedor porque pude percibir qué
conocimientos basicos tenian, qué grupos trabajaban mas, qué estudiantes se rezagaban
al solucionar el taller, en fin, ir identificando todas las personalidades que confluyen en
un salon de clase. Una experiencia personal fue confirmar que la labor de docente, es el
trabajo al cual deseo dedicarme durante muchos afios méas. Es para mi muy agradable

interactuar con los chicos, hablar un poco, reirme con ellos, escucharlos, observar sus
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diferentes comportamientos en esta etapa de sus vidas tan cargada de emociones,
alegrias, afectados por su relaciones familiares, amistades o el entorno en el que se
desenvuelven. Esta labor no es para nhada mondétona, sino por el contrario cada dia se
presentan nuevas experiencias. En fin, en una sola palabra, describo esta primera

intervencion al aula como: jGenial!
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4.2. ;EL TODO ES MAYOR QUE LA PARTE?

El eje central de la segunda sesion, es confrontar la intuicion de los estudiantes
frente al axioma euclidiano: el todo es mayor que la parte. Para llevar a cabo este
proposito, primero se invita a los grupos de estudio que hagan la lectura del capitulo 9
del libro, El Diablo de los NUmero (ver anexo 5). En este texto, al estilo de una quimera,
se describe la correspondencia que se puede hacer entre el conjunto de los nimeros
naturales y el conjunto de los nimeros pares, del mismo modo con los impares, los
cuadrados perfectos, los nimeros primos, los de Fibonacci, los nimeros factoriales —
Ilamados en el relato, los nimeros con exclamaciones—, los nUmeros triangulares, y las
potencias de 2. Con esta lectura, se busca que los estudiantes tengan este elemento

adicional para argumentar sus respuestas.

En los primeros items del taller se muestran dos conjuntos finitos®. En cada uno
de estos conjuntos finitos se interroga: ¢cuantos elementos tiene el subconjunto propio
de los nameros pares, y los impares?, ¢y si el subconjunto de los numeros cuadrados
perfectos tiene una cardinalidad mayor, igual o menor? Al respecto, los alumnos no
manifestaron mayor dificultad en los cuestionamientos, todos argumentaron que estos
subconjuntos tienen una cantidad de elementos menor a los conjuntos propuestos, y
determinaron el nimero de elementos (pares e impares) en cada uno de los conjuntos

sugeridos.

®¥6={1,234,..96,97,98,100} y H ={1,2,3,...,999997,999998,999999, 1000000}
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En el tercer punto, se contrasta lo anterior con la presentacion del conjunto de los
nameros naturales, el cual es un conjunto infinito. Y a los estudiantes se les plantea
interrogantes similares. Se pide que analicen las siguientes situaciones:

1. (Cuantos elementos tiene N?

La respuesta comun de los estudiantes, fue aducir que N tiene infinitos

elementos. De entre las respuestas, se rescata las de dos grupos:

— La cantidad de elementos que tiene el conjunto N, es indeterminado por lo
gue es un conjunto infinito.
— Es un conjunto infinito por lo cual no sabriamos cuantos elementos tiene.

Otro de los interrogantes fue:
2. ¢La cantidad de nimeros pares que pertenecen a N es menor, mayor o
igual que la cantidad de elementos de N ?
Para dar solucién a esta cuestion, se espera que los grupos tengan en cuenta la
lectura previa. Al respecto, la mayoria argumentaron que el cardinal de los dos conjuntos
es igual. No obstante, las siguientes respuestas son interesantes:

— La cantidad de nimeros pares es menor que N

— Los que pertenecen a N son mayores, ya que el conjunto N tiene infinitos
numeros naturales.

— La cantidad de numeros pares es la mitad que N

— Como comprendemos en la lectura la cantidad de nimeros pares no es
menor, mayor ni igual porque pertenecen al conjunto de los numeros
naturales que es infinito.

A la pregunta:
3. ¢Cuantos nimeros pares crees que pertenecen a N?

La mayoria de estudiantes respondieron que eran infinitos. Dos razonamientos

interesantes son los siguientes:
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— Como dijimos en la respuesta anterior no lo podriamos determinar la
cantidad.
— No podemos decir porque son infinitos.

4. De acuerdo al texto “’El Diablo de los Numeros’’. Explica una forma de

contar el conjunto de los numeros pares

Algunos grupos expresaron lo siguiente:

— De acuerdo al texto podemos coger todos los nimeros pares y emparejarlos
con los naturales, asi sabriamos cuantos pares hay, pero al igual son
infinitos.

— Ponemos a los numeros pares de la mano con los nimeros naturales, de
esta forma podemos deducir que hay infinitos nimeros pares como infinitos
son los nimeros N

— Una forma de contar el conjunto de los nimeros pares es: 2, 4, 6, 8, 10, etc.
y por cada numero par le damos un numero natural 1, 2, 3, 4, ...

El resto de los grupos hicieron alusion a contar los niUmeros pares de dos en dos.

Para el caso del subconjunto propio de los numeros impares, los estudiantes

manifestaron razonamientos analogos al del conjunto de los nimeros pares.

En cuanto al punto cinco (ver anexo 2), el analisis debia hacerse en el contexto
del conjunto de los nimeros enteros y sus subconjuntos propios como los son: los pares,
impares, y los cuadrados perfectos. Realizar este tipo estudio en Z, generé mas
dificultad. Se evidencié la imposibilidad para establecer que Z es equipotente con N; y
de la misma forma, se exhibe la resistencia para admitir que el conjunto de los nimeros
pares e impares tienen la misma cardinalidad que Z y que N. Sin embargo, como el

trabajo en el item 4 fue muy provechoso, habia en los grupos un afan por reflexionar qué
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es lo que podria pasar en Z. Para lo cual, uno de los grupos determind la siguiente
correspondencia entre Z y N:

0 —1
-1—>2
1 —3
-2 —4
2 —5
-3—6
3 =7
-4 — 8
4 —9

Este mismo grupo, expreso la siguiente asignacion entre el conjunto de los
numeros naturales y el conjunto de los nimeros pares en Z:

-2—1
2 —2
-4 —3
4 —14
-6 —5
6 —6

Asi que, fue notorio la dificultad cognitiva para admitir que los conjuntos: de los
nameros enteros, de los pares e impares y los cuadrados perfectos, tiene el mismo
cardinal que el conjunto de los nimeros naturales. Es pertinente subrayar que este tipo

de obstaculo se esperaba que sucediera. Lo que se buscaba con este taller, es al menos
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plantear lo problematico que puede resultar hacer este tipo de analisis en los conjuntos
infinitos. Que si se quiere trasladar el mismo razonar de los conjuntos finitos al contexto
de los conjuntos infinitos, puede resultar paraddjico. Sin embargo, fue destacado el
trabajo de dos de los grupos, que debatian para lograr inferir sus respuestas, como en el
caso de determinar la biyeccion entre Z y N, y asimismo, entre N y el conjunto de los

nimeros pares en Z .

Al final de la sesion, en el espacio designado para compartir las respuestas de 10s
grupos, cada uno de ellos las argumentaba de forma oral. Esto permitié que algunos
estudiantes se quedaran cavilando con las respuestas de otros compafieros. Se debatia
cada uno de los interrogantes, y con la guia del profesor se iba haciendo una sintesis
concluyente. Es importante aclarar que en este espacio, se enfatizd en lo paradojico que
puede resultar trasladar los mismo raciocinios de los conjuntos finitos a los conjuntos

infinitos N, Z, y Q.
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4.3. SUMAS INFINITAS

El taller nimero tres (ver anexo 3) esta disefiado para trabajar el contenido
tematico: series. Especificamente la serie geométrica y armoénica. Conviene subrayar
que los alumnos en sus cursos previos no han estudiado este concepto. Por esta razon, y
debido a la importancia de la nocion de serie en el desarrollo histérico y epistemolégico
del concepto del infinito, se elabordé un taller donde no fuese necesario enunciar
definiciones correspondientes al tema, a saber: serie, convergencia, limite, criterios de
convergencia, entre otras. Es mas, en ningin momento se les menciond la palabra serie,
convergencia, limite, serie geométrica 0 armonica. La propuesta es que los estudiantes
trabajen con los elementos basicos de la aritmética, como por ejemplo: sumas de
racionales, potenciacion, division y potencias de dos. También, era necesario el uso de la
calculadora para poder realizar las sumas repetidas veces, y de este modo, conjeturar si
la serie converge o no converge. ElI concepto de serie no se presentd con todo su
andamiaje conceptual, ya que se decidio que esto viciaria el pensamiento del individuo,
y se convertiria en un obstaculo para trabajar la idea del infinito matematico. Entonces,
se recurrio a la intuicion y conocimientos béasicos de los estudiantes para que

desarrollaran las sumas, y a partir de ahi argumentaran sus respuestas.

Los grupos de estudio iniciaron la sesion haciendo la lectura de la segunda parte

del capitulo 9 del libro, ElI Diablo de los NUimeros (ver anexo 5). En este texto, se

. . . . . n"
explica la convergencia de la siguiente serie geometria: .-, (5) =1. Y luego se
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., . . . o 1
hace una comparacion con la divergencia de la serie armdnica }5—, -

El primer item (ver anexo 3), consistia en bisecar el segmento [0,1], y se

planteaba el siguiente cuestionamiento:

¢ Crees que es posible llegar a una situacién en la que un punto de la biseccion

coincide con el punto 0? Explica tu respuesta.

Al respecto, todos los grupos argumentaron que no es posible que el punto de
biseccion coincida con el punto 0. Expresaron que lo mas que se podria hacer es que el

punto de biseccidn se aproxime al punto 0 tanto como se quiera.

En el segundo item (ver anexo 3), se presento la siguiente serie geométrica:

1

P
2 4 8 16 32

Donde se preguntaba:
¢ Cudl crees que es el valor de esta suma? Explica tu respuesta.

Para esta interpelacion era importante tener en cuenta la lectura previa. Los
grupos iban sumando repetidas veces, e intuyeron que la suma se aproximaba a 1. En
este punto, se anota que los jovenes hicieron uso de la calculadora, y de este modo se

facilité aproximar la suma.
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El tercer punto (ver anexo 3) era el siguiente,

Considera la siguiente ecuacion:

1 1 1 1 1
y:ﬁ+ﬁ+§+?+"'+2_n+'”

Podrias decir para que valores de n resulta y = 1. Explica tu respuesta.

Recomendacion: tener en cuenta el ejercicio anterior y de ahi sacar el valor que
puede tomar n

Algunas de las respuestas de los estudiantes son las siguientes:

—n tendria que ser igual a un ndmero muy grande el cual no
podriamos decir uno en concreto ya que nunca vamos a llegar a uno.
—bueno “n’’ tendria que tomar un valor infinito para poder obtener

IEBER]

1"’ pero teniendo en cuenta que siempre “’n’’ podria ser mayor y siempre nos
dara 1 porque “'n’’ no serd un valor fijo natural.

—no se puede dar un nimero exacto porque nunca nos daria pero si lo
Ilevamos al infinito si nos daria

—es un infinito dado pero no fijo porque al sumarle a ese infinito se le
suma cualquier nimero dara otro namero.

—el valor de n sera un nimero infinito, ya que si seguimos elevando con

los nimeros naturales no vamos a alcanzar y no va hacer un valor natural fijo.

En la segunda parte del taller se trabaja la confrontacidn con la serie arménica.
Los grupos de estudio realizan las sumas repetida veces, y asi conjeturan que la suma se
incrementa cada vez mas. Algunas de las respuestas que expresaron los estudiantes

fueron:

—por cada numero que aumenta la cifra del resultado es mayor

—el resultado va aumentado a medida que vamos sumando mas
nameros

—el resultado que nos daria si le seguimos sumando mas elementos
seria infinito, y se alejaria bastante al 1

—si se sigue sumando mas y mas esto dara igualmente infinito

Dos respuestas que llaman la atencién son:

—2.103210678 cada vez que le sumamos un nimero quebrado ird
aumentando y su resultado sera indeterminado
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—el resultado seria 4 por ma&s que sumemos nUumeros mMas
grande nunca pasaria de 4

Cuando se pidié que se hiciera la comparacion entre las dos sumas infinitas —
serie geomeétrica y armonica—, la mayoria de los grupos aducian que la primera suma
infinita —serie geométrica— se aproximaba a 1, y que nunca sobrepasaba este valor.
Con la segunda suma infinita —serie arménica— decian que sobrepasa el valor de 1, y

que aumentaba cada vez mas.

Explicitemos algunas respuestas:

— El resultado en el conjunto A es igual a 1, mientras en el conjunto B es igual a infinito
— La diferencia es que el conjunto A siempre nos va a dar 1y el conjunto B un
resultado diferente
— Ambos conjuntos son infinitos por lo tanto el conjunto A nos dara 1y el
conjunto B nos dara un nimero infinito.
— Suresultado va hacer len el Ay en el B va dar indeterminado
— Bueno la suma seria infinito pero si nos daria un resultado, pero tocaria
gastarse mucho tiempo
Al final de la sesion, en el espacio de socializacidn, se hizo hincapié en que
existen sumas infinitas —serie geométrica— que se aproximan a un nimero dado, y por
el contrario otras sumas infinitas —serie arménica— no se aproximan a un valor. El
taller fue fructifero en el hecho de que en los estudiantes fueron notorias las dificultades

para la comprensién de esta temaética, de ahi que es un nicho propicio para extraer

conclusiones.

Para terminar, quiero manifestar que ha sido grato el trabajo con los jévenes, ya
que se ha producido una buena sintonia entre estudiantes y profesor. Son alumnos

respetuosos, atentos y avidos del conocimiento, receptivos a las recomendaciones
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académicas y personales. Ademas, como estan en visperas de terminar sus estudios de
bachillerato, he propiciado una comunicacion con ellos para cuestionarlos hacia dénde
dirigir sus vidas; las oportunidades de estudios de pregrado; hablar de como es el ingreso
a la universidad; como es el trabajo académico universitario; todo esto para motivarlos a

que sigan sus estudios universitarios.
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4.4. EL HOTEL DE HILBERT

En el taller nimero cuatro (ver anexo 4) se trabaja con base en la lectura, El
Hotel de Hilbert. Desde el primer momento este relato cautivo la atencién de los
estudiantes, asi que de ahi en adelante el trabajo en el aula se hizo mas ameno. Como
resultado se gestaba un buen ambiente de debate, lo cual fue indicio que las cosas iban
nuevamente por buen camino. En efecto, después de arduas y embrolladas jornadas de
trabajo con las series, los estudiantes se sentian desganados —también esto afecté mi
proceder— no obstante, empezar a desarrollar este taller fue un respiro para los
estudiantes, y jclaro! mucho més para mi. Asi que, que el primer objetivo estaba

cumplido, habia logrado, nuevamente, captar la atencién de los jovenes.

Después de leer el relato, los alumnos empezaron a cuestionarse Yy dieron
libertad a su imaginacion para poder dar las respuestas. Al principio fue jocoso encontrar
la solucion de la primera pregunta (ver anexo 4), los alumnos eran muy creativos, por
ejemplo decian:

—EI huésped que llega lo ubicamos en la recepcién
—EI huésped que llega lo ubicamos con otra persona en una
habitacion
A medida que se debatia en el grupo —y entre los grupos— se noto que la
discusion se encaminaba bien. La numeracion que se usa para las habitaciones del hotel,

hizo guiar el uso de los nimeros naturales, y rapidamente los estudiantes conectaron esto

con el trabajo en el segundo taller.
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Un grupo que se habia destacado durante todas las sesiones conformado por tres
alumnas: Diana Marcela Mera, Vanesa Samboni y Katherine Gutiérrez; dieron una
solucién que me dejo sorprendido. La primera pregunta decia:

>

¢Puede ser correcta la respuesta del recepcionista “no hay mas lugar’’, si el
hotel tiene infinitas habitaciones?

La respuesta de las alumnas fue la siguiente:

No es correcta porque podriamos ubicar a las personas de tal manera que el
huésped podria ocupar una habitacion, porque el hotel tiene habitaciones pares
e impares, entonces estdn ocupadas las habitaciones pares que son infinitas y
nos quedan disponibles las impares que también son infinitas.

Como se puede notar la respuesta es mas que acertada, ya que a falta de una
habitacion disponible habian encontrado la forma de disponer de infinitas habitaciones.
Esto significaba que las alumnas habian desarrollado todo el taller con sélo esta
respuesta, ya que las otras preguntas hacian referencia a que si llegasen una cantidad
finita de personas, y la ultima pregunta se cuestionaba si arribasen infinitas personas. De
este modo, en tan poco tiempo ya estaba la solucién del taller. Tomé la decisidn que las
alumnas hicieran otras labores que tuviesen pendientes, —ante este imprevisto, no se me
ocurrio nada mas— mientras que sus compafieros terminaban, para que al final

hiciéramos todos la socializacion.

Los otros grupos seguian en el debate y al final todos estaban de acuerdo que
siempre habria una habitacion para las personas que llegaran. Al principio la discusion
se centraba en donde ubicar a esta persona. La mayoria se decidieron ubicar al huésped

al final, es decir recurrian a la idea del infinito potencial, lo cual permitia siempre
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disponer de una habitacion, sin embargo, yo les advertia que esa posible habitacion ya
estaba ocupada. Asi que seguian recabando entre su imaginacion para lograr ubicar al
huésped. Al final, uno de los grupos, se le ocurrié reubicar a todos los huéspedes, y dejar
la habitacion nimero 1 disponible, lo cual era una solucién al problema. A pesar que los
otros grupos no acertaron en sus respuestas, se resalta el trabajo que hicieron, ya que
evocaron lo realizado en las anteriores sesiones, y buscaban por varios caminos creativos

encontrar la solucion.

Para mi fue grato observar la controversia que genero este taller. Encontré que
los estudiantes utilizaban el recurso de las otras sesiones. En los debates pude notar
como tenian especial cuidado con el tratamiento del infinito, ya que en antes se habian
encontrado con ideas que disentian con su intuicion. De ahi que, en términos generales
el desarrollo en esta sesion fue muy bueno. Y al final broto lo que se habia hecho

anteriormente.
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Hay un concepto que es el corruptor y el desatinador de los otros.
No hablo del mal cuyo limitado imperio es la ética; hablo del infinito.

J. L. Borges

5. CONCLUSIONES

5.1. SOBRE EL ESTADO DEL ARTE

El infinito alguna vez fue imaginado como algo inacabado, pensado como Unico
y absoluto. Con seguridad —hasta nuestros dias— atributo del tiempo, caracteristica del
éter, naturaleza de algun dios, sinénimo de la eternidad —y de este modo esperanza de
una vida eterna— propiedad de los nimeros, intuido en la cantidad de estrellas y de
granos de arena en el universo, percibido en el discurrir del ciclo del dia y la noche, y tal
vez, quiza, muy atras en el tiempo, en los viajes maritimos, al vislumbrar la inmensidad
del mar. Ahora, en la ciencia matematica, razonado de manera opuesta al ideario natural
del individuo. Contrapuesto a lo inacabado, es decir, entendido como algo terminado. Y
aunque pareciese una locura, comprendido como innumerables infinitos, admitido como

un infinito mas grande que otro.

La matematizacion del infinito, ha logrado direccionar el debate milenario hacia
la aceptacion de un infinito en acto. En la actualidad existe una distincion entre dos
nociones del concepto: infinito potencial e infinito actual. El primero, entendido como
ausencia de limites, y el segundo, idea de una totalidad. No ha sido nada facil admitir el
infinito actual, aceptar esta idea ha sido traumatica para grandes pensadores, y, a pensar

de mucho, en nuestros dias ain lo sigue siendo.
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En paginas anteriores de este trabajo, se ha esbozado el desarrollo histérico y
epistemoldgico que ha sufrido el concepto. Este analisis se ha hecho con el propdsito de
lograr rescatar puntos sustanciales en la evolucion del concepto, y de este modo,
trasladar al aula de clase algun tipo de simil. No comprendido como un llevar al aula
todo un discurrir histérico, esto seria absurdo, sino como un estudio de puntos
sustanciales en el desarrollo del concepto, los cuales es posible reflexionarlos, vy, asi,
propiciar en el individuo una confrontacion de su intuicion y de la idea natural que tiene

del infinito.

En cuanto a la educacién, generalmente, el concepto se explica haciendo uso de
analogias con los nimeros naturales —y en la medida que se avanza en la escolaridad,
se recurre a los conjuntos Z, Q,1'y R—, la extension de la recta, el tiempo, entre otras.
De igual manera, se relaciona el infinito a conjuntos muy grandes y asociando la idea a
lo que nunca tienen fin. Estas ideas del infinito, que al parecer vienen innatas al
individuo, —o0 a lo mejor quién sabe, no es asi— son arraigas Yy apisonadas con la
instruccion académica. Esto ocasiona ver el concepto solo ligado a la intuicion, y

razonado unicamente con la definicién de infinito potencial.

La nocién de infinito en las matematicas, es parte sustancial y caracteristica
principal de conjuntos como por ejemplo, Z,Q,1 y R. También, es transversal en
muchos conceptos, como en el caso de la nocion de limite, serie, continuidad, derivada,
integral, entre otros. En vista de que el infinito matematico es esencia de muchos

conceptos matematicos, — 0 quiza permea a todos— es evidente que hace parte del
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curriculo, tal vez no lo encontremos como un tema especifico, o en la tabla de
contenidos de algun texto, no obstante, él estda ahi, implicito y transversal a los

contenidos tematicos.

El problema del infinito matematico en la educacién, se ha soslayado y se ha
dejado pasivo en un letargo en donde prima la nocion de infinito desde la perspectiva
aristotélica. Es insuficiente explicar con esta idea que N, Z y @ son equipotentes, y, que
por el contrario R tiene un cardinal mayor. A la luz de estos cuestionamientos, emergen
las siguientes preguntas:

— ¢Hasta qué punto es apropiado reforzar y apisonar en los primeros grados de la
escuela la idea primigenia de infinito, como una nocion absoluta y Unica?

— ¢En cual etapa de su formacidn se debe enfrentar al estudiante con el concepto de
infinito actual? O ¢quizd es mejor que no ocurra en él estd confrontacion
cognitiva?

— ¢El estudiante posee experiencias previas que inciten en él una distincion entre

las dos nociones de infinito matematico?

Ademas, una pregunta lanzada de forma hipotética, seria:
— ¢La idea de infinito que tienen los estudiantes, incide en la comprensién de
conceptos del calculo como por ejemplo, la nocién de limite, continuidad, sucesiones,

series, area bajo la curva, entre otros?

En definitiva, el debate queda abierto, y a consideracion de educadores y
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estudiosos de las matematicas. Al respecto, este trabajo simplemente, espera aportar

elementos a la discusion del infinito en la educacién matematica.

5.2. SOBRE LOS TALLERES

El primer problema del taller uno fue analizar el fenémeno de la pelota que se
deja caer desde una altura de 100 cm (ver anexo 1). Esta fue la primera situacion que se
eligié para confrontar el razonamiento de los estudiantes. Su escogencia tuvo dos
propositos: captar la atencién de los jévenes hacia al tema, y generar una confrontacion
cognitiva. De las discusiones que se suscitaron en los grupos de estudio, se observé que
al finalizar el analisis de este problema, los estudiantes fueron conscientes de la
diferencia entre lo que sucede con el fenomeno fisico, y lo que pasa en el ambito
matematico —aludiendo a lo abstracto—. Es decir, que en lo fisico, Ilega un momento
en que la pelota deja de rebotar, y por lo cual la distancia recorrida es finita; y en lo
matematico, la pelota sigue haciendo infinitos rebotes, y se infiere que la distancia se
incrementa cada vez mas, se cree que es infinita. Se sefiala que en este caso especifico la
pelota recorre una distancia de 300 cm, esto se puede hacer ya que de esta situacion se

extrae un modelo matematico de una serie geométrica, la cual siempre converge.

En los items siguientes, se evidencio que la idea de finito estd ligada a la
posibilidad de hacer el conteo de los elementos de un conjunto. De ahi que la nocion de
infinito, los estudiantes la asocian con la imposibilidad de contar un determinado

conjunto. Por ejemplo, con los granos de arena en un espacio dado, se noté que cuando
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los granos de arena se encuentran en una espacio ‘‘muy grande’’, como por ejemplo
todas las playas del planeta tierra, la respuesta recurrente fue argumentar que eran
infinitos a causa de la imposibilidad de contarlos. Por el contrario cuando los granos de

arena se ubicaban en una tapa de gaseosa, adujeron que la cantidad es finita.

Se destaca, sin embargo, que uno de los grupos arguyd que los granos de arena,
en una playa o en todas las playas del mundo, son finitos. Ellos fueron muy creativos,
explicaban que para contar los granos de arena en una playa, se podia hacer pesando una
cantidad determinada y hacer el conteo ahi. Después ir extrapolando este resultado a
medida que se iban haciendo las demas medidas de pesos de igual cantidad. Los
estudiantes manifestaron que era claro que no se llegaba a una cantidad exacta, sino que
se conseguia una aproximacion, pero que en todo caso, eran finitos. Teniendo en cuenta
esta idea de los jovenes, se anota que este es un planteamiento analogo a la forma como

Arquimedes demostrd que la cantidad de granos de arena en el universo!’ es finita.

Para el caso de los cabellos de la cabeza, los alumnos también fueron muy
recursivos. Cuando se les pidié analizar la situacion para una persona, argumentaron que
la cantidad de cabellos es finita, aunque decian, que para ciertas personas seria
dispendioso hacer el conteo. Y cuando se les planteo la situacion de todas las personas
del mundo, la mayoria expresé que eran infinitos por la imposibilidad de realizar el

conteo. Uno de los grupos apoyd este tipo de de razonamiento, en el hecho de que cada

17 Para Arquimedes el universo era concebido como una esfera, con centro en la tierra, y el radio, la
distancia de la tierra al sol. El crea un sistema numérico que le permite realizar grandes célculos, y halla la
cantidad de granos de arena que hay en el universo. Estas ideas las plasma en su libro, EI Arenario.
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dia nacen maés personas. Otro grupo, no obstante, dijo que eran finitos, su explicacién
fue: como los cabellos de cada persona son finitos, entonces que cada persona cuente los
de su cabeza; y como la poblacion del mundo es finita, se concluye que la cantidad de

cabellos de todas las personas del mundo es finita.

En definitiva, se observo que la idea de finito esta asociada a la posibilidad de
hacer el conteo en un determinado conjunto. Y que la nocion de infinito, se liga a la
imposibilidad de realizar el conteo. También se not6 que algunos alumnos, relacionaban
la idea del infinito a un namero muy grande, como por ejemplo, los granos de arena de

todas las playas del mundo.

Por otra parte, los resultados que arrojo el taller nimero dos (ver anexo2) son los
siguientes: se observa que existe aprension para admitir y utilizar el criterio de
biyeccion, el cual logra comparar un conjunto infinito con uno de sus subconjuntos
propios. Hay una negativa para admitir que el conjunto infinito tiene igual cantidad de
elementos que uno de sus subconjuntos propios. Con los conjuntos finitos, no obstante,
no se presentaba esta resistencia cognitiva, es mas, se usa de forma casi natural, podria
decirse que es como inherente al individuo. Sin embargo, es interesante el caso de
algunos estudiantes donde al parecer la confrontacién cognitiva fue “’leve’’, es mas,
siguieron haciendo uso de esta herramienta —criterio de biyeccion para los conjuntos

infinitos— en posteriores reflexiones.

La resistencia cognitiva fue mas notoria cuando se planteo situaciones similares,
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pero esta vez en el conjunto de los nimeros enteros. Se observd en los alumnos que se
hallaba muy arraigada la idea intuitiva de que Z es un conjunto ‘’mas grande’’ que N,
esto radica en la concepcidn conjuntista de que N < Z. Ahora bien, se subraya que fue
insistente llevar el mismo razonar en el caso de conjuntos finitos, y trasladarlo para
conjuntos infinitos. En efecto, cuando se analizan conjuntos finitos, se satisface sin
inconvenientes el axioma euclidiano, el todo es mayor que la parte, es decir que si un
conjunto A es subconjunto propio de un conjunto B (A < B) con A y B finitos, entonces
el nimero de elementos de A es menor que los de B, (JA| < |B|). Esta concepcion, tan
arraigada historica y epistemologicamente, los jovenes la usaron recurrentemente
cuando se les planteo situaciones con los conjuntos infinitos. No obstante, es interesante
ver que uno de los grupos, al parecer, admitié en sus razonamientos que subconjuntos
propios de N y Z tienen la igual cardinal. Plasmaron en sus respuestas la biyeccion que
se puede dar entre N y Z, y también, la correspondencia entre N y el conjunto de los

nameros pares en Z.

En lo referente al taller de las series (ver anexo 3), se concluye que fue apropiado
llevar al aula este concepto sin todo su andamiaje conceptual matematico. La propuesta
fue estudiar la nocion de serie de la forma més bésica posible, para que no obstruyera el
concepto de estudio de este trabajo, el infinito matemético. En cuanto a los items donde
se analizd el ejemplo de la serie geométrica, se notd que existia la idea de que la serie
no se aproximaba a un numero dado. Este obstaculo es importante tenerlo en cuenta para

abordar las tematicas del calculo, donde se analiza los infinitesimales.
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Es interesante el hecho de que cuando se analizo la serie armonica se observo
que los jovenes concebian la idea de que el resultado de la suma infinita aumentaba,
pero no se advertia que fuese hasta el infinito. Es mas, uno de los grupos lo expreso
aduciendo que el resultado de la suma no sobrepasaria a 4. Esto quiza se deba a que el
incremento de la serie se hace cada vez mas lento, a medida que tiende hacia el infinito.
Entonces en este taller de las series, se infiere que los estudiantes no perciben el proceso

infinito como acabado.

En cuanto al taller que tomé como referencia el relato el Hotel de Hilbert (ver
anexo 4), se rescata la actividad de debate por parte de los estudiantes. Fue recurrente
evocar lo realizado en las otras sesiones para aplicar lo aprendido en este taller
concluyente. Llamé la atencidén que uno de los recursos fue lo trabajado en la sesion
donde se estudio y confronto el axioma euclidiano. Sobresalié un grupo de alumnas que
recordaron que se habia concluido que a pesar de que los conjuntos de los numeros pares
e impares sean subconjuntos propios de N , tienen igual cardinal que N. Entonces, a
partir de ahi utilizaron este hecho para colegir que todos los huéspedes del hotel se
podrian reubicar en las habitaciones pares, de este modo quedaban disponibles infinitas

habitaciones, la impares.

En suma, se puede afirmar que las ideas intuitivas en el estudiante, generan un
obstaculo para admitir la existencia del infinito actual. Y que confrontar su intuicion en
torno a la idea del infinito, suscita un grado de reflexion matematica para contribuir en la

aceptacion del infinito en acto. También se puede decir que los estudiantes exteriorizan
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una resistencia a pasar de solo concebir el infinito de forma potencial a admitir la idea
del infinito actual. Entonces, en consonancia con el analisis histérico y epistemoldgico
del concepto del infinito matematico, se puede sustentar que el estudiante rivaliza con la
transformacion que permite pasar de una etapa primigenia a una formal de la nocion del
infinito. Es decir, que el individuo se encuentra encallado en un problema de raices
epistemoldgicas. Pero no podemos pretender que el estudiante jespere!, y que con el
paso del tiempo, él quiza, alcance un nivel de conceptualizacion adecuada. De modo
que, es necesaria la planificacion de un proceso didactico que propicie en el individuo al
menos un inicio de la conceptualizacion del concepto del infinito, o mejor dicho, una

conciencia del uso de este objeto matematico.

Por ultimo, llama la atencién que en los ensayos escritos los estudiantes
plasmaron reiteradamente el hecho de que en el conjunto de los nimeros naturales, los
subconjuntos de los numeros pares e impares, tienen igual cardinal que N.
Evidentemente, aqui se rompe con el axioma euclidiano que enuncia: que el todo es
menor que la parte. Finalmente, un apunte interesante de ellos, los estudiantes, fue la

siguiente expresion:

Todo seria igual de grande que su mitad
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ANEXOS

Anexo 1. Taller de la primera sesion

TALLER NUMERO UNO

1. Se deja caer una pelota desde 100 cm de altura sobre una superficie horizontal. Cada vez

h
que la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una altura >

¢Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta.
(Podrias decir cudntos rebotes hara la pelota? Explica tu respuesta.18

2. Observa la siguiente figura.

A M N @) B

Nos muestra un esquema en el que se biseca una vez mas el segmento de la derecha que va
quedando de la anterior biseccién, es decir los puntos M, N, O, P, son los puntos medios de los
segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

Si se sigue haciendo mas y mas bisecciones, ;crees que es posible llegar a una situacién en la que
un punto de la biseccién coincide con el punto B ? Explica tu respuesta.’®

3. ¢Lacantidad de cabellos que tiene ta cabeza es, finita o infinita ? Explica la respuesta.

4. ;La cantidad de cabellos de la cabeza de todas las personas del planeta tierra es, finita o
infinita? Explica la respuesta.

5. Imaginemos que tenemos granos de arena en una tapa de gaseosa. jLa cantidad de
granos de arena en la tapa es, finita o infinita? Explica la respuesta.

6. Imaginemos que tenemos granos de arena en una botella. ;La cantidad de granos de
arena en la botella es, finita o infinita? Explica la respuesta.

7. Imaginemos los granos de arena en una playa. ;La cantidad de granos de arena en la

playa es, finita o infinita? Explica la respuesta.

8. Imaginemos los granos de arena de todas las playas del mundo. ;La cantidad de granos
de arena es, finita o infinita? Explica la respuesta.

18 Extraido y modificado del articulo. ;Cémo piensan los alumnos entre 16 y 20 afios el infinito? La influencia de los modelos, las representaciones y
los lenguajes matematicos. Sabrina Garbin. 2005. Revista Relime
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9. Qué podriamos decir del ciclo del dia y la noche. ;Es un ciclo finito o infinito? Explica
tu respuesta.

10. Qué podriamos decir del tiempo de nuestra vida. ;Es un tiempo finito o infinito?
Explica tu respuesta.

11. Considere el siguiente conjunto
B={1,2,345,6,789,10}
(Cual es el nimero de elementos de B? ;Por qué?

12. Considere el siguiente conjunto
¢ ={-10,-9,-8,—7,—6,—5,—4,—3,—2,—1}
(Cual es el nimero de elementos de C? ;Por qué?

13. Consideremos el conjunto de los nimeros naturales N
N=1{1,2345,6,78910,11,12,13,14,. . .}

¢Cuantos elementos tiene el conjunto N? ;Por qué?

14. Consideremos el siguiente conjunto
D={..,-10,—-9,-8,-7,—6,—-5,—4,-3,-2,—1}

¢Cuéntos elementos tiene el conjunto D? ; Por qué?
15. Consideremos el conjunto de los nameros enteros Z

Z={..,6-5-4-3-2,-1,0,1,23,4,5, ...}

¢ Cuéntos elementos tiene el conjunto Z? ;Por qué?

16. Escribe la idea que tienes de lo que es finito. Explica con ejemplos

17. Escribe la idea que tienes de lo que es infinito. Explica con ejemplos.
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Anexo 2. Taller de la sesién dos

TALLER 2

1.

Consideremos un conjunto finito

G =1{1,2,3,4,..,96,97,98,100}

a)
b)
<)
d)
e)

a)
b)
<)
d)

e)

;Cudantos elementos pertenecena G?

;Cuantos nimeros pares pertenecen a G?

;Cuantos numeros impares pertenecen a G?

;Cuantos nimeros cuadrados perfectos pertenecen a G?

¢La cantidad de nimeros primos que pertenecen a G es menor, mayor o igual que la cantidad de
elementos de G?

Consideremos un conjunto mas grande, pero finito H

H=1{1,2,3,..,999997,999998,999999, 1000000}

¢;Cuantos elementos tiene H?

;Cudntos numeros pares crees que pertenecen a H?

;Cuantos nimeros impares crees que pertenecen a H?

¢(La cantidad de niimeros cuadrados perfectos que pertenecen a H, es menor, mayor o igual que la
cantidad de elementos de H?

¢;Cuantos cuadrados perfectos pertenecena H ?

AHORA PASEMOS A CONJUNTOS INFINITOS:

3.

a)
b)

<)

d)

e)

g)

h)

Consideremos el conjunto de los niimeros naturales N
N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ...}

¢;Cuantos elementos tiene N ?

¢(La cantidad de niimeros pares que pertenecen a N es menor, mayor o igual que la cantidad de
elementos de N ?

¢;Cuantos numeros pares crees que pertenecena N ?

De acuerdo al texto “El Diablo de los Numeros”. Explica una forma de contar el conjunto de los
numeros pares

¢La cantidad de nimeros impares que pertenecen a N es menor, mayor o igual que la cantidad de
elementos de N ?

¢;Cuantos niimeros impares crees que pertenecena N ?

De acuerdo al texto “El Diablo de los Numeros”. Explica una forma de contar el conjunto de los
numeros impares

Para el caso del conjunto de los niimeros cuadrados perfectos, ;qué podemos concluir?
De acuerdo al texto “El Diablo de los Numeros”. Explica una forma de contar el conjunto de los
numeros cuadrados perfectos.

Consideremos el conjunto de los niimeros enteros Z
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e)

g)
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Z=1{.,—5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...}

;Cuantos elementos tiene Z?
Descubre una forma de contar el conjunto de los niumeros enteros Z haciendo uso del conjunto de los
ntmeros naturales N

¢La cantidad de nimeros pares que pertenecen a Z es menor, mayor o igual que la cantidad de
elementos de Z ?

;Cudntos nimeros pares crees que pertenecenaZ ?

Descubre una forma de contar el conjunto de los ndmeros pares de Z haciendo uso del conjunto de
los nimeros naturales N

Para el caso del conjunto de los nimeros impares y los cuadrados prefectos. Qué podemos concluir.
Descubre una forma de contar el conjunto de los niimeros impares y los cuadrados prefectos de Z,
utilizando el conjunto de los nimeros naturales N

Escribir algunas conclusiones, teniendo en cuenta lo que se trabajo en los puntos anteriores.

Ahora avancemos un poco mds. El conjunto de los niimeros naturales es un subconjunto del conjunto de los
ntimeros racionales positivos, es decir que N € Q%

Ahora bien, a pesar de que N € Q™. Se puede demostrar que la cantidad de elementos de N y Q™ es igual. Es
decir infinito.

6.

En el diagrama siguiente descubramos cémo podemos contar el conjunto de los numeros
racionales positivos Q*, haciendo uso del conjunto de los nimeros naturales N

1/1 1/2 1/3 1/4 1/5
2/1 2/2 2/3 2/4

3/1 3/2 3/3

4/1 4/2

5/1
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Anexo 3. Taller de la sesion tres

TALLER 3

1.

Consideremos el siguiente conjunto A

{111111 1 1 }

La siguiente grafica muestra la ubicacién en la recta numérica de sélo los cinco primeros
elementos del conjunto anterior

NOTA: No se ubican mds puntos en el segmento porque seria dificil representarlos en el pequefio
espacio

0 1/161/8  1/4 1/2 1

PREGUNTA: ¢ Crees que es posible llegar a una situacion en la que un punto de la biseccién coincide con
el punto 0? Explica tu respuesta.

2.

NOTA: Para dar respuesta a la siguiente pregunta tener en cuenta la lectura del texto “El Diablo
de los Niimeros”

Teniendo en cuenta el anterior conjunto A
Considera la siguiente suma:

L L
2 4 8 16

Recomendacion: Suma muchas, muchas los valores de la suma y utiliza la calculadora. Y observa el
valor al cual se aproxima la suma

PREGUNTA: ¢ Cudl crees que es el valor de esta suma? Explica tu respuesta.

Considera la siguiente ecuacion:

1 1 1 1 1
Podrias decir para qué valor de M resulta ¥ = 1. Explica tu respuesta.

Recomendacidn: Ten en cuenta el ejercicio anteriory de ahi saca el valor que toma M

Se deja caer una pelota desde 100 cm de altura sobre una superficie horizontal. Cada vez que la
h
pelota llega al suelo, tras caer desde una altura R , rebota hasta una altura 2

NOTA: Este ejercicio se habia hecho en el taller uno. Pero aqui se quiere aproximar aiin mds el recorrido
de la pelota. Se recomienda utilizar la calculadora para hacer muchas, muchas sumas del recorrido y de
esta manera observar el valor al cual se aproxima la suma

PREGUNTA: ¢Calcula la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta.

¢, Cuéantos rebotes da la pelota? Explica tu respuesta.

Consideremos el siguiente conjunto

_{1 11111 }
~12’3’4’5’6’7" "
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¢, Cudl es la suma de los doce primeros términos?

1+1+1+1+1+1+1+1+ 1 4 1 N 1

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Si seguimos calculando la suma cada vez con mas elementos del conjunto (incluso considera que
sean infinitos elementos del conjunto) ¢ cudl crees que seria el resultado? Explica tu respuesta

Comparar los siguientes conjuntos y concluir por qué el resultado de la suma de los elementos es
diferente. Escribir las conclusiones.
Nota: Recuerda que en los ejercicios 2 y 5.b. se calculo la suma

{1111111}

2'4’8'16'32° 64128’
{111111 }

2'3'4’5°6’7’
Consideremos el siguiente conjunto
C ={21,22,23,24,25,265, ...}

a) Calcular la suma de los diez primeros términos
21 +22 +23 424 +2° + 26 +27 + 28 4+ 2% 4+ 210

b) Si seguimos calculando la anterior suma cada vez con mas elementos del conjunto
(incluso considera el caso en que sean infinitos elementos en la suma)
PREGUNTA: ¢cual crees que seria el resultado? Explica tu respuesta
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Anexo 4. Taller de la sesién cuatro

EL HOTEL DE HILBERT?
Los conjuntos infinitos tienen siempre un lado atractivo: atentan contra la intuicién.

Supongamos que hubiera un ntimero infinito de personas en el mundo. Y supongamos también
que hay un hotel, en una ciudad, que contiene infinitas habitaciones. Estas habitaciones estan
numeradas, y a cada una le corresponde un niamero natural. Asi entonces, la primera lleva el
ndmero 1, la segunda el ntimero 2, la tercera el 3, etc. Es decir: en la puerta de cada habitacién
hay una placa con un ntimero, que sirve de identificacion.

Ahora, supongamos que todas las habitaciones estan ocupadas y sélo por una persona. En un
momento determinado, llega al hotel un sefior con cara de muy cansado. Es tarde en la noche y
todo lo que este hombre espera es terminar rdapido con el papelerio para irse a descansar.
Cuando el empleado de la recepcioén le dice: "lamentablemente no tenemos ninguna habitaciéon
disponible ya que todas las habitaciones estan ocupadas", el recién llegado no lo puede creer. Y
le pregunta:

- Pero cémo... éNo tienen ustedes infinitas habitaciones?

- Si -responde el empleado del hotel.

- Entonces, écomo me dice que no le quedan habitaciones disponibles?

-Y si, sefior. Estan todas ocupadas.

- Vea. Lo que me esta contestando no tiene sentido porque el hotel tiene infinitas habitaciones

Y aqui conviene que ustedes piensen la respuesta.

1. ¢Puede ser correcta la respuesta del recepcionista "no hay mas lugar", si el hotel tiene infinitas
habitaciones?

2. ¢éCOomo haria el recepcionista para reubicar a los huéspedes de tal suerte que cada uno tenga
una habitacién y nadie comparta su habitacién con otro?

NOTA: En una habitacidn solo puede hospedarse una persona

Ahora bien, algunos problemas mas:

3. Sienlugar de llegar un pasajero, llegan dos, équé sucede? ¢Cudl seria la solucién al problema?
4. ¢Ysienlugar de dos, llegan cien?
5. éYsillegaran infinitas personas? éQué pasaria en ese caso? éCoémo solucionar el problema?

CONCLUSION:

Los conjuntos infinitos tienen propiedades muy peculiares, pero, entre otras, la que atenta contra la
nn

intuicidn es que un subconjunto "mas pequefio", "contenido" dentro de un conjunto, puede contener el
mismo numero de elementos que el todo.

20 Tomado de http: //www.educar-argentina.com.ar/ENE2007/educ181.htm
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Anexo 5. Institucion Educativa Comercial del Norte

institucion Educativa
Comercial del Norte
3 Popayan

INSTITUCION EDUCATIVA COMERCIAL DEL NORTE
CH73N # 9- 21 Tel: 8248044 - 8247360 - 8249916
emall: icomerciaidelnorte@gmail.com

Anexo 6. Estudiantes en una de la sesiones de trabajo
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Anexo 7. Profesor brindando asesoria a los estudiantes
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Anexo 8. Capitulo nueve del texto EI Diablo de los NUmeros
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LLa novena noche

Robert soiiaba que sofiaba. Ya se habia acos-
tumbrado. Siempre que en los suefios le ocurria
algo desagradable. por ejemplo encontrarse con
un pie encima de una piedra resbaladiza en medio
de un rio de fuerte corriente v no poder avanzar
ni retroceder. pensaba con rapidez: Espantoso.
pero no es mas que un suefio.

Pero luego cogid la gripe. v cuando tuvo que
quedarse todo el dia en la cama con fiebre ese tru-
co no le suvido de mucho. porque Robert sabia
muy bien que los suefios que da la fiebre son los
peores. Se acordaba de que. una vez que habia es-
tado enfermo. habia ido a parar a una erupcion
volcanica. Montafias que escupian fuego lo habian
disparado hacia el cielo. v habia estado a punto de
caer lentamente. con espantosa lentitud. desde alli
arriba al centro de las fauces del volcan... Preferia
no pensar en ello. Por eso intentaba mantenerse
despierto. aunque su madre siempre decia:

-Lo mejor es que duermas y sudes la gripe. jNo
leas tanto! No es sano.
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Tras haberse leido aproximadamente doce te-
beos, estaba tan cansado que se le cerraban los

0]0s.

Pero lo que sofid entonces fue extrafisimo. So-

o que tenia gripe v estaba en la cama. v a su lado
estaba sentado el diablo de los numeros.

Ahi esta el vaso de agua en la mesita. penso. Ar-
do. Tengo fiebre. Creo que ni siquiera me he dor-
mido.

- Ah. si? -dijo el anciano-. ;Y qué pasa conmi-
go? ;(Estas sonando conmigo. o estoy realmente
aqui?

-Tampoco lo sé -dijo Robert.

-Es 1gual. En cualquier caso. queria hacerte una
visita porque estas enfermo. Y cuando se esta en-
fermo hay que quedarse en casa. v no hacer ex-
cursiones al desierto o contar liebres en campos
de patatas. Asi que pensé: Vamos a pasar una vela-
da tranquila, sin grandes trucos. Para no aburrir-
nos. he hecho venir a unos cuantos numeros. Ya
sabes que no puedo vivir sin ellos. Pero no te preo-
cupes. son enteramente inofensivos.

-Eso dices siempre -dijo Robert.

Llamaron a la puerta. y el diablo de los nime-
ros gritd: ;jAdelante! Enseguida entraron desfilan-
do. v de tal manera. todos a una. que el dormito-
rio de Robert estuvo hasta los topes en un abrir y
cerrar de ojos. Le asombro cuanta gente cabia en-
tre la puerta v la cama. Los numeros pasaban an-
te €l como ciclistas de competicion o corredores
de maraton. porque todos llevaban sus numeros
en camisetas blancas. El cuarto era bastante pe-
quefio. pero cuantos mas nimeros se apretujaban
mas largo parecia. La puerta se fue alejando cada
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vez mas, hasta que apenas fue posible distinguirla
al final de un recto pasillo.

Los numeros anduvieron por ahi riendo v char-
lando. hasta que el diablo de los niimeros gritd co-
mo un sargento:

-jAtencion! jA formar!

Enseguida se pusieron en una larga fila. con la
espalda contra la pared. el uno primero v todos
los demas junto a €l

-;Donde esta el cero? -pregunto Robert.

-iEl cero. un paso al frente! -rugioé el diablo de
los numeros.

Se habia escondido debajo de la cama. Salio
arrastrandose vy dijo con timidez:

-Pensaba que no me necesitarian. jMe siento
tan mal!. creo que he cogido la gripe. Ruego hu-
mildemente que se me conceda un permiso por
enfermedad.

-iFuera! -gritdé el anciano. y el cero volvid a
meterse a rastras bajo la cama de Robert.

»Bueno. es algo especial. este cero. Siempre quie-
re figurar. Pero los otros... ;jte has dado cuenta de
lo obedientes que son?

Miré complacido a los niimeros normales, or-
denados en fila:

{423#56?39101111

13

-iSegunda fila. a formar! -grité, y enseguida
afluyeron nuevos numeros. armando gran tumul-
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to y alboroto. hasta que al fin estuvieron en el or-
den correcto:

Estaban justo delante de los otros en la habita-
cién -si es que aun podia llaméarsele habitacion.
porque entre tanto se habia convertido en un tu-
bo de longitud imprevisible-. y todos llevaban ca-
miseta roja.

-Aja -dijo Robert-. Estos son los impares.

-Si. pero adivina cuantos son. comparados con
los de camiseta blanca que estan alineados contra
la pared.

-Esta claro -dijo Robert-. Uno de cada dos nu-
meros es impar. Asi que hay la mitad de rojos que
de blancos.

-, Crees entonces que hay el doble de nimeros
normales que de impares?

-Claro.

El diablo de los numeros rio. pero no fue una
risa amable. a Robert casi le parecio sarcastica.

-Me veo obligado a decepcionarte. querido -di-
jo el anciano-. Hay exactamente el mismo nume-
ro de cada clase.

-Eso no puede ser -exclamo Robert-. Todos los
nameros no pueden ser exactamente el mismo nu-
mero que /a mitad de ellos. jEso es absurdo!

-Atiende. te lo demostraré.

Se volvid hacia los numeros y rugid:
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-jPrimera y segunda fila. estrecharse las manos!

-, Por qué les gritas de esa manera? -dijo Ro-
bert enfadado-. Esto parece el patio de un cuartel.
(No podrias ser un poquito mas cortés con ellos?

Pero su protesta se esfumo. porque cada uno de
los blancos habia dado la mano a uno de los rojos.
y de pronto estaban por parejas. como soldados
de plomo:

-; Ves? Para cada numero corriente desde el uno
hasta alld fuera hay un nimero mmpar. también
desde el uno hasta alla fuera. ;O puedes ensefar-
me un solo rojo que se haya quedado sin pareja
blanca? Asi que hay infinitos numeros normales. y
el mismo numero de impares. Es decir. infinitos.

Robert reflexiond un rato.

-;Significa eso que si divido infinito entre dos
me sale dos veces mnfinito? jEntonces el todo seria
1gual de grande que su muitad!

-Sin duda -dijo el diablo de los numeros-. Y no
solo eso.

Saco un silbato del bolsillo v silba.

Enseguida, del fondo de la infinita habitacion
salio una nueva columna. Esta vez llevaban cami-
setas verdes. vy estuvieron vendo de un lado para
otro hasta que el viejo maestro grito:
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-iTercera fila. a formar!

No paso mucho tiempo antes de que los verdes
se pusieran en perfecto orden delante de los rojos
y los blancos:

-Esos son los numeros de primera -constatod
Robert.

El anciano se limité a asentir. Luego volvio a
tocar su silbato. cuatro veces seguidas. En el cuar-
to de Robert se desencadend un verdadero infier-
no. jUna pesadilla! jQuién hubiera pensado que
en un solo cuarto. aunque entre tanto se hubiera
hecho tan largo como el camino de un cohete a la
Luna. tuviera sitio tan espantosa cantidad de nu-
meros! Ya casi no se podia respirar. Robert se sen-
tia como si su cabeza se hubiera convertido en una
ardiente bombilla.

-iBasta! -grito-. No puedo mas.

-No es mas que tu gripe -dijo el diablo de los
nimeros-. Seguro que maifiana vuelves a estar me-
jor.

Luego. siguio dando ordenes:

-iTodos aqui! jLas filas cuatro. cinco. seis y sie-
te. a formar! jAprisa. por favor!

Robert abrio los ojos. que va se le estaban ce-
rrando, v vio siete clases distintas de numeros.
con camisetas blancas. rojas. verdes. azules. ama-
rillas. negras vy rosas. correctamente ordenadas
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«jAdelante!s, grité el diablo de los nimeros. Enseguida los nimeros entraron desfi-
lando. de tal modo que en un abrir y cerrar de ojos el dormitorio de Robert estuvo lle-

no hasta los topes.
unas tras otras. en pie en su infinitamente alarga-

do dormitorio:

Ya casi no pudo leer los ultimos numeros sobre
las camisetas rosas. porque eran tan largos que
apenas cabian en el pecho de quienes los llevaban.

-Crecen a una velocidad terrorifica -dijo Ro-
bert-. No puedo seguirlos.

-jPum! -dijo el anciano-. Los niimeros con ex-

clamaciones.

»Etcétera. Esto va mas deprisa de lo que crees.
Pero ;qué pasa con los otros? ;Los conoces?

-A los rojos va los teniamos. son los impares. y
los verdes son los numeros de primera. Los azu-

Ax2x3
AxX2x3 x4

1
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les... no sé, pero también me resultan familiares.

-jPiensa en las liebres!

-Ah, si. Son los Bonatschi. Y probablemente
los amarillos sean los triangulares.

-No esta mal. m1 querido Robert. Con gripe o
sin gripe. estas haciendo progresos como aprendiz
de brujo.

-Bueno. v los negros no son mas que numeros
saltarines. 27, 2°. 2% etcétera.

-Y hay el mismo ntmero de cada clase -dijo el
diablo de los nimeros.

-Infinitos -suspiré Robert-. Eso es lo terrible.
Qué multitud.

-Filas uno a siete. jrompan filas! -rugio el an-
ciano maesfro.

Y se puso en marcha un nuevo arrastrar y apre-
twjar v empujar v patear v desplazar. Soélo cuando
todos los nimeros volvieron a estar fuera se pro-
dujo un delicioso silencio, y el cuarto de Robert
volvié a ser pequefio v a estar vacio. como habia
estado antes.

-Ahora es cuando necesito un vaso de agua v
una aspirina -dijo Robert.

-Y descansa bien, para poder volver a tenerte
en pie manana.

El diablo de los numeros le tapé incluso.

-Solo tienes que mantener los ojos abiertos -di-
jo-. El resto te lo escribiré en el techo.

-, Qué resto?

-Oh -dijo el anciano. que va volvia a agitar su
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«Ahora necesito un vaso de agua vy una aspirina», dijo Robert. Pero el anciano ya es-
taba agitando otra vez su baston.

baston-. hemos expulsado a las filas porque ar-
man demasiado alboroto v meten demasiada su-
ciedad en la habitacion. Ahora les toca el turno a
las series.

- Series? ;[ Qué clase de series?

-Bueeeno -dijo el diablo de los numeros-. los
nimeros no siempre forman como soldados de
plomo. ;Qué pasa cuando se unen? Quiero decir.
cuando se les suma.

-No entiendo -gimioé Robert.

Pero el anciano va habia escrito la primera serie
en el techo de la habitacion.

-;No has dicho que debo descansar? -pregun-

to Robert.

-No te pongas asi. Solo tienes que leer lo que
pone:

1 1 4 A

-iSon quebrados! -exclamo indignado Robert-.
jAl diablo con ellos!

-Perdona, pero la verdad es que son muy senci-
llos. ;No te lo parece a t1?

-Un medio -leyo Robert- mas un cuarto mas
un octavo mas un dieciseisavo. etcétera. Arriba
hay siempre un uno. y abajo estan los numeros
saltarines de la serie del dos. los de la camiseta ne-
gra: 2. 4. 8, 16... Ya sabemos como sigue.
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-Si, pero ;qué sale si sumamos todos esos que-
brados?

-No lo sé -repuso Robert-. Como la serie no
termina nunca. probablemente salga una cantidad
infinita. Pero por otra parte 1/4 es menos que 1/2.
1/8 es menos que 1/4. etcétera... asi que lo que
afiado es cada vez mas pequeilo.

Las cifras desaparecieron del techo. Robert se
queddé mirando fijamente hacia arriba v no vio
mas que una larga raya:

i N -4
0 1/2. A1
-jAja! -dijo al cabo de unrato-. Creo que com-
prendo. Empieza con 1/2. Luego sumo la mitad

de 1/2. es decir 1/4.
Y lo que decia aparecid en el techo del cuarto.

negro sobre blanco:
e — + :
0 1/2 3/4 1

4/2_ 4/4_

-Luego. sencillamente. sigo adelante, afiadiendo
siempre una mitad. La mitad de 1/4 es 1/8. la mitad
de 1/8 es 1/16. etcétera. Los quebrados que se aia-
den son cada vez mas pequefios. hasta que son tan
diminutos que va no puedo verlos. de forma pare-
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cida a como sucedié aquella vez con el chicle com-

partido.

— | B e T S
0 1/2 3y 1
N— T s N, Nongrant oy

Y2 Y4 8 e % ...

-Y puedo seguir asi hasta que me salgan canas
verdes. Asillegaré casi hasta el uno. pero nunca del
todo.

-Sipuedes llegar. Solo tienes que seguir hasta el
infinito.

-Eso no me apetece. Al fin y al cabo estoy en
cama con gripe.

-Aun asi -dijo el anciano-. ahora sabes como
sigue y qué sale. Porque 71 puedes cansarte. pero
los niimeros nunca.

Arriba en el techo la raya desaparecio. y se pu-
do leer:

-iFantastico! -exclamo el diablo de los nume-
ros-. jMagnifico! jPero ahora sigue!

-Estoy cansado. jTengo que dormir!

-Pero ;qué es lo que quieres? -pregunté el an-
ciano-. Ya estas durmiendo. Al fin y al cabo estas
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sofiando conmigo. v solo se puede soifiar cuando
se duerme.

Robert tuvo que aceptar que era cierto. aunque
poco a poco tenia la sensacion de tener agujetas en
el cerebro.

-Esta bien -dijo-. wna mas de tus locas ideas.
pero luego quiero descansar.

El diablo de los nimeros alzé su bastoncillo v
chasqued los dedos. En el techo volvieron a apa-
recer Unos cuantos nimeros:

A 1 1 1 4 4
_+-+_. i _— — rr ey =
3 m 5+6+q.+g+ =

-Exactamente lo mismo que antes -exclamo
Robert-. También puedo alargar esta serie hasta
cuando quiera. Cada nuevo numero sera menor
que el anterior. Probablemente vuelva a salir uno.

-, Ta crees? Entonces, miremos la cosa con un
poquito mas de atencion. Cogeremos los dos pri-
meros NUMeros.

Ahora. en el techo tan solo estaban los dos pri-
meros miembros de la serie:

-t

WA

1
-, Cuanto es esto?

-No lo s¢ -murmuréd Robert.
-No te hagas mas tonto de lo que eres -renego
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el diablo de los nuimeros-. ;Qué es mas: la mitad
0 un tercio?

-La mitad. naturalmente -grité enfadado Ro-
bert-. ;Me tomas por estupido?

-No. querido. Pero haz el favor de decirme so6-
lo una cosa: ;qué es mas. un tercio o un cuarto?

-Naturalmente un tercio.

-Bueno. Tenemos dos quebrados. de los que
cada uno es mas que un cuarto. ;v qué son dos
cuartos?

-Qué pregunta mas tonta. dos cuartos son la
mitad.

-, Lo ves? Asi que

A 1 1 1
2- 3 €5 1mas que “_ 4

»Y s1 ahora cogemos los préximos cuatro miem-
bros de la serie y los sumamos, vuelve a salir mas
de la mitad:

A,1.4 1
- S A

-Eso es demasiado complicado para mi-rezon-
g6 Robert.

-iTonterias! -gritd el diablo de los numeros-.
(Qué es mas: un cuarto o un octavo?
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-Un cuarto.

-, Qué es mas: un quinto o un octavo?

-Un quinto.

-Correcto. Y con el sexto y el séptimo pasa igual.
De los cuatro quebrados

Bero Bonnhe ol

G, i

’ /

cada uno de ellos es mas que un octavo. Y qué
son cuatro octavos ?
A regaiiadientes. Robert respondio:
-Cuatro octavos son exactamente 1/2.
-Magnifico. Ahora tenemos

_4_+4 g QA 8. A XN A y W
-—-+-—+——+-—+_+ —-+— a— — — SO — i
Z73TyTeTe T g g Yoot T2t a5 Y
N it N 7 \ — >

mas que mas que mas que

122 12 1/2

»Y asi sigue. Hasta el infinito. Veras que ya los
seis primeros miembros de esta serie dan mas de 1
si se les suma. Y asi podriamos seguir cuanto qui-
s1€ramos.

-Por favor. no -dijo Robert.

-Y si siguiéramos (no te preocupes. no vamos a
hacerlo). ;adonde iriamos a parar?

-Probablemente al infinito -dijo Robert-. Es
una cosa endemoniada!
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-So6lo que llevaria bastante tiempo -explico el
diablo de los ntimeros.

»Hasta haber llegado al primer millar, y aunque
calcularamos a enorme velocidad. creo que nece-
sitariamos hasta el fin del mundo. Asi de lento au-
menta la serie.

-Entonces dejémoslo -dijo Robert.

-Entonces dejémoslo.

La escritura del techo se borrd muy lentamen-
te. el viejo maestro desaparecio sin ruido. el tiem-
po paséd. Robert desperté porque el sol le hacia
cosquillas en la nariz. Cuando su madre le toco la
frente y dijo «jGracias a Dios. la fiebre ha remifi-
do!». va habia olvidado lo facil que podia ser des-
lizarse del uno al infinito.
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